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1. Übung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es seien X und Y unabhängige, exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parametern λ bzw. µ.

(a) Finden Sie die Verteilung von Z gegeben durch Z(ω) = min{X(ω), Y (ω)}.

(b) (Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung). Zeigen Sie

P{X > s+ t | X > s} = P{X > t} ∀s, t > 0.

(c) Berechnen Sie die Verteilung von W := 1{X≤Y }.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien Xk, k ∈ N unabhängige Exp(λ)-verteilte Zufallsvariablen. Definiere Tn :=

∑n
k=1Xk,

und Nt := |{n ∈ N0 : Tn ≤ t}|. Zeige, dass Nt−Ns, 0 ≤ s ≤ t, Poisson-verteilt ist mit Parameter
λ(t−s). Zeige weiter, dass Ns und Nt−Ns unabhängig sind. (Der stochastische Prozess {Tt}t≥0
heißt Poisson-Prozess mit Intensität λ).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei {Xn}n ∈ N0 eine Markov-Kette mit Zustandsraum S, Übergangsmatrix P und Startver-
teilung ν. Welche Folgen von Zufallsvariablen sind ebenfalls Markov-Ketten?

(a) {Xn+r}n∈N0 für ein festes r ∈ N.

(b) {X2n}n∈N0

(c) {(Xn, Xn+1)}n∈N0

Beweisen Sie Ihre Behauptung. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Übergangsmatrix und die
Startverteilung.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei {fk}k∈N eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N. Beweisen Sie die Existenz einer Markov-
Kette {Xn} auf N0 mit der folgenden Eigenschaft: Es sei T0 = inf{n > 0 : Xn = 0}. Dann gelte
P{T0 = k} = fk. Das bedeutet, wir konstruieren eine Markov-Kette, deren Rückkehrzeiten in
den Punkt 0 eine vorgegebene Verteilung haben.
Hinweis: Man kann eine Übergangsmatrix P = (pij) so wählen, dass für alle i ∈ N gilt, dass
pij = 0 für j /∈ {i+ 1, 0} erfüllt ist.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte

Zur Erinnerung: Geben Sie auch an, welche der Aufgaben Sie gegebenenfalls vor-
rechnen könnten!


