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2. Übung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei P die folgende stochastische Matrix mit Zustandsraum E = {1, ..., 6} :

P =



1/2 0 0 1/2 0 0

0 1/3 0 0 2/3 0

1/4 1/4 0 1/4 0 1/4

1/3 0 0 2/3 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1/2 0 1/2 0


Für i ∈ E bezeichne Pi die Verteilung der Markovkette (Xn)n∈N mit Übergangsmatrix P und
Start in X0 = i. Ferner sei τj := inf{n ∈ N : Xn = j} die Ersteintrittszeit in j ∈ E.

(a) Bestimmen Sie alle kommunizierenden Klassen sowie deren Rekurrenzeigenschaften.

(b) Berechnen Sie Pi(τ2 <∞) für alle i ∈ E.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei (Xn)n∈N eine irreduzible rekurrente Markov-Kette mit Zustandsraum E, deren Verteilung

bei Start in X0 = i ∈ E mit Pi bezeichnet wird. Es sei A ⊂ E. Für k ∈ N sei T
(k)
A rekursiv

definiert durch
T
(1)
A := inf{n > 0 : Xn ∈ A},

T
(k+1)
A := inf{n > T

(k)
A : Xn ∈ A}, k ≥ 1.

Zeigen Sie:

(a) Die T k
A sind Stoppzeiten

(b) Pi(T
(k)
A <∞) = 1 für alle i ∈ E und alle k ∈ N

(c) Unter Pi, i ∈ A, ist die Folge Yk := X
T

(k)
A

eine Markov-Kette mit Zustandsraum A.

Bitte wenden!



Aufgabe 3 Ehrenfest’sches Diffusionsmodell (4 Punkte)
Wir betrachten N Moleküle, die auf zwei Behälter A und B verteilt sind. Sei p ∈ [0, 1] fest
gewählt. Zu den Zeitpunkten n ∈ N passiert mit Wahrscheinlichkeit q = 1 − p nichts, und mit
Wahrscheinlichkeit p wechselt ein uniform unter den N Teilchen ausgewähltes Molekül in den
jeweils anderen Behälter. Sei Xn ∈ {0, ..., N} die Anzahl der Moleküle im Behälter A direkt
nach dem Zeitpunkt n ∈ N.

(a) Betimmen Sie die Übergangswahrscheinlichkeiten der Markov-Kette (Xn)n∈N.

(b) Zeigen Sie, dass für p ∈ (0, 1) die Binomialverteilung auf {0, ..., N} mit Parameter 1
2 die

eindeutig bestimmte stationäre Verteilung von (Xn)n∈N ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Der Cayley-Baum ist der zusammenhängende Graph mit abzählbarer Knotenmenge I und den
folgenden Eigenschaften: Von jedem Knoten aus gehen drei Kanten zu drei anderen Knoten
und es gibt keine Schleifen. (Für n ≥ 3 wird eine Folge e1, ..., en verschiedener Knoten eines
Graphen Schleife genannt, wenn {e1, e2}, ..., {en−1, en}, {en, e1} Kanten des Graphen sind). Wir
betrachten die einfache symmetrische Irrfahrt (Xn)n∈N auf dem Graphen mit Start in i ∈ I. Wir
wählen einen beliebigen Knoten als Nullpunkt und setzen S0 := inf{n ≥ 0 : Xn = 0}.

(a) Zeigen Sie, dass Pi(S0 < ∞) = 2−d(i,0) ist, wobei d(i, 0) den Abstand des Knoten i vom
Nullpunkt bezeichnet.

(b) Zeigen Sie, dass die Irrfahrt auf dem Cayley-Baum transient ist.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte
Zur Erinnerung: Geben Sie bitte auch an, welche der Aufgaben Sie gegebenenfalls
vorrechnen könnten!


