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3. Ubung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei E eine nichtleere abzéhlbare Menge. Sei (Xj,)nen, eine Markov-Kette auf E mit Uber-
gangsmatrix P = (p;;)i jeE-

(a) Sei M C E,M # 0,M # FE so dass i +> j fiir alle ¢, j € M gilt. Zeigen Sie dass M genau
dann eine kommunizierende Klasse ist, wenn P := (p;;); jem eine stochastische Matrix ist.

(b) Beweisen Sie, dass i € E genau dann ein wesentlicher Zustand ist, wenn {j € E':i <> j} =
{(jeE:i—j}gil.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

(a) Es sei E eine hochstens abziéhlbare Menge, und (X, )nen, eine Markovkette auf E mit
Ubergangsmatrix P. Sei D eine nichtleere echte Teilmenge von E und f : E\ D — ]Rar
eine beschréankte Funktion. Wir definieren 7 := inf{n € Ny : X,, ¢ D} und nehmen an,
dass P;(7 < 00) =1 fiir alle i € E gilt. Nun definieren wir v : £ — R durch

Zeigen Sie

(i) Furi e B\ D gilt u(i) = f(3)

(i) Fir i€ D gilt u(i) = > cp piju(d) + 2gep\p ik S (k).
Hinweis zu (ii): Es gilt u(i) = E;[f(X:)1z=13] + Eilf(Xr)1r>0]

(b) Wende (a) auf die stochastische Matrix von Blatt 2, Aufgabe 1, an: Wir definieren in
diesem Fall D als die Menge der transienten Zusténde in E. Dann ist also die Stoppzeit
7 als die erste Zeit, zu der X,, einen rekurrenten Zustand erreicht hat. Verwende (a), um
Pi(X; € {1,2,4}) fiir i € E zu berechnen.

Bitte wenden!



Aufgabe 3 Optimale Spielstrategie (6 Punkte)
In der Notation von Aufgabe 2 (a) (mehr zu den Hintergriinden in der Ubungsstunde) definiere

v(i) == sup  E[f(X7)]
T Stoppzeit

fiir eine beschrinkte Funktion f : F — Rg . Wir zeigen in dieser Aufgabe, dass v die kleinste
Funktion ist, welche v > f und v > Puv erfiillt. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

1. Da f beschrankt ist, ist auch v beschréinkt.

2. Fiir jedes ¢ > 0 und j € E existiert eine Stoppzeit T; so dass E;[f(X1;)] > v(j) — ¢ ist.
3. T} ist eine Funktion des Pfades mit Start in j, d.h. Tj = ¢(j, X1, Xo, ...).

4. Definiere die neue Stoppzeit T := 1+ t(X7, Xo, ...).

5. Zeige dass Bl (X)) = Sy pi sl (X1, > Sjeppislo(d) — e

6. Folgere daraus v > Puv.

7. Sei nun g eine weitere Funktion mit der Eigenschaft, dass ¢ > f und g > Pg gilt. Benutze

folgendes Theorem (ohne Beweis), um zu zeigen dass g > v gilt.

Theorem Fiir jede Stoppzeit T und jedes i € E gilt g(i) > E;[g(X7)].

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte
Zur Erinnerung: Geben Sie bitte auch an, welche der Aufgaben Sie gegebenenfalls
vorrechnen kénnten!



