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4. Übung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei (Xn)n∈N0 eine Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum E mit Übergangsmatrix
P = (pij) und Startverteilung µ, wobei µ invariant bezüglich P sei mit µ(i) > 0 für alle i ∈ E.
Für einen festen (End-)Zeitpunkt N ∈ N sei die Zeitumkehr (Ym){m=0,...,N} von X definiert

durch Ym := XN−m. Zeigen Sie, dass (Ym) eine Markov-Kette mit Übergangsmatrix P̂ = (p̂ij)
und Startverteilung µ ist, wobei P̂ gegeben ist durch die eindeutige Lösung von

µ(i)p̂ij = µ(j)pji ∀i, j ∈ E.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei E = {1, 2, ..., N} und (Xn)n∈N0 eine aperiodische, irreduzible Markov-Kette mit Zustands-
raum E und Übergangsmatrix P , für welche

∑
i∈E pij = 1 für alle j ∈ E gilt. Eine solche Matrix

heisst doppelt stochastisch. Sei Q = P T . Zeigen Sie:

(a) Q ist ebenfalls eine stochastische Matrix, und für alle n ∈ N gilt q
(n)
ij = p

(n)
ji .

(b) Sei (Yn)n∈N0 eine Markov-Kette mit Zustandsraum E und Übergangsmatrix Q. Dann ist
(Yn) irreduzibel und aperiodisch.

(c) Sei π = (π1, ..., πN ) eine invariante Verteilung von (Xn). Dann gilt πT = PπT , und πi = 1
N

für alle i ∈ E.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (Xn) eine Markov-Kette mit Zustandsraum E = {1, 2, 3} und Übergangsmatrix P gegeben
durch

P =


1− 2p 2p 0

p 1− 2p p

0 2p 1− 2p


mit p ∈ (0, 1/2).

(a) Berechne p
(n)
ij für i, j ∈ E,n ∈ N.

(b) Berechne Ei[T
(i)
1 ], i ∈ E.

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (Fortsetzung von Aufgabe 3, Blatt 3) (4 Punkte)
Wir betrachten eine verallgemeinterte Form des Spiels aus dem Tutorium. Sei (Xn) eine Markov-
Kette mit endlichem Zustandsraum E und Übergangsmatrix P , welche eine allgemeine Version
des Spiels aus dem Tutorium beschreibt. Sei f : E → R+

0 eine beschränkte Auszahlungsfunktion.
Wir hatten die Funktion v definiert als

v(i) = sup
T Stoppzeit

Ei[f(XT )].

In dieser Aufgabe beweisen wir dass

τ := inf{n ∈ N0 : Xn /∈ D}

die optimale Stoppzeit ist, wobei D := {i ∈ E : v(i) > f(i)} ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

1. Betrachte v(i) für absorbierende und rekurrente i ∈ E.

2. Beweise Pi(τ <∞) = 1 für alle i ∈ E.

3. Verwende Aufgabe 2 von Blatt 3 um zu zeigen dass für u(i) := Ei[f(Xτ )] gilt dass u ≥ Pu.
(Hinweis: Es gilt immer v ≥ u!)

4. Zeige durch Widerspruch dass u ≥ f. Hinweis: Aufgabe 3 von Blatt 3 verwenden.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte
Zur Erinnerung: Geben Sie bitte auch an, welche der Aufgaben Sie gegebenenfalls
vorrechnen könnten!


