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5. Ubung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei (Xy)nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum E und Ubergangsmatrix P. Sei ferner
h: E — I eine surjektive Abbildung mit der Eigenschaft dass

h(i) = h(j) = Z Dik = Z pji fiir alle z € 1.
keh=1({z}) keh=t({z})

Sei die Matrix @ = (quy)z,yer definiert durch

Gry = Z pij fiir ein beliebiges ¢ mit h(i) = .
jer=1({y})

(a) Zeigen Sie, dass (@ eine stochastische Matrix ist, und dass der Prozess (Y,)nen, gegeben
durch Y,, = h(X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix @ ist.

(b) Sei 7 eine invariante Verteilung fiir (X,,). Finden Sie eine invariante Verteilung fiir (Y7,).

Aufgabe 2 (Kartenmischen) (4 Punkte)
Ein Stapel mit N Karten soll nach dem folgenden Verfahren gemischt werden: Die jeweils oberste
Karte wird abgehoben und an einer uniform gewihlten Stelle in den Stapel geschoben. Model-
lieren Sie das Mischen der Karten als eine Markov-Kette durch Angabe des Zustandsraums und
der Ubergangsmatrix. Zeigen Sie, dass diese Markov-Kette irreduzibel und aperiodisch ist, und
bestimmen Sie die invariante Verteilung.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (Xn)nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum {1,.., N} und Ubergangsmatrix P = (p;;),
wobei p;; = 0 fiir | — j| > 2 und p; ;41 > 0 fiir i € {1,..., N — 1} gelten sollen. Weiter seien
Pyo = pyn = 1. Definiere 7; := inf{n € N: X,, = i}. Sei nun u; := P;{ry < 70}, d.h. u; ist die
Wahrscheinlichkeit, in NV (und nicht in 0) absorbiert zu werden. Zeigen Sie

(a) (u;)icp ist ein rechtsseitiger Eigenvektor von P mit Eigenwert 1.

(b) Mit p; == [TI_, B2=L fiir j € E\ {0, N}, po = 1, py = 0 folgt

k=1 pg i1

i—1
Z;’:O Pj

fir alle j € E.
N
Zj:o Pj

U; =

(c¢) Die einfache symmetrische Irrfahrt auf Z mit Start in 0 besucht N mit Wahrscheinlichkeit
ﬁ vor dem ersten Besuch in —N.

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (Galton-Watson-Prozess) (4 Punkte)
Die Namensgeber Galton und Watson interessierten sich fiir den Erhalt von Familiennamen.
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass jede Familie genau 3 Kinder hat, von denen jedes
mit Wahrscheinlichkeit ¢ € (0,1) ménnlich ist. Im 19. Jahrhundert wurde der Familienname
nur von ménnlichen Kindern weitergegeben. Wir starten mit einem ménnlichen Individuum zur
Zeit n = 0. Geben Sie die Nachkommensvertelilung fiir den Galton-Watson-Prozess an, der die
Anzahl Individuen mit dem betreffenden Familiennamen modelliert. Berechnen Sie fiir ¢ = 1/2
die Wahrscheinlichkeit dass der Familienname ausstirbt.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte
Zur Erinnerung: Geben Sie bitte auch an, welche der Aufgaben Sie gegebenenfalls
vorrechnen kénnten!



