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8. Übung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (P (t))t>0 eine substochastische Halbgruppe auf einer abzählbaren Menge E. Zeigen Sie

(a) Für alle i ∈ E ist t 7→
∑

j∈E Pij(t) eine nichtwachsende Funktion.

(b) Falls ein t0 existiert so dass P (t0) eine stochastische Matrix ist, so ist P (t) für alle t > 0
eine stochastische Matrix.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei E eine abzählbare Menge und sei ∂ /∈ E. Sei (P (t))t>0 eine substochastische Halbgruppe
welche nicht stochastisch ist.

1. Für t > 0 definiere

Rij(t) :=


1, falls i = ∂ = j,

0, falls i = ∂ 6= j,

1−
∑

k∈E Pik(t), falls i 6= ∂ = j,

Pij(t), falls i 6= ∂ 6= j.

Zeigen Sie dass (R(t))t>0 eine stochastische Halbgruppe auf E ∪ {∂} ist.

2. Sei (R(t))t>0 eine stochastische Halbgruppe auf E ∪ {∂} so dass für alle i, j ∈ E und alle
t > 0 gilt Rij(t) = Pij(t). Zeigen Sie dass ein i ∈ E und ein ti > 0 existieren so dass∑

j∈E Pij(ti) < 1 ist. Außerdem gilt R∂∂ = 1 für alle t > 0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei E = {0, 1} und für α ∈ (0, 1] sei

P :=

 α 1− α

1− α α

 .
Zeigen Sie dass eine Markovsche Standardalbgruppe (P (t))t>0 mit P (1) = P genau dann exi-
stiert, wenn 1/2 < α ≤ 1 gilt, und berechnen Sie in diesem Fall (P (t))t>0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Betrachte den reinen Todesprozess mit Sterberate λ > 0. Geben Sie die Q−Matrix an und
berechnen Sie die Übergangswahrscheinlichkeiten Pij(t) für i, j ∈ N0, t > 0.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte


