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10. Ubung
Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Betrachte die Markov-Kette (X;)¢~o mit Q—Matrix

Berechnen Sie
(a) die zugehorige Halbgruppe (P(t))>o0,
(b) die invariante Verteilung 7 direkt aus Q.

Zeigen Sie im Weiteren explizit dass limy_o P;;(t) = m(j) gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Betrachte den Geburts-Todes-Prozess (X;)¢~o mit Geburtsraten \,, := n\ und Todesraten u,, :=
np fir n € Ny, und feste A, x > 0. Definiere

n(t) = P(X(t) = 0]X(0) = 1).
(a) Zeigen Sie dass fiir alle ¢t > 0 gilt
0 (1) + N+ w)n(t) = p+ A(t)*.

(b) Berechnen Sie n(t),t > 0

(c) Berechnen Sie P(X(¢) = 0| X (u) =0) fir 0 < ¢t < u.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Betrachte die einfache symmetrische Irrfahrt in stetiger Zeit auf {0, ...,n}, d.h. die Markov-Kette
gegeben durch folgende Sprungraten:

1. Fiir ¢ € {1,...,n — 1} springt die Kette mit Rate 1 nach links und mit derselben Rate 1
nach rechts.

2. Die Rate fiir einen Sprung von 0 nach 1 wird mit A, die Rate fiir einen Sprung von n nach
n — 1 mit p bezeichnet.

Finden Sie alle invarianten Mafle fiir s&émtliche moglichen Werte von A und p.



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei (Xt)¢>0 eine Markov-Kette in stetiger Zeit auf abzéhlbarem Zustandsraum E. Fir die
@—Matrix nehmen wir an, dass >, ; icp ¢ij = —¢i € (r, R) fiir alle i € E gilt, wobei 0 < r <
R < oo sein soll. Fiir A C E definieren wir Hj := inf{t > 0: X(t) € A}, P; =P;(H4 < 00) und
E; :=E;[H ). Zeigen Sie

(@) > oper @ixPr =0 fiir alle j ¢ A,

(b) (Ej)jek ist die minimale nicht-negative Lésung von

E; =0 falls j € A, 1+ZijEk =0 falls j ¢ A.
keE

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte



