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11. Übung

Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

1. X1, ..., Xm sind Zufallsvariablen so dass jede Linearkombination a1X1 +a2X2 + ...+amXm

mit a1, ..., am ∈ R normalverteilt ist.

2. Es existiert ein Vektor µ und eine symmetrische positiv semidefinite Matrix A so dass die
charakteristische Funktion des Zufallsvektors X = (X1, ..., Xm) die Form φ(X1,..,Xm)(t) =

exp(i < t, µ > −1
2 tAt

T ) hat, t ∈ Rm. (Zur Erinnerung: die charakteristische Funktion eines
Zufallsvektors X = (X1, ..., Xm) ist definiert als φ(X1,...,Xm) = E(ei<t,X>), wobei < ·, · >
das Standardskalarprodukt in Rm bezeichnet).

Hinweis: Für a ∈ R ist ϕaX = ϕX(at); und für t = (t1, t2) gilt ϕ(X1,X2)(t) = ϕt1X1+t2X2(1).
(Diese Aussagen sind zu beweisen, falls sie benutzt werden).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien X und Z unabhängig und N (0, 1)−verteilt. Sei Y := X2 + Z. Wir wollen Y gegeben
X vorhersagen.

(a) Berechnen sie die optimale Vorhersage Ŷ und die lineare Vorhersage Ỹ von Y gegeben X.

(b) Berechnen Sie E[(Y − Ŷ )2] und E[(Y − Ỹ )2]. Kommentieren Sie Ihre Ergebnisse.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Wir betrachten den Prozess (X(t))t∈N0 definiert durch

X(0) := e0 und X(t) = X(t− 1) + et + (α− 1)et−1, t ≥ 1,

mit α ∈ R und et, t ∈ N0 u.i.v. mit E[e0] = 0 und E[e20] = µ <∞.

(a) Bestimmen Sie für s > t ≥ 0 die optimale Vorhersage von X(s) gegeben X(u), u ≤ t, d.h.
berechnen Sie

P̂tX(s) := E[X(s)|X(u), u ≤ t].

(b) Beweisen Sie die folgenden Darstellungen im Spezialfall X̂(s) := P̂s−1X(s) :

(a) X̂(t+ 1) = αX(t) + (1− α)X̂(t)

(b) X̂(t+ 1) = α
∑t

j=0(1− α)jX(t− j).



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Mit L2(Ω,F ,P) bezeichnen wir den Hilbertraum der
F−messbaren, bezüglich P quadratintegrierbaren Funktionen mit Skalarprodukt < X,Y >=
E[X · Y ]. Sei G ⊂ F eine Teil-σalgebra von F . Zeigen Sie dass die Abbildung X 7→ E[X|G] eine
Orthogonalprojektion L2(Ω,F ,P)→ L2(Ω,G,P) ist.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte


