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12. Ubung
Stochastische Modelle

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (Xp)nez ein schwach stationdrer Prozess, und sei r : Z — R, r(h) = cov(Xo, X) die Auto-
kovarianzfunktion. Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften von r :

1. »(0) >0,
2. |r(h)| < r(0) fiir alle h € Z,

3. r(h) = r(—h) fir alle h € Z.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Zn,n € Z seien unabhiingige, identisch N(0,0?)—verteilte Zufallsvariablen, und a,b,c seien
Konstante. Welche der folgenden Prozesse sind schwach stationér? Berechnen Sie im schwach
stationéren Fall den Mittelwert und die Autokovarianzfunktion.

1. Xp=a+bZy+ cZn,
2. X,, = Zycos(cn),
3. Xy, = Z, cos(cen) + Z,—_1sin(cn),

4. Xp = ZnZn-1.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien X = (X1,...,X,)" und Z = (Z1,..., Zy)T zwei auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
definierte Zufallsvektoren mit quadratintegrierbaren Komponenten. Bezeichne mit P,z . 7.1
die orthogonale Projektion auf sp{Z1, ..., Z,,}, und definiere

Pz(X) == (Payp(z1,..20)(X1): s Popizr,.. 21 (X)) T

Zeigen Sie: Falls E[ZZT] nicht-singulir ist, so gilt

Pz(X) = MZ, mit M = E[XZ"|E[ZZ"].



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei (Uy)nez ein MA(1)-Prozess, das bedeutet dass U,, = Z,,+67,,_1 ist, wobei die Z,, unkorreliert
mit E[Z,] = 0 und 0 < E[Z2] = 02 < oo sind. Definiere den R?—wertigen Prozess (X,)nen,
durch )

1 6 Zn

0 0| |Zn

(a) Zeigen Sie

0 1
1. Vn e Ny : Xy = Xn + Znt1 ,
0 0 0

2. V¥n eNg: U, =[1 0]X,.

(b) Verwenden Sie diese Darstellung von U,, um ein Rekursionsverfahren zur Berechnung
der besten linearen Einschritt- Vorhersage Un basierend auf Uy, ..., U,_1 herzuleiten (d.h.
U, = Py, vn_13(Un) in der Notation von Aufgabe 3), sowie die Vorhersagefehler zu
bestimmen.
Hinweis: Vergleichen Sie das Problem mit dem Setting fiir die Kalman-Rekursion!

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte



