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1. �Ubungsblatt
"
Wahrscheinlichkeitstheorie 2\

Mengensysteme und Ma�e

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: Dynkin-Systeme 8 Punkte
Erinnern Sie sich an die De�nition des schwachen Dynkin-Systems:
Eine Familie D von Teilmengen einer nichtleeren Menge 
 hei�t schwaches Dynkin-

System, falls die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:

(i) 
 2 D

(ii) D 2 D) Dc 2 D

(iii) F�ur jede aufsteigende Folge (Dn)n2N von Mengen aus D (d.h. 8n 2 N : An � An+1)
gilt:

S
n2N

An 2 D.

Gelten die Aussagen von Lemma 1.6 und Satz 1.7 (aus der Vorlesung) noch, wenn man
\Dynkin-System" durch \schwaches Dynkin System" ersetzt? Beweisen Sie ihre Behaup-
tungen!

2. Hausaufgabe: Algebren und �-Algebren 3 Punkte
Sei A := fA � N : A oder Ac endlichg.
Zeigen Sie, dass A eine Algebra, jedoch keine �-Algebra auf N ist.

3. Hausaufgabe: Noch mehr � Algebren 5 Punkte
F�ur jede nat�urliche Zahl n 2 N bezeichneAn die von dem System En := ff1g ; f2g ; : : : ; fngg
in 
 := N erzeugte �-Algebra.

(i) Zeigen Sie, dass An aus allen Mengen A � N besteht die entweder A � f1; : : : ; ng
oder m 2 A f�ur alle m � n+ 1 erf�ullen.

(ii) O�enbar gilt An � An+1. Zeigen Sie, dass [1
n=1An keine �-Algebra ist.

4. Hausaufgabe: Eindeutigkeit von Ma�en 4 Punkte
Finden Sie ein Gegenbeispiel f�ur folgende Ausssage:
\Sei (
;F) ein messbarer Raum und � und � zwei (nicht notwendigerweise �-endliche)
Ma�e darauf, die auf einem durchschnittstabilen Erzeuger E von F �ubereinstimmen. Dann
gilt: � = �."
Dies bedeutet (fast), dass die Voraussetzung der Existenz einer Folge (
n)n2N in E mit
den Eigenschaften 
n " 
 und �(
n) = �(
n) f�ur alle n 2 N in Satz 1.13 notwendig ist!
Hinweis: Es gen�ugt einen endlichen Grundraum 
 zu betrachten.


