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10. Übungsblatt
”
Wahrscheinlichkeitstheorie 2“

Stationäre Prozesse

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: 4 Punkte
Weisen Sie nach, dass es sich bei den für den Beweis von Lemma 5.7 definierten Mengen-
systemen DB und EA um Dynkinsysteme handelt.

2. Hausaufgabe: 4 Punkte
Es sei X = (X1, X2, . . .) ein stationärer stochastischer Prozess mit Werten in einem
Messraum (E1, E1). Für k ∈ N sei außerdem f : (Ek

1 , Ek1 )→ (E2, E2) eine messbare Funk-
tion in einen weiteren Messraum (E2, E2). Zeige, dass Y = (Y1, Y2, . . .) definiert durch
Ym := f(Xm, Xm+1, . . . , Xm+k−1) ebenfalls ein stationärer Prozess ist.

3. Hausaufgabe: 5 Punkte
Finde zwei stationäre Prozesse X = (X1, X2, . . .) und Y = (Y1, Y2, . . .), so dass Z :=
(X1Y1, X2Y2, . . .) nicht stationär ist.

4. Hausaufgabe: 5 Punkte
Es seien p ∈ N und a1, . . . , ap ∈ R. Man bezeichne weiterhin mit x := (xn)n∈N die durch
xk := ak für k = 1, . . . , p und xk+p = xk für k ∈ N definierte periodische Folge. Weiter
sei σ eine auf {1, . . . , p} gleichverteilte Zufallsvariable, welche auf (Ω,F ,P) definiert sei.
Zeigen Sie: Der durch

∀ω ∈ Ω : X(ω) = (xσ(ω), xσ(ω)+1, xσ(ω)+2, . . .)

definierte reelle stochastische Prozess ist stationär.
Ist dieser Prozess auch ergodisch? Dabei heißt X ergodisch, falls der Linksshift auf
(RN,B(R)N,PX−1) ergodisch ist. (Vergleiche Diskussion zwischen Lemma 5.3 und Defini-
tion 5.4 im Skript.)

5. Hausaufgabe: 2 Punkte
Es sei T eine maßerhaltende Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P).
Zeigen Sie: T ist genau dann ergodisch, falls für alle X ∈ L1(P) gilt, dass

1

n

n−1∑
j=0

X ◦ T j

P-f.s. gegen eine Konstante konvergiert.


