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12. Ubungsblatt ,, Wahrscheinlichkeitstheorie 2

Schwache Konvergenz und Straffheit

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: 5 Punkte

(i) Man betrachte die Folge (p,)nen von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, B(R)) defi-
niert durch:

1 n
VneN: u, 3:5251
i=1

und untersuche, ob sie schwach konvergiert. Falls er existiert, ist der Grenzwert
anzugeben.

(ii) Man bestimme alle schwachen Haufungspunkte der Menge {/i,, }nen mit

fin = Ugs 2 o1y

noim

fiir alle n € N.

Bemerkung: 9§, ist das Dirac-Maf§ auf x und U, die Gleichverteilung auf A.
Ein Mafl  aus einer Menge von Maflen I' heifle dabei schwacher Haufungspunkt von I,
falls es eine Folge in "\ {n} gibt, die schwach gegen n konvergiert.

2. Hausaufgabe: 5 Punkte
Seien i, i1, pio, . . . WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, B(R)). Beweisen oder widerlegen Sie
folgende Aussage: p,, konvergiert genau dann schwach gegen u, wenn fiir jedes kompakte
F C R gilt:

lim sup i, (F) < pu(F).

n—o0

3. Hausaufgabe: 10 Punkte
Sei S eine abzihlbare Menge und d: S x S — R gegeben durch
1 fallsx#y
d(z,y) = { 0 sonst '

a) Zeige, dass d eine Metrik auf S ist und bestimme das System der beziiglich d offenen
Teilmengen von S und die davon erzeugte Borel-o-Algebra Bg.



b) Zeige: K C S ist kompakt <= #K < oco. Dabei bezeichnet #A die Kardinalitét
einer Menge A.

Es seien nun (p, )nen, p# Wahrscheinlichkeitsmafie aus M; (S).

c) Zeige: .
pn — o <= VA€ Bg nh_)rgo pn(A) = u(A)

d) Zeige, dass aus der Konvergenz der ”Einzelwahrscheinlichkeiten “
Vo€ S lim pa({x}) = ul{z)

die Straffheit der Menge {1, pia, ... } € My (S) folgt.

e) Benutze die Straffheit um zu zeigen, dass aus der Konvergenz der Einzelwahrschein-
lichkeiten die schwache Konvergenz ji,, — p folgt.



