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2. �Ubungsblatt
"
Wahrscheinlichkeitstheorie 2\

Messbare Funktionen und Integration

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: erzeugte �-Algebren 4 Punkte
Es seien (
;G) und (~
; ~G) zwei messbare R�aume und f : 
 ! ~
 eine Abbildung. Sei
weiterhin E � P(~
) ein Erzeuger von ~G. Dann erzeugt f�1(E) die �-Algebra f�1( ~G); d.h.:
Es gilt f�ur jede Menge E � P(~
) :

�(f�1(E)) = f�1(�(E)):

2. Hausaufgabe: Messbarkeitskriterium 4 Punkte
Betrachten Sie zwei messbare R�aume (
;F) und (
̂; F̂) und eine Abbildung f : 
 ! 
̂.
Sei E ein Erzeugendensystem von F̂, d.h. F̂ = �(E).
Zeigen Sie:

f ist F� F̂�messbar , f�1(E) � F:

(vgl. Lemma 1.27)

3. Hausaufgabe: messbare Funktionen 6 Punkte
Zeigen Sie die folgenden Aussagen, die aus den S�atzen 1.29 und 1.30 des Skriptes stammen:

(i) Sind f und g messbare, reellwertige Funktionen, so ist auch f + g eine messbare
Funktion.

(ii) Sei f1; f2; : : : eine Folge messbar-numerischer Funktionen.
Dann sind auch f(x) := lim sup

n!1
fn(x) und g(x) := lim infn!1 fn(x) messbar-

numerische Funktionen.

4. Hausaufgabe: Messbarkeit und Integration 6 Punkte
Sei 
 eine �uberabz�ahlbare Menge und sei S die �-Algebra aller abz�ahlbaren oder coabz�ahl-
baren (d.h. das Komplement ist abz�ahlbar) Teilmengen von 
. Aus der ersten �Ubung ist
bekannt, dass es sich um eine �-Algebra handelt.

(i) Zeigen Sie, dass eine numerische Funktion 
! �R genau dann messbar ist, wenn sie
auf einer (von der Funktion abh�angigen) coabz�ahlbaren Menge konstant ist.



(ii) Sei � : S ! [0;1] die Funktion, die jedem abz�ahlbaren A 2 S den Wert 0 und
jedem coabz�ahlbaren B 2 S den Wert 1 zuordnet. Zeigen Sie, dass � ein Ma� auf
(
;S) de�niert.

(iii) Bestimmen Sie alle �-integrierbaren Funktionen sowie deren Integrale.


