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4. Ubungsblatt ,, Wahrscheinlichkeitstheorie 2*
Konvergenz und Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: 6 Punkte
a) Fiir einen metrischen Raum (T, d) bezeichne B(T') die Borel-o-Algebra auf T'. Zeigen
Sie

B(R?) = B(R) ® B(R).
b) Sei X = (X,);es eine Familie von Abbildungen eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2, F, P)
in einen Messraum (E, £). €7 bezeichne die Produkt-c-algebra auf EX.
Zeigen Sie, dass gilt:

X:Q > Elist F— & -messbar & VieI: X;:Q — E ist F — E-messbar.

2. Hausaufgabe: 5 Punkte
Es sei eine Folge (X,,)nen von reellen Zufallsvariablen gegeben, die in Wahrscheinlichkeit
gegen z € R konvergiere. Auflerdem sei ¢ : R — R eine beschrinkte, im Punkt z stetige
Funktion mit ¢(z) = 0. Zeigen Sie, dass dann lim,_, E [¢(X,,)] = 0 gilt.

3. Hausaufgabe: 4 Punkte

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) betrachten wir eine Folge (X,)nen reeller

Zufallsvariablen. Entscheiden Sie (mit Begriindung), ob die folgenden Mengen stets in der

o-Algebra der terminalen Ereignisse Too :=(or_, 0 (U, 0(X,,)) liegen.

(i) {Die Reihe ) ° | X; konvergiert und der Grenzwert ist kleiner als 42}

(i)

(iii) {>°r, X; =17 fiir ein n}
)

(iv) {lim, 0o 237, X; =0}

{3>%, X; = 42 unendlich oft}

4. Hausaufgabe: 5 Punkte
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §,P) und
f : R — R eine Borel-messbare Funktion.

Zeigen Sie, dass X und foX genau dann unabhéngig sind, wenn fo X fast sicher konstant
ist.



