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5. �Ubungsblatt
"
Wahrscheinlichkeitstheorie 2\

Bedingte Erwartungen

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: 5 Punkte
Es sei (Xn)n2N eine Folge unabh�angiger, identisch verteilter Zufallsgr�o�en mit P (Xi =
1) = 1=2+� und P (Xi = �1) = 1=2��, � 2]0; 1=2[. Weiterhin sei An die von X1; : : : ; Xn

erzeugte �-Algebra und Sn := X1 + : : :+Xn. Man zeige f�ur k 2 f1; : : : ; ng:

E [Sn j Ak ] = Sk + 2�(n� k):

2. Hausaufgabe: 5 Punkte
Finden Sie auf 
 := fa; b; cg ein Beispiel f�ur eine Zufallsvariable X und zwei �-Algebren
F1, F2 in dem

E [E [X jF2 ] jF1 ] 6= E [E [X jF1 ] jF2 ]

gilt, wobei die beiden Seiten sich auf einer Menge positiven Ma�es unterscheiden m�ussen.
Bestimmen sie alle auftretenden bedingten Erwartungen.

3. Hausaufgabe: 5 Punkte
Sei (
;F;P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und J � F eine Teil-�-Algebra. Zeige, dass J
genau dann P-trivial ist, wenn f�ur alle X 2 L1(P) gilt

E[XjJ ] ist P-f.s. konstant.

Dabei hei�t eine �-Algebra J � F P-trivial, wenn P(A) 2 f0; 1g f�ur alle A 2 J .

4. Hausaufgabe: 5 Punkte
F�ur eine Zufallsvariable X 2 L2(
;F;P) und eine �-Algebra A � F de�nieren wir die
bedingte Varianz von X bez�uglich A als

Var (X j A) := E
�
(X � E [X j A ])2

�
� A

�
:

Zeigen Sie:
a) Var (X j A) = E

�
X2 j A

�
� (E [X j A ])2

und
b) Var(X) = E [Var (X j A)] + Var (E [X j A ]) :


