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7. �Ubungsblatt
"
Wahrscheinlichkeitstheorie 2\
Martingale

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

Dies ist das letzte Blatt der ersten Semesterh�alfte!

F�ur alle Aufgaben dieses Blattes sei (
;F;P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
F := (Fn)n2N0 eine Filtration darauf.

1. Hausaufgabe: 6 Punkte
Seien � und � 0 Stoppzeiten bzgl. F. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) F�^�0 = F� \ F�0 .

(ii) Ist X = (Xn)n2N0 F-adaptiert und gilt �(!) <1 f�ur alle !, dann ist X�

F�-messbar.

(cf. Lemma 4.14)

(iii) De�niere f�ur n 2 N0 die �-Algebra Fn := F�0^n sowie F1 := �(F�0^n : n 2 N0):
Dann ist F1 = F�0 .

2. Hausaufgabe: 5 Punkte
Zeigen Sie, dass die Summe von zwei F-Martingalen wieder ein Martingal ist. Gilt dies
(im Allgemeinen) auch f�ur das Produkt?

3. Hausaufgabe: Orthogonalit�at der Inkremente 5 Punkte
Es sei (Mn)n2N0 ein F-Martingal mit Mn 2 L

2 f�ur alle n 2 N0 und n1 < n2 < n3 < n4
nat�urliche Zahlen. Zeige:

(i) E[(Mn2
�Mn1

)2] = E[M2
n2
�M2

n1
] =
P

n2�1

k=n1
E[(Mk+1 �Mk)

2]

(ii) E[(Mn4
�Mn3

)(Mn2
�Mn1

)] = 0:

4. Hausaufgabe: 4 Punkte
Sei (Xn)n2N0 ein F-Martingal. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass dann

(y) 8n 2 N0 : E[Xn] = E[X0]

gilt. Finden Sie nun einen stochastischen Prozess mit konstantem Erwartungswert (d.h.
f�ur den y gilt), der aber kein Martingal ist!


