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9. Ubungsblatt ,, Wahrscheinlichkeitstheorie 2*

Konvergenz von Martingalen

Mittwoch 14.12.2011: FiMal-StoMo-VerMa-WT2 Weihnachtsumtrunk
ab 18Uhr im Cafe Hardenberg

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte

1. Hausaufgabe: 4 Punkte
Beweisen Sie das 0-1 Gesetz von Kolmogorov mit Martingalmethoden.

Hinweis: Sei A ein Ereignis in der Tail-o-Algebra 7o, := (,,cn, o Uiz, Fr) mit (Fr)nen,
eine Familie von unabhéngigen o-Algebren. Betrachte den Prozess (X, )nen, definiert
durch X,, = E[l4 | o(Fy,...,F,)] fir alle n € Ny und nutze die Unabhéngigkeit von
o(Fi,...,Fp) und To..

2. Hausaufgabe: 5 Punkte
Ist die Bedingung sup,,cy, E[X,/] < oo notwendig fiir die fast sichere Konvergenz eines
Submartingals (X, )nen,? Beweisen Sie Thre Aussage.

(cf. Martingalkonvergenzsatz 4.28)

3. Hausaufgabe: 3 Punkte
Sei (X, )nen, ein nichtnegatives Supermartingal bzgl. einer Filtration F = (F,,)nen, -
Zeigen Sie, dass dann eine integrierbare Zufallsvariable X, existiert mit der Eigenschaft,
dass lim,, o, X,, = X f.s. und fiir alle n € Ny gilt X,, > E[X, | F] fs..

4. Hausaufgabe: 8 Punkte
Sei (X, )nen, €in Submartingal bzgl. einer Filtration F = (F,)nen,. Zeigen Sie folgende
Implikation:

Angenommen es existiert eine integrierbare Zufallsvariable X’ mit X,, < E[X' | F,] fs.
fiir alle n € Nj.

Dann folgt a) sup,,ey, E[|Xn|] < oo, b) fiir den fast sicheren Limes X, gilt Xo € L' und
c) X, <E[X | F] fiir alle n € Np.

(cf. Bemerkung 4.42)

Hinweise:

(i) Zeigen Sie , dass X;F < E[(X')T | F,] fast sicher fiir alle n € Np.



(ii) Zeigen Sie ¢) indem Sie X, bzw. X,, in Positiv- und Negativteil zerlegen und die
entsprechenden Aussagen einzeln betrachten. Dabei ist es fiir die Betrachtung der
Positivteile hilfreich die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (X,),en, unter Zu-
hilfenahme von (i) zu zeigen.

Harpy HOLIDAYS!!



