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Frühjahr 09

Erwin Bolthausen

1 Masstheoretische Grundlagen und Ergänzungen

Nachfolgend wird eine Zusammenstellung der für die Wahrscheinlichkeitstheorie wich-
tigsten Begri¤e und Sätze aus der Mass- und Integrationstheorie gegeben. Für ausführ-
liche Darstellungen sind die folgenden Bücher empfehlenswert:

� H. Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundzüge der Masstheorie, de Gruyter
1978 (3. neubearbeitete Auflage)

� H. Bauer: Mass- und Integrationstheorie, de Gruyter 1990

� D.L. Cohn: Measure Theory, Birkhäuser 1980

Verweise in diesem Kapitel beziehen sich auf das zweitgenannte Buch von Bauer.

1.1 Masse und Erweiterungen
De�nition 1.1
Sei 
 eine Menge. Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von 
 heisst Algebra auf

, falls

(i) 
 2 F ;

(ii) A 2 F =) Ac 2 F ;

(iii) A;B 2 F =) A [B 2 F :

F heisst �-Algebra, wenn (i) und (ii) gelten und anstelle von (iii):

(iii�) Ist fAngn2N eine abzählbare Folge, An 2 F , so gilt
S1
n=1An 2 F .

Jede Algebra enthält ; = 
c. Per Induktion folgt sofort, A1; : : : ; An 2 F =)Sn
i=1Ai 2 F ; wenn F eine Algebra ist. Ferner gilt A1; : : : ; An 2 F =)

Tn
i=1Ai =

(
Sn
i=1A

c
i )
c 2 F :

Jede �-Algebra ist o¤ensichtlich auch eine Algebra. Eine �-Algebra ist auch abge-
schlossen gegenüber abzählbaren Durschnitten.
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Lemma 1.2
a) Sind Ai; i 2 I; Algebren in 
; wobei I eine beliebige nicht leere Menge ist, so istT

i2I Ai eine Algebra.

b) Sind Fi; i 2 I; �-Algebren in 
; wobei I eine beliebige nicht leere Menge ist, so
ist
T
i2I Fi eine �-Algebra.

Beweis. O¤ensichtlich nach den De�nitionen.

Beispiele 1.3
a) f;;
g ist eine �-Algebra

b) Die Potenzmenge von 
; die wir mit P (
) bezeichnen, ist eine �-Algebra:

c) Sei 
 = R: Wir betrachten die Menge J der rechts o¤enen, links abgeschlossenen
Intervalle (inklusive R und der leeren Menge):

J := f;;Rg [ f(a; b] : �1 < a < b <1g [ f(�1; b] : b 2 Rg [ f(a;1) : a 2 Rg :
(1.1)

A sei die Menge aller endlichen Vereinigungen paarweise disjunkter dieser Inter-
valle. Man überlegt sich leicht, dass A eine Algebra aber keine �-Algebra ist.

Proposition 1.4
Zu jedem Mengensystem C in 
 gibt es eine kleinste Algebra a(C) und eine kleinste
�-Algebra �(C), die C enthalten, d.h. a(C) hat die folgenden Eigenschaften:

a) a(C) � C

b) Ist A eine Algebra mit A � C so gilt A � a (C) :

Entsprechende Aussagen gelten für � (C) :

Beweis. Wir diskutieren den Fall von a (C) : Es gibt mindestens eine Algebra, die C
enthält, nämlich die Potenzmenge P (
) :

a (C) :=
\
fA : A Algebra; A � Cg

erfüllt o¤ensichtlich a) und nach Lemma 1.2 auch b). Analog konstruiert man � (C) : (Zur
Erinnerung: Ist X eine Menge von Mengen so ist

T
X der Durchschnitt der Mengen in

X):
Ist F eine �-Algebra, so nennt man ein Mengensystem C mit F = �(C) ein Erzeu-

gendensystem von F : In der Regel haben die uns interessierenden �-Algebren viele
Erzeugendensysteme.

Ist fAigi2I eine beliebige Familie von �-Algebren auf derselben Menge 
, so istT
i2I Ai nach Lemma 1.2 wieder eine �-Algebra. Die Vereinigung

S
i2I Ai ist jedoch im

allgemeinen keine �-Algebra. Mit
W
i2I Ai wird die �-Algebra �(

S
i2I Ai) bezeichnet. Im

Fall I = f1; : : : ; ng ist auch die Schreibweise A1 _ � � � _ An gebräuchlich.
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Es ist häu�g wichtig, Erzeugendensysteme mit speziellen Eigenschaften zu verwen-
den. Von besonderer Bedeutung in der Wahrscheinlichkeitstheorie sind durchschnitt-
stabile Erzeugendensysteme. (Eine FamilieA von Teilmengen von 
 heisst durchschnitt-
stabil, falls A;B 2 A ) A \ B 2 A.). In diesem Zusammenhang sind Mengensysteme
wichtig, die etwas allgemeiner als die �-Algebren sind:

De�nition 1.5
Eine Familie D von Teilmengen von 
 heisst Dynkin-System, falls die folgenden Be-
dingungen erfüllt sind:

(i) 
 2 D

(ii) D 2 D ) Dc 2 D

(iii) Für jede Folge fDngn2N von paarweise disjunkten Mengen aus D, ist
S1
n=1Dn

ebenfalls in D.

Aus (i) und (ii) folgt, dass auch ; 2 D gilt. Aus (iii) folgt daher auch, dass D
abgeschlossen gegenüber Vereinigungsbildung von endlich vielen paarweise disjunkten
Mengen ist.

Ist C � P(
), so gibt es analog wie bei den Algebren und �-Algebren ein kleinstes
Dynkin-System d(C), das C enthält.

Der springende Punkt ist, dass für Dynkin-Systeme nur die Abgeschlossenheit des Sy-
stems gegenüber Vereinigungen paarweise disjunkter Folgen von Mengen verlangt wird.
Dies gestattet es oft, von gewissen Mengensystemen nachzuweisen, dass sie Dynkin sind,
wohingegen ein (direkter) Nachweis, dass es sich um eine �-Algebra handelt, schwierig
ist. Wir werden bald Beispiele dazu kennenlernen.

Jede �-Algebra ist natürlich ein Dynkin-System, die Umkehrung gilt jedoch nicht:
Man kann leicht Dynkin-Systeme angeben, die keine �-Algebren sind (siehe Übungen).
Es gilt jedoch:

Lemma 1.6
Ist ein Dynkin-System durchschnittsstabil, so ist es eine �-Algebra.

Beweis. Sei D ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Wir müssen nur zeigen, dass D
abgeschlossen gegenüber abzählbaren Vereinigungen ist.

Sei fAigi2N eine Folge von Elementen in D. Wir de�nieren die Folge fBngn2N durch

B1 := A1;

Bn := An n (A1 [ � � � [An�1); n � 2:

Wir zeigen mit Induktion nach n, dass Bn und A1 [ � � � [ An zu D gehören. Für n = 1
ist nichts zu zeigen.

Sei n � 2. Bn lässt sich wie folgt darstellen:

Bn = An \ ((A1 [ � � � [An�1)c) :
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Per Induktionsvorraussetzung ist A1[� � �[An�1 in D und somit auch das Komplement.
Da D als durchschnittstabil vorausgesetzt ist, folgt Bn 2 D. A1[� � �[An�1 und Bn sind
disjunkt, und es gilt A1[� � �[An = (A1[� � �[An�1)[Bn. Nach der Dynkin-Eigenschaft
gilt dann A1 [ � � � [An 2 D. Wir haben somit gezeigt, dass alle Bn in D liegen. Die Bn
sind jedoch paarweise disjunkt, und es gilt[

n2N
An =

[
n2N

Bn:

Somit folgt
S
n2NAn 2 D.

Satz 1.7
Ist C ein durchschnittstabiles Mengensystem, so gilt d(C) = �(C).

Beweis. Da jede �-Algebra auch ein Dynkin-System ist, folgt sofort d(C) � �(C). Um
Gleichheit nachzuweisen, müssen wir daher nur noch zeigen, dass d(C) eine �-Algebra ist.
Gemäss Lemma 1.6 genügt es zu zeigen, dass d(C) durchschnittstabil ist. Wir de�nieren

A := fA � 
 : A \ C 2 d(C) 8C 2 C g:

Da C als durchschnittstabil vorausgesetzt war, folgt A � C.
Wir zeigen nun, dass A die Dynkin-Eigenschaften hat, indem wir die drei Eigenschaf-

ten in der De�nition 1.5 nachweisen:

(i) klar.

(ii) A 2 A ) A \ C 2 d(C) 8C 2 C ) Ac \ C = (Cc [ (A \ C))c 2 d(C) 8C 2 C )
Ac 2 A. (Beachte: Cc und A \ C sind disjunkt!)

(iii) An 2 A, n 2 N, seien paarweise disjunkt. Wegen An \ C 2 d(C) 8C 2 C folgt�S
n2NAn

�
\ C 2 d(C) 8C 2 C, d.h.

S
n2NAn 2 A.

Somit ist gezeigt, dass A ein Dynkin-System ist, also gilt A � d(C). Wir de�nieren
nun

�A := fA � 
 : A \A0 2 d(C) für alle A0 2 d(C) g:

Nach dem vorangegangenen Schritt gilt �A � C. Man zeigt nun genau gleich wie oben für
A, dass �A Dynkin ist. Somit folgt �A � d(C). Dies besagt jedoch nichts anderes, als dass
d(C) durchschnittstabil ist.

De�nition 1.8
Ein Inhalt � auf einer Algebra A ist eine Abbildung von A ! [0;1] mit den Eigen-
schaften �(;) = 0 und �(A [B) = �(A) + �(B) für alle A;B 2 A mit A \B = ;.

Ein Inhalt � heisst �-endlich, falls eine Folge fAngn2N von Mengen aus A existiert,
für die 
 =

S1
n=1An und �(An) < 1 für alle n 2 N gelten. � heisst endlich falls

� (
) <1 gilt.

4



Ein Inhalt � heisst �-additiv, falls für jede Folge fAngn2N von paarweise disjunkten
Mengen aus A, für die

S1
n=1An 2 A gilt,

�
�[1

n=1
An

�
=

1X
n=1

�(An)

erfüllt ist. (Ein �-additiver Inhalt heisst auch Prämass.)
Ein �-additiver Inhalt, der auf einer �-Algebra de�niert ist, heisst Mass. Ein Mass

� mit � (
) = 1 heisst einWahrscheinlichkeitsmass.

Konvention: Es werden im folgenden nur �-endliche Inhalte und Masse betrachtet; dies
wird stets stillschweigend vorausgesetzt.

Es sind hier einige Bemerkungen angebracht: Der entscheidende Aufgabe ist die Kon-
struktion von Massen auf geeigneten �-Algebren. Eine der Schwierigkeiten dabei ist es,
dass man die Mengen in �-Algebren in der Regel nicht direkt beschreiben kann. Eine
direkte konkrete Beschreibung dieser Masse ist daher in der Regel nicht möglich. Die
von uns anvisierten �-Algebren besitzen jedoch konkrete Erzeugendensysteme, die Alge-
bren sind. Man versucht daher, die gewünschten Masse auf diesen Erzeugendensysteme
zu konstruieren und zwar in der Form von Prämassen. Nur mit den Prämassen zu ar-
beiten ist jedoch nicht ausreichend, denn Algebren sind nicht abgeschlossen gegenüber
abzählbaren Mengenoperationen. Wir benötigen deshalb einen Satz, der es uns erlaubt,
Prämasse auf Algebren zu Massen auf den erzeugten �-Algebren hochzuziehen. Dies ist
der Erweiterungsatz von Caratheodory.

Lemma 1.9
Sei � ein Inhalt auf einer Algebra A. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

a) � ist monoton, das heisst für A � B gilt �(A) � �(B).

b) � ist endlich additiv, d.h. sind A1; : : : ; An 2 A paarweise disjunkt, so gilt

�
�[n

i=1
Ai

�
=

nX
i=1

� (Ai) :

c) � ist endlich subadditiv, d.h. sind A1; : : : ; An 2 A, so gilt

�
�[n

i=1
Ai

�
�

nX
i=1

� (Ai) :

Beweis. Sofort aus der De�nition.

Satz 1.10
Es seien � ein Mass auf der �-Algebra F . Dann gelten die folgenden Eigenschaften:
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a) Sei An; n 2 N eine fallende Folge von Mengen in F ; und A :=
T
nAn: (Wir

schreiben dafür auch An # A): Falls ein n existiert mit � (An) < 1 so gilt
�(A) = limn!1 �(An).

b) Sei An; n 2 N eine ansteigende Folge von Mengen in F ; und A :=
S
nAn: (Wir

schreiben dafür auch An " A): Dann gilt �(A) = limn!1 �(An).

c) Für eine beliebige Folge An 2 F ; n 2 N gilt

�
�[1

n=1
An

�
�

1X
n=1

�(An):

Beweis. Analysis III.

Lemma 1.11
� sei ein endlicher Inhalt auf einer Algebra A. Dann sind die folgenden zwei Bedingungen
äquivalent:

a) � ist �-additiv (d.h. � ist ein Prämass).

b)
An 2 A; n 2 N,An # ; =) � (An) # 0:

Beweis. I) Sei � ein �-additiver endlicher Inhalt, und sei An eine Folge wie in b). Wir
de�nieren Bn := An n An+1 für n 2 N. Die Bn sind paarweise disjunkt, und wegenT
nAn = ; gilt

An =

1[
m=n

Bm

für alle n 2 N. Somit gilt

�(An) =
1X
m=n

�(Bm):

Die Summe auf der rechten Seite ist konvergent und somit folgt limn!1 � (An) = 0.
II) � erfülle b) und fBngn2N sei eine Folge paarweise disjunkter Mengen 2 A,

mit B :=
S1
n=1Bn 2 A. Dann sind für jedes n die Mengen B1; : : : ; Bn; An+1 :=S1

m=n+1Bm = B n (
Sm
j=1Bj) paarweise disjunkt und in A. Wegen der endlichen Ad-

ditivität von � gilt

�(B) =
nX
j=1

�(Bj) + �(An+1):

Es gilt aber An+1 # ; für n!1 und demzufolge �(An+1) # 0. Somit folgt

�(B) =
1X
j=1

�(Bj):

6



Satz 1.12 (Caratheodory)
Es sei �0 ein Prämass (stets �-endlich!) auf einer Algebra A. Dann gibt es genau ein
Mass � auf �(A), das �0 erweitert, das heisst, das auf A mit �0 übereinstimmt.

Wir beweisen den Satz hier nicht. Für einen Beweis sei auf das Buch von Bauer
verwiesen. Die Eindeutigkeit ist einfach und folgt aus dem folgenden Resultat, das wir
noch häu�g verwenden werden:

Satz 1.13
Stimmen zwei Masse � und �, die auf einer �-Algebra F de�niert sind, auf einem
durchschnittstabilen Erzeugendensystem D von F überein, und existiert eine Folge

n 2 D; n 2 N mit 
n " 
 und �(
n) = �(
n) < 1, so gilt � = � auf F . Insbesonder
stimmen zwei endliche Masse, die auf einem durchschnittstabilen Erzeugendensystem
übereinstimmen und für die � (
) = � (
) gilt, auf der erzeugten �-Algebra überein.

Beweis. Wir beweisen zunächst den Spezialfall, wo �(
) = �(
) < 1 gilt. Sei F 0 =
fA 2 F : �(A) = �(A) g. Dann ist D � F 0, und F 0 ist ein Dynkin-System. Wir zeigen
die drei Bedingungen in der De�nition 1.5):

1. 
 2 F 0.

2. D 2 F 0 ) �(Dc) = �(
 nD) = �(
)� �(D) = �(
)� �(D) = �(Dc)) Dc 2 F 0.

3. Für jede Folge fDngn2N von paarweise disjunkten Mengen aus F 0 gilt

�
�[1

n=1
Dn

�
=

1X
n=1

�(Dn) =
1X
n=1

�(Dn) = �
�[1

n=1
Dn

�
;

woraus
S1
n=1Dn 2 F 0 folgt.

Somit folgt F 0 � d(D) = �(D) = F aus Satz 1.7.
Für den allgemeinen Fall betrachten wir die endlichen Masse �n, �n de�niert durch

�n(A) = �(A \ 
n); �n(A) = �(A \ 
n);

A 2 F . Nach der vorangegangenen Überlegung gilt �n = �n für alle n 2 N. Somit folgt

�(A) = lim
n!1

�(A \ 
n) = lim
n!1

�(A \ 
n) = �(A)

für alle A 2 F , das heisst � = �.

De�nition 1.14
a) Ist F eine �-Algebra auf einer Menge 
, so heisst (
;F) messbarer Raum und
die Mengen in F heissen messbar.

b) Ist (
;F) ein messbarer Raum und � ein Mass auf F ; so heisst (
;F ; �) ein
Massraum. Ist �(
) < 1, so heisst der Massraum endlich. Gilt �(
) = 1, so
spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsraum, und � heisst Wahrschein-
lichkeitsmass.
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De�nition 1.15
Sei (
;F ; �) ein Massraum. Eine Menge A � 
 heisst eine �-Nullmenge, wenn eine
Menge F 2 F existiert mit A � F und � (F ) = 0: (Man beachte, dass wir nicht verlangen,
dass A 2 F gilt). Ein Massraum heisst vollständig, wenn F alle �-Nullmengen enthält.

Lemma 1.16
Sind Ai; i 2 N; �-Nullmgen, so ist auch

S
iAi eine �-Nullmenge.

Beweis. Seien Bi 2 F mit Ai � Bi; � (Bi) = 0: Dann gilt natürlich
S
iAi �

S
iBi 2 F

und
�
�[

i
Bi

�
�
X
i

� (Bi) = 0:

Bemerkung 1.17
Jeder Massraum lässt sich sehr einfach vervollständigen. Ist nämlich (
;F ; �) ein belie-
biger Massraum, so betrachten wir

F� := fA � 
 : 9B 2 F ; A�B ist �-Nullmengeg � F :

Man weist sehr einfach nach, dass F� eine �-Algebra ist. Ferner lässt sich � auf G erwei-
tern: Ist B 2 G; so existiert nach De�nition eine Menge A 2 F mit der Eigenschaft, dass
A�B eine Nullmenge ist. Wir setzen � (B) := � (A) : Natürlich muss man nachweisen,
dass die Festlegung nicht von der gewählten Menge A abhängt. Es stellt sich heraus,
dass

�

;F�; �

�
ein vollständiger Massraum ist. Man nennt ihn die Vervollständigung

von (
;F ; �) : Die obigen Eigenschaften sind alle sehr einfach nachzuprüfen.
Mit vollständigen Massräumen zu arbeiten hat manchmal Vorteile. Von daher ist

man versucht, Massräume immer automatisch zu vervollständigen. Anderseits muss man
bedenken, dass die vervollständigte �-Algebra von dem vorliegenden Mass abhängt, was
manchmal nachteilig ist.

1.2 Beispiele von messbaren Räumen und Massräumen
De�nition 1.18
a) Es seien 
 = R und sei J die Menge der rechts abgeschlossenen und links o¤enen
Intervalle (1.1). B = �(J ) heisst Borel-�-Algebra in R: Die Mengen in B heissen
Borelmengen.

b) Es sei 
 = Rn und Jn sei die Menge aller �Hyperkuben�der Form I1 � � � � � In,
Ij 2 J : Dann heisst Bn := � (Jn) die Borel-�-Algebra in Rn: Die Mengen in Bn
heissen (n-dimensionale) Borelmengen.

Es sollte hier bemerkt werden, dass Borel-Mengen nicht durch irgendwelche �Eigen-
schaften�charakterisiert werden. Eine o¤ene Menge etwa ist durch die Eigenschaft, dass
jeder Punkt der Menge eine Umgebung in der Menge besitzt, charakterisiert. Etwas
Ähnliches ist bei Borel-Mengen nicht möglich.

Die Borel-�-Algebra hat eine Reihe von anderen nützlichen Erzeugendensysteme.
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Lemma 1.19
Die folgenden Mengensysteme sind Erzeugendensysteme der Borel-�-Algebra B in R :

a) f (�1; t] : t 2 Rg:

b) Die Menge aller Intervalle in R:

Die folgenden Mengensysteme sind Erzeugendensysteme der Borel-�-Algebra Bn in
Rn:

c) Die Menge der o¤enen Teilmengen von Rn.

d) Die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von Rn.

e) Die Menge der kompakten Teilmengen von Rn.

Beweis. Analysis III
Sind (Si;Si) ; i 2 I; beliebige messbare Räume, wobei I eine beliebige Indexmenge

ist, so kann man stets die Produktmenge 
 :=
Q
i2I Si mit einer Produkt-�-Algebra auf

die folgende Weise versehen: Für k 2 I; A 2Sk; sei

A(k) :=
�
x = (xi)i2I : xk 2 A

	
: (1.2)

Z :=
n
A(k) : k 2 I;A 2 Sk

o
:

De�nition 1.20
� (Z) nennt man die Produkt-�-Algebra, und bezeichnet sie mit

N
i2I Si: Den messba-

ren Raum
�

;
N

i2I Si
�
bezeichnet man als den Produktraum der (Si;Si) : Sind alle

(Si;Si) gleich: (Si;Si) = (S;S) ; so schreiben wir auch einfach
�
SI ;S
I

�
für den Pro-

duktraum.

Z ist nicht durchschnittstabil. Deshalb arbeitet man oft mit dem Erzeugendensystem
D; das aus den endlichen Durchschnitten von Mengen in Z besteht. O¤ensichtlicht gilt

� (D) = � (Z) =
O
i2I

Si:

Nach Satz 1.13 stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmasse auf
N

i2I Si überein, wenn sie
auf D übereinstimmen. Diese Aussage ist für das Erzeugendensystem in der De�nition
1.20 nicht richtig.

Ein einfaches Beispiel ist der unendliche Produktraum für den Münzwurf. Wir setzen
S := fK;Zg ; i 2 N: Für S nehmen wir natürlich die Potenzmenge auf fK;Zg : S =
P (fK;Zg) = f;; fK;Zg ; fKg ; fZgg : Der unendliche Produktraum ist dann (fK;ZgN ;
(P (fK;Zg))
N): Man beachte, dass (P (fK;Zg))
N 6= P

�
fK;ZgN

�
ist, was jedoch

nicht ganz einfach einzusehen ist.
Nun zu Massen: Zunächst auf R: Wir betrachten Funktionen F : R! R mit den

folgenden Eigenschaften:
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F ist rechtsseitig stetig: (1.3)

F ist nicht fallend;d:h: s < t =) F (s) � F (t) : (1.4)

Wir de�nieren F (�1) := lims!�1 F (s) ; selbst im Fall, wo der Grenzwert in R nicht
existiert. In diesem Fall setzen wir F (�1) := �1: Analog de�nieren wir F (1) :=
lims!1 F (s) ; was gleich +1 sein kann. J die Menge der rechts abgeschlossenen, links
o¤enen Intervalle gemäss (1.1). Sei a (J ) die davon erzeugte Algebra. Nach Beispiel
1.3 c) besteht diese Algebra einfach aus den endlichen disjunkten Vereinigungen von
Intervallen in J : Für ein endliches Intervall (s; t], �1 � s < t <1 setzen wir

� ((s; t]) := F (t)� F (s) ; (1.5)

(was 1 ist, wenn s = �1 und F (�1) = �1 ist). Ferner setzen wir

� ((s;1)) := F (1)� F (s) : (1.6)

Wir können � natürlich sofort auf die erzeugte Algebra a (J ) ausdehnen: Eine disjunkte
Vereinigung von Intervallen erhält als �-Wert einfach die Summe der �-Werte der Inter-
valle. Es ist evident, dass � ein Inhalt auf a (J ) ist. O¤ensichtlich ist � ein �-endlicher
Inhalt: R =

S
n(�n; n]; und � ((�n; n]) = F (n)� F (�n) <1:

Ein Spezialfall ist F (t) = t: In diesem Fall ist � einfach die übliche Länge.

Lemma 1.21
� ist ein Prämass.

Beweis. Das sollte aus der Vorlesung Analysis III bekannt sein.
Aus dem Satz von Caratheodory folgt, dass sich � eindeutig zu einem Mass auf der

von J erzeugten �-Algebra, d.h. der Borel-�-Algebra erweitern lässt. In Falle F (t) = t
ist dies das Lebesgue-Mass auf B: Wenn man zu Wahrscheinlichkeitsmassen gelangen
will. muss o¤ensichtlich F (1)� F (�1) = 1 sein. Da nur die Zuwächse von F für das
Mass wichtig sind, können wir annehmen, dass

lim
t!1

F (t) = 1; lim
t!�1

F (t) = 0 (1.7)

De�nition 1.22
Eine Funktion F : R! R; die (1.3), (1.4) und (1.7) erfüllt, heisstVerteilungsfunktion.

Satz 1.23
Zu jeder Verteilungsfunktion F existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmass � auf (R;B)
mit

� ((�1; t]) = F (t) ; t 2 R:

Ist umgekehrt ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmass � auf (R;B) gegeben, so ist die
Funktion t! � ((�1; t]) eine Verteilungsfunktion.

10



Beweis. Wegen limt!�1 F (t) = 0 impliziert � ((�1; t]) = F (t) ; t 2 R; auch (1.5)
und (1.6), wenn � ein Mass sein soll. Nach Lemma 1.21 und dem Satz von Caratheodory
folgt die Existenz des Masses � auf (R;B) : Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache,
dass f(�1; t] : t 2 Rg ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B ist.

Ist umgekehrt � ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (R;B) ; so hat die Funktion t !
F (t) := � ((�1; t]) die verlangten Eigenschaften: Die Monotonie ist klar. Wir zeigen die
Rechtsstetigkeit. Wegen der Monotonie genügt es zu zeigen, dass limn!1 F (t+ 1=n) =
F (t) ist. Nun ist die Folge (�1; t + 1=n] eine monoton fallende Folge von Teilmen-
gen von R mit (�1; t] =

T
n2N(�1; t + 1=n]: Nach Satz 1.10 folgt � ((�1; t]) =

limn!1 � ((�1; t+ 1=n]) : Die Eigenschaften (1.7) können in gleicher Weise veri�ziert
werden.

Analog zum eindimensionalen Lebesgue-Mass de�niert man das n-dimensionale Lebesgue-
Mass �n auf (Rn;Bn). Wir wollen jedoch darauf im Moment nicht eingehen, da wir weiter
unten des n-dimensionale Lebesgue-Mass als Produktmass des eindimensionalen einfüh-
ren werden.

Besonders einfach sind sogenannte diskrete Masse:

Beispiel 1.24 (Diskrete Masse)
Es seien 
 eine beliebige Menge, fxigi2I eine höchstens abzählbare Menge von verschie-
denen Punkten in 
 und ai 2 [0;1) für alle i 2 I. Für jede �-Algebra F auf 
 sei
� =

P
i2I ai�xi de�niert durch

�(A) =
X
i2I

ai1A(xi); A 2 F :

Dies de�niert ein Mass �, jedoch nicht in jedem Fall ein �-endliches, wie das Beispiel
ai = 1 für alle i 2 I := N und F = f;;
g mit 
 := R zeigt. Falls jedoch fxig 2 F
für jedes i 2 I gilt, so ist � o¤enbar �-endlich. Ein Mass dieser Gestalt heisst diskret.
Die ai heissen Gewichteauf den Punkten xi. Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmasses giltP
i2I ai = 1. Wir schreiben dieses Mass auch als

� =
X
i2I

ai�xi

Ein einfacher Spezialfall ist 
 = N mit dem Zählmass
P
n �n: � (A) zählt einfach die

Anzahl der Punkte in A:

Ein Spezialfall für diskrete Wahrscheinlichkeitsmasse ist der Fall, wo 
 abzählbar ist,
F := P (
) und � =

P
i2
 pi�i; mit

P
i pi = 1: Das sind die altbekannten Wahrschein-

lichkeitsmasse von früher.
Der unendliche Münzwurf ist nicht mehr ganz so einfach. In diesem Fall nehmen wir


 := fK;ZgN und F die Produkt-�-Algebra.

A :=
��
! = (!n)n2N 2 
 : (!1; : : : ; !m) 2 A

	
: m 2 N; A � fK;Zgm

	
ist o¤ensichtlich eine Algebra, die F erzeugt, und wir de�nieren � auf A durch

� (f! 2 
 : (!1; : : : ; !m) 2 Ag) := 2�m jAj :

11



Proposition 1.25
� ist ein Prämass.

Ein Beweis dafür ist nicht sehr schwer. Da wir aber im Kapitel 1.5 einen sehr viel
allgemeineren Satz beweisen werden, wollen wir im Moment nicht darauf eingehen. Aus
der obigen Proposition und dem Satz von Caratheodory folgt also, dass sich � auf A zu
einem eindeutigen Wahrscheinlichkeitsmass auf der Produkt-�-Algebra erweitern lässt.

1.3 Messbare Abbildungen
De�nition 1.26
a) Es seien (
;F) und (
0;F 0) zwei messbare Räume. Eine Abbildung f von 
 nach

0 heisst F-F 0-messbar, falls f�1(F 0) := f f�1(A) : A 2 F 0 g � F gilt. Ist aus
dem Zusammenhang klar, welche �-Algebren gemeint sind, so spricht man auch
einfach von einer messbaren Abbildung.

b) Ist (
;F) ein messbarer Raum, so ist eine F-messbare Funktion eine Abbildung
f : 
! R, die F � B-messbar ist.

Manchmal ist es bequem, Funktionen zuzulassen, die Werte in �R := R [ f1g [
f�1g annehmen. Eine solche Funktion nennt man manchmal eine numerische Funktion.
Obwohl dies eine ziemliche unsinnige Bezeichnung ist, wollen wir sie hier (mangels einer
besseren) ebenfalls verwenden. Auf �R betrachten wir die �-Algebra B, die von allen
Borelmengen in R; und f1g und f�1g erzeugt wird. Eine F-B messbare numerische
Funktion nennen wir dann einfach messbare numerische Funktion.

Lemma 1.27
Ist C ein Erzeugendensystem der �-Algebra F 0, so ist f genau dann F-F 0-messbar, wenn
f�1(C) � F gilt.

Beweis. Analysis III.
Eine Funktion f : 
 ! R ist genau dann F-B-messbar, wenn f! : f (!) � tg 2

F für alle t 2 R gilt. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass f(�1; t] : t 2 Rg ein
Erzeugendensystem von B ist. Wie man leicht nachweisen kann, ist f[�1; t] : t 2 Rg ein
Erzeugendensystem von B: Eine numerische Funktion ist daher genau dann F-B-messbar
ist, wenn f! : f (!) � tg 2 F für alle t 2 R gilt.

Lemma 1.28
Sind (
1;F1), (
2;F2), (
3;F3) drei messbare Räume und f1 : 
1 ! 
2, f2 : 
2 ! 
3
zwei messbare Abbildungen, so ist f2 � f1 : 
1 ! 
3 messbar.

Beweis. Für A 2 F3 gilt

(f2 � f1)�1(A) = f�11 (f�12 (A)) 2 F1:

12



Satz 1.29
Es sei (
;F) ein messbarer Raum. Ist ffngn2N eine Folge messbarer numerischer Funk-
tionen, so sind lim infn!1 fn und lim supn!1 fn. Sind die fn reellwertig und existiert
lim infn!1 fn (!) für alle ! in R; so ist diese Funktion messbar. Gleiches gilt für lim supn!1 fn:
Insbesonder gilt für eine Folge von Funktionen, dass wenn f (!) := limn!1 fn (!) für
alle ! 2 
 existiert, diese Grenzfunktion messbar ist.

Beweis. Analysis III.

Satz 1.30
a) Sind f , g messbare Funktionen, so sind auch f + g (punktweise de�niert durch
(f + g)(!) = f(!) + g(!) für alle ! 2 
) und f � g sowie af für a 2 R messbar.

b) Sind f , g messbare Funktionen und gilt g(!) 6= 0 für alle ! 2 
, so ist f=g messbar.

c) Jede konstante Funktion ist messbar.

d) Ist A 2 F , so ist die Indikatorfunktion 1A : 
! R messbar.

Satz 1.31
Jede stetige Abbildung f : Rn ! Rm ist Bn-Bm-messbar.

Beweis.Wir benutzen die Tatsache, dass Bn von den o¤enen Mengen erzeugt wird (Lem-
ma 1.19 c)). Da das inverse Bild einer o¤enen Mengen unter einer stetigen Abbildung
wieder o¤en ist, folgt die Behauptung aus Lemma 1.27.

Aus Satz 1.30 , Lemma 1.28 und Satz 1.31 folgt:

Satz 1.32
Ist f eine messbare Funktion, so sind f+ := max(f; 0), f� := max(�f; 0) und jf j
messbar.

De�nition 1.33
Sei (
;F) ein messbarer Raum. Funktionen der Form

Pn
i=1 ai1Ai mit n 2 N, ai 2 R und

Ai 2 F für i 2 f1; : : : ; ng bezeichnet man als einfache Funktionen.

Die Menge der einfachen Funktionen ist o¤ensichtlich abgeschlossen gegenüber den
üblichen Operationen: Sind f; g einfache Funktionen, so sind �f für � 2 R; f + g; f �
g; max (f; g) ; min (f; g) einfache Funktionen.

Satz 1.34
Jede nichtnegative, messbare numerische Funktion f ist punktweiser Limes einer mono-
ton ansteigenden Folge ffngn2N nichtnegativer, einfacher Funktionen. (Im Fall f (!) =
1 bedeutet limn!1 fn (!) =1 dass für alle K > 0 ein n0 2 N existiert mit fn (!) � K
für alle n � n0.)

Beweis. Wähle

fn :=

n2nX
k=1

(k � 1)2�n1f(k�1)2�n�f<k2�ng + n1ff�ng:

13



Dann gilt fn (!) " f (!) : (Im Falle f (!) =1 ist fn (!) = n für alle n).
Aus diesem Satz folgt sofort die folgende Charakterisierung der nichtnegativen, messba-

ren Funktionen:

Satz 1.35
Es sei (
;F) ein messbarer Raum, und � sei eine Menge nichtnegativer, messbarer
numerischer Funktionen, für die folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) f; g 2 � und a; b 2 R+ ) af + bg 2 �

(ii) fn 2 � für alle n 2 N , fn(!) " f(!) für alle ! 2 
) f 2 �

(iii) 1A 2 � für alle A 2 F .

Dann ist � die Menge aller nichtnegativen, messbaren numerischen Funktionen.

Beweis. Aus (i) und (iii) folgt, dass � alle nichtnegativen einfachen Funktionen enthält.
Aus (ii) und Satz 1.34 folgt, dass jede nichtnegative messbare numerische Funktion in �
ist.

Notation: Ist f : 
 ! 
0 eine Abbildung und F 0 eine �-Algebra auf 
0, so bezeichnet
�(f) := f�1(F 0) die von f auf 
 erzeugte �-Algebra. Sind fi : 
 ! 
i Abbildungen
und Fi �-Algebren auf 
i für alle i aus einer beliebigen Indexmenge I, so bezeichnet
�(fi : i 2 I) :=

W
i2I f

�1
i (Fi) die von den ffigi2I auf 
 erzeugte �-Algebra.

1.4 Integration

Für den ganzen Abschnitt sei ein fester Massraum (
;F ; �) vorgegeben (stets �-endlich)

De�nition 1.36
a) Sei f =

Pn
i=1 ai1Ai eine nichtnegative (das heisst ai � 0), messbare, einfache

Funktion. Dann wird das Integral
R
f d� =

R
f(!)�(d!) von f de�niert durchR

f d� =
Pn
i=1 ai�(Ai).

b) Sei f : 
 ! [0;1] nichtnegativ und messbar. Nach Satz 1.34 existiert eine Folge
von nichtnegativen, einfachen Funktionen ffngn2N mit fn " f . Dann ist

R
f d� =R

f(!)�(d!) 2 [0;1] de�niert durch limn!1
R
fn d�.

Bemerkung 1.37
Für detaillierte Beweise der nachfolgenden Bemerkungen, Analysis III.

a) In a) der obigen De�nition muss man natürlich nachweisen, dass
Pn
i=1 ai�(Ai) nicht

von der speziellen Darstellung von f als
Pn
i=1 ai1Ai ; d.h. gilt

Pn
i=1 ai1Ai (!) =Pn0

i=1 a
0
i1A0i (!) für alle ! 2 
; so gilt

Pn
i=1 ai�(Ai) =

Pn0

i=1 a
0
i�(A

0
i):

b) In b) der obigen De�nition hat man ein ähnliches Problem, das allerdings etwas
schwieriger ist: Man muss nachweisen, dass das Integral nicht von der speziell
gewählten Folge von einfachen Funktionen ffng abhängt.
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c) Ist �(ff =1g) > 0, so ist
R
f d� =1.

d) Sind f und g zwei nicht negative, einfache Funktionen und sind a; b 2 R; a; b � 0;
so ist af + bg wieder eine nicht negative, einfache Funktion und es giltZ

(af + bg) d� = a

Z
f d�+ b

Z
g d�:

Gilt für zwei nichtnegative einfache Funktionen f (!) � g (!) 8!; so gilt
R
f d� �R

g d�: Dies sieht man einfach daraus, dass g � f unter dieser Voraussetzung eine
nichtnegative einfache Funktion ist.

e) Durch Limesbildung übertragen sich diese Eigenschaften sofort auf nichtnegative
messbare numerische Funktionen.

f) Für nichtnegative, messbare numerische Funktionen ist das Integral stets de�niert;
es kann aber unendlich sein.

De�nition 1.38
Eine messbare reellwertige Funktion f heisst �-integrierbar, falls

R
jf jd� <1 ist.

Wegen jf j = f++f� mit f+ := max(f; 0) und f� := max(�f; 0) ist das gleichbedeutend
damit, dass

R
f+ d� <1 und

R
f� d� <1 gelten.

De�nition 1.39
Sei f eine �-integrierbare Funktion.

1. Das Integral
R
f d� =

R
f(!)�(d!) ist de�niert durch

R
f+ d��

R
f� d�.

2. Ist A 2 F , so ist
R
A f d� :=

R
(1Af) d� das Integral von f über A.

Notation: Wir schreiben f 2 L1(
;F ; �) beziehungsweise kurz f 2 L1(�) oder f 2 L1,
wenn f �-integrierbar ist.

Satz 1.40
Seien f; g 2 L1. Dann gelten:

a)

f � g )
Z
f d� �

Z
g d�:

b)

a; b 2 R =)af + bg 2 L1 und
Z
(af + bg) d� = a

Z
f d�+ b

Z
g d�:

c)

A;B 2 F mit A \B = ; =)
Z
A[B

f d� =

Z
A
f d�+

Z
B
f d�
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d) Ist f eine messbare Funktion, g 2 L1; g � 0 und gilt jf (!)j � g (!) für alle !; so
ist f 2 L1:

Beweis. Die Aussagen sind ganz einfache Folgerungen aus der De�nition.
Für die Formulierung der nachfolgenden Konvergenzsätze benötigt man folgende Be-

gri¤sbildung: Sei (
;F ; �) ein Massraum. Eine Eigenschaft in Bezug auf die Elemente
von 
 gilt �-fast überall (Abkürzung �-f.ü.) falls die Menge A der ! 2 
, für die die
Eigenschaft nicht gilt, in einer messbaren Menge vom �-Mass null enthalten ist. Ist A
selbst messbar, so bedeutet das einfach � (A) = 0: Wir setzen jedoch im allgemeinen
nicht voraus, dass A 2 F ist, obwohl das in den meisten betrachteten Fällen zutri¤t. Im
Spezialfall, wo � ein Wahrscheinlichkeitsmass ist, sagt man meist �-fast sicher (Abkür-
zung �-f.s.). Beispiel: Sind f und g zwei messbare Funktionen, so bedeutet f = g �-f.ü.:
� (f! 2 
 : f (!) 6= g (!)g) = 0:

Lemma 1.41
Seien f; g 2 L1. Dann gelten:

a) f = g �-f.ü )
R
f d� =

R
g d�.

b) f � g und
R
f d� =

R
g d�) f = g �-f.ü.

Beweis. Analysis III.
Wir kommen nun zu den wichtigen Konvergenzsätzen:

Satz 1.42 (Monotoner Konvergenzsatz)
Sei fn; n 2 N; eine Folge nicht negativer, messbarer, numerischer Funktionen mit fn " f
��f.ü. Dann gilt

lim
n!1

Z
fn d� =

Z
f d�:

Beweis. Analysis III.

Korollar 1.43
Sei f eine nicht negative, messbare, numerische Funktion und seien Ai 2 F ; i 2 N;
paarweise disjunkte Mengen. Dann giltZ

S
i2N Ai

f d� =
X
i2N

Z
Ai

f d�:

Satz 1.44 (Lemma von Fatou)
Sei fn; n 2 N; eine Folge nicht negativer, messbarer, numerischer Funktionen. Dann giltZ

lim inf
n!1

fn d� � lim inf
n!1

Z
fn d�:

Beweis. Analysis III.
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Satz 1.45 (Satz von Lebesgue)
Sei fn; n 2 N; eine Folge von �-integrierbaren Funktionen, und es existiere g � 0; g 2 L1
mit jfn (!)j � g (!) für alle ! 2 
: Falls f (!) = limn!1 fn (!) für fast alle ! existiert,
so gilt

lim
n!1

Z
fn d� =

Z
f d�:

Beweis. Analyis III.
Im Spezialfall 
 = N; F = P (N) und � das Zählmass

P
n �n ergeben sich die be-

kannten Sätze über reelle Zahlenfolgen. Eine Funktion ist einfach eine reelle Zahlenfolge.
Der Satz von Lebesgue besagt, dass wenn eine Doppelfolge (ai;n)i;n2N die Bedingungen

ai = lim
n!1

ai;n existiert f�ur alle i;

jai;nj � bi; 8i; n; mit
X
i

bi <1;

erfüllt, die Summation mit dem Limes vertauschbar ist:

lim
n!1

X
i

ai;n =
X
i

ai:

1.5 Marko¤-Kerne, Satz von Fubini, Satz von Ionescu-Tulcea

Zur Erinnerung: Eine stochastische Matrix (pi;j)i;j2I , I abzählbar, ist eine Matrix nicht
negativer reeller Zahlen mit

P
j pij = 1; 8i: Die Matrix de�niert damit einfach für jedes

i 2 I ein Wahrscheinlichkeitsmass auf I:Wir wollen das nun verallgemeinern, indem wir
anstelle von I allgemeinere messbare Räume zulassen.

Es seien (S1;S1) und (S2;S2) zwei messbare Räume.

De�nition 1.46
Sei S = S1 � S2 der Produktraum. Die Produkt-�-Algebra S1 
S2 ist die �-Algebra,
die vom Mengensystem C = fA1 � A2 : Ai 2 Si g erzeugt wird. (Das Mengensystem C
ist selbst keine �-Algebra, es ist aber o¤ensichtlich durchschnittstabil.)

Satz 1.47
Ist f : S1�S2 ! R eine S1
S2-messbare Funktion. Dann ist für jedes x 2 S1 die Abbil-
dung y 2 S2 7! f (x; y) 2 R messbar bezüglich S2: Analog für die andere Komponente.

Beweis. Analysis III.

De�nition 1.48
Es seien (S1;S1), (S2;S2) zwei messbare Räume. EinMarko¤kern K von (S1;S1) nach
(S2;S2) ist eine Abbildung K : S1 � S2 ! [0; 1] mit den folgenden zwei Eigenschaften:

1. Für alle x 2 S1 ist K(x; �) ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S2;S2).

2. Für alle A 2 S2 ist K(�; A) eine S1-messbare Funktion auf S1.
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Beispiel 1.49
Drei Spezialfälle von Marko¤kernen:

a) K(x;A) := �(A) für ein Wahrscheinlichkeitsmass � auf (S2;S2). Hier hängt also
der Kern gar nicht von x ab.

b) K(x;A) := 1A(f(x)) für eine messbare Abbildung f von (S1;S1) nach (S2;S2).

c) Sei I eine höchstens abzählbare Menge, (pij)i;j2I eine stochastische Matrix und
(S1;S1) = (S2;S2) = (I;P(I)). Für i 2 I, A � I wird ein Marko¤kern K durch

K(i; A) :=
X
j2A

pij

de�niert.

Man stellt sich einen Kern am besten als eine Art �fuzzy� oder �verrauschte�Ab-
bildung vor. Wir werden auch die folgende Notation verwenden, die diesen Aspekt be-
tont: Ist K ein Marko¤kern von (S1;S1) nach (S2;S2); so schreiben wir K : (S1;S1)  
(S2;S2) oder kurz K : S1  S2: (Vorsicht: Diese Notation ist in der wahrscheinlichkeits-
theoretischen Literatur nicht üblich).

Sei A eine Teilmenge von S1�S2: Für jedes x 2 S1 können wir die Indikatorfunktion
1A als Funktion nur der zweiten Komponente au¤assen y 2 S2 7! 1A (x; y) :O¤ensichtlich
gilt 1A (x; y) = 1Ax (y) ; mit Ax := fy : (x; y) 2 Ag : Nach Satz 1.47 ist Ax 2 S2 für alle
x 2 S1: (Formal sollten wir eigentlich betonen, dass wir die erste Komponente festhalten
und etwas wie A(1)x schreiben. Der Übersichtlichkeit halber lassen wir das weg und merken
uns, dass wir x für die erste und y für die zweite Komponente verwenden).

Lemma 1.50
Sei A 2 S1
S2 und K sei ein Marko¤-Kern (S1;S1) (S2;S2). Dann ist die Abbildung
S1 ! [0; 1] de�niert durch x! K(x;Ax) messbar.

Beweis. Sei
D := fA 2 S1 
 S2 : x 7! K(x;Ax) ist S1�messbar g:

D ist ein Dynkin-System:

� S1 � S2 2 D; wegen K(x; (S1 � S2)x) = K(x; S2) = 1;

� K(x; (Ac)x) = K(x; (Ax)
c) = 1�K(x;Ax). Ist K(x;Ax) messbar als Funktion von

x; so ist somit auch x! K(x; (Ac)x) m.b.

� Sind die Ai; i 2 N paarweise disjunkt und in D; so folgt�[
i
Ai

�
x
=
[

i
(Ai)x : (1.8)

18



Ferner sind die (Ai)x paarweise disjunkt. Daraus ergibt sich

K
�
x;
�[

i
Ai

�
x

�
=
X
i

K (x; (Ai)x)

auch somit
S
iAi 2 D:

D enthält o¤ensichtlich die Mengen der Form A1 � A2; Ai 2 Si: Diese bilden ein
durchschnittstabiles Erzeugendensystem. Somit folgt D = S1 
 S2:

Aus dem Lemma folgt, dass für jedes Wahrscheinlichkeitsmass � auf (S1;S1) und für
jede Menge A 2 S1 
 S2 die reelle Zahl

(�
K)(A) :=
Z
�(dx)K(x;Ax) 2 [0; 1] :

Proposition 1.51
Die Abbildung S1 
 S2 ! [0; 1] de�niert durch A! (�
K)(A) ist ein Wahrscheinlich-
keitsmass auf (S1 � S2;S1 
 S2) :

Beweis. (�
K)(S1�S2) = 1 ist o¤ensichtlich. Die �-Additivität folgt aus der Tatsache,
dass für paarweise disjunkte Ai; i 2 N die Mengen (Ai)x paarweise disjunkt sind, sowie
(1.8).

De�nition 1.52
�
K nennt man das semidirekte Produktmass.

Für Mengen der Form A1 �A2; Ai 2 Si ist

(�
K)(A1 �A2) =
Z
A1

K (x;A2)� (dx) :

Bemerkung 1.53
Ein einzelnes Wahrscheinlichkeitsmass � auf einem messbaren Raum (S;S) können wir
als Kern eines trivialen Einpunktraumes nach (S;S) au¤assen. Das wird weiter unten
bequem sein.

Beispiel 1.54
Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich für Kerne, die nicht vom ersten Argument abhängen,
wo also K (x1; �) = � für alle x1 gilt, wobei � ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S2;S2)
ist. In diesem Fall schreibt man �
 � für �
K: Man nennt �
 � das Produktmass.
Man beachte, dass für A1 2 S1; A2 2 S2 die Gleichung

(�
 �) (A1 �A2) = � (A1) � (A2)

gilt.
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Wir betrachten die beiden Randverteilungen von � 
 K auf (S1;S1) bzw. (S2;S2):
Sind �i : S1 � S2 ! Si die Projektionen, so ist�

(�
K)��11
�
(A) = (�
K) (A� S2) = � (A) ; A 2 S1;

d.h.
(�
K)��11 = �: (1.9)

Die zweiten Randverteilung ist gegeben durch�
(�
K)��12

�
(A) = (�
K) (S1 �A) =

Z
� (dx)K (x;A) ; A 2 S2: (1.10)

Diese Randverteilung auf (S2;S2) bezeichnet man meist mit �K:
Wir benötigen noch eine Verallgemeinerung des Satzes von Fubini-Tonelli:

Satz 1.55
Sei � ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S1;S1) und K : (S1;S1)  (S2;S2): Ferner sei
f : S1 � S2 ! R eine messbare Funktion.

a) Ist f � 0 so giltZ
f d (�
K) =

Z �Z
f (x; y)K (x; dy)

�
� (dx) : (1.11)

b) Ist f 2 L1 (�
K) ; so ist für �-fast alle x 2 S1 die Abbildung S2 3 y ! f (x; y)
integrierbar bezüglich K (x; �). Ferner ist

R
f (x; y)K (x; dy) als Funktion von x

�-integrierbar, und es gilt die Gleichung(1.11).

Beweis. Der Beweis ist der gleiche wie der für den üblichen Satz von Fubini-Tonelli:
Für f = 1A; A 2 S1
S2, ergibt sich (1.11) aus der De�nition und a) folgt dann gemäss
Satz 1.35. b) folgt durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Die Details seien dem
Leser überlassen.

Wir betrachten nun die Situation mit drei messbaren Räumen (S1;S1); (S2;S2); (S3;S3)
und zwei Marko¤-Kernen K : (S1;S1) (S2;S2); L : (S1 � S2;S1 
 S2) (S3;S3):Wir
können dann einen Marko¤-Kern K ^L : (S1;S1) (S2 � S3;S2 
 S3) wie folgt de�nie-
ren:

(K ^ L) (x1; A) :=
Z
K (x1; dx2)

Z
L ((x1; x2) ; dx3) 1A (x2; x3) : (1.12)

Das ist nicht wirklich neu: Wenn wir x1 �xieren, so ist K (x1; �) ein Wahrscheinlich-
keitsmass auf (S2;S2) und Lx1 (x2; dx3) := L ((x1; x2) ; dx3) ein Kern (S2;S2) (S3;S3):
Dann ist einfach

(K ^ L) (x1; �) = K (x1; �)
 Lx1
Lemma 1.56
Die Operation ^ ist assoziativ: Gegeben seien Kerne K : (S1;S1)  (S2;S2); L :
(S1 � S2;S1 
 S2) (S3;S3); R : (S1 � S2 � S3;S1 
 S2 
 S3) (S4;S4): Dann gilt

(K ^ L) ^R = K ^ (L ^R) : (1.13)
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Beweis. Es genügt zu beweisen, das für x1 2 S1 und Ai 2 Si; i = 2; 3; 4; die Gleichung

((K ^ L) ^R) (x1; A2 �A3 �A4) = (K ^ (L ^R)) (x1; A2 �A3 �A4)

gilt. Wir halten x1 fest und schreiben � für das Mass K (x1; �) auf (S2;S2): Dann besagt
die obige Gleichung

(�
 L)
R = �
 (L ^R)
Die linke Seite ist Z

A2�A3
(�
 L) (dx; dy)R ((x; y) ; A4) :

Wenden wir Fubini-Tonelli auf �
L und die Funktion (x; y) 7! 1A2�A3 (x; y)R ((x; y) ; A4)
an, so ist das Z

A2

� (dx)

Z
A3

L (x; dy)R ((x; y) ; A4)

=

Z
A2

� (dx) (L ^R) (x;A3 �A4)

= (�
 (L ^R)) (A2 �A3 �A4) :

Man kann die obigen Konstruktionen sehr einfach verallgemeinern: Es seien (Sm;Sm)
messbare Räume für 1 � m � N . Wir schreiben

Ŝm : = S1 � � � � � Sm;
Fm : = S1 
 � � � 
 Sm:

Für m � 2 seien Marko¤-Kerne

Km :
�
Ŝm�1;Fm�1

�
 (Sm;Sm)

gegeben. Ist � ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S1;S1); so wird eine FolgeQ1 = �1; Q2; : : : ; QN
von Wahrscheinlichkeitsmassen rekursiv durch

Qm = Qm�1 
Km

de�niert. Qm ist dabei ein Wahrscheinlichkeitsmass auf
�
Ŝm;Fm

�
: Insbesondere ist QN

ein Wahrscheinlichkeitsmass auf
�
ŜN ;FN

�
:

Die Kerne Km geben quasi an, wie man aus den ersten m Komponenten, die nächste
Komponente �auswürfelt�. Wir können dann auch sofort angeben, wie man aus den
ersten m Komponenten die nächsten n �auswürfelt�, nämlich einfach mit unserer ^-
Verknüpfung. Wir de�nieren dazu rekursiv:

Km;1 : = Km ;

Km;2 : = Km ^Km+1;

Km;n+1 : = Km;n ^Km+n:
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Lemma 1.57
Für m;n � 1 gilt

Km ^Km+1;n = Km;n+1

Beweis. Induktion nach n : n = 1 ergibt sich aus der De�nition der Kerne. Sei n � 2

Km ^Km+1;n = Km ^ (Km+1;n�1 ^Km+n)

= (Km ^Km+1;n�1) ^Km+n

= Km;n ^Km+n = Km;n+1;

die zweite Gleichung nach Lemma 1.56 und die dritte nach Induktionsvoraussetzung.
Die Km;n sind Kerne (Ŝm;Fm�1)  (Sm+1 � � � � � Sm+n;Sm+1 
 � � � 
 Sm+n): Aus

(1.13) folgt
Qm+n = Qm 
Km;n: (1.14)

Wir diskutieren nun die Frage, ob man die Konstruktion von QN auf unendliche
Produkträume verallgemeinern kann. Die Antwort ist uneingeschränkt �Ja�. Wir gehen
also von einer unendlichen Folge von messbaren Räumen (Sm;Sm) ; m 2 N aus, und wir
de�nieren den Produktraum (
;F) :=

�Q
m2N Sm;

N
m2N Sm

�
gemäss De�nition 1.20.

Mit �m bezeichnen wir die Projektionen 
! Sm; und mit �̂m die Projektionen auf die
ersten m Faktoren: S ! Ŝm: Also, falls ! = (x1; x2; : : :) ; so �m (!) = xm; �̂m (!) =
(x1; : : : ; xm) :

Wir können mit dieser Projektion die �-Algebren Fm auf 
 hochziehen:bFm := ��̂�1m (A) : A 2 Fm
	
:

Das ist etwas abstrakt geschrieben. bFm enthält einfach die Mengen der Form A�Sm+1�
Sm+2 � � � � wobei A � S1 � � � � � Sm eine Menge in Fm = S1 
 � � � 
 Sm ist. Es ist
o¤ensichtlich, dass bFm � bFm+1 für alle m gilt. Wir betrachten nun

A :=
[

m2N
bFm:

Das ist eine Algebra: Sind A;B 2 A so existieren per De�nition Zahlen m;n 2 N mit
A 2 bFn; B 2 bFm: Dann sind beide Mengen in bFmax(m;n) und somit sind A [ B; Ac 2bFmax(m;n) � A: Somit ist gezeigt, dass A eine Algebra ist. Evidenterweise gilt ��1n (Sn) �
A und damit S � � (A) : Wegen A � S folgt S = � (A) :

Wir ziehen nun die oben konstruierte Familie fQmg zu einer Abbildung Q̂ : A ! [0; 1]
hoch. Dazu müssen wir nur Abbildungen Q̂m = bFm! [0; 1] de�nieren, die �kompatibel�
sind, d.h. dass die Einschränkung von Q̂m+1 auf bFm mit Q̂m übereinstimmt. Das ist
sehr einfach: Wie wir oben gesehen haben, sind die Mengen in bFm genau die Mengen
der Form A� Sm+1 � Sm+2 � � � � mit A 2 Fm: Wir de�nieren

Q̂m (A� Sm+1 � Sm+2 � � � � ) := Qm (A) :

Es gilt

Q̂m+1 ((A� Sm+1)� Sm+2 � � � � ) = Qm+1 (A� Sm+1)
= Qm (A) = Q̂m (A� Sm+1 � Sm+2 � � � � ) ;
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die zweite Gleichung wegen (1.9). Damit ist gezeigt, dass die Einschränkung von Q̂m+1
auf bFm mit Q̂m übereinstimmt.

Mithin können wir eindeutige eine Abbildung Q̂ : A ! [0; 1] de�nieren, die die Ei-
genschaft hat, dass sie auf bFm mit Q̂m übereinstimmt. Q̂ ist ein Inhalt mit Q̂ (
) = 1:
Endliche Additivität folgt sehr leicht: Sind A;B 2 A; so existiert ein m mit A;B 2 bFm:
A;B sind dann von der Form

A = A0 � Sm+1 � Sm+2 � � � � ;
B = B0 � Sm+1 � Sm+2 � � � �

mit A0; B0 2 Fm: Sind A;B disjunkt, so sind auch A0; B0 disjunkt und es gilt

A [B =
�
A0 [B0

�
� Sm+1 � Sm+2 � � � � :

Somit gilt

Q̂ (A [B) = Qm
�
A0 [B0

�
= Qm

�
A0
�
+Qm

�
B0
�

= Q̂ (A) + Q̂ (B) :

Satz 1.58 (Satz von Ionescu-Tulcea)
In der oben beschriebenen Situation existiert ein eindeutig de�niertes Wahrscheinlich-
keitsmass Q auf (
;F), das Q̂ erweitert.

Der Satz stammt von Alexandra Ionescu-Tulcea, einer 1935 in Rumänien als Alex-
andra Bagdasar geborenen Mathematikerin. Ionescu-Tulcea ist der Name ihres ersten
Gatten. Später war sie mit dem Literaturnobelpreisträger Saul Bellow verheiratet und
nahm auch dessen Namen an.
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Alexandra Ionescu-Tulcea um 1970

Nun zum Beweis. Wir machen eine Vorüberlegung, die das eigentliche Argument
enthält. Anschliessend zeigen wir, wie diese Vorüberlegung den Satz impliziert. Letzteres
ist dann nur noch etwas formale Kosmetik.

Wir nehmen an, dass für jedes m eine Menge Am � Ŝm; Am 2 Fm vorliege. Die
Folge fAmg erfülle die folgenden zwei Eigenschaften:

�
Am+1 � Am � Sm+1; 8m: (1.15)

�
inf
m
Qm (Am) > 0: (1.16)

Man beachte, dass aus (1.15) folgt, dass

Qm+1 (Am+1) � Qm+1 (Am � Sm+1) = Qm (Am)

gilt. Die Folge (Qm (Am))m ist daher monoton fallend, und (1.16) besagt dann einfach,
dass der Limes positiv ist.

Lemma 1.59
Unter den obigen zwei Voraussetzungen (1.15), (1.16) existiert eine unendliche Folge
x1; x2; : : :, xi 2 Si; mit (x1; : : : ; xm) 2 Am für alle m:
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Beweis. Bevor wir das Argument vorstellen, zunächst ein Hinweis, worin die Schwie-
rigkeit liegt. Natürlich können wir stets ein x1 2 A1 �nden, denn A1 ist nicht leer.
Anschliessend möchten wir zu diesem x1 ein x2 2 S2 �nden mit (x1; x2) 2 A2; und dann
möchten wir in dieser Weise weiterfahren. Bei einer beliebigen Wahl von x1 ist jedoch
nicht garantiert, dass wir dazu ein entsprechendes x2 �nden können. Zwar können wir
stets ein (x01; x

0
2) 2 A2 �nden, was dann automatisch, wegen (1.15), x01 2 A1 erfüllt.

Entsprechend können wir für jedes m ein Element (y1; : : : ; ym) 2 Am �nden und dann
gilt automatisch (y1; : : : ; yk) 2 Ak für k � m: Es ist jedoch in keinster Weise klar, dass
wir auf diese Weise eine unendliche Folge mit der gewünschten Eigenschaft konstruieren
können. Im Allgemeinen, ohne Verwendung von (1.16) ist das auch gar nicht möglich.
Das Problem besteht darin, dass wir x1 schon so konstruieren müssen, dass wir in die
�unendliche Zukunft� vorausblickend, die Konstruktion später weiterführen, damit wir
anschliessend x2; x3; : : : �nden können.

Hier ist die Idee: Wir konstruieren zunächst nicht die Folge der xi sondern eine Folge
fm; m 2 N; von messbaren Funktionen Ŝm ! [0; 1]mit den folgenden drei Eigenschaften.

� Z
f1d� > 0; (1.17)

�
fm (x) =

Z
Km (x; dy) fm+1 (x; y) ; m � 1; x 2 Ŝm; (1.18)

�
fm � 1Am : (1.19)

Bevor wir diese Aussagen beweisen, zeigen wir, dass wir damit das Lemma bewie-
sen haben. Wir konstruieren rekursiv eine Folge x1; x2; : : : mit der Eigenschaft, dass
fm (x1; : : : ; xm) > 0 für alle m gilt. Wegen (1.19) folgt daraus (x1; : : : ; xm) 2 Am: Wir
wählen zunächst x1 so, dass f1 (x1) > 0 ist, was nach (1.17) möglich ist.. Ist (x1; : : : ; xm)
mit fm (x1; : : : ; xm) > 0 konstruiert, so wählen wir xm+1 so dass fm+1 (x1; : : : ; xm+1) > 0
gilt, was wegen (1.18) möglich ist. Wie wir also sehen, implizieren (1.17)-(1.19) die Exi-
stenz einer Folge fxig mit den im Lemma postulierten Eigenschaften.

Nun zur Konstruktion der Folge fm: Für n � 0 de�nieren wir Funktionen fm;n auf
Ŝm durch

fm;0 (y) := 1Am (y) ; y 2 Ŝm

fm;n (y) = (�y 
Km;n) (An+m)

=

Z
Sm+1�����Sm+n

Km;n (y; dz) 1An;m (y; z) :

Dann gilt für x 2 Ŝm
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fm;n+1 (x) = (�x 
Km;n+1) (Am+n+1) � (�x 
Km;n+1) (An+m � Sm+n+1)
= ((�x 
Km;n)
Km+n) (Am+n � Sm+n+1) = (�x 
Km;n) (Am+n)

= fm;n (x) ;

die zweite Gleichung nach Lemma 1.56 und die letzte wegen Km+n (y; Sm+n+1) = 1; 8y;
und Fubini. Für festes m ist die Folge also monoton fallend in n; und wir schreiben
fm (x) = limn!1 fm;n (x) : (1.19) ergibt sich wegen fm;0 = 1Am : Wir zeigen nun die
anderen gewünschten Eigenschaften. Zunächst (1.17): Aus (1.14) folgtZ

f1;nd� = (�
K1;n) (An+1) = Qn+1 (An+1) :

Damit folgt nach dem Satz von Lebesgue und (1.16)Z
f1d� = lim

n!1
Qn (An) > 0;

d.h. (1.17). Als Letztes bleibt (1.18). Für x 2 Ŝm giltZ
Sm+1

fm+1;n (x; y)Km (x; dy)

=

Z
Sm+1

"Z
Sm+2�����Sm+1+n

Km+1;n ((x; y) ; dz) 1Am+n+1 (x; y; z)

#
Km (x; dy)

=

Z
Sm+2�����Sm+1+n

"Z
Sn+1

Km (x; dy)Km+1;n ((x; y) ; dz)

#
1Am+n+1 (x; y; z)

=

Z
Sn+1�Sm+2�����Sm+1+n

Km;n+1 (x; d (y; z)) 1Am+n+1 (x; y; z) = fm;n+1 (x) :

Die zweite Gleichung folgt aus Fubini-Tonelli angewandt auf � 
 R mit dem Mass �
auf Sm+1 de�niert durch � = Km (x; �) (x ist fest für den Moment), und dem Kern
R : Sm+1  Sm+2 � � � � � Sm+1+n de�niert durch

(y;A) 2 Sm+1 � (Sm+2 
 � � � 
 Sm+1+n) 7! R (y;A) := Km+1;n ((x; y) ; A) :

Die dritte Gleichung folgt nach Lemma 1.57. Mit n ! 1 folgt (1.18). Damit ist das
Lemma gezeigt.
Beweis von Satz 1.58. Wir müssen nur noch die ;-Stetigkeit von Q̂ zeigen. Sei Bn 2 A
eine Folge mit Bn # : Wir müssen nachweisen, dass aus limn!1 Q̂ (Bn) > 0 folgt, dassT
nBn 6= ; ist, d.h. wir müssen ein Element x �nden, das in allen Bn liegt. Jedes der Bn

liegt in einem der bFm: Wir können annehmen, dass Bn 2 bFn gilt. Wir schreiben Bn als
Bn = An � Sn+1 � Sn+2 � � � � ; An 2 Fn:
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Es gilt Q̂ (Bn) = Qn (An) : Ferner folgt aus Bn+1 � Bn die Inklusion An+1 � An�Sn+1;
d.h. (1.15). Wegen limn!1 Q̂ (Bn) > 0 folgt (1.16). Somit können wir Lemma 1.59
anwenden und erhalten eine unendliche Folge x1; x2; : : : ; xi 2 Si mit (x1; : : : ; xn) 2 An
für alle n: Damit folgt aber auch (x1; x2; : : :) 2 Bn für alle n. Somit ist die ;-Stetigkeit
von Q̂ gezeigt, und nach Lemma 1.11 die �-Additivität. Der Satz von Ionescu-Tulcea
folgt daher aus dem Satz von Caratheodory.

Beispiel 1.60
a) Produktwahrscheinlichkeiten: Sei (Sn;Sn) seien beliebige messbare Räume (zum
Beispiel (R;B)). Für jedes n 2 N sei �n ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (Sn;Sn).
Wir de�nieren die Kerne Kn durch Kn (x; A) := �n+1 (A) und das �Startmass��
sei �1:DieQn sind dann einfach die (endlichen) Produktmasse �1
�2
� � �
�n. Der
Satz von Ionescu-Tulcea impliziert die Existenz eines unendlichen Produktmasses
auf (
;F) =

�Q
m2N Sm;

N
m2N Sm

�
.

b) Marko¤ketten: Es seien I eine abzählbare Menge und (pij)i;j2I eine stochastische
Matrix. Sei (� (i))i2I eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf I. Die ab-
zählbare Menge I versehen wir mit der Potenzmenge P(I) als �-Algebra. Dann
de�nieren (� (i))i2I und (pij)i;j2I Kerne Kn im obigen Sinn durch

Kn ((i1; : : : ; in) ; in+1) = pin;in+1

fest. Ionescu-Tulcea impliziert dann die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmasses
auf auf (IN;P(I)
N).
Man sieht hier, dass wir das auch gleich viel allgemeiner machen könnten: Erstens
könnten wir die Übergangswahrscheinlichkeiten von n abhängig machen und zwei-
tens ist es für die Konstruktion nach Ionescu-Tulcea keinesfalls notwendig, dass
Kn ((i1; : : : ; in) ; in+1) unabhängig von i1; : : : ; in�1 ist.

Ferner ist keinesfalls notwendig, dass die Übergangswahrscheinlichkeiten auf einem
diskreten (abzählbaren) Raum de�niert sind. Wir können genauso gut Marko¤ket-
ten mit allgemeineren Zustandsräumen, z.B. R; Rd etc. de�nieren.

1.6 Der Satz von Radon-Nikodym

Nachfolgend sei (
;F ; �) ein �-endlicher Massraum.

Proposition 1.61
Sei f : 
 ! [0;1) messbar. Dann wird durch S 3 A 7! �(A) :=

R
A f d� ein (stets

�-endliches!) Mass auf F de�niert. Für jede Menge A 2 S mit � (A) = 0 gilt � (A) = 0:
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Beweis. O¤ensichtlich gilt �(;) = 0. Ist fAngn2N eine Folge paarweise disjunkter Men-
gen aus S, und ist A =

S1
n=1An, so gilt

�(A) =

Z
A
f d� = lim

n!1

Z
Sn
k=1 Ak

f d� = lim
n!1

nX
k=1

Z
Ak

f d�

=

1X
k=1

�(Ak):

Es bleibt zu zeigen, dass � �-endlich ist. Sei f
ngn2N eine Folge von messbaren Teilmen-
gen von 
 mit 
n " 
 und �(
n) <1. Sei ferner An := ff � ng. Dann gilt 
n\An " 

und �(An \ 
n) � n�(
n) <1 für alle n.

Ist A 2 S eine �-Nullmenge, so ist 1Af fast überall 0: Daraus folgt � (A) = 0:
Eine wichtige Frage ist, ob sich ein Mass � aus einem Mass � auf diese Weise mit

Hilfe einer Funktion f darstellen lässt. In diesem Fall nennt man f eine Dichte von �
bezüglich �: Es ist nicht schwer zu sehen, dass f; wenn es überhaupt existiert, eindeutig
bis auf �-f.s.-Gleichheit ist:

Sind f; g � 0 zwei Dichten von � bezüglich �; so giltZ
A
f d� =

Z
A
g d�

für alle A 2 S: Sei 
n 2 F eine Folge mit 
n " 
 und � (
n) < 1 für alle n: Sei
An := 
n \ ff < g � ng : Dann istZ

An

(g � f) d� = 0:

Wegen g > f auf An folgt � (An) = 0: Wegen 
n \ ff < g � ng " ff < gg folgt
� (f < g) = 0; d.h. f � g �-f.s.. Analog folgt g � f �-f.s.. Damit ist gezeigt, dass
eine Dichte, falls sie überhaupt existiert, eindeutig ist bis auf �-f.s.-Gleichheit.

Wann existiert eine derartige Dichte? Nach der obigen Proposition ist eine notwendige
Bedingung, dass alle �-Nullmengen auch �-Nullmengen sind. Eine erstaunliche Tatsache
ist, dass dies auch eine hinreichende Bedingung ist.

De�nition 1.62
Es seien (
;F) ein messbarer Raum und �, � zwei Masse auf F . � heisst absolutstetig
bezüglich � (Notation: � � �), falls folgende Bedingung erfüllt ist:

8A 2 F : �(A) = 0) �(A) = 0:

Satz 1.63 (Satz von Radon-Nikodym)
�; � seien zwei �-endliche Masse auf (
;F) : Es gilt � � � genau dann, wenn eine nicht-
negative, messbare Funktion f : 
 ! R+ existiert mit �(A) =

R
A f d� für alle A 2 F .

Diese Funktion ist eindeutig bis auf �-f.ü.-Gleichheit.
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Beweis. Wir müssen nur noch zeigen, dass � � � die Existenz von f impliziert. Wir
führen den Beweis nur für den Fall, dass �; � endliche Masse sind. Wir können natürlich
annehmen, dass � (
) 6= 0 ist, sonst ist nichts zu zeigen.

Wir betrachten die Menge � der nicht-negativen numerischen messbaren Funktion g
auf 
 für die Z

A
gd� � � (A) ; 8A 2 F (1.20)

gilt. Da die Funktion identisch 0 sicher diese Eigenschaft hat, so ist diese Menge nicht
leer wir de�nieren 
 als das Supremum von

R
gd� über diese Menge. Wegen � (
) <1

gilt 
 <1:
Wir zeigen nun, dass es eine aufsteigende Folge fgng ; gn 2 �; gibt mit

lim
n!1

Z
gnd� = 
: (1.21)

Das ist sehr einfach: Sicher existiert eine Folge fhng � � mit


 = sup
n

Z
hnd�:

Wir de�nieren
gn := max (h1; : : : ; hn) :

Wir zeigen zunächst per Induktion nach n; dass gn 2 � gilt. Für n = 1 ist das klar. Nun
ist gn = max (gn�1; hn) : Sei B := f! : hn (!) � gn�1 (!)g : Dann gilt für jedes A 2 FZ

A
gnd� =

Z
A\B

gnd�+

Z
A\Bc

gnd�

=

Z
A\B

hnd�+

Z
A\Bc

gn�1d�

� � (A \B) + � (A \Bc) = � (A) :

Damit ist gezeigt, dass die gn 2 � sind und natürlich gilt nun (1.21).
Da die Folge monoton ansteigend ist, können wir

f := lim
n!1

gn

de�nieren. Nach dem montonen Konvergenzsatz gilt f 2 � undZ
fd� = 
:

Wir zeigen nun, dass

�(A) =

Z
A
f d�

für alle A 2 F gilt. Jedenfalls wissen wir schon, dass
R
A f d� � � (A) für alle A 2 F gilt.

Wir de�nieren daher das Mass A 7! � (A) := � (A)�
R
A f d� und müssen nun nur noch

zeigen, dass � (
) = 0 ist.
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Wir nehmen an, dass � (
) > 0 ist und führen das zu einem Widerspruch. Wir hatten
vorausgesetzt, dass � (
) > 0 ist. Wir de�nieren nun

� 0 (A) := � (A)� � (
)

2� (
)
� (A) ; A 2 F :

� 0 ist nicht notwendigermassen ein Mass, da durchaus � 0 (A) < 0 für gewisse A 2 F
gelten kann. Jedenfalls ist aber � 0 (
) = � (
) =2 > 0: Wir behaupten nun, dass eine
Menge H 2 F existiert mit

� 0 (H) > 0; � 0 (A) � 0; 8A 2 F ; A � H: (1.22)

Wir verschieben den Beweis dieser Aussage für den Moment und zeigen, dass damit
der Satz bewiesen ist. Wir setzen einfach

f 0 := f +
� (
)

2� (
)
1H :

Dann prüft man sehr einfach nach, dass f 0 2 � gilt mit
R
f 0d� >

R
fd� = 
 im Wider-

spruch zur De�nition von 
:
Es bleibt also (1.22) zu zeigen. Wir konstruieren dazu für jedes n 2 N eine Folge

Hn 2 F mit Hn #; � 0 (Hn) � � 0 (
) > 0 und

� 0 (A) � �1=n; 8A 2 F ; A � Hn:

Damit sind wir o¤enbar fertig, denn wir könnenH :=
T
nHn setzen. Nun zur Konstrukti-

on derHn:Wir setzenH0 := 
. Wir nehmen an,Hn�1 sei bereits konstruiert und wir kon-
struieren nunHn: Falls kein A1 2 F , A1 � Hn�1; existiert mit � 0 (A1) < �1=n; so können
wir einfach Hn := Hn�1 wählen, und anderfalls wählen wir ein derartiges A1 und setzen
B1 := Hn�1nA1: Man beachte, dass � 0 (B1) = � 0 (Hn�1) � � 0 (A1) � � 0 (Hn�1) � � 0 (
)
gilt. Falls nun kein A2 � B1 existiert, A2 2 F ; mit � 0 (A2) < �1=n; so setzen wir
Hn := B1 und wir sind fertig. Anderfalls wählen wir ein derartiges A2 und setzen
B2 := B1nA2 und fahren in dieser Weise weiter. � 0 (A1) ; � 0 (A2) ; : : : sind alle � �1=n
und die A1; A2; : : : sind paarweise disjunkt. Daher gilt

�� (
)
2

� � 0
�[k

i=1
Ai

�
=

kX
i=1

� 0 (Ai) � �
k

n
;

und somit bricht die Konstruktion spätestens nach k = n� (
) =2 Schritten ab. Man
beachte, dass Hn � Hn�1 gilt. Damit ist die Existenz von Hn bewiesen und somit auch
der Satz von Radon-Nikodym (im Falle � (
) ; � (
) <1).

Wir schreiben

f =
d�

d�
;

wenn eine derartige Dichte existiert. Es ist naheliegend, dass in einem derartigen Fall
Integrale bezüglich � in Integrale bezüglich � umgeschrieben werden können:

30



Proposition 1.64
Sei � absolut stetig bezüglich � mit Dichte f:

a) Ist � : 
! [0;1] eine messbare numerische Funktion, so giltZ
� d� =

Z
(� � f) d�: (1.23)

b) Ist � : 
 ! R messbar, so gilt � 2 L1 (�) genau dann, wenn � � f 2 L1 (�) ist. In
diesem Fall gilt ebenfalls die obige Gleichung.

Beweis. Für � = 1A; A 2 F ; ist (1.23) einfach die De�nition von �: Der allgemeine Fall
in a) folgt einfach mit 1.35. In b) folgt � 2 L1 (�)() ��f 2 L1 (�) aus a) angewandt auf
j�j : Die Gleichung (1.23) folgt einfach aus einer Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
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2 Grundlegende Begri¤sbildungen: Zufallsgrössen, Erwar-
tungswerte, charakteristische Funktionen, Unabhängig-
keit

Es sei (
;F) ein messbarer Raum. Wahrscheinlichkeitsmasse auf F werden oft (aber
nicht immer) mit P , Q usw. statt mit �, � usw. bezeichnet (P für �probability�). Die
Elemente von F bezeichnet man in der Wahrscheinlichkeitstheorie meist als Ereignis-
se. Die einzelnen Elemente ! von 
 nennt man die Elementarereignisse. Da für ein
Wahrscheinlichkeitsmass P (
) = 1 gilt, folgt 0 � P (A) � 1 für jedes A 2 F . Ferner
gilt P (Ac) = 1 � P (A). Statt P -fast überall sagt man meist P -fast sicher (Abkürzung:
P -f. s.). (
;F ; P ) nennt man dann einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Ist fAngn2N eine Folge von Ereignissen, so verwenden wir die folgenden Bezeichnun-
gen:

lim inf
n!1

An :=
[
n

\
m:m�n

Am 2 F ;

lim sup
n!1

An :=
\
n

[
m:m�n

Am 2 F :

Die Vereinigung im ersten Ausdruck ist o¤enbar eine ansteigende, d.h. es gilt\
m:m�n

Am " lim inf
n!1

An:

Analog gilt [
m:m�n

Am # lim sup
n!1

An:

Ein Element ! 2 
 ist genau dann in lim infn!1An; wenn es in allen An bis auf endlich
vielen liegt. Man sagt dann auch, dass ! in �fast allen�An ist. ! 2 lim supn!1An gilt
genau dann, wenn ! in unendlich vielen der An ist. Statt P (lim supn!1An) schreibt
man dann auch P (An unendlich oft) ; bzw für P (lim infn!1An): P (An; fast alle n) :

Wir wollen noch eine Ergänzung zur Masstheorie einfügen, die weiter unten wichtig
ist.

Seien (
;F ; �) ein Massraum und (
0;F 0) ein messbarer Raum. Ferner sei f : 
! 
0

eine messbare Abbildung. Wir de�nieren das durch f auf F 0 induzierte Mass �f�1
durch

�f�1 (A) := �
�
f�1 (A)

�
; A 2 F 0: (2.1)

Wegen der Messbarkeit von f ist f�1 (A) 2 F : Ferner weist man sofort nach, dass �f�1
ein Mass ist. Das folgt sofort aus der Tatsache, dass f�1 mit den üblichen Mengenope-
rationen vertauscht:

f�1 (Ac) =
�
f�1 (A)

�c
;

f�1
�[

i
Ai

�
=
[

i
f�1 (Ai) ;

f�1
�\

i
Ai

�
=
\

i
f�1 (Ai) :
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Proposition 2.1
(
;F ; �) ; (
0;F 0) und f seien wie oben. Ferner sei � : 
0 ! R eine messbare Abbildung.

a) Sei � � 0 (in diesem Fall kann � auch numerisch sein). Dann giltZ
(� � f) d� =

Z
�d
�
�f�1

�
: (2.2)

b) Sei � reellwertig. Dann ist � genau dann �f�1-integrierbar, wenn ��f integrierbar
bezüglich � ist. In diesem Fall gilt ebenfalls (2.2).

Beweis. Analysis III

2.1 Zufallsgrössen und ihre Verteilungen

(
;F ; P ) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum.

De�nition 2.2
Es sei (S;S) ein messbarer Raum. Eine (S;S)-wertige Zufallsgrösse (kurz S-wertige
Zufallsgrösse) ist eine F-S-messbare Abbildung X : 
! S. Im Spezialfall (S;S) = (R;B)
spricht man auch einfach von einer Zufallsgrösse, im Falle (S;S) = (Rn;Bn) von einem
n-dimensionalen Zufallsvektor und schreibt ihn oft als X = (X1; : : : ; Xn), wobei die
Abbildungen Xi : 
! R die Koordinatenabbildungen sind.

Ein Zufallsvektor X = (X1; : : : ; Xn) ist nichts anderes als eine Kollektion von n
(eindimensionalen) Zufallsgrössen. X : 
 ! Rn ist nämlich genau dann F-Bn-m.b.,
wenn die Komponenten Xi : 
 ! R alle F-B-m.b. sind. Das folgt sofort aus Lemma
1.27.

Wir können ohne Schwierigkeiten auch unendliche Familien von Zufallsgrössen be-
trachten. Ist I eine beliebige Menge, und sind die Xi für jedes i 2 I eine (Si;Si)-wertige
Zufallsgrösse, die auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�niert sind, so be-
zeichnet man mit �(Xi : i 2 I) die von den Zufallsgrössen fXigi2I erzeugte �-AlgebraW
i2I X

�1
i (Si) = �

�S
iX

�1
i (Si)

�
:

Jede (S;S)-wertige Zufallsgrösse X de�niert gemäss (2.1) ein Wahrscheinlichkeits-
mass PX�1 auf S: Man nennt das auch die Verteilung von X: Im Spezialfall, wo X
reellwertig ist, ist die Verteilung ein Wahrscheinlichkeitsmass auf der Borel-�-Algebra B:

Haben zwei (S;S)-wertige Zufallsgrössen X und X 0 dieselbe Verteilung, so schreiben
wir L(X) = L(X 0) (dabei steht L für �law�, den englischen Begri¤ für Verteilung); X
und X 0 müssen dabei nicht auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum de�niert sein.

Für eine reellwertige Zufallsgrösse ist die Verteilung ein Wahrscheinlichkeitsmass auf
(R;B) : Wie wir schon wissen (Satz 1.23), werden diese durch ihre Verteilungsfunktion
eindeutig festgelegt. Die Verteilungsfunktion der Verteilung vonX bezeichnen wir einfach
als die Verteilungsfunktion von X :

De�nition 2.3
Sei X eine R-wertige Zufallsgrösse. Die Abbildung R 3 t 7! FX(t) = P (f! : X (!) � tg)
heisst Verteilungsfunktion von X.
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Notation: Im Umgang mit Zufallsgrössen bedient man sich meist einer gewissen Kurzsschreib-
weise. Z.B. lässt man die ! in der Notation meist weg. So schreibt man fX � tg kurz für
f! : X (!) � tg = X�1 ((�1; t]) : Innerhalb von Wahrscheinlichkeiten lässt man dann
auch die geschweiften Klammern weg und schreibt einfach P (X � t) :

Eine wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsmassen auf (R;B) sind diejenigen, die
über ein Dichtefunktion bezüglich des Lebesgue-Masses de�niert sind. Eine messbare
Funktion f : R! R+ heisstWahrscheinlichkeitsdichte, wenn

R
f d� = 1 gilt, wobei

� das Lebesgue-Mass ist. Eine solche Dichtefunktion de�niert nach Proposition 1.61 ein
Mass

B 3 A! � (A) :=

Z
A
f d�: (2.3)

auf (R;B), das natürlich wegen
R
f d� = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmass ist. Hat die

Verteilung einer reellen Zufallsgrösse X, d.h. das Wahrscheinlichkeitsmass PX�1 eine
Dichte bezüglich des Lebesgue-Masses, so sagt man, X habe eine Dichte.

Neben den Verteilungen auf B mit Dichten sind die einfachsten Verteilungen die
diskreten, d.h. Wahrscheinlichkeitsmasse der Form

P
n2N pn �xn mit xn 2 R und pn �

0;
P
n pn = 1: Diskrete Verteilungen haben o¤enbar keine Dichten, denn � (fxg) = 0

gilt für alle x 2 R: Die Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung ist nicht stetig.
O¤enbar hat sie Sprünge der Höhe pn in den Punkten xn: Neben diskreten Verteilungen
und solchen mit Dichten gibt es jedoch noch andere, die für uns im Moment aber nicht
wichtig sind.

Hier einige der wichtigsten Verteilungen auf (R;B) :

Beispiel 2.4 (Verteilungen auf R)
a) Poisson-Verteilung zum Parameter � > 0:

1X
n=0

�n

n!
e���n:

b) Standardnormalverteilung: Sie hat die Dichte

'(x) =
1p
2�
e�x

2=2; x 2 R:

c) Normalverteilung mit Mittelwert a 2 R und Varianz �2 > 0: Sie hat die Dichte

'
�
x; a; �2

�
=

1p
2��2

exp

�
�(x� a)

2

2�2

�
; x 2 R:

d) Cauchy-Verteilung zum Parameter c > 0 mit Dichte

f (x) =
c

�(c2 + x2)
; x 2 R:
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Man spricht von Poisson-verteilten Zufallsgrössen, normalverteilten Zufallsgrössen
etc., wenn die Verteilung der Zufallsgrösse wie oben gegeben ist.

Nun zu Verteilungen von (Rn;Bn) : Ein Wahrscheinlichkeitsmass � auf (Rn;Bn) hat
die Dichte f : Rn ! R+ bezüglich des n-dimensionalen Lebesgue-Masses �n, wenn für
jede Menge A 2 Bn die Gleichung

� (A) =

Z
A
f d�n

gilt. Eine besonders wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsmassen auf (Rn;Bn) sind
die n-dimensionalen Normalverteilungen.

De�nition 2.5
a) Das Wahrscheinlichkeitsmass auf (Rn;Bn), das durch die Dichte

'(x1; : : : ; xn) := (2�)
�n=2 exp

�
�1
2

Xn

i=1
x2i

�
; (x1; : : : ; xn) 2 Rn;

de�niert wird, heisst Standardnormalverteilung auf Rn.

b) Ein Wahrscheinlichkeitsmass � auf (Rn;Bn) heisst Normalverteilung, wenn eine
reelle n�n-Matrix A und b 2 Rn existieren, sodass � = �st�

�1 ist, wobei � die a¢ ne
Abbildung Rn 3 x 7! �(x) = Ax + b 2 Rn und �st die Standardnormalverteilung
sind.

Wir wollen noch kurz diskutieren, wann die Normalverteilung eine Dichte besitzt.

Proposition 2.6
Das Wahrscheinlichkeitsmass � der obigen De�nition besitzt genau dann eine Dichte,
wenn die Matrix A invertierbar ist. In diesem Fall ist die Dichte gegeben durch

'(x; b;�) :=
1p

(2�)n det�
exp

�
�1
2
(x� b)T ��1(x� b)

�
; x 2 Rn;

mit � = AAT (AT die Transponierte von A):

Beweis. Sei die Matrix A regulär. Dann ist � eine invertierbare Abbildung, und es gilt
für B 2 Bn

� (B) = �st(�
�1(B)) =

Z
��1(B)

1

(2�)n=2
e�jxj

2=2�n(dx)

=

Z
1B(�(x))

1

(2�)�n=2
exp

�
�1
2
j��1�(x)j2

�
�n(dx)

=

Z
1B(y)

1

(2�)�n=2
exp

�
�1
2
j��1 (y) j2

� �
�n�

�1� (dy):
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Nun benützen wir, dass �n��1 die Dichte
��det �A�1��� bezüglich �n hat, was aus der

Analysis bekannt sein sollte. Mit Proposition 1.64 ergibt sich

� (B) =

Z
1B(y)

1

(2�)�n=2
exp

�
�1
2
j��1(y)j2

� ��det �A�1����n(dy)
=

Z
B

1

(2�)�n=2
p
det�

exp

�
�1
2
(y � b)T��1(y � b)

�
�n(dx):

Damit ist die behauptete Form der Dichte nachgewiesen.
Wenn � nicht invertierbar ist, so hat im (�) := f� (x) : x 2 Rng Lebesgue Mass Null.

Somit gilt � (im (�)) = 1 und �n (im (�)) = 0: In diesem Fall kann � natürlich keine
Dichte besitzen.

2.2 Erwartungswerte
De�nition 2.7
Sei X eine reelle Zufallsgrösse, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�niert
ist. Ist X � 0 oder X 2 L1(
;F ; P ), so heisst EX =

R
X dP der Erwartungswert

von X.

Der Erwartungswert ist also für positive Zufallsgrössen stets de�niert, kann in diesem
Fall jedoch gleich unendlich sein.

Lemma 2.8
Es seien X eine (S;S)-wertige Zufallsgrösse und ' : S ! R eine S-B-messbare Abbildung.
Dann ist ' � X (meist '(X) geschrieben) eine reelle Zufallsgrösse. Sei � := PX�1 die
Verteilung von X auf (S;S).

a) Ist ' � 0, so gilt E('(X)) =
R
'd�.

b) Es gilt '(X) 2 L1(
;F ; P ) genau dann, wenn ' 2 L1(S;S; �) ist, und in diesem
Fall gilt ebenfalls die obige Gleichung.

Beweis. Das Lemma ist eine Umformulierung von Proposition 2.1.

Bemerkung 2.9
Sei X eine (S;S)-wertige Zufallsgrösse auf (
;F ; P ) und � := PX�1 ihre Verteilung.

1. Aus Lemma ergibt sich, dass E('(X)) nur von der Verteilung vonX (und natürlich
von ') abhängt. Wir betrachten den Spezialfall (S;S) = (R;B) und wählen ' als
die Identität auf R. Dann folgt aus Lemma 2.8, dass X genau dann in L1(
;F ; P )
liegt, wenn

R
jxj�(dx) <1 gilt. In diesem Fall ist E(X) =

R
x�(dx).

2. Ist � diskret, das heisst, � =
P
i2I pi�xi mit xi 2 R, pi � 0 für alle i aus einer

höchstens abzählbaren Menge I und
P
i2I pi = 1, so gilt

R
jxj�(dx) =

P
i2I pijxij.

Somit gilt X 2 L1(
;F ; P ) genau dann, wenn
P
i2I pijxij <1, und in diesem Fall

ist E(X) =
P
i2I xipi =

P
i2I xiP (X = xi).
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3. Besitzt � eine Dichte f bezüglich des Lebesgue-Masses (2.3), so gilt nach Proposi-
tion 1.64

X 2 L1(
;F ; P ) ()
Z
jxj�(dx) =

Z
jxjf(x)�(dx) <1;

und in diesem Fall gilt E(X) =
R
xf(x)�(dx).

4. Allgemeiner gilt für X und eine messbare Funktion ' : R! R die folgende Äqui-
valenz:

'(X) 2 L1(
;F ; P ) ()
(P

i2I j'(xi)jP (X = xi) <1; diskreter FallR
j'(x)jf(x)�(dx) <1; Fall mit Dichte f

Beispiel 2.10
Sei X eine Zufallsgrösse auf (
;F ; P ).

1. Ist X standardnormalverteilt, so gelten

1p
2�

Z
jxje�x2=2 �(dx) <1 und E(X) =

1p
2�

Z
xe�x

2=2 �(dx) = 0:

2. Ist X normalverteilt mit Mittelwert a und Varianz �2 > 0, so ergibt sich X 2
L1(
;F ; P ) und E(X) = a.

3. Ist X Cauchy-verteilt zum Parameter c > 0, so giltZ
jxjf(x)�(dx) =

Z
c

�

jxj
c2 + x2

�(dx) =1;

das heisst X =2 L1(
;F ; P ).

Das folgende Lemma ergibt sich aus den Eigenschaften des Integrals aus Kapitel 1.

Lemma 2.11
a) Sind X;Y 2 L1(
; F; P ) und a; b 2 R, so gelten aX + bY 2 L1 und E(aX + bY ) =

aE(X) + bE(Y ) (Linearität des Erwartungswertes).

b) Ist X � 0 mit E(X) = 0, so folgt X = 0 P -fast sicher.

Beweis. a) ist einfach die Linearität des Integrals, b) folgt aus Lemma 1.41 b)

De�nition 2.12
Ist X eine Zufallsgrösse und p > 0, so ist jXjp eine nichtnegative Zufallsgrösse. Es be-
zeichne Lp(
;F ; P ) die Menge der auf (
;F ; P ) de�nierten Zufallsgrössen mit E(jXjp) <
1.

Lemma 2.13
Für p � p0 > 0 gilt Lp(
;F ; P ) � Lp0(
;F ; P ).
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Beweis. Sei X 2 Lp und A = fjXj � 1g. Dann gilt

E(jXjp0) =
Z
A
jXjp0dP +

Z
Ac
jXjp0dP � P (A) +

Z
Ac
jXjpdP � 1 + E(jXjp) <1:

Die nachfolgenden Ungleichungen sollen hier nicht bewiesen werden, weil die Beweise
praktisch identisch mit aus der Stochastik oder der Analysis schon bekannten sind.

Satz 2.14
a) Marko¤-Ungleichung: Sei X 2 Lp mit p > 0. Dann gilt für alle a > 0 die
Abschätzung P (jXj � a) � a�pE(jXjp).

b) Schwarzsche Ungleichung: Sind X;Y 2 L2, so gelten XY 2 L1 und EjXY j �
(E(X2)E(Y 2))1=2.

c) Höldersche Ungleichung: Seien p; q � 1 mit 1
p +

1
q = 1. Für X 2 Lp, Y 2 Lq

gelten
XY 2 L1 und EjXY j � (E(jXjp))1=p(E(jY jq))1=q:

De�nition 2.15
Sei X 2 L1. Die Varianz von X ist de�niert durch

var(X) = E((X � EX)2) 2 [0;1]:

Bemerkung 2.16
Die folgenden Eigenschaften sind einfache Folgerungen aus der De�nition: Sei X 2 L1.

1. var(X) = E(X2 � 2XEX + (EX)2) = E(X2)� (EX)2.

2. Es gilt o¤enbar var(X) <1 () X 2 L2.

3. var(X) = 0 () X = EX fast sicher.

4. Die Marko¤-Ungleichung angewandt auf X �EX mit p = 2 ergibt P (jX �EXj �
a) � 1

a2
var(X): (Tschebysche¤-Ungleichung)

Ist X standard normalverteilt, so gilt var (X) = 1. Ist X normalverteilt mit normal-
verteilt mit Mittel a und Varianz �2 (siehe Beispiel 2.4 c), so ist die Varianz natürlich
tatsächlich �2; was man ebenfalls sofort nachrechnet.

Wir kommen nun noch zu den analogen Begri¤sbildungen für mehrdimensionale Zu-
fallsgrössen

De�nition 2.17
Ist X = (X1; : : : ; Xn) ein Zufallsvektor, so de�niert man seinen Erwartungswert EX 2
Rn komponentenweise durch EX = (EX1; : : : ; EXn) (falls dies existiert).

An die Stelle der Varianz treten die Kovarianzen:
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De�nition 2.18
a) Sind X und Y zwei Zufallsgrössen aus L1 mit XY 2 L1, so ist ihre Kovarianz
cov(X;Y ) de�niert durch

cov(X;Y ) = E(XY )� E(X)E(Y ) = E((X � EX)(Y � EY )):

b) Ist X = (X1; : : : ; Xn) ein Zufallsvektor mit Xi 2 L1 und XiXj 2 L1 für alle
i; j 2 f1; : : : ; ng, so ist die Kovarianzmatrix �(X) = (�ij(X)) de�niert durch
�ij(X) = cov(Xi; Xj).

O¤enbar ist für eine eindimensionale Zufallsgrösse X : var (X) = cov (X;X) : Ist X
ein Zufallsvektor, als Spaltenvektor geschrieben, so ist �(X) = E((X�EX)(X�EX)T ):

Lemma 2.19
a) Sind X;Y 2 L2, so ist die Kovarianz cov(X;Y ) de�niert.

b) Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch und positiv semide�nit.

Beweis. a) folgt aus der Schwarzschen Ungleichung. b): Die Symmetrie ist o¤ensichtlich.
Ferner gilt alle �1; : : : ; �n 2 R

0 � E
�Xn

i=1
�i(Xi � E(Xi))

�2
=

nX
i=1

nX
j=1

�i�j cov(Xi; Xj):

Daraus folgt die De�nitheit.

Beispiel 2.20
a) Sei X standardnormalverteilt. Dann gilt für i 2 f1; : : : ; ng

E(Xi) = (2�)
�n=2

Z
Rn
xi exp

�
�1
2

Xn

k=1
x2k

�
�n(dx) = 0:

Für alle i; j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j gelten

E(XiXj) = (2�)
�n=2

Z
Rn
xixj exp

�
�1
2

Xn

k=1
x2k

�
�n(dx) = 0

und

E(X2
i ) = (2�)

�n=2
Z
Rn
x2i exp

�
�1
2

Xn

k=1
x2k

�
�n(dx)

= (2�)�1=2
Z
R
x2i e

�x2i =2 �(dxi) = 1;

das heisst, �(X) ist die Einheitsmatrix.
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b) Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix � (X) und Erwar-
tungswert a 2 Rn: Sei ferner A eine m�n-Matrix und b 2 Rm. Wir de�nieren den
m-dimensionalen Zufallsvektor Y durch Y = AX + b: Dann gelten

EY = Aa+ b

�(Y ) = E((Y � EY )(Y � EY )T ) = E(A (X � a) (X � a)T AT ) = A� (X)AT :

Speziell sehen wir für die in De�nition 2.5 b) eingeführte allgemeine Normalvertei-
lung, dass die Kovarianzmatrix gleich AAT und der Vektor der Erwartungswerte
gleich b ist.

2.3 Charakteristische Funktionen
De�nition 2.21
Sei � ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (Rn;Bn). Die charakteristische Funktion �̂
von � ist die Abbildung von Rn nach C, die durch

�̂(t) =

Z
eiht;xi �(dx) =

Z
cos(ht; xi)�(dx) + i

Z
sin(ht; xi)�(dx); t 2 Rn;

de�niert wird. Dabei bezeichnet i die imaginäre Einheit und ht; xi =
Pn
j=1 tjxj ist das

Skalarprodukt von t und x. Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors X ist
die charakteristische Funktion der Verteilung von X; sie kann nach Lemma 2.8 als
E(exp(iht;Xi)) geschrieben werden. Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors
X (oder einer reellen Zufallsgrösse X) bezeichnen wir oft mit �X :

Die charakteristische Funktion ist o¤enbar für alle t 2 Rn de�niert, da Sinus und
Cosinus beschränkt sind, und sie ist stetig in t nach dem Satz von Lebesgue.

Satz 2.22
Es seien �; � zwei Wahrscheinlichkeitsmasse auf (Rn;Bn). Gilt �̂(t) = �̂(t) für alle t 2 Rn,
so gilt � = �.

Beweis. Da die Familie der kompakten Mengen in Rn ein durchschnittstabiles Erzeu-
gendensystem von Bn ist (Lemma 1.19 e)), genügt es nach Satz 1.13 nachzuweisen, dass
�(K) = �(K) für alle kompakten MengenK gilt. Für eine derartige MengeK undm 2 N
sei

fm(x) =

8><>:
1 falls x 2 K;
0 falls d(x;K) := inff jx� yj : y 2 K g � 1=m;
1�md(x;K) sonst.

Dann hat fm die folgenden Eigenschaften:

1. 0 � fm(x) � 1 für alle x 2 Rn,

2. fm ist stetig,
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3. fm hat kompakten Träger,

4. fm(x) # 1K(x) für m!1.

Falls
R
fm d� =

R
fm d� für alle m 2 N gilt, so folgt �(K) = �(K) mit dem Satz

von Lebesgue. Es genügt also nachzuweisen, dass
R
f d� =

R
f d� für alle f gilt, die die

obigen Bedingungen 1.-3. erfüllen.
Sei also f eine derartige Funktion. Für " > 0 sei N > 0 so gross gewählt, dass

BN := [�N;N ]n � fx : f(x) 6= 0 g

und maxf�(BcN ); �(BcN )g � " gelten. Nach dem Weierstrassschen Approximationssatz
gibt es eine Funktion g : Rn ! C der Form g(x) =

Pm
j=1 cj exp(ih �N tj ; xi) mit cj 2 C

und tj 2 Zn, die periodisch in jeder Komponente ist und f in BN bis auf " approximiert,
das heisst, supf jf(x)� g(x)j : x 2 BN g � ". Es folgen supx2Rn jg(x)j � 1 + " und����Z f d��

Z
f d�

���� � ����Z f d��
Z
g d�

����+ ����Z g d��
Z
g d�

����+ ����Z g d� �
Z
f d�

���� :
Der zweite Summand ist nach der Voraussetzung �̂ = �̂ gleich null. Der erste Summand
kann wegen jg(x)j � 1 + " und jf (x)j � 1 für alle x 2 R folgendermassen abgeschätzt
werden: ����Z f d��

Z
g d�

���� � ����Z
BN

f d��
Z
BN

g d�

����+ Z
BcN

jf j d�+
Z
BcN

jgj d�

�
Z
BN

jf � gj d�+ (1 + ")�(BcN )

� "�(BN ) + (1 + ")�(B
c
N )

� "(2 + "):

Der dritte Summand wird analog abgeschätzt. Da " > 0 beliebig war, folgt
R
f d� =R

f d�.

Beispiel 2.23
a) Sei � die Standardnormalverteilung. Dann gilt

�̂(t) =
1p
2�

Z 1

�1
eitxe�x

2=2 dx =
1p
2�
e�t

2=2

Z 1

�1
e�(x�it)

2=2 dx; t 2 R:

Das Integral ergibt
p
2� (einfache Übungsaufgabe aus der Funktionentheorie). So-

mit gilt �̂(t) = e�t
2=2.

b) Sei � die Cauchy-Verteilung zum Parameter c > 0. Dann gilt

�̂(t) =
c

�

Z 1

�1
eitx

dx

c2 + x2
; t 2 R:

Die Funktion C 3 z 7! 1
c2+z2

hat Pole in �ic. Eine Anwendung des Residuensatzes
ergibt �̂(t) = e�cjtj.
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c) Sei � die Standardnormalverteilung in (Rn;Bn). Dann folgt

�̂(t) = exp

�
�1
2

Xn

j=1
t2j

�
= e�ht;ti=2 für alle t = (t1; : : : ; tn) 2 Rn:

d) Die allgemeine Normalverteilung ist das Bildmass � = ���1 der Standardnormal-
verteilung � unter einer a¢ nen Transformation Rn 3 x 7! �(x) = Ax + b 2 Rn.
Bezeichnet AT die Transponierte von A, so gilt

�̂(t) =

Z
eiht;xi �(dx) =

Z
eiht;�(x)i �(dx) = eiht;bi

Z
eihA

T t;xi �(dx)

= eiht;bi�̂(AT t) = eiht;bie�hA
T t;AT ti=2 = exp

�
iht; bi � 1

2
ht;�ti

�
;

mit � = AAT als der Kovarianzmatrix von � (siehe Beispiel 2.20 b)).

Satz 2.24
Für jedes b 2 Rn und jede positiv semide�nite, symmetrische n�n-Matrix � gibt es genau
eine Normalverteilung � auf Rn mit b als Erwartungswert und � als Kovarianzmatrix.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.22 und der Rechnung im obigen Beispiel.
Die Existenz folgt daraus, dass mindestens eine n� n-Matrix A existiert mit AAT = �,
wenn � eine nicht negative symmetrische Matrix ist.

Korollar 2.25
Sei � die Normalverteilung auf Rn mit Kovarianzmatrix � und a 2 Rn als Vektor der
Erwartungswerte, und sei � : Rn ! Rm eine a¢ ne Abbildung, d.h. eine Abbildung der
Form x ! � (x) := Ax + b; A eine m � n-Matrix und b 2 Rm: Dann ist ���1 die
Normalverteilung auf Rm mit Erwartungswert Aa+ b und der Kovarianzmatrix A�AT :

Beweis.

[�'�1 (t) =
Z
eiht;xi �'�1(dx) =

Z
eiht;Ax+bi �(dx)

= eiht;bi
Z
eihA

T t;xi �(dx) = eiht;bi exp

�
ihAT t; ai � 1

2
hAT t;�AT ti

�
= exp

�
iht; Aa+ bi � 1

2
ht; A�AT ti

�
:

Nun folgt die Aussage aus dem vorangegangen Satz und Beispiel 2.23 d).

2.4 Konvergenz von Folgen von Zufallsgrössen

Im folgenden sei fXngn2N eine Folge von Zufallsgrössen, die auf demselben Wahrschein-
lichkeitsraum (
;F ; P ) de�niert sind. In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind drei Kon-
vergenzbegri¤e besonders wichtig.
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De�nition 2.26
1. Die Folge fXngn2N konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsgrösse X, falls

P (f! 2 
 : lim
n!1

Xn(!) = X(!) g) = 1

gilt (Notation: Xn ! X P -fast sicher).

2. Die Folge fXngn2N �Lp(
; F; P ) konvergiert im p-ten Mittel (p > 0) gegen eine
Zufallsgrösse X, falls X 2Lp(
; F; P ) und

lim
n!1

E(jXn �Xjp) = 0

gilt.

3. Die Folge fXngn2N konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsgrösse
X, falls

P (jXn �Xj � ")! 0 für n!1
für alle " > 0 gilt.

Satz 2.27
a) Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

b) Konvergenz im p-ten Mittel impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Der Beweis von b) folgt sofort aus der Marko¤-Ungleichung.
a): Sei Yn = 1fjXn�Xj�"g für " > 0. Gilt Xn ! X fast sicher, so gilt Yn ! 0 fast

sicher. Wegen jYnj � 1 folgt aus dem Satz von Lebesgue

P (jXn �Xj � ") = E(Yn)! 0:

Die anderen denkbaren Implikationen sind nicht richtig, wie die folgenden zwei Bei-
spiele belegen:

Beispiel 2.28
Sei (
;F ; P ) = ([0; 1];B[0;1]; �).

a) Wähle Xn = n1=p1[0;1=n] für p > 0. Dann gilt Xn ! 0 fast sicher und in Wahr-
scheinlichkeit, aber E(jXnjp) = 1 für alle n 2 N, das heisst, fXngn2N konvergiert
nicht im p-ten Mittel gegen null.

b) Ist n = 2m + k für m 2 N0 und 0 � k < 2m, so setzt man Xn = 1[k2�m;(k+1)2�m].
O¤enbar konvergiert die Folge fXn(!)gn2N für kein ! 2 [0; 1]. Andererseits gelten
P (jXnj � ") � 2�m für alle " > 0 und E(jXnjp) = 2�m für p > 0, das heisst
fXngn2N konvergiert gegen null in Wahrscheinlichkeit und im p-ten Mittel.

Unter Zusatzbedingungen impliziert die fast sichere Konvergenz die Konvergenz im
p-ten Mittel:
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Satz 2.29
Sei fXngn2N eine Folge von Zufallsgrössen, die fast sicher gegen X konvergiert. Gilt
jXnj � Y fast sicher für eine Zufallsgrösse Y 2 Lp (für p > 0), so gilt Xn ! X im p-ten
Mittel.

Beweis. Es gelten jXn�Xjp � (jXnj+ jXj)p � (2Y )p � 2pY p 2 L1 und jXn�Xjp ! 0
fast sicher. Daher folgt aus dem Satz von Lebesgue E(jXn �Xjp)! 0.

Wie aus Beispiel 2.28 b) hervorgeht, folgt aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
nicht die fast sichere Konvergenz. Es gilt aber der folgende Satz:

Satz 2.30
Sei fXngn2N eine Folge von Zufallsgrössen, die in Wahrscheinlichkeit gegen X konver-
giert. Dann existiert eine Teilfolge fXnkgk2N mit limk!1Xnk = X fast sicher.

Zum Beweis benötigt man das folgende sehr einfache, aber wichtige Lemma.

Lemma 2.31 (1. Borel-Cantelli-Lemma)
Sei fAngn2N eine Folge von Ereignissen mit

P1
n=1 P (An) <1. Dann gilt P (lim supn!1An) =

0.

Beweis. Aus Bk :=
S1
n=k An # lim supn!1An und Satz 1.10 a) und c) folgt

P (lim sup
n!1

An) = lim
k!1

P (Bk) � lim
k!1

1X
n=k

P (An) = 0:

Beweis von Satz 2.30. Zu jedem k 2 N existiert nach Voraussetzung ein nk 2 N
mit P (jXnk �Xj � 1=k) � 1=k2. Wir können nk+1 > nk für alle k 2 N annehmen. DaP1
k=1 1=k

2 <1 gilt, folgt P (lim supk!1f jXnk �Xj � 1=k g) = 0 aus Lemma 2.31. Für
! =2 lim supk!1f jXnk �Xj � 1=k g gilt jXnk(!)�X(!)j < 1=k für genügend grosse k,
das heisst limk!1Xnk(!) = X(!).

Bemerkung 2.32
Alle drei Konvergenztypen sind vollständig, das heisst, dass jede Cauchy-Folge konver-
giert. Für die fast sichere Konvergenz ist das klar, denn wenn Xn �Xm ! 0 fast sicher
für n;m!1 gilt, dann folgt aufgrund der Vollständigkeit von R, dass fXn(!)gn2N für
fast alle ! 2 
 konvergiert. Mit Hilfe von Lemma 2.31 folgt das Entsprechende für die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

Satz 2.33
Sei fXngn2N eine Folge von Zufallsgrössen mit

lim
n;m!1

P (jXn �Xmj � ") = 0

für alle " > 0. Dann existiert eine Zufallsgrösse X mit Xn ! X in Wahrscheinlichkeit.
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Beweis. Wähle wie im Beweis des vorangegangenen Satzes eine Teilfolge fnkgk2N nun
aber mit

P (f jXnk �Xnk+1 j � 1=k2 g) � 1=k2:

Aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt

P

�
lim sup
k!1

f jXnk �Xnk+1 j � 1=k2 g
�
= 0:

Für ! =2 lim supk!1f jXnk � Xnk+1 j � 1=k2 g ist fXnk(!)gk2N o¤enbar eine Cauchy-
Folge in R, das heisst, Xnk konvergiert für k ! 1 fast sicher gegen eine Zufallsgrösse
X, also nach Satz 2.27 auch in Wahrscheinlichkeit. Für " > 0 gilt

P (jXm �Xj � ") � P (jXm �Xnk j � "=2) + P (jXnk �Xj � "=2)

für alle m und k. Wählt man k als die kleinste Zahl mit nk � m, dann folgt

lim
m!1

P (jXm �Xj � ") = 0:

Für die Konvergenz im p-ten Mittel gilt die Vollständigkeit auch, soll aber hier nicht
bewiesen werden. (Dies sollte aus der Analysis bekannt sein, zumindest für das Lebesgue
Mass.)für alle t 2 R gilt.

2.5 Unabhängigkeit

Es sei (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Im folgenden wird von Familien von Teil-
mengen von 
 stets stillschweigend vorausgesetzt, dass sie 
 enthalten.

De�nition 2.34
a) Teilmengen E1; : : : ; En von F (mit 
 2 Ei!) heissen unabhängig, wenn für Ai 2 Ei,
1 � i � n, die folgende Gleichung gilt:

P (A1 \ � � � \An) = P (A1) � � �P (An): (2.4)

b) Seien eine Indexmenge I und Ei für i 2 I Teilmengen von F . Sie heissen unabhän-
gig, wenn je endlich viele unabhängig sind.

c) Ereignisse Ai für i 2 I heissen unabhängig, wenn die Mengensysteme fAi;
g,
i 2 I, unabhängig sind.

Notation: Für zwei unabhängige Teilmengen E1, E2 von F schreiben wir E1 ? E2.
Die Voraussetzung, dass die Mengensysteme stets 
 enthalten, dient nur der be-

quemen Notation. Dies hat nämlich zur Folge, dass für unabhängige Mengensysteme
E1; : : : ; En auch stets

P (Ai1 \ � � � \Aik) =
kY
j=1

P (Aij ) (2.5)
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für fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; ng und Aij 2 Eij ist. Setzt man 
 2 Ei nicht voraus, so muss
man (2.5) als De�nition verwenden, was o¤ensichtlich stets einen grösseren Schreibauf-
wand erfordert.

Lemma 2.35
a) Sind die Ei für i 2 I unabhängig und gilt Di � Ei für i 2 I, so sind die Di für i 2 I
unabhängig.

b) Gilt D ? Ei für i 2 I, so gilt D ?
S
i2I Ei.

Beweis. a) ist klar.
b) Für A 2 D und B 2

S
i2I Ei existiert ein i 2 I mit B 2 Ei, das heisst, dass

P (A \B) = P (A)P (B) gilt.
Wir diskutieren nun einige Möglichkeiten, Unabhängigkeitsaussagen von Mengensy-

stemen auf grössere Mengensysteme hochzuziehen.

Satz 2.36
Es seien Di für i 2 I unabhängige Teilmengen von F (stets 
 2 Di). Sind die Di
durchschnittstabil, so sind die �(Di) für i 2 I unabhängig.

Beweis. Es genügt den Satz zu zeigen, wenn I endlich ist. Sei etwa I = f1; : : : ; ng. Wir
müssen (2.4) für Ai 2 �(Di) nachweisen. Für 0 � k � n sei Lk die folgende Aussage:

P (A1 \ � � � \An) = P (A1) � � �P (An); 8Ai 2 �(Di) f�ur i � k; 8Ai 2 Di f�ur i > k:

Die Aussage L0 gilt wegen der Unabhängigkeit der Di.
Wir zeigen Lk ) Lk+1 für 0 � k � n � 1. Wir betrachten dazu das Mengensystem

Ak+1 bestehend aus den Mengen Ak+1 2 �(Dk+1); die die Eigenschaft haben, dass die
Gleichung (2.4) für 8A1 2 �(D1); : : : ;8Ak 2 �(Dk);8Ak+2 2 Dk+2; : : : ;8An 2 Dn gilt

Aus Lk folgt Ak+1 � Dk+1. Wir zeigen, dass Ak+1 ein Dynkin-System ist.

1. 
 2 Ak+1 gilt wegen 
 2 Dk+1.

2. Für D 2 Ak+1 gilt

P

0@ k\
j=1

Aj \Dc \
n\

j=k+2

Aj

1A = P

0@ k\
j=1

Aj \
n\

j=k+2

Aj

1A� P
0@ k\
j=1

Aj \D \
n\

j=k+2

Aj

1A
=
Y
j:j 6=k

P (Aj)� P (D)
Y
j:j 6=k

P (Aj)

=
Y
j:j 6=k

P (Aj)P (D
c):

für alle Ai gemäss den obigen Bedingungen, das heisst Dc 2 Ak+1.

3. Für paarweise disjunkte Di 2 Ak+1, i 2 N, folgt analog
S1
i=1Di 2 Ak+1.

46



Nach Satz 1.7 folgt Ak+1 = �(Dk+1), das heisst, dass Lk+1 gilt.

Bemerkung 2.37
Da das Mengensystem fA;
g durchschnittstabil ist, folgt, wenn die Ereignisse Ai für
i 2 I unabhängig sind, dass auch die �-Algebren f;; Ai; Aci ;
g unabhängig sind; insbe-
sondere dann auch die Komplemente Aci .

Korollar 2.38
Es seien Di � F für i 2 I unabhängig und durchschnittstabil. Es sei (Ik)k2K eine
Familie von paarweise disjunkten Teilmengen von I. Dann sind die �(

S
j2Ik Dj) für

k 2 K unabhängig.

Beweis. Für k 2 K sei D̂k die Familie der endlichen Durchschnitte von Elementen aus
Dj für j 2 Ik. Das Mengensystem D̂k ist o¤enbar durchschnittstabil, und da die Dj
durchschnittstabil sind, hat jedes Element aus D̂k die Gestalt Aj1 \ � � � \Ajn mit n 2 N,
Aj 2 Dj und verschiedenen j1; : : : ; jn 2 Ik. Daraus folgt sofort, dass die D̂k für k 2 K
unabhängig sind. Da D̂k � Dj für alle j 2 Ik ist, gilt �(

S
j2Ik Dj) = �(D̂k). Das Lemma

folgt nun aus Satz 2.36.
Als Folgerung ergibt sich das folgende verblü¤ende Resultat mit einem ebenso verblüf-

fenden Beweis:

Satz 2.39 (Kolmogoro¤s 0-1-Gesetz)
Sei fFngn2N eine Folge von unabhängigen Teil-�-Algebren Fn von F . Seien �Fn :=W1
k=nFk und T1 =

T1
n=1

�Fn. Für A 2 T1 gilt P (A) 2 f0; 1g.

T1 heisst die �-Algebra der terminalen Ereignisse der Folge fFngn2N oder auch
terminale �-Algebra der Fn.
Beweis. Nach Korollar 2.38 gilt �Fn+1 ?

Wn
k=1Fk, also nach Lemma 2.35 a): T1 ?Wn

k=1Fk für alle n 2 N. Somit gilt nach Teil b) desselben Lemmas T1 ?
S1
n=1

Wn
k=1Fk.

Da die rechte Seite als Vereinigung einer aufsteigenden Folge von �-Algebren durch-
schnittstabil ist, folgt nach Satz 2.36

T1 ? �

 1[
n=1

n_
k=1

Fk

!
=

1_
n=1

Fn:

Nun ist aber �Fn �
W1
k=1Fk für alle n 2 N, also auch T1 �

W1
n=1Fn. Nach Lemma 2.35

folgt also T1 ? T1, das heisst, für A 2 T1 gilt P (A) = P (A \ A) = P (A)2, das heisst
P (A) 2 f0; 1g.

Teil-�-Algebren T � F in einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ), die die Eigen-
schaft haben, dass P (A) 2 f0; 1g für alle A 2 T ist, spielen in der Wahrscheinlichkeits-
theorie eine grosse Rolle. Die einfachste derartige Teil-�-Algebra ist natürlich f;;
g. T1
aus dem obigen Satz ist jedoch im allgemeinen sehr viel grösser als f;;
g. Dennoch ist
P eingeschränkt auf T1 gewissermassen trivial. Ereignisse, die in T1 liegen, sind gewis-
sermassen �nicht mehr zufällig�. Dieser Aspekt spiegelt sich auch in dem nachfolgenden
Lemma über Zufallsgrössen wieder:
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Lemma 2.40
Es sei T � F eine �-Algebra mit P (A) 2 f0; 1g für alle A 2 T . Ist Z eine (R;B)-wertige,
T -messbare Zufallsgrösse, so existiert ein c 2 R mit P (Z = c) = 1.

Beweis. Sei F (t) = P (Z � t), so ist F (t) 2 f0; 1g für t 2 R. Die Funktion F ist
nichtfallend. Demzufolge sind drei Fälle möglich:

1. F (t) = 0 für alle t 2 R) P (Z > n) = 1 für alle n) P (Z =1) = 1.

2. F (t) = 1 für alle t 2 R) P (Z � n) = 1 für alle n) P (Z = �1) = 1.

3. F springt an einer Stelle t0 2 R von 0 nach 1. Dann gilt

F

�
t0 +

1

n

�
� F

�
t0 �

1

n

�
= P

�
Z 2

�
t0 �

1

n
; t0 +

1

n

��
= 1 für alle n 2 N:

Somit ist dann P (Z = t0) = limn!1 P (Z 2 (t0 � 1
n ; t0 +

1
n ]) = 1.

Wir werden Anwendungen von Satz 2.39 weiter unten diskutieren.

De�nition 2.41
Seien Xi, i 2 I, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�nierte (Ei; Ei)-wertige
Zufallsgrössen. (Die messbaren Räume (Ei; Ei) können verschieden sein.) Die Xi heissen
unabhängig, wenn die Teil-�-Algebren X�1

i (Ei) unabhängig sind. (Die Xi müssen auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum de�niert sein, damit die Aussage einen Sinn hat.)

Notation: Sind zwei Zufallsgrössen unabhängig, so schreiben wir X ? Y .

Lemma 2.42
Xi; i 2 I seien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�nierte Zufallsgrössen
mit Werten in (Ei; Ei):

a) Sind Di � F für i 2 I unabhängig und sind die Xi Di-Ei-messbar, so sind diese
unabhängig.

b) Sind die Xi unabhängig und sind 'i : Ei ! E0i Ei-E 0i-messbare Abbildungen (E 0i
�-Algebren auf Ei); so sind die 'i �Xi ebenfalls unabhängig.

c) Die Xi sind genau dann unabhängig, wenn für n 2 N und i1; : : : ; in 2 I sowie
A1 2 Ei1 ; : : : ; An 2 Ein die Gleichung

P (Xi1 2 A1; : : : ; Xin 2 An) =
nY
j=1

P (Xij 2 Aj)

gilt.
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Beweis. Die Aussagen folgen alle unmittelbar aus den De�nitionen.
Im Spezialfall reeller Zufallsgrössen Xi ergibt sich das folgende Kriterium für die

Unabhängigkeit:

Lemma 2.43
Zufallsgrössen Xi, i 2 I, sind genau dann unabhängig, wenn für alle n 2 N, i1; : : : ; in 2 I
und t1; : : : ; tn 2 R

P (Xi1 � t1; : : : ; Xin � tn) =
nY
j=1

P (Xij � tj)

gilt.

Beweis. fX�1
i ((�1; t]) : t 2 R g [ f
g ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem

von X�1
i (B). Die Behauptung folgt aus Satz 2.36.

Eine andere Folgerung aus der Unabhängigkeit ist

Satz 2.44
Es seien X, Y zwei unabhängige reelle Zufallsgrössen.

a) Falls X und Y nichtnegativ sind, so gilt E(XY ) = E(X)E(Y ).

b) Sind X;Y 2 L1, so gilt XY 2 L1 und E(XY ) = E(X)E(Y ).

Beweis. a): Es seien F1 := X�1(B) und F2 := Y �1(B). Dann gilt F1 ? F2. Für A 2 F1
erfüllt die Menge der nichtnegativen F2-messbaren Zufallsgrössen Y 0 mit E(1AY 0) =
P (A)E(Y 0) die Eigenschaften 1.�3. von Satz 1.35. Demzufolge gilt diese Gleichung für
alle nichtnegativen F2-messbaren Y 0, also insbesondere für Y selbst. Die Menge der
nichtnegativen F1-messbaren Zufallsgrössen X 0 mit E(X 0Y ) = E(X 0)E(Y ) erfüllt eben-
falls die Bedingungen von Satz 1.35. Das gleiche Argument wie oben belegt, dass diese
Gleichung für X 0 = X gilt.

b): Aus X ? Y folgt jXj ? jY j. Somit folgt aus Teil a), dass gilt: E(jXY j) =
E(jXj)E(jY j) <1, wenn X;Y 2 L1 sind, das heisst XY 2 L1. Die Gleichung E(XY ) =
E(X)E(Y ) folgt, indem X und Y in Positiv- und Negativteil zerlegt werden.

Besonders nützlich für die Untersuchung von unabhängigen Zufallsgrössen sind cha-
rakteristischen Funktionen.

Satz 2.45
Es seien X, Y zwei unabhängige Zufallsgrössen mit charakteristischen Funktionen XX
beziehungsweise XY . Dann ist XX � XY die charakteristische Funktion von X + Y .

Beweis. Für alle t 2 R gilt

E(eit(X+Y )) = E(eitXeitY ) = E(eitX)E(eitY );

da eitX ? eitY gilt. Der Beweis ist insofern unvollständig, als Satz 2.44 nur für reellwertige
Zufallsgrössen bewiesen wurde. Eine Zerlegung in Real- und Imaginärteil liefert jedoch
sofort die entsprechende Aussage für komplexwertige Zufallsgrössen.
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Unabhängigkeit von Zufallsgrössen ist äquivalent damit, dass ihre Verteilung die
Produktwahrscheinlichkeit mit den Einzelverteilungen ist. Der Einfachheit halber for-
mulieren wir das im Fall, dass alle Zufallsgrössen denselben Wertebereich haben.

Proposition 2.46
Seien Xi; i 2 I; (S;S)-wertige Zufallsgrössen. Seien �i die Verteilungen der Xi : �i :=
PX�1

i : Die Zufallsgrössen sind genau dann unabhängig, wenn für jedes n und i1; : : : ; in 2
I (alle verschieden) die Gleichung

P (Xi1 ; : : : ; Xin)
�1 =

On

k=1
�ik

gilt.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.42 und der De�nition des
Produktmasses (siehe De�nition ?? und Bemerkung ??).

Aus Satz 2.45 und Satz 2.22 folgt , dass die Verteilung von X + Y für unabhängige
Zufallsgrössen X, Y nur von den Verteilungen von X und Y abhängt. Man nennt diese
Verteilung auch die Faltung der einzelnen Verteilungen.

Die Verteilungsfunktion von X + Y kann auch wie folgt berechnet werden: Seien
� = PX�1, � = PY �1. Dann ist nach der obigen Proposition die Verteilung von (X;Y )
gleich �
 � und es gilt:

P (X + Y � t) =

Z
R2
ft(x; y)(�
 �)(d(x; y))

mit ft(x; y) = 1fx+y�tg = 1(�1;t�y](x). Nach dem Satz von Fubini ist die rechte Seite
gleich

=

Z
R

�Z
R
1(�1;t�y](x)�(dx)

�
�(dy) =

Z
R
FX(t� y)�(dy);

wobei FX die Verteilungsfunktion von X ist. Hat die Verteilung von X die Dichte f und
diejenige von Y die Dichte g bezüglich des Lebesgue Masses, so ergibt sich

P (X + Y � t) =

Z
R

 Z
(�1;t�y]

f(x)� (dx) g(y)

!
� (dy) =

Z
R

 Z
(�1;t]

f(x� y)� (dx) g(y)
!
� (dy)

=

Z
(�1;t]

�Z
R
f(x� y)g(y)� (dy)

�
� (dx) :

Demzufolge hat dann auch die Verteilung von X + Y eine Dichte bezüglich �, nämlich
die Abbildung

x 7!
Z
R
f(x� y)g(y)� (dy) =

Z
R
f(y)g(x� y)� (dy) :

Charakteristische Funktionen sind für die Berechnung jedoch oft einfacher.
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Beispiel 2.47
a) Cauchy-Verteilung:
Behauptung: Sind X, Y unabhängig und Cauchy-verteilt zum Parameter c > 0,
so ist für � 2 (0; 1) die Zufallsgrösse �X + (1 � �)Y auch Cauchy-verteilt zum
Parameter c > 0.
Beweis: Für � 2 (0; 1) und t 2 R gilt:

��X+(1��)Y (t) = E(exp(it(�X + (1� �)Y ))) = �X(�t) � �Y ((1� �)t)
= exp(�cj�tj) exp(�cj(1� �)tj) = e�cjtj:

b) Normalverteilung:

Behauptung: Ist X normalverteilt mit Mittelwert a und Varianz �2, Y normalver-
teilt mit Parametern a0, �02, und gilt X ? Y , so ist X + Y normalverteilt mit
Parametern a+ a0 und �2 + �02.
Beweis: Für t 2 R gilt:

�X+Y (t) = �X(t)�Y (t) = exp

�
iat� �2

2
t2
�
� exp

�
ia0t� �02

2
t2
�

= exp

�
i(a+ a0)t� 1

2
(�2 + �02)t2

�
2.6 Gesetz der grossen Zahlen, einfachste Version

Das Kolmogoro¤sche 0-1-Gesetz (Satz 2.39) soll nun auf unabhängige Zufallsgrössen
angewandt werden. Sei fXngn2N eine Folge unabhängiger Zufallsgrössen, und Fn :=
X�1
n (B). Es sei T1 die terminale �-Algebra der Fn wie in Satz 2.39. Mit Sn sei

Pn
j=1Xj

bezeichnet.

Lemma 2.48
Sei fangn2N eine Folge positiver Zahlen mit an ! 1. Dann sind Y := lim supn!1

Sn
an

und Y := lim infn!1 Sn
an
T1-messbare (R;B)-wertige Zufallsgrössen.

Beweis. Für jedes m 2 N gilt

Y = lim sup
n!1

Sn
an
= lim sup

n!1

1

an

�Xm

j=1
Xj +

Xn

j=m+1
Xj

�
= lim sup

n!1

1

an

nX
j=m+1

Xj ;

was o¤enbar �Fm-messbar ist. Daher ist Y T1-messbar. Für Y geht der Beweis gleich.
Als Folgerung aus Lemma , dem Kolmogoro¤ 0-1-Gesetz und Lemma 2.48 ergibt sich:

Satz 2.49
Es sei fXngn2N eine Folge von unabhängigen Zufallsgrössen und fangn2N eine positive
Zahlenfolge mit limn!1 an =1. Dann sind Y = lim supn!1 Sn

an
und Y = lim infn!1 Sn

an
fast sicher konstant in [�1;1].
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Beispiel 2.50
1. DieXn seien unabhängig und Cauchy-verteilt zu c = 1 und sei an = n. Aus Beispiel
2.47a) folgt sofort, dass Sn=n auch Cauchy-verteilt ist zu c = 1. Somit ist für a 2 R:

0 <

Z 1

a

1

�

1

1 + x2
dx = P

�
Sn
n
� a

�
� P

 
sup
k�n

Sk
k
� a

!

! P

�
lim sup
n!1

Sn
n
� a

�
= P (Y � a):

Daraus folgt

P (Y � a) = lim
n!1

P

 
sup
k�n

Sk
k
� a

!
> 0

Nach Satz 2.49 folgt P (Y � a) = 1 für alle a 2 R, das heisst P (Y = 1) = 1.
Analog zeigt man P (Y = �1) = 1.

2. Die Zufallsgrössen Xn seien unabhängig und standard-normalverteilt. Nach Bei-
spiel 2.47 b) ist auch Sn=

p
n standard-normalverteilt. Wie oben folgt dann, dass

lim supn!1 Sn=
p
n =1 fast sicher und lim infn!1 Sn=

p
n = �1 fast sicher gilt.

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dass Sn=n im Cauchy-verteilten Fall nicht fast
sicher konvergiert. Dies widerspricht nicht dem Gesetz der grossen Zahlen, weil Cauchy-
verteilte Zufallsgrössen keinen Erwartungswert besitzen.

Satz 2.51 (Starkes Gesetz der grossen Zahlen)
Sei fXngn2N eine Folge von unabhängigen Zufallsgrössen, die alle dieselbe Verteilung ha-
ben. Es gelte Xi 2 L1 für alle i 2 N, und es sei Sn =

Pn
i=1Xi. Dann gilt limn!1 Sn=n =

EX1 fast sicher.

Beweis. Einen vollständigen Beweis geben wir im übernächsten Kapitel. Unter der Zu-
satzbedingung Xi 2 L4 kann ein einfacher Beweis wie folgt geführt werden: Sei a = EXn
(unabhängig von n), X 0

n := Xn � a. Es gilt EX 0
n = 0, und Sn=n ! a fast sicher gilt

genau dann, wenn
Pn
i=1X

0
i=n! 0 fast sicher gilt. Man kann also annehmen, dass a = 0

ist.
Sei An =

n��Sn
n

�� � 1
n1=8

o
; A = lim supn!1An. Wir schätzen P (An) mit der Marko¤-

Ungleichung:

P (An) �
n1=2

n4
E(S4n):

Nun ist

E(S4n) = E

��Xn

i=1
Xi

�4�
= E

0@ nX
i1;i2;i3;i4=1

Xi1Xi2Xi3Xi4

1A
=

nX
i1;i2;i3;i4=1

E(Xi1Xi2Xi3Xi4) =

nX
i=1

E(X4
i ) +

X
i6=j

E(X2
iX

2
j ):
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Um die letzte Gleichung einzusehen beachte man, dass die Terme der Summe mit ei-
nem Index, der verschieden von den anderen ist, wegen EX = 0 und der Unabhängigkeit
alle verschwinden. Somit folgt E(S4n) = nE(X4

1 ) + n(n� 1)(E(X2
1 ))

2. Daraus folgt folgtP1
n=1 P (An) <1, und aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 2.31) folgt P (A) = 0.

Für ! =2 A konvergiert Sn(!)=n o¤enbar gegen null.
Zum Schluss des Kapitels noch eine partielle Umkehrung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas.

Lemma 2.52 (2. Borel-Cantelli-Lemma)
Es seien An für n 2 N unabhängige Ereignisse mit

P1
n=1 P (An) = 1. Dann gilt

P (lim supn!1An) = 1.

Beweis. Für n 2 N gilt

P
�[1

m=n
Am

�
= 1� P

�\1

m=n
Acm

�
= 1� lim

k!1
P

�\k

m=n
Acm

�
= 1�

1Y
m=n

P (Acm) = 1�
1Y
m=n

(1� P (Am)) :

Ein einfaches Lemma aus der Analysis besagt, dass wenn
P1
n=1 an divergiert für eine

Folge von Zahlen an 2 [0; 1], das unendliche Produkt
Q1
n=1(1� an) = 0 ist. (Falls nicht

bekannt: Übungsaufgabe.) Somit ist P (
S1
m=nAm) = 1 für alle n 2 N, das heisst

P (lim sup
n!1

An) = P
�\1

n=1

[1

m=n
Am

�
= lim
n!1

P
�[1

m=n
Am

�
= 1:

Bemerkung 2.53
Man kann auf die Voraussetzung der Unabhängigkeit im obigen Lemma nicht vollständig
verzichten. Zum Beispiel gilt mit An = A für alle n 2 N und 0 < P (A) < 1 natürlichP
n P (An) =1, aber P (lim supn!1An) = P (A) < 1. Es gibt jedoch Verallgemeinerun-

gen, die mit stark abgeschwächten Voraussetzungen auskommen.
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3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

De�nition 3.1
Sind A;B 2 F mit P (B) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B
durch P (A jB) := P (A \B)=P (B) de�niert.

Es sei nun fB1; : : : ; Bng eine Zerlegung von 
 in paarweise disjunkte messbare Teil-
mengen. Für ein feste A 2 F können wir die Folge P (A jBi), i = 1; : : : ; n de�nieren. Nach
dem Satz über die totale Wahrscheinlichkeit gilt für jedes Teilmenge J � f1; : : : ; ng :

P
�
A \

[
j2J

Bj

�
=
X
j2J

P (A jBj)P (Bj) : (3.1)

Wir können das noch etwas komplizierter interpretieren. fP (A jBj)g können wir als
Funktion auf 
 au¤assen, nennen wir sie  A :

 A (!) := P (A jBj); f�ur ! 2 Bj :

Wir bezeichnen mit G die von den Bj erzeugte �-Algebra. G enthält genau die Mengen,
die sich als

S
j2J Bj mit J � f1; : : : ; ng darstellen lassen. Da  A konstant auf den Bj

ist, ist es eine G-m.b. Funktion. Um dies zu betonen, schreiben wir  A;G : Wir können
diese Eigenschaften wie folgt zusammenfassen:

Lemma 3.2
In der obigen Situation gilt:

a)  A;G : 
! [0; 1] ist G-messbar.

b) Für alle B 2 G gilt
P (A \B) =

Z
B
 A;G (!) P (d!) :

Beweis. a) ist o¤ensichtlich nach der Konstruktion von  A;G : b) ergibt sich unmittelbar
aus (3.1).

Es ist ziemlich o¤ensichtlich, dass diese beiden Eigenschaften  A;G eindeutig charak-
terisieren. Der (sehr einfache) Beweis sei dem Leser überlassen.

Diese Diskussion legt eine weitgehende Verallgemeinerung von bedingtenWahrschein-
lichkeiten nahe. Wir betrachten eine beliebige Teil-�-Algebra G von F :

De�nition 3.3
Sei A 2 F : Eine Abbildung  A;G : 
 ! [0; 1] heisst bedingte Wahrscheinlichkeit
von A gegeben G; wenn a) und b) von Lemma 3.2 erfüllt sind.

Satz 3.4
Sei A 2 F und G eine Teil-�-Algebra von F : Dann existiert eine bis auf f.s.-Gleichheit
eindeutige bedinge Wahrscheinlichkeit von A gegeben G:
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung G 3 B ! � (B) := P (A \B) : Dies ist o¤en-
sichtlich ein Mass auf G mit � � P: Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert eine
bis auf P -f.s.-Gleichheit eindeutige G-m.b. Funktion  A;G : 
! R+ mitZ

B
 A;G dP = � (B) = P (A \B) ;

für alle B 2 G:  A;G ist die gewünschte bedingte Wahrscheinlichkeit, wobei wir aber
noch nachweisen müssen, dass  A;G so gewählt werden kann, dass 0 �  A;G (!) � 1
für alle ! 2 
 gilt. Erfüllt  A;G : 
 ! R+ die obige Gleichung, so setzen wir C :=�
! :  A;G (!) > 1

	
2 G: Dann folgtZ

C
 A;GdP = P (A \ C) � P (C) =

Z
C
1dP;Z

C

�
1�  A;G

�
dP � 0:

Wegen  A;G > 1 auf C folgt P (C) = 0: Wir können daher  A;G durch min
�
 A;G ; 1

�
ersetzen. Diese Funktion stimmt mit  A;G f.ü. überein und nimmt nur Werte in [0; 1] an.

In Zukunft schreiben wir P (A j G) anstelle von  A;G : Man muss sich klar darüber
sein, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten im obigen Sinn nur bis auf f.s.-Gleichheit ein-
deutig gegeben sind. Man spricht dann oft von einer Version der bedingten Wahrschein-
lichkeit, wenn eine bestimmte G-m.b. Funktion gewählt wird.

Bisher hatten wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten P (A j G) nur für ein festes
A 2 F diskutiert. Eine naheliegende Frage ist, ob das tatsächlich eine Wahrscheinlich-
keit als Funktion von A ist. Präziser ausgedrückt: Ist es möglich, für jedes A 2 F ; eine
Version von P (A j G) so zu wählen, dass für alle ! 2 
 die Abbildung A! P (A j G) (!)
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf F ist?

De�nition 3.5
Es sei G eine Teil-�-Algebra von F : Eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit
gegeben G ist ein Marko¤kern Q von (
;G) (
;F) mit der Eigenschaft, dass für jedes
A 2 F die Abbildung 
 3 ! ! Q(!;A) eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A gegeben G ist, d.h. dass

P (A \B) =
Z
B
Q(!;A)P (d!) ;

für alle A 2 F und alle B 2 G gilt. (Wir schreiben in Zukunft natürlich wieder P (A j
G) (!) anstelle von Q(!;A) auch für eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit).

Unglücklicherweise existieren reguläre bedingte Wahrscheinlichkeiten nicht immer.
Es gilt jedoch:

Satz 3.6
Ist 
 ein vollständiger, separabler metrischer Raum und F = B
 die Borel-�-Algebra,
das heisst die von den o¤enen Mengen in 
 erzeugte �-Algebra, so existiert für Teil-�-
Algebra G eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit.
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Der Beweis ist ziemlich kompliziert und kann hier nicht ausgeführt werden. R ist na-
türlich ein vollständiger, separabler metrischer Raum (mit der üblichen Metrik). Es ist
auch nicht schwer zu sehen, dass man RN mit einer Metrik versehen kann, die diese Menge
zu einem vollständiger, separabler metrischer Raum macht, deren Borel-�-Algebra gleich
BN ist. Obwohl also die Bedingungen des Satzes oft erfüllt sind, ist die Tatsache, dass re-
guläre bedingte Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen nicht immer existieren, natürlich
etwas enttäuschend.

Nun zu bedingten Erwartungswerten. SeiX eine auf (
;F ; P ) de�nierte Zufallsgrösse
und G eine Teil-�-Algebra von F : Falls eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben
G existiert, so wird man den bedingten Erwartungswert einfach durch

E (X j G) (!) :=
Z
X
�
!0
�
P
�
d!0 j G

�
(!)

de�nieren, sofern X 2 L1 (
;F ; P (� j G) (!)) für alle ! 2 
 ist. Wie schon oben ewähnt,
exisitieren jedoch reguläre bedingte Wahrscheinlichkeiten nicht immer und man kon-
struiert daher die bedingten Erwartungswerte besser direkt über den Satz von Radon-
Nikodym:

Satz 3.7
Sei X 2 L1 (
;F ; P ) und G eine Teil-�-Algebra von F : Dann existiert eine bis auf P -
f.s.-Gleichheit eindeutig de�nierte integrierbare und G-m.b. Zufallsgrösse E (X j G) mitZ

B
E (X j G) dP =

Z
B
X dP (3.2)

für alle B 2 G:

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass X � 0 gilt. Dann ist � (B) :=
R
B X dP; B 2 G,

ein Mass auf (
;G) ; das absolutstetig bezüglich P ist. Aus dem Satz von Radon-Nikodym
folgt daher die Existenz einer G-m.b. nicht negativen Zufallsgrösse E (X j G) ; die die
Eigenschaft (3.2) erfüllt. Ist X integrierbar, so giltZ



E (X j G) dP =

Z


X dP <1:

Daher ist E (X j G) integrierbar und insbesondere fast überall endlich. IstX 2 L1 (
;F ; P ) ;
so zerlegen wir X in Positiv- und Negativteil X = X+ �X� und setzen

E (X j G) = E
�
X+ j G

�
� E

�
X� j G

�
:

Diese Zufallsgrösse erfüllt o¤ensichtlich (3.2) und ist integrierbar.
Eindeutigkeit: Sind f; g zwei G-m.b. Zufallsgrössen mit

R
B f dP =

R
B g dP für alle

B 2 G; so folgt sehr einfach f = g P -f.ü..
Man beachte, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten einfach Spezialfälle von bedingten

Erwartungswerten sind:
P (A j G) = E (1A j G) :

Der folgende Satz ist eine Au�istung der wichtigsten Eigenschaften bedingter Erwar-
tungswerte.
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Satz 3.8
Es seien X;X1; X2 2 L1(
;F ; P ), und G sowie G0 seien Teil-�-Algebren von F . Dann
gelten:

1. Ist G die triviale �-Algebra, das heisst G = f;;
g, so gilt E(X j G) = E(X) fast
sicher.

2. Ist X G-messbar, so gilt E(X j G) = X fast sicher.

3. Sind a1; a2 2 R, so gilt E(a1X1+a2X2 j G) = a1E(X1 j G)+a2E(X2 j G) fast sicher.

4. Ist X � 0, so ist E(X j G) � 0 fast sicher.

5. Es gilt jE(X j G)j � E(jXj j G) fast sicher.

6. Ist G0 � G, so gilt E(X j G0) = E(E(X j G) j G0) fast sicher.

7. Sind X und G unabhängig, so gilt E(X j G) = E(X) fast sicher.1

Beweis. 1. Da E(X j G) G-m.b. ist, so muss es fast sicher konstant sein. Wegen
R

E(X j G)dP =R


X dP folgt die Behauptung.
2. Folgt unmittelbar aus der De�nition des bedingten Erwartungswertes.
3. Sei Y die rechte Seite der behaupteten Gleichung. Dann gilt für alle D 2 G:Z

D
Y dP = a1

Z
D
E(X1 j G) dP + a2

Z
D
E(X2 j G) dP

= a1

Z
D
X1 dP + a2

Z
D
X2 dP =

Z
D
(a1X1 + a2X2) dP:

Ausserdem ist Y natürlich G-messbar, erfüllt also die de�nierenden Eigenschaften für
einen bedingten Erwartungswert von a1X1 + a2X2 gegeben G.

4. Für alle D 2 G gilt
R
D E(X j G) dP =

R
DX dP � 0. Ist D = fE(X j G) < 0 g, so

folgt P (D) = 0.
5.Wegen E(X j G) = E(X+ j G)� E(X� j G) folgt

jE(X j G)j � E(X+ j G) + E(X� j G) = E(jXj j G):

6. Sei wieder Y die rechte Seite der behaupteten Gleichung, und sei D0 2 G0. Dann
gilt

R
D0 Y dP =

R
D0 E(X j G) dP =

R
D0 X dP , da D0 2 G ist. Da Y G0-messbar ist, folgt

die Aussage.
7.Die konstante Abbildung ! 7! E(X) ist natürlich G-messbar. Für D 2 G gilt wegen

der UnabhängigkeitZ
D
X dP = E(1DX) = P (D)E(X) =

Z
D
E(X) dP:

1Für mathematische Puristen sind die obigen Formulierungen ganz leicht anrüchig: Der Satz von
Radon-Nidkodym liefert die entsprechenden Objekte ohnehin nur bis auf f.s.-Gleichheit. Genau genom-
men sollte man daher die bedingten Erwartungswerte als Äquivalenzklassen unter f.s.-Gleichheit au¤as-
sen. Dann sind die obigen Gleichungen einfach Gleichungen zwischen Äquivalenzklassen und man kann
sich die ständige Wiederholung von �fast sicher� ersparen.
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Für bedingte Erwartungswerte gelten die üblichen Konvergenzsätze entsprechend:

Satz 3.9
Seien Xn, n 2 N; und X integrierbare Zufallsgrössen und G sei eine Teil-�-Algebra von
F .

a) Gilt Xn � 0 und Xn " X f:s:; so folgt E(Xn j G) " E(X j G) f.s.

b) Gilt Xn � 0 und Xn ! X f.s., so gilt das Lemma von Fatou:

E(X j G) � lim inf
n!1

E(Xn j G) f:s.

c) Existiert Y 2 L1 mit jXnj � Y f.s. für alle n 2 N , und Xn ! X f.s., so gilt:

E(X j G) = lim
n!1

E(Xn j G) f:s.

Beweis. Wir beweisen nur a). b) und c) folgen dann in gleicher Weise wie das Lemma
von Fatou und der Satz von Lebesgue.

Aus Xn � Xn+1 � X fast sicher für alle n 2 N folgt E(Xn j G) � E(Xn+1 j G) �
E(X j G) fast sicher für alle n 2 N. Die Folge (E(Xn j G))n2N konvergiert also fast sicher
gegen eine G-messbare Zufallsgrösse Y mit Y � E(X j G). Für alle D 2 G giltZ

D
(E(X j G)� Y ) dP =

Z
D
X dP �

Z
D
Y dP

=

Z
D
X dP �

Z
D
lim
n!1

E(Xn j G) dP

=

Z
D
X dP � lim

n!1

Z
D
E(Xn j G) dP

=

Z
D
X dP � lim

n!1

Z
D
Xn dP = 0:

Somit folgt Y = E(X j G) fast sicher.

Satz 3.10
Seien X;Y 2 L1 und X � Y 2 L1. Ist Y G-messbar, so gilt E(Y X j G) = Y E(X j G) fast
sicher.

Beweis. Sind X � 0 und Y = 1D mit D 2 G, so folgt für jedes D0 2 GZ
D0
Y E(X j G) dP =

Z
D\D0

E(X j G) dP =
Z
D\D0

X dP =

Z
D0
1DX dP:

Somit erfüllt Y E(X j G) die de�nierenden Eigenschaften eines bedingten Erwartungs-
wertes von Y X gegeben G, das heisst, es gilt Y E(X j G) = E(XY j G) fast sicher.
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Der allgemeine Fall folgt dann auf die übliche Weise mit einem montonen Klassen-
arguement.

Wir wollen noch den wichtigen Spezialfall betrachten, wo G die von einer Zufallsgrösse
Z erzeugt �-Algebra ist. Wir können annehmen, dass Z Werte in einem allgemeinen
messbaren Raum (S;S) annimmt. Ist X eine integrierbare Zufallsgrösse (reellwertig), so
schreibt man meist E (X j Z) anstelle von E (X j � (Z)) : E (X j Z) ist also eine auf 

de�nierte, integrierbare, � (Z) messbare Zufallsgrösse. Wir verwenden nun das folgende
einfache Resultat:

Lemma 3.11
Sei (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S;S) ein messbarer Raum und F : 
 !
S eine messbare Abbildung. Eine (reellwertige) Funktion f : 
 ! R ist genau dann
� (F )�B-m.b., wenn eine Funktion eine S � B-m.b. Abbildung ' : S ! R existiert mit
f = ' � F: ' ist eindeutig durch F bestimmt, bis auf PF�1-f.s.-Gleichheit.

Der Beweis ist nicht sehr schwierig, soll aber hier nicht gegeben werden. Falls ' mit
f = ' � F existiert, so ist f o¤ensichtlich � (F )-m.b. Etwas schwieriger zu zeigen ist die
Existenz.

Unter verwendung dieses Lemmas sehen wir, dass wir E (X j Z) über (S;S) fakto-
risieren können, d.h. es gibt eine messbare Abbildung, nennen wir sie ad hoc wieder
' : S ! R, mit

E (X j Z) (!) = ' (Z (!)) ;

und ' ist eindeutig bis auf PF�1-f.s.-Gleichheit. Man schreibt diese Abbildung meist
als E (X j Z = �) ; oder unter Betonung des Arguments E (X j Z = z) ; z 2 S: Unter
Verwendung des Transformationssatzes sehen wir sofort, dass diese Funktion auf S durch
die Eigenschaft Z

A
E (X j Z = z)PZ�1 (dz) =

Z
Z�1(A)

XdP; 8A 2 S

charakterisiert ist.
Wenn Z eine Zufallsgrösse ist, die nur abzählbar viele Werte annimit, mit P (Z = z) >

0 für alle z im Wertebereich von Z; so ist E (X j Z = z) natürlich einfach der elementar
de�nierte bedingte Erwartungswert, d.h. der Erwartungswert von X bezüglich des Wahr-
scheinlichkeitsmasses A ! P (A j Z = z) ; das wegen P (Z = z) > 0 elementar de�niert
ist. Der Leser möge sich das als Übungsaufgabe überlegen.

4 Brownsche Bewegung

4.1 Stochastische Prozesse

Die Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozess mit Zeitparameter t 2 R+: Wir
hatten bisher derartige Prozesse nicht betrachtet; ihre De�nition macht jedoch keinerlei
Schwierigkeiten.
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De�nition 4.1
1. Ein stochastischer Prozess mit stetigem Zeitparameter X = fXtgt2R+ ist
eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ) de�nierte Familie von (R;B)-
wertigen Zufallsgrössen. Die reellwertigen Funktionen R+ 3 t! Xt(!) heissen die
Pfade des stochastischen Prozesses.

2. X hat stetige Pfade (kurz: ist ein stetiger stochastischer Prozess), wenn für jedes
! 2 
 die Abbildung R+ 3 t! Xt(!) stetig ist.

Analog wie früher betrachten wir die endlichdimensionalen Verteilungen (kurz e.d. Ver-
teilungen) eines stochastischen Prozesses X = fXtgt2R+ .

Für 0 � t1 < t2 < � � � < tn, sei

�t1;:::;tn := P (Xt1 ; Xt2 ; : : : ; Xtn)
�1:

Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (Rn;Bn). Die Familie dieser Wahrscheinlich-
keitsmasse heisst die Familie der e.d. Verteilungen von X. Für ai; bi 2 R, 1 � i � n,
ai < bi ist also etwa

�t1;:::;tn((a1; b1]� (a2; b2]� � � � � (an; bn])
= P (a1 < X1 � b1; a2 < X2 � b2; : : : ; an < Xn � bn)

Diese Familie von Verteilungen besitzt o¤enbar die folgende Verträglichkeitseigen-
schaft: Für t1 < t2 < � � � < tn und j 2 f1; : : : ; ng ist

�t1;:::;tj�1;tj+1;:::;tn = �t1;:::;tn'
�1
j ;

wobei 'j die Projektion Rn ! Rn�1,

(x1; : : : ; xn)! (x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn)

ist.

De�nition 4.2
Eine Familie f�t1;:::;tn : n 2 N; t1 < � � � < tn g von endlichdimensionalen Verteilungen,
die diese Bedingung erfüllt, nennen wir verträglich.

De�nition 4.3
a) Ein stochastischer Prozess fXtgt2R+ heisst Gauss-Prozess, wenn alle e.d. Vertei-
lungen Normalverteilungen sind.

b) Ein Gauss-Prozess heisst zentriert, wenn EXt = 0 für alle t 2 R+ gilt.

Eine n-dimensionale Normalverteilung � auf (Rn;Bn) ist vollständig durch die An-
gabe des Vektors der Erwartungswerte m = (m1; : : : ;mn)

mi :=

Z
xi �(dx)
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und durch die (symmetrische, positiv semide�nite) Kovarianzmatrix � = (�ij)

�ij =

Z
(xi �mi)(xj �mj)�(dx)

festgelegt (Satz 2.24).
Ist X = fXtgt2T ein Gauss-Prozess, so sei die Funktion m : R+ ! R de�niert durch

m(t) = EXt; (4.1)

und die Kovarianzfunktion � : R+ � R+ ! R durch

�(t; s) = cov(Xt; Xs): (4.2)

Die obigen Überlegungen führen direkt auf den untenstehenden Satzes.

Satz 4.4
a) Ist X ein Gauss-Prozess, so sind die e.d. Verteilungen festgelegt durch die Funk-
tionen m : R+ ! R, � : R+ � R+ ! R.

b) � hat die folgenden Eigenschaften:

� �(t; s) = �(s; t), 8 s; t 2 R+.
� Für t1; : : : ; tn 2 R+ is die symmetrische Matrix f�(ti; tj)g1�i;j�n positiv semi-
de�nit.

Es lässt sich nachweisen, dass zu Funktionen m und �; die die obigen Bedingungen
erfüllen, ein zugehöriger Gauss-Prozess existiert. Wir wollen das hier nicht beweisen,
da wir eigentlich nur an der Brownschen Bewegung interessiert sind und diese direkt
konstruieren werden.

Wir interessieren uns hier nur für stetige stochastische Prozesse. Ein derartiger Pro-
zess X de�niert o¤enbar eine Abbildung 
 ! C (R+) ; wobei C (R+) die Menge der
stetigen reellwertigen Funktionen auf R+ ist. Wir schreiben nachfolgend einfach C für
C (R+) : Die Abbildung ist gegeben durch ! ! X� (!) 2 C; die wir der Einfachheit
halber auch mit X bezeichnen. Auf C de�nieren wir die �-Algebra C; die von den Aus-
wertungsabbildungen �t : C ! R, C 3 f ! �t (f) := f (t) 2 R; erzeugt wird. Es ist
o¤ensichtlich, dass X eine messbare Abbildung (X;F) ! (C; C) ist. Die Verteilung
des stetigen stochastischen Prozesses X ist dann das induzierte Wahrscheinlichkeitsmass
PX�1 auf (C; C) :

Lemma 4.5
Die Verteilung eines stetigen stochastischen Prozesses auf (C; C) wird durch seine e.d.
Verteilungen eindeutig festgelegt.

Beweis. Das ist das übliche Argument: Die Mengen der Form ��1t1 (A1)\ : : :\�
�1
tk
(Ak) ;

k 2 N; t1; : : : ; tk 2 R+; A1; : : : ; Ak 2 B bilden ein durchschnittstabiles Erzeugenden-
system von C: Die e.d. Verteilungen von X legen PX�1 o¤ensichtlich auf den Mengen
dieser Form fest.
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Wie schon im vorletzten Kapitel im Falle von stochastischen Prozessen mit diskretem
Zeitparameter diskutiert, ist das Problem, einen stetigen stochastischen Prozess zu kon-
struieren einfach das Problem, ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (C; C) zu konstruieren,
sodass die Projektionen f�tgt2R+ die richtigen e.d. Verteilungen haben.

Beispiel 4.6
Sei � : R+�R+ ! R de�niert durch �(t; s) := min(t; s). Dann erfüllt � die Bedingungen
b) von Satz 4.4.

Beweis. Die Symmetrie ist klar. Wir müssen nur den zweiten Teil zeigen. Seien 0 � t1 <
� � � < tn. Wir müssen nachweisen, dass für einen beliebigen Vektor � = (�1; : : : ; �n) 2 Rn
die Ungleichung

nX
i;j=1

�(ti; tj)�i�j � 0

gilt.
Wir setzen t0 := 0. Eine elementare Umformung ergibt sofort:

nX
i;j=1

min(ti; tj)�i�j =

nX
k=1

(tk � tk�1)
 

nX
i=k

�i

!2
� 0:

De�nition 4.7
Ein zentrierter Gauss Prozess X=fXtgt2R+ mit EXtXs = t ^ s := min(t; s) für alle
t; s � 0 heisst Brownsche Bewegung.

4.2 Die Lévy�Ciesielski Konstruktion der Brownschen Bewegung

Wir konstruieren in diesem Abschnitt eine stetige Brownsche Bewegung. Wir sind zu-
nächst bescheiden und schränken uns auf das Zeitintervall [0; 1] ein. Wir brauchen einige
Fakten über (reelle) Hilberträume, die als bekannt vorausgesetzt werden. Hier eine Zu-
sammenstellung:

Ein reeller Hilbertraum H ist ein R-Vektorraum, versehen mit einem positive
de�niten Skalarprodukt h�; �i und zugehöriger Norm kxk :=

p
hx; xi; der bezüglich

dieser Norm vollständig ist. Der Hilbertraum heisst separabel, falls eine abzählba-
re dichte Teilmenge in H existiert. Eine abzählbare Folge fhngn2N heisst vollständi-
ge Orthonormalbasis von H; falls hhi; hji = �ij ; i; j 2 N gilt, und falls die MengenPN

n=1 anhn : N 2 N; a1; : : : ; aN 2 R
o
dicht in H ist. (Vorsicht: Das ist keine Basis im

Sinne der Linearen Algebra: Dort würde man verlangen, dass diese Menge gleich H ist).
Hier die Fakten, die wir benötigen:

� L2[0; 1]; die Menge der (Äquivalenzklassen von) reellwertigen quadratintegrierba-
ren Funktionen auf [0; 1], versehen mit

hf; gi =
Z 1

0
f (t) g (t) dt
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ist ein separabler Hilbertraum.

� Jeder separable Hilbertraum besitzt eine vollständige Orthonormalbasis.

� Ist H ein separabler Hilbertraum und ist fhngn2N eine Folge mit

hhi; hji = �ij ; i; j 2 N; (4.3)

so ist diese Folge genau dann eine vollständige Orthonormalbasis wenn

fx 2 H : hx; hni = 0; 8n 2 Ng = f0g (4.4)

gilt.

� Ist fhngn2N eine vollständige Orthonormalbasis, so gilt für x; y 2 H

hx; yi =
1X
n=1

hx; hnihy; hni: (4.5)

Ausgangspunkt der Lévy-Ciesielski-Konstruktion ist eine spezielle vollständige Or-
thonormalbasis von L2[0; 1], die sogenannte Haar Basis. Sie ist de�niert durch:

f0(t) � 1;

und für n 2 N, 1 � k � 2n�1:

fn;k(t) :=

8><>:
2(n�1)=2 für t 2 [(2k � 2)2�n; (2k � 1)2�n)
�2(n�1)=2 für t 2 [(2k � 1)2�n; 2k2�n)
0 sonst.

Lemma 4.8
F := ff0g [ f fn;k : n 2 N; 1 � k � 2n�1 g ist eine vollständige Orthonormalbasis von
L2[0; 1]:

Beweis. (4.3) ist eine einfache Rechnung. Wir beweisen (4.4). Sei h 2 L2[0; 1] mit

hh; fn;ki = 0 f�ur alle n; k (4.6)

h ist natürlich auch integrierbar. Wir zeigen, dass für 0 � a < b � 1 die GleichungZ b

a
h dt = 0 (4.7)

gilt. Eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf [0; 1] ; die diese Eigenschaft hat, ist gleich
0; fast überall. (Falls nicht bekannt: Einfache Übungsaufgabe zur Masstheorie).

Zunächst folgt aus (4.6), hh; 1i = 0. Wir zeigen nun mit Induktion nach n 2 N, dassZ k2�n

(k�1)2�n
h dt = 0; n 2 N; 1 � k � 2n; (4.8)

63



gilt. Zunächst n = 1. Aus (4.6) folgt

0 = hh; f1;1i =
Z 1=2

0
h dt�

Z 1

1=2
h dt:

Zusammen mit
R 1
0 h dt = 0 folgt (4.8) für n = 1.

Nun der Induktionsschluss: Sei n � 2 und 1 � k � 2n�1. Nach Induktionsvorausset-
zung gilt Z k2�n+1

(k�1)2�n+1
h dt = 0;

und aus (4.6) folgt

0 = 2(n�1)=2
Z (2k�1)2�n

(2k�2)2�n
h dt� 2(n�1)=2

Z 2k2�n

(2k�1)2�n
h dt:

Daraus folgt Z (2k�1)2�n

(2k�2)2�n
h dt =

Z 2k2�n

(2k�1)2�n
h dt = 0:

Damit ist (4.8) bewiesen.
Aus (4.8) folgt, dass für 0 � a < b � 1, a; b 2 D := f k2�n : n 2 N; 0 � k � 2n g, die

Gleichung
R b
a h dt = 0 gilt. Da D dicht in [0; 1] liegt, folgt mit einer einfachen Anwendung

des Satzes von Lebesgue (4.7).
Aus dem Lemma 4.8 folgt die Parcevalsche Gleichung (4.5), in unserem Spezialfall:

hh1; h2i = hh1; f0ihf0; h2i+
1X
n=1

2n�1X
k=1

hh1; fn;kihfn;k; h2i: (4.9)

Wir setzen F0(t) :=
R t
0 f0(s) ds und für n 2 N, 1 � k � 2n�1, Fn;k(t) :=

R t
0 fn;k(s) ds.

Es seien nun �0, �n;k, n 2 N, 1 � k � 2n�1, unabhängige standard-normalverteilte
Zufallsgrössen, de�niert auf einemWahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ). Die Existenz einer
derartigen Folge wurde in Abschnitt ?? gezeigt (Beispiel 1.60 a)).

Wir de�nieren für N 2 N, t 2 [0; 1], ! 2 
:

B
(N)
t (!) := F0(t)�0(!) +

NX
n=1

2n�1X
k=1

Fn;k(t)�n;k(!): (4.10)

Zunächst zwei triviale Beobachtungen:

� Für alle N 2 N, ! 2 
 ist B(N)t (!) stetig in t 2 [0; 1] mit B(N)0 (!) = 0. B(N) =

fB(N)t gt2[0;1] ist daher ein stetiger stochastischer Prozess.

� Für 0 � t1 < � � � < tk � 1 ist der Zufallsvektor (B(N)t1
; : : : ; B

(N)
tk
) normalverteilt

und zentriert. B(N) ist daher für jedes N ein zentrierter stetiger Gauss-Prozess.
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Wir wollen nun nachweisen, dass die Folge der Prozesse B(N) in einem zu präzisie-
renden Sinn gegen eine Brownsche Bewegung konvergiert. Der Beweis dieser Aussage
besteht aus einem einfachen Teil, und einem schwierigeren. Der einfache Teil besteht
darin zu zeigen, dass

lim
N!1

E
�
B(N)s B

(N)
t

�
= min (s; t)

ist. Das hat nichts mit der speziell gewählten Haar-Basis zu tun hat. Die Aussage ist
richtig mit jedem vollständigen Orthonormalsystem:

Lemma 4.9
Sei fhngn2N ein vollständiges Orthonormalsystem in L2 [0; 1] ; seienHn (t) :=

R t
0 hn (s) ds;

und seien unabhängige, standard Normalverteilte Zufallsgrössen �n; n 2 N gegeben.
Dann gilt

lim
N!1

E

�XN

n=1
�nHn (t)

XN

n=1
�nHn (s)

�
= min (s; t)

für alle s; t 2 [0; 1] :

Beweis. Das ist einfach ein Spezialfall der Parcevalschen Gleichung: Für N !1 gilt

E

 
NX
n=1

�nHn (t)
NX
n=1

�nHn (s)

!
=

NX
n=1

Hn (t)Hn (s)

=
XN

n=1



1[0;t]hn

� 

1[0;s]hn

�
!



1[0;t]1[0;s]

�
= min (s; t) :

Dieses Lemma legt nahe, dass limN!1
PN
n=1 �nHn (�) eine Brownsche Bewegung

ist, gleichgültig, ob wir die Haar-Basis verwendet haben oder eine andere vollständige
Orthonormalbasis. Es gibt jedoch noch zwei Probleme. Als Erstes müssen wir präzisieren,
in welchem Sinn der Limes überhaupt existiert. Für dieses Problem ist die spezielle Haar-
Basis sehr nützlich. Im untenstehenden Satz nehmen wir also an, dass B(N)t wie oben in
(4.10) de�niert ist.

Lemma 4.10
Es existiert 
0 2 F mit P (
0) = 1, so dass für alle ! 2 
0 die Folge von stetigen

Funktionen [0; 1] 3 t ! B
(N)
t (!) gleichmässig auf [0; 1] gegen eine Funktion t ! Bt(!)

konvergiert.

Beweis. Wir betrachten

D
(N)
t (!) := B

(N)
t (!)�B(N�1)t (!) =

2N�1X
k=1

FN;k(t)�N;k(!):

Die Funktionen Fn;k haben die folgenden Eigenschaften:
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�
Fn;k (t) � 0; 8t: (4.11)

�
ft : Fn;k (t) > 0g = ((k � 1)2�n+1; k2�n+1): (4.12)

�
max
t
Fn;k(t) = 2

�(n+1)=2 (4.13)

Aus (4.12) und (4.13) folgt

sup
t
jD(N)

t (!)j � 2�(N+1)=2��N (!); (4.14)

wobei ��N := max1�k�2N�1 j�N;kj ist. Demzufolge ist für jedes x > 0:

P
�
supt jD

(N)
t j � x

�
� P (��N � 2(N+1)=2x)

� 2N�1P (j�N;1j � 2(N+1)=2x) (4.15)

= 2N
�
1� �(2(N+1)=2x)

�
;

wobei � die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist:

�(y) =

Z y

�1

1p
2�
e�s

2=2 ds:

Wir verwenden nun die Ungleichung

1� �(y) � 1p
2�y

e�y
2=2;

für y > 0 (Übungsaufgabe in WT), und setzen in (4.15) x := N
2 2

�N=2 ein. Dann ergibt
sich

P

�
sup
t
jD(N)

t j � N

2
2�N=2

�
� 2N

�
1� �(N=

p
2)
�

� 2N 1p
2�

p
2

N
exp

�
�N

2

4

�
:

Eine elementare Rechnung ergibt, dass die ReiheX
N

2N
1

N
exp

�
�N

2

4

�
konvergiert. Wir setzen


c0 =
\
m

[
N�m

�
sup
t
jD(N)

t j � N

2
2�N=2

�
:

66



Aus dem Borel�Cantelli Lemma folgt, dass P (
c0) = 0 und daher P (
0) = 1 gilt. Für
! 2 
0 existiert m(!), so dass für alle N � m(!)

sup
t
jDN

t (!)j �
N

2
2�N=2

gilt. Da
P
N N2

�N=2 <1 ist, folgt, dass für ! 2 
0 die Funktionenfolge (B(N)� (!))N2N

gleichmässig konvergiert. Wir setzen Bt(!) = limN!1B
(N)
t (!), ! 2 
0, was wegen der

gleichmässigen Konvergenz stetig in t ist. Ferner gilt natürlich B0(!) = 0.
Wir schränken nun die De�nition von B = (Bt) auf 
0 ein. Wegen 
0 2 F können

wir natürlich auch die �-Algebra einschränken: F0 := fA 2 F : A � 
0g ; und P auf F0
einschränken, wofür wir P0 schreiben. Wegen P (
0) = 1 ist natürlich P0 ein Wahrschein-
lichkeitsmass. B ist daher ein auf (
0;F0; P0) de�nierter stetiger stochastischer Prozess.
Der Einfachheit halber lassen wir den Index 0 gleich wieder weg.

Satz 4.11
Der so konstruierte Prozess B = (Bt)t2[0;1] ist eine stetige Brownsche Bewegung.

Beweis. Wir haben schon fast alles gezeigt. Wir wissen aus Lemma 4.10, dass B ein
stetiger stochastischer Prozess ist und aus Lemma 4.9, dass

lim
N!1

E
�
B
(N)
t B(N)s

�
= min (s; t)

ist. Wir haben jedoch zwei Dinge noch nicht gezeigt: Erstens, dass der Limes mit dem
Erwartungswert vertauscht, d.h. dass

E (BtBs) = min (s; t)

gilt und zweitens, dass B überhaupt ein Gauss-Prozess ist. Für jedes N ist
�
B
(N)
t

�
t2[0;1]

natürlich ein Gauss-Prozess. Was uns noch fehlt ist das nachfolgende Lemma, das wir
etwas allgemeiner formulieren, als wir es hier benötigen würden.

Lemma 4.12
Sei X(N) = (X

(N)
1 ; : : : ; X

(N)
d ), N 2 N, eine Folge von normalverteilten Zufallsvektoren,

die in Wahrscheinlichkeit gegen einen Zufallsvektor X = (X1; : : : ; Xd) konvergiert. Dann
ist X ebenfalls normalverteilt, und es gelten

EXi = lim
N!1

EX
(N)
i ;

cov(Xi; Xj) = lim
N!1

cov(X
(N)
i ; X

(N)
j ):

Beweis. Wir verwenden charakteristische Funktionen. Für t 2 Rd gilt

E (exp [i ht;Xi]) = lim
N!1

E
�
exp

h
i
D
t;X(N)

Ei�
(4.16)

= lim
N!1

exp

�
i
D
t; a(N)

E
� 1
2

D
t;�(N)t

E�
;

67



wobei a(N) der Vektor der Erwartungswerte ist: a(N) =
�
EX

(N)
1 ; : : : ; EX

(N)
d

�
und �(N)

die positive semide�nite Kovarianzmatrix von X(N): Hier haben wir die folgende Verall-
gemeinerung des Satzes von Lebesgue verwendet: Falls die Folge X(N) in Wahrschein-
lichkeit gegen X konvergiert und falls f : Rd ! R eine stetige und beschränkte Funktion
ist, so gilt limN!1Ef

�
X(N)

�
= Ef (X) : Der Leser möge sich dies als Übungsaufgabe

überlegen.
Aus der Existenz des Limes auf der rechten Seite von (4.16), für jedes t 2 Rd;

folgt jedoch sofort die Existenz der Limiten a := limN!1 a(N) und � = limN!1�
(N)

(einfache Übungsaufgabe zu Di¤-Int) und dass � positiv semide�nit ist. Damit ergibt
sich

E (exp [i ht;Xi]) = exp
�
i ht; ai � 1

2
ht;�ti

�
:

Somit ist X normalverteilt mit Mittel a und Kovarianzmatrix �: Damit ist das Lemma
bewiesen.

Wir haben somit die Brownsche Bewegung auf dem Zeitintervall [0; 1] konstruiert. Es
verbleibt noch, eine stetige Brownsche Bewegung mit Zeitachse R+ zu konstruieren. Dazu
verwenden wir die oben konstruierte Brownsche Bewegung fBtgt2[0;1] und de�nieren für
0 � t <1

�Bt := (1 + t)B(1+t)�1 �B1:

Satz 4.13
f �Btgt�0 ist eine stetige Brownsche Bewegung.

Beweis. f �Btgt�0 ist evidenterweise ein stetiger zentrierter Gauss Prozess mit B0 = 0.
Es bleibt daher nur noch die Aufgabe, die Kovarianzfunktion auszurechnen.

E( �Bt �Bs) = (1 + t)(1 + s)E

�
B

�
1

1 + t

�
B

�
1

1 + s

��
�(1 + t)EB 1

1 + t
B1 � (1 + s)EB1B

1

1 + s
+ E

�
B21
�

= (1 + t) ^ (1 + s)� 1 = t ^ s:

Bemerkung 4.14
Eine stetige Brownsche Bewegung ist in gewissem Sinne nicht eindeutig, denn für die
Wahl des Wahrscheinlichkeitsraumes und der Abbildungen Bt : 
! R gibt es viele Mög-
lichkeiten. Eindeutig ist hingegen die Verteilung W := PB�1 auf (C; C). W nennt man
auch das Wiener Mass (nach Norbert Wiener, der dieses Mass zuerst mathematisch
präzise konstruiert hat).

4.3 Einfache Eigenschaften der Brownschen Bewegung

Die Brownsche Bewegung hat einige einfache aber wichtige Skalierungseigenschaften.
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Satz 4.15
Sei fBtgt�0 eine stetige Brownsche Bewegung.

a) Der Prozess f�Btgt�0 ist eine stetige Brownsche Bewegung.

b) Für jedes � > 0 ist f
p
�Bt=�gt�0 eine stetige Brownsche Bewegung.

c) Für jedes u � 0 ist fBt+u �Bugt�0 eine stetige Brownsche Bewegung.

d) Der Prozess ftB1=tgt�0 mit 0B1=0 := 0 ist eine Brownsche Bewegung. Es existiert

0 2 F mit P (
0) = 1 und

lim
t#0

tB1=t(!) = 0

für ! 2 
0. ftB1=tgt�0, eingeschränkt auf 
0, ist somit eine stetige Brownsche
Bewegung.

Beweis. Die Stetigkeit in a), b), c) und in d) auf (0;1) ist klar, ebenso, dass die Prozesse
zentrierte Gauss-Prozesse sind. Um nachzuweisen, dass es Brownsche Bewegungen sind,
müssen wir also nur die Kovarianzen ausrechnen. Seien s; t � 0

a) E((�Bs)(�Bt)) = E(BsBt) = s ^ t.

b) E(
p
�Bs=�

p
�Bt=�) = �( s�) ^ (

t
�) = s ^ t.

c) E((Bs+u �Bu)(Bt+u �Bu)) = (s+ u) ^ (t+ u)� u = s ^ t.

d) Hier setzen wir s; t > 0 voraus: E(sB1=s tB1=t) = st(1t ^
1
s ) = s ^ t. Mit unserer

Festsetzung von 0B1=0 := 0 gilt dies jedoch auch für s oder t = 0.

Es bleibt noch die letzte Behauptung in d) nachzuweisen. Dies ist nun ziemlich evi-
dent: Da Xt := tB1=t schon stetig auf (0;1) ist, ist die Stetigkeit in 0 ein messbares
Ereignis:


0 := f! : limt#0Xt(!) = 0g =
\
m2N

[
n2N

\
s2Q\(0;1=n]

fjXsj � 1=mg 2 F :

O¤ensichtlich ergibt sich P (
0) aus der Kenntnis der e.d. Verteilungen. Wir wissen
jedoch schon, dass eine stetige Brownsche Bewegung existiert. Somit ist P (
0) gleich
dem Wert, den dieser Ausdruck für eine stetige Brownsche Bewegung hätte, also gleich
1:

Wir weisen nun nach, dass die Pfade der Brownschen Bewegung fast sicher nirgends
di¤erenzierbar sind. Genauer:

Satz 4.16
B = fBtgt�0 sei eine stetige Brownsche Bewegung. Dann existiert 
0 2 F mit P (
0) =
1, so dass für alle ! 2 
0 die Funktion t! Bt(!) in keinem Punkt di¤erenzierbar ist.
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Beweis. Es genügt zu zeigen, dass für jedes N > 0 die Pfade der Brownschen Bewegung
fast sicher nirgends di¤erenzierbar auf dem Zeitintervall [0; N ] sind. Der notationellen
Einfachheit halber nehmen wir N = 1. Sei f : [0;1) ! R eine stetige Funktion, die
di¤erenzierbar in mindestens einem Punkt s 2 [0; 1] ist. Per De�nition existiert dann
limt!s(f(t) � f(s))=(t � s) 2 R. Dies impliziert insbesondere, dass " > 0 und l 2 N
existieren mit jf(t)� f(s)j � l(t� s) für s � t � s+ ". Ist n � m := [4" ] + 1, so gilt mit
i := [ns] + 1:

s <
i

n
< � � � < i+ 3

n
� s+ ";

und demzufolge für j = i+ 1; i+ 2; i+ 3:����f � jn
�
� f

�
j � 1
n

����� �
����f � jn

�
� f(s)

����+ ����f �j � 1n
�
� f(s)

����
� l

�
j

n
� s
�
+ l

�
j � 1
n

� s
�
� 7l

n

Wir haben somit gezeigt, dass, wenn f in mindestens einem Punkt 2 [0; 1] di¤erenzierbar
ist, natürliche Zahlen m, l existieren, so dass für alle n � m eine Zahl i 2 f1; : : : ; n+ 1g
existiert, sodass für die drei Zahlen j = i+ 1; i+ 2; i+ 3 die folgende Ungleichung gilt:����f � jn

�
� f

�
j � 1
n

����� � 7l

n
:

Demzufolge ist für

! =2 N :=
[
l2N

[
m2N

\
n�m

n+1[
i=1

i+3\
j=i+1

�
jBj=n �B(j�1)=nj <

7l

n

�
die Funktion t ! Bt(!) nirgends auf [0; 1] di¤erenzierbar. O¤ensichtlich ist N 2 F : Es
bleibt also zu zeigen, dass P (N) = 0 ist. Dafür müssen wir einfach für jedes l, m

P

�\
n�m

[n+1

i=1

\i+3

j=i+1

�
jBj=n �B(j�1)=nj <

7l

n

��
= 0 (4.17)

nachweisen. Die Zufallsgrössen Bj=n�B(j�1)=n; i+1 � j � i+3, sind drei unabhängige,
normalverteilte Zufallsgrössen mit Mittel 0 und Varianz 1=n, was man sofort aus den
Kovarianzen der Brownschen Bewegung ablesen kann. Demzufolge ist die linke Seite von
(4.17)

� lim inf
n!1

P

�[n+1

i=1

\i+3

j=i+1

�
jBj=n �B(j�1)=nj <

7l

n

��
� lim inf

n!1
n max
1�i�n+1

P

�\i+3

j=i+1

�
jBj=n �B(j�1)=nj <

7l

n

��
= lim inf

n!1
n

(Z 7l=n

�7l=n

r
n

2�
exp

h
�n
2
x2
i
dx

)3
� lim inf

n!1
n
� n
2�

�3=2�14l
n

�3
= 0:

70



4.4 Prozesse mit unabhängigen Zuwächsen, Marko¤eigenschaft

Die Brownsche Bewegung hat, wie man sagt, unabhängige Zuwächse (was wir im Beweis
von (4.17) implizit schon ausgenutzt haben). Wir wollen das nun etwas eingehender
untersuchen.

De�nition 4.17
Sei (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Sei X = fXtgt2R+ ein auf (
;F ; P ) de�nierter stochastischer Prozess. Für t 2 R+
sei FXt := �(Xs : s 2 R+; s � t). Die Familie fFXt gt2R+ heisst die zu X gehörende
Filtrierung.

b) Allgemeiner heisst eine Familie fFtgt2R+ von Teil-�-Algebren eine Filtrierung
von F , wenn Fs � Ft für alle s; t 2 R+ mit s � t gilt.

c) Ein stochastischer Prozess fXtgt2R+ heisst angepasst (oder adaptiert) an eine
Filtrierung fFtgt2R+ , wenn für jedes t 2 R+ die Zufallsgrösse Xt bezüglich Ft-
messbar ist.

O¤enbar ist X = fXtgt2R+ genau dann fFtgt2R+-angepasst, wenn FXt � Ft für jedes
t 2 R+ gilt. Natürlich ist X stets fFXt gt2R+-angepasst.

De�nition 4.18
Ein stochastischer Prozess, der angepasst an eine Filtrierung fFtgt2R+ ist, hat unab-
hängige Zuwächse bezüglich fFtgt2R+, falls für jedes t 2 R+ der stochastische Prozess
fXs �Xtgs2[t;1) und Ft unabhängig sind. Man sagt einfach, X habe unabhängige Zu-
wächse, falls er unabhängige Zuwächse bezüglich fFXt gt2R+ hat.

Im Moment mag es etwas unklar sein, weshalb wir in der De�nition 4.18 eine allge-
meinere Filtrierung als fFXt gt2R+ zulassen. Es gibt aber dafür eine Reihe von Gründen,
die später klar werden.

Lemma 4.19
Seien X = (X1; : : : ; Xm) und Y = (Y1; : : : ; Yn) zwei Zufallsvektoren. �(X;Y ) : Rn+m ! C
sei die charakteristische Funktion des Vektors (X1; : : : ; Xm; Y1; : : : ; Yn) und �X ; �Y
seien die charakteristischen Funktion von X bzw. Y: Dann sind X und Y genau dann
unabhängig, wenn für alle (s1; : : : ; sm; t1; : : : ; tn) 2 Rn+m die Gleichung

�(X;Y ) (s1; : : : ; sm; t1; : : : ; tn) = �X (s1; : : : ; sm)�Y (t1; : : : ; tn) :

Beweis. Aus der Unabhängigkeit folgt sofort diese Faktorisierung. Wir zeigen die Um-
kehrung. Die rechte Seite der obigen Gleichung ist o¤ensichtlich die charakteristische
Funktion des Produktmasses �X 
 �Y ; wobei �X und �Y die Verteilungen von X bzw.
Y sind. Da charakteristische Funktionen die Verteilungen eindeutig charakterisieren,
folgt, dass �X 
 �Y die Verteilung von (X1; : : : ; Xm; Y1; : : : ; Yn) ist. Daraus folgt die
Unabhängigkeit von X und Y .
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Lemma 4.20
Seien (X1; : : : ; Xm) und (Y1; : : : ; Yn) zwei normalverteilte Zufallsvektoren. Sie sind genau
dann unabhängig, wenn cov (Xi; Yj) = 0 für 1 � i � m; 1 � j � n gilt.

Beweis. Lemma 4.19.

Satz 4.21
Eine Brownsche Bewegung B = fBtgt�0 hat unabhängige Zuwächse.

Beweis. Wir müssen nachweisen, dass für jedes t die �-Algebren G := FBt und H :=
� ((Bs �Bt) : s � t) unabhängig sind. Es reicht dafür aus, die Unabhängigkeit von zwei
durchschnittstabilen Erzeugendensystemen von G bzw. H zu zeigen. Ein durchschnitt-
stabiles Erzeugendensystem von G ist[

m; 0�t1<���<tm�t
� (Bt1 ; : : : ; Btm)

und von H : [
m; t�s1<���<sn

�(Bs1 �Bt; : : : ; Bsn �Bt):

Es genügt also einfach zu zeigen, dass für 0 � t1 < � � � < tm � t und t � s1 < � � � <
sn die Zufallsvektoren (Bt1 ; : : : ; Btm) und (Bs1 � Bt; : : : ; Bsn � Bt) unabhängig sind.
Beide Vektoren sind gemeinsam normalverteilt. Nach Lemma 4.20 müssen wir nur die
Kovarianzen ausrechnen:

cov(Bti ; Bsj �Bt) = E(Bti(Bsj �Bt)) = ti ^ sj � ti ^ t = 0

für 1 � i � m und 1 � j � n.
Prozesse mit unabhängigen Zuwächsen sind Beispiele von Marko¤prozessen.

De�nition 4.22
Es sei fFtgt2R+ eine Filtrierung. Ein fFtgt2R+-angepasster stochastischer Prozess X =
fXtgt2R+ heisst fFtgt2R+-Marko¤prozess, wenn für alle t 2 R+ und A 2 �(Xs : s 2
R+; s � t)

P (A j Ft) = P (A j Xt) P -fast sicher (4.18)

gilt. Gilt (4.18) mit Ft = FXt für alle t 2 R+, so nennen wir X einfachMarko¤prozess.

Bemerkung 4.23
1.

a) Da Xt bezüglich Ft-messbar ist, ist P (A j Xt) natürlich Ft-messbar. Nach der
De�nition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist die Bedingung (4.18) also gleich-
bedeutend damit, dass für alle B 2 Ft

P (A \B) =
Z
B
P (A j Xt) dP

gilt.
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b) Gleichung (4.18) impliziert auf die übliche Weise, dass für jede �(Xs : s � t; s 2
R+)-messbare und P -integrierbare Funktion ' : 
! R

E(' j Ft) = E(' j Xt) P -fast sicher

gilt: Ist ' eine Indikatorfunktion, so ist die Behauptung nur eine Umformulierung
von (4.18). Aus der Linearität des bedingten Erwartungswertes folgt die Behaup-
tung für einfache '. Der Satz von Lebesgue in der Version für bedingte Erwar-
tungswerte (Satz 3.9 c)) überträgt das Resultat auf nichtnegative, messbare ',
woraus sich schliesslich die Behauptung für integrierbare ' ergibt.

Satz 4.24
Ein R-wertiger stochastischer Prozess X, der bezüglich einer Filtrierung fFtgt2R+ un-
abhängige Zuwächse hat, ist ein fFtgt2R+-Marko¤prozess.

Beweis. Sei t 2 R+. Es genügt, die Bedingung (4.18) für A�s aus einem durchschnitt-
stabilen Erzeugendensystem von �(Xs : s 2 R+; s � t) zu beweisen. Sei k 2 N,
und sei  : Rk ! R eine beschränkte messbare Funktion. Seien s1; : : : ; sk 2 R+ mit
t � s1 < � � � < sk. Wir de�nieren eine beschränkte messbare Funktion ' : R! R durch

'(x) := E ( (x+ (Xs1 �Xt); : : : ; x+ (Xsk �Xt))) :

Nach Voraussetzung sind (Xs1 �Xt; : : : ; Xsk �Xt) und Ft unabhängig. Nach dem Satz
von Fubini folgt für jedes B 2 FtZ

B
'(Xt) dP =

Z
B
 (Xt + (Xs1 �Xt); : : : ; Xt + (Xsk �Xt)) dP

=

Z
B
 (Xs1 ; : : : ; Xsk) dP =

Z
B
E( (Xs1 ; : : : ; Xsk) j Ft) dP:

Demzufolge ist
'(Xt) = E( (Xs1 ; : : : ; Xsk) j Ft) P -fast sicher

was impliziert, dass die rechte Seite dieser Gleichung �(Xt)-messbar ist, also gilt

E( (Xs1 ; : : : ; Xsk) j Ft) = E( (Xs1 ; : : : ; Xsk) j Xt) P -fast sicher:

Hieraus folgt (4.18) für alle A 2 �(Xs1 ; : : : ; Xsk). Da für t � 0[
f�(Xs1 ; : : : ; Xsk) : k 2 N; t � s1 < � � � < skg

ein durchsnittstabiles Erzeugendensystem von �(Xs : s 2 R+; s � t) ist, folgt die Be-
hauptung.

Aus verschiedenen Gründen ist es manchmal bequem, wenn die verwendete Filtrie-
rung, wie man sagt, rechtsstetig ist. Sei fFtgt2[0;1) eine Filtrierung. Wir de�nieren

Ft+ :=
\
s:s>t

Fs =
1\
m=1

Ft+1=m:
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De�nition 4.25
Eine Filtrierung heisst rechtsstetig falls Ft+ = Ft für alle t � 0 gilt.

Bemerkung 4.26
1.

a) Ist fFtgt�0 eine beliebige Filtrierung, so sieht man ganz leicht, dass fFt+gt�0 eine
rechtsstetige Filtrierung ist.

b) Die durch einen stochastischen Prozess X induzierte Filtrierung fFXt gt�0 ist in
der Regel nicht rechtsstetig, selbst wenn X stetig ist. Ist zum Beispiel 
 = C[0;1)
und ist � = f�tgt�0 der Prozess der Auswertungsabbildungen, so ist fF�t gt�0 nicht
rechtsstetig. So ist zum Beispiel für jedes t 2 (0;1) die Teilmenge f f 2 C : f ist
di¤erenzierbar in t g in F�t+ aber nicht in F�t , was der Leser sich als Übungsaufgabe
überlegen möge.

Es ist wichtig, dass für eine stetige Brownsche Bewegung B zwischen fFBt gt�0 und
fFBt+gt�0 kein �grosser�Unterschied ist, wie wir nun nachweisen werden.

Satz 4.27
Eine stetige Brownsche Bewegung B = fBtgt2[0;1) hat unabhängige Zuwächse bezüglich
fFBt+gt2[0;1).

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass für jede Wahl von s1; : : : ; sk 2 (t;1) die �-Algebra
Ft+ und der Vektor (Bs1 � Bt; : : : ; Bsk � Bt) der Zuwächse unabhängig sind. Um dies
nachzuweisen, wollen wir zeigen, dass für jedes A 2 FBt+ und jede beschränkte stetige
Funktion ' : Rk ! R

E(1A'(Xs1 �Xt; : : : ; Xsk �Xt)) = P (A)E('(Xs1 �Xt; : : : ; Xsk �Xt)) (4.19)

gilt. Hieraus ergibt sich der Satz wie folgt: Ist C � Rk abgeschlossen, so ist durch
'n(x) = maxf0; 1 � n dist(x;C)g für alle x 2 Rk und n 2 N eine monoton fallende
Folge stetiger beschränkter Funktionen mit 'n # 1C für n ! 1 de�niert, und der
Satz von der majorisierten Konvergenz liefert Gleichung (4.19) für ' = 1C . Da fC 2
Bk j (4:19) gilt für C g ein Dynkinsystem ist, das den durchschnittstabilen Erzeuger
fC 2 Bk j C abgeschlossen g von Bk enthält, folgt (4.19) für alle ' = 1C mit C 2 Bk.
Also sind das Ereignis A und der Vektor (Bs1 �Bt; : : : ; Bsk �Bt) unabhängig.

Für den Beweis von (4.19) sei m0 2 N so gross gewählt, dass t+ 1=m0 � sj für alle
j 2 f1; : : : ; kg gilt. Für jedes m � m0 ist A 2 FBt+1=m, und aus Satz 4.21 folgt

E(1A'(Bs1 �Bt+1=m; : : : ; Bsk �Bt+1=m))
= P (A)E('(Bs1 �Bt+1=m; : : : ; Bsk �Bt+1=m)):

Da die Pfade des Prozesses B insbesondere rechtsstetig in t sind, konvergiert der Vektor
(Bs1 �Bt+1=m; : : : ; Bsk �Bt+1=m) gegen (Bs1 �Bt; : : : ; Bsk �Bt) für m!1. Da ' als
beschränkte stetige Funktion gewählt war, folgt (4.19) aus dieser Gleichung mit Hilfe
des Satzes von der majorisierten Konvergenz.
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Korollar 4.28
Eine stetige Brownsche Bewegung B ist ein fFBt+gt�0-Marko¤prozess.

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem vorangegangen Satz und Satz 4.24.

Korollar 4.29 (Blumenthal 0-1-Gesetz)
Sei B = fBtgt�0 eine stetige Brownsche Bewegung. Für jedes A 2 FB0+ gilt P (A) 2 f0; 1g.

Beweis. Ist A 2 FB0+, so folgt aus Korollar 4.28

1A = P (AjFB0+) = P (AjB0) = P (A) P -fast sicher,

da B0 � 0 ist. Multiplikation mit 1A liefert 1A = 1A1A = P (A)1A P -fast sicher, also gilt
P (A) = E(1A) = E(P (A)1A) = P (A)2, woraus P (A) 2 f0; 1g folgt.

Das Blumenthalsche 0-1-Gesetz hat einige interessante Folgerungen. Hier ist ein Bei-
spiel:

Korollar 4.30
Sei fBtgt�0 eine stetige Brownsche Bewegung und sei " > 0. Für P -fast alle ! 2 

wechselt der Pfad [0;1) 3 t 7! Bt(!) im Intervall [0; "] unendlich oft das Vorzeichen, das
heisst, mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert eine (von ! abhängige) Folge t1 > t2 > � � � > 0
mit Bt2k�1(!) > 0 und Bt2k(!) < 0 für alle k 2 N.

Beweis. Für jedes ! aus dem Komplement des im Korollar beschriebenen Ereignisses
existiert eine natürliche Zahl n mit ! 2 A+n := fBt � 0 für alle t 2 [0; 1=n]g oder
! 2 A�n := fBt � 0 für alle t 2 [0; 1=n]g. Es gelten A+n � A+n+1 und A

�
n � A�n+1 sowie

A+n =
\

t2Q\[0;1=n]
fBt � 0g 2 FB1=n

und A�n 2 FB1=n für alle n 2 N. Folglich sind A
+ :=

S
n2NA

+
n und A

� :=
S
n2NA

�
n in FB0+.

Da nach Satz 4.15 auch f�Btgt�0 eine stetige Brownsche Bewegung ist, gilt P (A+) =
P (A�). Wäre P (A+) = 1, so wäre auch P (A�) = 1 und demzufolge P (A+ \ A�) = 1.
Da aber A+\A� �

S
n2NfB1=n = 0g ist und P (B1=n = 0) = 0 für jedes n 2 N gilt, muss

P (A+ \A�) = 0 sein. Nach Korollar 4.29 verbleibt also nur die Möglichkeit P (A+) = 0,
woraus P (A+ [A�) = 0 folgt.

4.5 Die starke Marko¤-Eigenschaft

Es sei B = fBtgt�0 eine stetige Brownsche Bewegung. Wir wollen in diesem Abschnitt
die Aussage von Satz 4.27 verallgemeinern, der besagt, dass für jedes t 2 [0;1) der
Prozess fBt+s � Btgs�0 eine von FBt+ unabhängige Brownsche Bewegung ist. Es wird
sich herausstellen, dass diese Aussage (nach einigen Präzisierungen) richtig bleibt, wenn
t durch eine zufällige Zeit ersetzt wird.
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De�nition 4.31
(
;F ; P ) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und fFtgt�0 sei eine Filtrierung. Eine F-
messbare Abbildung � : 
 ! [0;1] := [0;1) [ f1g heisst fFtg-Stoppzeit, wenn
für alle t 2 [0;1)

f� � tg 2 Ft
gilt.

Das folgende Lemma gibt einige einfache Eigenschaften von Stoppzeiten.

Lemma 4.32
1. � , � seien zwei fFtg-Stoppzeiten. Dann sind min (�; �), max (�; �) und �+� Stopp-
zeiten.

2. �n, n 2 N, seien fFtg-Stoppzeiten mit �n " � für n!1: Dann ist � eine Stoppzeit.

3. �n, n 2 N, seien fFtg-Stoppzeiten und fFtg sei eine rechtsstetige Filtrierung. Dann
sind lim infn!1 �n, lim supn!1 �n fFtg-Stoppzeiten.

Beweis. (a) sei dem Leser überlassen.
(b):

f� � tg =
\
n

f�n � tg 2 Ft:

(c) �
lim sup
n!1

�n � t

�
=

�
inf
n
sup
m�n

�m � t

�
=

\
k2N

[
n2N

\
m:m�n

�
�m � t+

1

k

�
2 Ft+ = Ft:

Der Beweis für lim infn!1 �n verläuft analog.
Die wichtigsten Beispiele für Stoppzeiten sind Ersteintrittszeiten von stochastischen

Prozessen. Sei X = fXtgt�0 ein Prozess, der an eine Filtrierung fFtg angepasst ist.
Leider ist im allgemeinen nicht richtig, dass für jede Borel-Menge A 2 B die Zufallszeit

�A := inff t : Xt 2 A g

(inf ; := 1) eine fFtg-Stoppzeit ist, selbst wenn X stetig und fFtg rechtsstetig sind.
Um zu gewährleisten, dass �A für jede Borel-Menge A eine Stoppzeit ist, muss die Fil-
trierung in geeigneter Weise erweitert werden. Dies führt zu lästigen masstheoretischen
Diskussionen, die wir uns hier ersparen wollen. Für spezielle Mengen ist nämlich die
Sache sehr viel einfacher zu beweisen.

Lemma 4.33
X sei fFtg-angepasst und habe rechtsstetige Pfade und fFtg sei rechtsstetig.

1. Ist A o¤en, so ist �A eine Stoppzeit.
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2. Ist A abgeschlossen und X stetig, so ist �A eine Stoppzeit.

Beweis. (a) Sei A o¤en. Sei t 2 [0;1), ! 2 
.

�A(!) � t , 8 " > 0 9 s < t+ " mit Xs(!) 2 A
, 8 " > 0 9 q 2 Q; q < t+ " mit Xq(!) 2 A;

da A o¤en ist und t! Xt (!) rechtsstetig ist. Somit ist

f�A � tg =
\
m

[
q2Q\[0;t+1=m]

fXq 2 Ag| {z }
2Ft+1=m

2 Ft+ = Ft:

b) Sei nun A abgeschlossen. Für n 2 N sei A(n) die o¤ene 1
n -Umgebung von A:

A(n) :=

�
x 2 R : 9 y 2 A mit jx� yj < 1

n

�
:

Nach dem vorher schon Bewiesenen sind die �A(n) Stoppzeiten. Es gilt �A(n) � �A, 8n,
und die Folge der �A(n) steigt monoton an. Sei �

0 := limn!1 �A(n) . Ist �
0(!) = 1,

so ist auch �A(!) = 1. Ist � 0(!) < 1, so ist wegen der Stetigkeit der Pfade und
der Abgeschlossenheit von A X� 0(!)(!) = limn!1X� (n)(!)(!) 2 A, das heisst, es gilt
�A(!) � � 0(!). Somit ist �A = � 0 gezeigt, und aus Lemma 4.32 b) folgt, dass �A eine
Stoppzeit ist.

Wie in WT de�nieren wir die �-Algebra der prä-� -Ereignisse wie folgt:

De�nition 4.34
Sei � eine Stoppzeit bezüglich der Filtrierung fFtgt�0. Dann ist

F� := fA 2 F : A \ f� � tg 2 Ft; 8 t g :

Analog wie in der Vorlesung WT folgt sehr einfach, dass F� eine �-Algebra ist. Ferner
ist F� = Ft falls � � t ist.

Wir werden des öftern das folgende Resultat benutzen:

Lemma 4.35
a) �, � seien zwei Stoppzeiten mit �(!) � �(!), 8!. Dann gilt F� � F� .

b) fFtg sei rechtsstetig. Dann ist F� =
T
mF�+1=m.

Beweis. a) Sei A 2 F�. Dann gilt für alle t � 0:

A \ f� � tg = A \ f� � tg \ f� � tg 2 Ft;

da A \ f� � tg 2 Ft und f� � tg 2 Ft sind.
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b) � + 1=m ist eine Stoppzeit, wie man leicht nachprüft. Wegen a) folgt F� �T
mF�+1=m. Sei A 2

T
mF�+1=m. Dann ist

A \ f� � tg = A \
�
� +

1

m
� t+

1

m

�
2 Ft+1=m

8m, das heisst A \ f� � tg 2 Ft+ = Ft.

Sei X = fXtgt�0 ein fFtg-angepasster Prozess und � eine Stoppzeit. Wir wollen
nun den Prozess X zum zufälligen Zeitpunkt � betrachten: X� (!) := X�(!) (!) : X�
sollte natürlicherweise F� -messbar sein. Zunächst ergibt sich die Schwierigkeit, dass �(!)
durchaus 1 sein kann, und X1(!) nicht de�niert ist.

Lemma 4.36
Sei X rechtsstetig und angepasst an eine rechtsstetige Filtrierung fFtgt�0. Dann ist X�
F� -messbar auf f� <1g, das heisst, für jede Borelmenge A 2 B gilt

fX� 2 Ag \ f� <1g 2 F� :

Beweis. Zunächst ist f� <1g 2 F� , denn f� <1g \ f� � tg = f� � tg 2 Ft, 8 t.
Wir approximieren nun � von rechts durch eine Folge von Zufallsgrössen � (n), die nur

abzählbare Wertebereiche haben. Dazu de�nieren wir

� (n)(!) :=

(
k2�n für �(!) 2

�
k�1
2n ;

k
2n

�
; k 2 N0;

1 für �(!) =1:

Die � (n) sind Stoppzeiten, denn für t � 0 gilt

f� (n) � tg = f� � 2�n[2nt]g 2 F2�n[2nt] � Ft:

Für jedes ! 2 
 fällt � (n)(!) monoton gegen �(!).
Da X als rechtsstetig vorausgesetzt ist, folgt

X� = lim
n!1

X�n

auf f� <1g = f�n <1g.
Da die Stoppzeit �n nur abzählbar viele Werte annimmt, folgt leicht, dass X�n auf

f�n <1g F�n-messbar ist: Für A 2 B und t 2 [0;1) ist

fX�n 2 Ag \ f�n � tg =
[

k:k2�n�t
fXk2�n 2 A; �n = k2�ng 2 Ft;

und somit ist fX�n 2 Ag \ f�n < 1g 2 F�n , das heisst, X�n ist auf f�n < 1g
F�n-messbar. Für jedes " > 0 gilt �n � � + ", sofern 2�n � " ist. � + " ist ebenfalls
eine Stoppzeit, und es gilt F�n � F�+" für 2�n � " (Lemma 4.35 (a)). Demzufolge
ist X� = limn!1X�n für jedes " > 0 F�+"-messbar auf f� < 1g, und somit auch
F�+ :=

T
mF�+1=m-messbar.
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Da fFtg als rechtsstetig vorausgesetzt war, gilt F�+ = F� (Lemma 4.35 (b)). Wir
haben somit gezeigt, dass X� F� -messbar auf f� <1g ist.

Wir kehren nun zu einer stetigen Brownschen Bewegung B = fBtgt�0 zurück. Die
uns hier interessierende Filtrierung ist Ft = FBt+, t � 0. Wir werden für den Rest des
Kapitels stillschweigend stets mit dieser Filtrierung arbeiten.

� sei eine fFtg-Stoppzeit, und wir setzen voraus, dass P (� < 1) > 0 ist. Wir
de�nieren (
0;F 0; P 0) als die Einschränkung von (
;F ; P ) auf 
0 := f� < 1g, F 0 :=
fA0 2 F : A0 � f� <1gg, P 0(A0) := P (A0j� <1). B� ist eine auf (
0;F 0; P 0) de�nierte
Zufallsgrösse und fB�+s �B�gs�0 ein stetiger stochastischer Prozess.

Satz 4.37
B(�) := fB�+s � B�gs�0 ist eine Brownsche Bewegung, die unabhängig von F� ist (be-
züglich P 0).

Beweis. Wir fassen B(�) als messbare Abbildung 
0 = f� <1g ! C[0;1) auf.
Sei  : C[0;1) ! R eine beschränkte messbare Abbildung. Wir beweisen, dass

für jedes derartige  und für jede beschränkte F� -messbare Funktion � : 
 ! R die
Gleichung E0( (B(�))�) = E( (B))E0(�) gilt. Daraus folgt im Spezialfall � = 1, dass
E0( (B(�))) = E( (B)) gilt, also dass B(�) unter P 0 eine Brownsche Bewegung ist,
und damit wiederum, dass E0( (B(�))�) = E( (B))E0(�) = E0( (B(�)))E0(�) gilt, was
äquivalent zur Unabhängigkeit ist. Wegen P 0(�) = P 0( � j� <1) ist das gleichbedeutend
mit

E
�
 (B(�))�; � <1

�
= E( (B))E(�; � <1): (4.20)

In dieser Formulierung brauchen wir P (� <1) > 0 nicht vorauszusetzen, da für P (� <
1) = 0 die Gleichung trivial ist. Wie üblich genügt es, die Gleichung (4.20) für spezielle
Funktionen  zu zeigen, nämlich für stetige und beschränkte Funktionen  : C[0;1)!
R, die nur von endlich vielen Stellen der Elemente f 2 C[0;1) abhängen. Wir betrachten
also  �s der Form

 (f) = '(f(s1); f(s2); : : : ; f(sk));

wobei ' : Rk ! R stetig und beschränkt ist. Ferner reicht es, � = 1A, A 2 F� zu
betrachten. Die nachzuweisende Gleichung (4.20) hat dann die folgende Form: Sei Xt :=
B�+t �B� :Z

fA;�<1g
'(Xs1 ; : : : ; Xsk) dP = E('(Bs1 ; : : : ; Bsk))P (A; � <1): (4.21)

Wir approximieren nun die Stoppzeit � auf dieselbe Weise wie im Beweis von Lemma
4.35 durch die Folge der Stoppzeiten �n, die Werte in 2�nN0 annehmen, und für die
�n(!) # �(!), n!1 gilt. Sei

X
(n)
t := B�n+t �B�n :
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Für alle A 2 F�n giltZ
fA;�n<1g

'(X(n)
s1 ; : : : ; X

(n)
sk
) dP

=
1X
j=0

Z
fA;�n=j2�ng

'(Bj2�n+s1 �Bj2�n ; : : : ; Bj2�n+sk �Bjs�n) dP

=

1X
j=0

P (A; �n = j2�n)E('(Bs1 ; : : : ; Bsk)) = P (A; �n <1)E'((Bs1 ; : : : ; Bsk)):

Die zweitletzte Gleichung folgt wegen A \ f�n = j2�ng 2 Fjs�n (da A 2 F�n) und Satz
4.21.

Sei nun A 2 F� . Wegen F� � F�n folgt A 2 F�n , 8n. Man beachte ferner f� <1g =
f�n <1g. Lässt man daher in der obigen Folge von Gleichungen n gegen 1 streben, so
bleibt die rechte Seite unabhängig von n, und

lim
n!1

Z
fA;�n<1g

'
�
X(n)
s1 ; : : : ; X

(n)
sk

�
dP =

Z
fA;�<1g

'(Xs1 ; : : : ; Xsk) dP

nach dem Satz von Lebesgue (da ' stetig ist). Damit ist (4.21) bewiesen.

Der Satz 4.37 impliziert eine Version der sogenannten starken Marko¤eigenschaft:

Korollar 4.38 (Starke Marko¤-Eigenschaft)
� sei wieder eine Stoppzeit. Sei ferner Z� := � (B�+s : s � 0) : Dann gilt für A 2 Z� :

P (A j F� ) = P (A j B� ) ; P�f:s: auf f� <1g :

Der Beweis geht analog zum Beweis der einfachen Marko¤-Eigenschaft.
Die Restriktion auf f� <1g in den Formulierungen ist natürlich etwas lästig. In

vielen Büchern geht man dem aus dem Weg, indem man den Wertebereich des Prozesses
- bei uns R - durch ein sogenanntes �Grab�� ergänzt. Man setzt einfach B1 := � und
B� ist dann auf ganz 
 de�niert.

Wir diskutieren nun einige wichtige Anwendungen. Zunächst benötigen wir ein ana-
lytisches Lemma über Laplacetransformationen, das wir nicht beweisen.

Ist f : R+ := [0;1)! R eine integrierbare oder beschränkte, messbare Funktion, so
ist die Laplacetransformation von f de�niert durch

Lf (�) =

Z
R+
e��xf(x) dx; � > 0:

Nach dem Satz von Lebesgue ist Lf stetig, und es gelten

lim
�!1

Lf (�) = 0; lim
�!0

Lf (�) =

Z
R+
f(x) dx; (4.22)

letzteres, sofern f integrierbar ist (was natürlich nicht aus der Beschränktheit folgt). Das
nachfolgende analytische Result soll hier nicht bewiesen werden.
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Lemma 4.39
Zwei beschränkte messbare oder integrierbare Funktionen, deren Laplacetransformierte
auf (0;1) übereinstimmen, sind Lebesgue-fast überall gleich.

Ist � ein endliches Mass auf (R+;BR+), so ist die Laplacetransformierte von �
de�niert durch

L�(�) :=

Z
R+
e��x�(dx); � � 0:

Hat � eine Dichte f bezüglich des Lebesgue Masses, so gilt natürlich L� = Lf . L�(�) ist
ebenfalls stetig in � 2 [0;1), und es gilt

lim
�!1

L�(�) = �(f0g); lim
�!0

L�(�) = �(R+): (4.23)

Lemma 4.40
Seien �, � zwei endliche Masse. Falls L�(�) = L�(�), � � 0, so folgt � = �.

Beweis. Wir benützen Lemma 4.39. Sei � > 0Z 1

0
e��x�([0; x]) dx =

Z 1

0
e��x

�Z
1[0;x](y)�(dy)

�
dx

=

Z
[0;1)

�(dy)

Z 1

y
e��x dx =

1

�
L�(�) =

1

�
L�(�)

=

Z 1

0
e��x�([0; x]) dx:

Aus Lemma 4.39 folgt �([0; x]) = �([0; x]) für Lebesgue-fast alle x 2 [0;1). Da die
beiden Funktionen rechtsstetig in x sind, folgt die Gleichheit für alle x � 0. Daraus
ergibt sich � = �.

Als erste Anwendung der starken Marko¤-Eigenschaft berechnen wir die Verteilung
von einfachen Ersteintrittszeiten. Sei a > 0 und

�a := inff t � 0 : Bt = a g:

Nach Lemma 4.33 ist �a eine Stoppzeit. Im Moment wissen wir noch nicht, ob P (�a <
1) = 1 gilt (es wird sich gleich herausstellen, dass das richtig ist), wir können jedoch
dennoch von der Verteilung von �a sprechen. Wir wollen diese nun berechnen. Zu diesem
Zweck berechnen wir die Laplacetransformierte von P (�a � x):

Wir wenden nun (4.20) auf die folgende Funktion  : C[0;1)! R an. Für � > 0 sei

 (f) :=

Z 1

0
e��s1f(s)�0 ds:

 ist messbar, was der Leser selbst nachweisen möge.  ist natürlich beschränkt (für
� > 0). Wir wählen ferner � := e���a . Es folgt:

E

�
e���a

Z 1

0
e��s1B�a+s�B�a�0 ds

�
= E

�
e���a

�
E

Z 1

0
e��s1Bs�0 ds: (4.24)
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(Auf den Einschluss von f�a < 1g in der Gleichung können wir verzichten, wenn wir
e��1 als 0 interpretieren). Wir werten nun beiden Seiten der Gleichung weiter aus:
Zunächst die rechte Seite: Nach Fubini ist

E

Z 1

0
e��s1Bs�0 ds =

Z 1

0
e��sP (Bs � 0) ds =

Z 1

0
e��s

1

2
ds =

1

2�
:

Ferner ist

E
�
e���a

�
= �E

Z 1

�a

e��s ds = �E

Z 1

0
1f�a�sge

��s ds = �

Z 1

0
e��sP (�a � s) ds:

In der linken Seite von (4.24) substituieren wir t = �a + s und beachten, dass B�a = a
auf f�a <1g ist:

E

�
e���a

Z 1

0
e��s1B�a+s�B�a�0

�
= E

Z 1

�a

e��t1Bt�a dt = E

Z 1

0
e��t1Bt�a dt

=

Z 1

0
e��tP (Bt � a) dt:

Setzen wir diese Umformungen in (4.24) ein, so ergibt sichZ 1

0
e��tP (�a � t) dt = 2

Z 1

0
e��tP (Bt � a) dt:

P (�a � t) ist rechtsstetig in t, und P (Bt � a) =
R1
a

1p
2�t
e�x

2=2t dx ist stetig. Aus
Lemma 4.39 folgt daher

Satz 4.41
Für alle a > 0, t � 0 gilt

P (�a � t) = 2P (Bt � a) = 2

Z 1

a

1p
2�t

e�x
2=2t dx:

Beweis. P (�a <1) = limt!1 P (�a � t) = limt!1 2P (Bt � a) = 1.

Als weitere Anwendung der starken Marko¤-Eigenschaft betrachten wir die Nullstel-
lenmenge N(!) := f t � 0 : Bt(!) = 0 g. Für eine stetige Brownsche Bewegung ist N(!)
natürlich abgeschlossen. Aus Korollar 4.30 wissen wir, dass mit Wahrscheinschlichkeit 1
der Punkt t = 0, der natürlich in N(!) ist, Häufungspunkt von anderen Nullstellen ist.

Eine abgeschlossene nicht leere Teilmenge A � R heisst perfekt, falls jeder Punkt
p 2 A Häufungspunkt von anderen Punkten aus A ist, das heisst, wenn für alle p 2 A
die Menge A gleich dem Abschluss von A n fpg ist.

Es ist bekannt, dass jede nicht leere perfekte abgeschlossene Teilmenge von R über-
abzählbar ist. Dies soll hier nicht bewiesen werden.

Satz 4.42
Die Nullstellenmenge N(!) einer stetigen Brownschen Bewegung ist für fast alle ! eine
perfekte Menge von Lebesgue Mass 0.
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Beweis. Wir wollen nicht nachweisen, dass f! : N(!) ist perfektg messbar ist. Wir
zeigen nur: Es existiert 
0 2 F mit P (
0) = 1, so dass N(!) perfekt ist für alle ! 2 
0.

Ist eine abgeschlossene, nicht leere Teilmenge N � [0;1) nicht perfekt, so existiert
ein Interval [q1; q2), q1; q2 2 Q, so dass N \ [q1; q2) genau einen Punkt enthält. Wir
de�nieren daher für q1 < q2, q1; q2 2 Q:

Aq1;q2 := f! : t! Bt(!) hat genau eine Nullstelle in [q1; q2) g:

O¤ensichtlich ist N(!) perfekt für ! 2 (
S
q1<q2

Aq1;q2)
c. Es genügt daher zu zeigen, dass

P (Aq1;q2) = 0 für alle q1 < q2 ist. Wir halten q1;q2 fest und de�nieren

� := inff t 2 [q1; q2) : Bt = 0 g:

� ist eine Stoppzeit, wie man leicht nachprüft. Nun ist o¤ensichtlich

Aq1;q2 �
[
m

��
B�+s < 0; 0 < s � 1

m

�
\ f� <1g

�
[
[
m

��
B�+s > 0; 0 < s � 1

m

�
\ f� <1g

�
:

Eine Anwendung des Satzes 4.37 und von Korollar 4.30 ergibt

P

�
B�+s < 0; 0 < s � 1

m
; � <1

�
= P (� <1)P

�
Bs < 0; 0 < s � 1

m

�
= 0:

Analog natürlich

P

�
B�+s > 0; 0 < s � 1

m
; � <1

�
= 0:

Somit folgt P (
S
q1<q22QAq1;q2) = 0.

Es bleibt noch zu zeigen, dass für fast alle ! die Nullstellenmenge N(!) Lebesgue
Mass 0 hat. Sei � das Lebesgue Mass auf (R+;BR+). Dann gilt nach Fubini:Z

�(N(!))P (d!) =

Z Z
R+
1fBt(!)=0g dt P (d!) =

Z
R+
P (Bt = 0) dt = 0:

Wegen �(N(!)) � 0 folgt �(N(!)) = 0 für P -fast alle ! 2 
.

83


