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1 Masstheoretische Grundlagen und Erginzungen

Nachfolgend wird eine Zusammenstellung der fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie wich-
tigsten Begriffe und Siétze aus der Mass- und Integrationstheorie gegeben. Fiir ausfiihr-
liche Darstellungen sind die folgenden Biicher empfehlenswert:

e H. Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Masstheorie, de Gruyter
1978 (3. neubearbeitete Auflage)

e H. Bauer: Mass- und Integrationstheorie, de Gruyter 1990

e D.L. Cohn: Measure Theory, Birkhéuser 1980

Verweise in diesem Kapitel beziehen sich auf das zweitgenannte Buch von Bauer.

1.1 Masse und Erweiterungen

Definition 1.1
Sei ) eine Menge. Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von §2 heisst Algebra auf

Q, falls
(i) Qe F,
(i) Ac F= A° e F,
(iii) A, Be F= AUBec F.
F heisst c-Algebra, wenn (i) und (ii) gelten und anstelle von (iii):
(iii’) Ist { Ay, }nen eine abzidhlbare Folge, A, € F, so gilt | Jo> | A, € F.

Jede Algebra enthilt ) = Q°. Per Induktion folgt sofort, Ai,..., A, € F —
Ui, Ai € F, wenn F eine Algebra ist. Ferner gilt Ay,..., 4, € F = L, 4 =
(UL, A9) € F.

Jede o-Algebra ist offensichtlich auch eine Algebra. Eine o-Algebra ist auch abge-
schlossen gegeniiber abzihlbaren Durschnitten.



Lemma 1.2
a) Sind A;, i € I, Algebren in ), wobei I eine beliebige nicht leere Menge ist, so ist
miel A; eine Algebra.

b) Sind F;, i € I, o-Algebren in €, wobei I eine beliebige nicht leere Menge ist, so
ist (;e; Fi eine o-Algebra.

Beweis. Offensichtlich nach den Definitionen. m

Beispiele 1.3
a) {0,Q} ist eine o-Algebra

b) Die Potenzmenge von (2, die wir mit P (£2) bezeichnen, ist eine o-Algebra.

c) Sei Q = R. Wir betrachten die Menge J der rechts offenen, links abgeschlossenen
Intervalle (inklusive R und der leeren Menge):

J ={0,R}U{(a,b]: —o0o < a<b<oo}U{(—00,b] :beR}U{(a,c0):acR}.
(1.1)

A sei die Menge aller endlichen Vereinigungen paarweise disjunkter dieser Inter-

valle. Man iiberlegt sich leicht, dass A eine Algebra aber keine o-Algebra ist.

Proposition 1.4
Zu jedem Mengensystem C in §) gibt es eine kleinste Algebra a(C) und eine kleinste
o-Algebra o(C), die C enthalten, d.h. a(C) hat die folgenden Eigenschaften:

a) a(C)DC
b) Ist A eine Algebra mit A D C so gilt A D a(C).

Entsprechende Aussagen gelten fiir o (C) .

Beweis. Wir diskutieren den Fall von a(C) : Es gibt mindestens eine Algebra, die C
enthélt, ndmlich die Potenzmenge P (£2).

a(C):= ﬂ {A: A Algebra, A D C}

erfiillt offensichtlich a) und nach Lemma 1.2 auch b). Analog konstruiert man o (C) . (Zur
Erinnerung: Ist X eine Menge von Mengen so ist (| X der Durchschnitt der Mengen in
X). =

Ist F eine o-Algebra, so nennt man ein Mengensystem C mit F = ¢(C) ein Erzeu-
gendensystem von F. In der Regel haben die uns interessierenden o-Algebren viele
Erzeugendensysteme.

Ist {A;}icr eine beliebige Familie von o-Algebren auf derselben Menge €, so ist
Nicr Ai nach Lemma 1.2 wieder eine o-Algebra. Die Vereinigung | J;c; A; ist jedoch im
allgemeinen keine o-Algebra. Mit \/,.; A; wird die o-Algebra o(|J;c; Ai) bezeichnet. Im
Fall I ={1,...,n} ist auch die Schreibweise A; V --- V A,, gebriuchlich.



Es ist hiufig wichtig, Erzeugendensysteme mit speziellen Eigenschaften zu verwen-
den. Von besonderer Bedeutung in der Wahrscheinlichkeitstheorie sind durchschnitt-
stabile Erzeugendensysteme. (Eine Familie .4 von Teilmengen von 2 heisst durchschnitt-
stabil, falls A,B € A= AN B € A.). In diesem Zusammenhang sind Mengensysteme
wichtig, die etwas allgemeiner als die o-Algebren sind:

Definition 1.5
Eine Familie D von Teilmengen von 2 heisst Dynkin-System, falls die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(i) QeD
(ii) De D= D“eD

(iii) Fiir jede Folge {Dy}nen von paarweise disjunkten Mengen aus D, ist |J;>, Dy
ebenfalls in D.

Aus (i) und (ii) folgt, dass auch ) € D gilt. Aus (iii) folgt daher auch, dass D
abgeschlossen gegeniiber Vereinigungsbildung von endlich vielen paarweise disjunkten
Mengen ist.

Ist C C P(£2), so gibt es analog wie bei den Algebren und o-Algebren ein kleinstes
Dynkin-System d(C), das C enthilt.

Der springende Punkt ist, dass fiir Dynkin-Systeme nur die Abgeschlossenheit des Sy-
stems gegeniiber Vereinigungen paarweise disjunkter Folgen von Mengen verlangt wird.
Dies gestattet es oft, von gewissen Mengensystemen nachzuweisen, dass sie Dynkin sind,
wohingegen ein (direkter) Nachweis, dass es sich um eine o-Algebra handelt, schwierig
ist. Wir werden bald Beispiele dazu kennenlernen.

Jede o-Algebra ist natiirlich ein Dynkin-System, die Umkehrung gilt jedoch nicht:
Man kann leicht Dynkin-Systeme angeben, die keine o-Algebren sind (siehe Ubungen).
Es gilt jedoch:

Lemma 1.6
Ist ein Dynkin-System durchschnittsstabil, so ist es eine o-Algebra.

Beweis. Sei D ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Wir miissen nur zeigen, dass D
abgeschlossen gegeniiber abzéhlbaren Vereinigungen ist.
Sei {A; }ien eine Folge von Elementen in D. Wir definieren die Folge { By, }nen durch

By = Ay,
Bn::An\(Alu---UAn,l), n > 2.
Wir zeigen mit Induktion nach n, dass B, und A; U---U A, zu D gehoren. Fiir n = 1

ist nichts zu zeigen.
Sei n > 2. B, lisst sich wie folgt darstellen:

B,=A,N((AiU---UA,—1)9).



Per Induktionsvorraussetzung ist Ay U---UA,_1 in D und somit auch das Komplement.
Da D als durchschnittstabil vorausgesetzt ist, folgt B, € D. A;U---UA,_1 und B, sind
disjunkt, und es gilt A;U---UA,, = (41U---UA,_1)UB,. Nach der Dynkin-Eigenschaft
gilt dann A; U---U A, € D. Wir haben somit gezeigt, dass alle B, in D liegen. Die B,
sind jedoch paarweise disjunkt, und es gilt

U 4. = | B

neN neN

Somit folgt | J, .y An €D. m

neN

Satz 1.7
Ist C ein durchschnittstabiles Mengensystem, so gilt d(C) = o(C).

Beweis. Da jede o-Algebra auch ein Dynkin-System ist, folgt sofort d(C) C o(C). Um
Gleichheit nachzuweisen, miissen wir daher nur noch zeigen, dass d(C) eine o-Algebra ist.
Gemiiss Lemma 1.6 geniigt es zu zeigen, dass d(C) durchschnittstabil ist. Wir definieren

A={ACQ:ANCedlC)VCeC}.

Da C als durchschnittstabil vorausgesetzt war, folgt A D C.
Wir zeigen nun, dass A die Dynkin-Eigenschaften hat, indem wir die drei Eigenschaf-
ten in der Definition 1.5 nachweisen:

(i) klar.

i) Ac A= ANCedlC)VCelC=ANC=(C°UANC))edlC)VC el =
A¢ € A. (Beachte: C¢ und AN C sind disjunkt!)

(iii) A, € A, n € N, seien paarweise disjunkt. Wegen A, N C € d(C) VC € C folgt
(Unen 4n) NC € d(C) VC € C, d.h. ey An € A.

Somit ist gezeigt, dass A ein Dynkin-System ist, also gilt A D d(C). Wir definieren
nun

A={ACQ:AnA €d(C) fir alle A’ € d(C) }.

Nach dem vorangegangenen Schritt gilt A D C. Man zeigt nun genau gleich wie oben fiir
A, dass A Dynkin ist. Somit folgt A D d(C). Dies besagt jedoch nichts anderes, als dass
d(C) durchschnittstabil ist. m

Definition 1.8
Ein Inhalt ;v auf einer Algebra A ist eine Abbildung von A — [0, 00| mit den Eigen-
schaften p(0) = 0 und p(AU B) = p(A) + p(B) fiir alle A,B € Amit ANB =1).

Ein Inhalt u heisst o-endlich, falls eine Folge { A, }en von Mengen aus A existiert,
fir die Q = ;2 An und p(A,) < oo fiir alle n € N gelten. p heisst endlich falls
() < oo gilt.



Ein Inhalt p heisst o-additiv, falls fiir jede Folge { A, }nen von paarweise disjunkten
Mengen aus A, fiir die | J77 , Ay, € A gilt,

n(U7, An) = i n(A)
n=1

erfiillt ist. (Ein o-additiver Inhalt heisst auch Prédmass.)
Ein o-additiver Inhalt, der auf einer o-Algebra definiert ist, heisst Mass. Ein Mass
w mit (1 (Q) =1 heisst ein Wahrscheinlichkeitsmass.

Konvention: Es werden im folgenden nur o-endliche Inhalte und Masse betrachtet; dies
wird stets stillschweigend vorausgesetzt.

Es sind hier einige Bemerkungen angebracht: Der entscheidende Aufgabe ist die Kon-
struktion von Massen auf geeigneten o-Algebren. Eine der Schwierigkeiten dabei ist es,
dass man die Mengen in o-Algebren in der Regel nicht direkt beschreiben kann. Eine
direkte konkrete Beschreibung dieser Masse ist daher in der Regel nicht moglich. Die
von uns anvisierten o-Algebren besitzen jedoch konkrete Erzeugendensysteme, die Alge-
bren sind. Man versucht daher, die gewiinschten Masse auf diesen Erzeugendensysteme
zu konstruieren und zwar in der Form von Primassen. Nur mit den Pridmassen zu ar-
beiten ist jedoch nicht ausreichend, denn Algebren sind nicht abgeschlossen gegeniiber
abzihlbaren Mengenoperationen. Wir benstigen deshalb einen Satz, der es uns erlaubt,
Pramasse auf Algebren zu Massen auf den erzeugten o-Algebren hochzuziehen. Dies ist
der Erweiterungsatz von Caratheodory.

Lemma 1.9
Sei i ein Inhalt auf einer Algebra A. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

a) p ist monoton, das heisst fiir A D B gilt u(A) > u(B).

b) w ist endlich additiv, d.h. sind Ay, ..., A, € A paarweise disjunkt, so gilt
It (U:Zl Ai) = zn:,u (4;).
i=1
¢) p ist endlich subadditiv, d.h. sind Ay, ..., A, € A, so gilt
1 (U?:1 Ai) < Zu (A:).

Beweis. Sofort aus der Definition. m

Satz 1.10
Es seien p ein Mass auf der o-Algebra F. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:



a) Sei Ap,n € N eine fallende Folge von Mengen in F, und A :=
schreiben dafiir auch A, | A). Falls ein n existiert mit p(A;,)
w(A) = limy, o0 p(A4y).

b) Sei A,,n € N eine ansteigende Folge von Mengen in F, und A := J,, A,. (Wir
schreiben dafiir auch A,, T A). Dann gilt p(A) = lim, 0 p(Ay).

N, An. (Wir
< oo so gilt

c¢) Fiir eine beliebige Folge A,, € F, n € N gilt
H (Unzl An) = ZM(A )
n=1

Beweis. Analysis III. =

Lemma 1.11
u sei ein endlicher Inhalt auf einer Algebra A. Dann sind die folgenden zwei Bedingungen
dquivalent:

a) w ist o-additiv (d.h. p ist ein Prdmass).

b)
Ape A,neNA, | 0= pu(4,) 0.

Beweis. I) Sei p ein o-additiver endlicher Inhalt, und sei A,, eine Folge wie in b). Wir

definieren B,, := A, \ Ap4+1 fir n € N. Die B, sind paarweise disjunkt, und wegen
N, An = 0 gilt
o0
An = U Bm
m=n
fiir alle n € N. Somit gilt
(00
A = 3 ul(Bu)
m=n

Die Summe auf der rechten Seite ist konvergent und somit folgt lim, . p (45) = 0.

IT) p erfiille b) und {B,},en sei eine Folge paarweise disjunkter Mengen € A,
mit B := |2, B, € A. Dann sind fiir jedes n die Mengen Bi,..., By, Apy1 =
Um=nt1Bm = B\ (UjL; Bj) paarweise disjunkt und in A. Wegen der endlichen Ad-

ditivitdt von p gilt
= u(By) + p(Anpr).
j=1

Es gilt aber Ay,4+1 | 0 fiir n — oo und demzufolge p(Ay,+1) | 0. Somit folgt

= Z 1(B;j)

J=1



Satz 1.12 (Caratheodory)
Es sei i ein Prdmass (stets o-endlich!) auf einer Algebra A. Dann gibt es genau ein
Mass p auf o(.A), das g erweitert, das heisst, das auf A mit (i, iibereinstimmt.

Wir beweisen den Satz hier nicht. Fiir einen Beweis sei auf das Buch von Bauer
verwiesen. Die Eindeutigkeit ist einfach und folgt aus dem folgenden Resultat, das wir
noch h#ufig verwenden werden:

Satz 1.13

Stimmen zwei Masse p und v, die auf einer o-Algebra F definiert sind, auf einem
durchschnittstabilen Erzeugendensystem D von F iiberein, und existiert eine Folge
0, € D, n € NmitQ, TQund () =v(,) < oo, so gilt u = v auf F. Insbesonder
stimmen zwei endliche Masse, die auf einem durchschnittstabilen Erzeugendensystem
iibereinstimmen und fiir die . (2) = v () gilt, auf der erzeugten o-Algebra iiberein.

Beweis. Wir beweisen zunichst den Spezialfall, wo () = v(Q2) < oo gilt. Sei F' =
{AeF:u(A) =v(A)}. Dann ist D C F', und F' ist ein Dynkin-System. Wir zeigen
die drei Bedingungen in der Definition 1.5):

1. Qe F.
2. DeF = u(D) = pn(Q\D)=pnQ) —uD)=vQ) —v(D) =v(D) = D F'.
3. Fiir jede Folge {D,,},en von paarweise disjunkten Mengen aus F' gilt

(U7, 2) = 300 = 5000 = (U, 22),

n=

woraus |J,2 , D,, € F folgt.

Somit folgt F' D d(D) = o(D) = F aus Satz 1.7.
Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir die endlichen Masse p,,, v, definiert durch

fn(A) = p(AN Q) va(A) =v(ANQ,),
A € F. Nach der vorangegangenen Uberlegung gilt p,, = v, fiir alle n € N. Somit folgt
p(A) = lim p(ANQ,) = lim v(ANQ,)=r(4)
fiir alle A € F, das heisst p =v. m

Definition 1.14
a) Ist F eine o-Algebra auf einer Menge €, so heisst (2, F) messbarer Raum und
die Mengen in F heissen messbar.

b) Ist (2,F) ein messbarer Raum und p ein Mass auf F, so heisst (Q,F,u) ein
Massraum. Ist ;1(€2) < oo, so heisst der Massraum endlich. Gilt u(2) = 1, so
spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsraum, und p heisst Wahrschein-
lichkeitsmass.



Definition 1.15

Sei (2, F,u) ein Massraum. Eine Menge A C € heisst eine u-Nullmenge, wenn eine
Menge F' € F existiert mit A C F und p (F') = 0. (Man beachte, dass wir nicht verlangen,
dass A € F gilt). Ein Massraum heisst vollstéindig, wenn F alle u-Nullmengen enthélt.

Lemma 1.16
Sind A;, i € N, p-Nullmgen, so ist auch | J; A; eine p-Nullmenge.

Beweis. Seien B; € F mit A; C B;, p(B;) = 0. Dann gilt natiirlich | J, A; C U, Bi € F

und
7 (UZ Bi) < Z,U«(Bi) =0.

Bemerkung 1.17
Jeder Massraum lésst sich sehr einfach vervollsténdigen. Ist ndmlich (€2, F, ) ein belie-
biger Massraum, so betrachten wir

Fu:={ACQ:3B e F, AAB ist u-Nullmenge} D F.

Man weist sehr einfach nach, dass F, eine o-Algebra ist. Ferner lisst sich p auf G erwei-
tern: Ist B € G, so existiert nach Definition eine Menge A € F mit der Eigenschaft, dass
AAB eine Nullmenge ist. Wir setzen i (B) := p(A). Natiirlich muss man nachweisen,
dass die Festlegung nicht von der gewiihlten Menge A abhingt. Es stellt sich heraus,
dass (Q,?u, ﬁ) ein vollsténdiger Massraum ist. Man nennt ihn die Vervollsténdigung
von (€2, F, u) . Die obigen Eigenschaften sind alle sehr einfach nachzupriifen.

Mit vollstédndigen Massrdumen zu arbeiten hat manchmal Vorteile. Von daher ist
man versucht, Massrdume immer automatisch zu vervollstéindigen. Anderseits muss man
bedenken, dass die vervollstindigte o-Algebra von dem vorliegenden Mass abhiingt, was
manchmal nachteilig ist.

1.2 Beispiele von messbaren Riumen und Massrdumen

Definition 1.18
a) Es seien ) = R und sei J die Menge der rechts abgeschlossenen und links offenen
Intervalle (1.1). B = o(J) heisst Borel-o-Algebra in R. Die Mengen in B heissen
Borelmengen.

b) Es sei Q@ = R" und [, sei die Menge aller “Hyperkuben” der Form I; X --- X I,
I; € J. Dann heisst B, := o (J,) die Borel-o-Algebra in R". Die Mengen in By,
heissen (n-dimensionale) Borelmengen.

Es sollte hier bemerkt werden, dass Borel-Mengen nicht durch irgendwelche “Eigen-
schaften” charakterisiert werden. Eine offene Menge etwa ist durch die Eigenschaft, dass
jeder Punkt der Menge eine Umgebung in der Menge besitzt, charakterisiert. Etwas
Ahnliches ist bei Borel-Mengen nicht moglich.

Die Borel-o-Algebra hat eine Reihe von anderen niitzlichen Erzeugendensysteme.



Lemma 1.19
Die folgenden Mengensysteme sind Erzeugendensysteme der Borel-o-Algebra B in R :

a) {(—oo,t] : t € R}.
b) Die Menge aller Intervalle in R.

Die folgenden Mengensysteme sind Erzeugendensysteme der Borel-o-Algebra B,, in
R™.

c¢) Die Menge der offenen Teilmengen von R™.
d) Die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von R".

e) Die Menge der kompakten Teilmengen von R™.

Beweis. Analysis 11 =

Sind (S;,S;), @ € I, beliebige messbare Réume, wobei I eine beliebige Indexmenge
ist, so kann man stets die Produktmenge €2 := [[,; S; mit einer Produkt-o-Algebra auf
die folgende Weise versehen: Fiir k € I, A €Sy, sei

AR = {z = (2i);cp sz € A}. (1.2)
Z .= {A(k):keI,AESk}.

Definition 1.20

o (Z) nennt man die Produkt-o-Algebra, und bezeichnet sie mit ), ; S;. Den messba-
ren Raum (Q,®,.; Si) bezeichnet man als den Produktraum der (S;,S;). Sind alle
(8, S;) gleich: (S;,S;) = (S,8), so schreiben wir auch einfach (S!,S8®!) fiir den Pro-

duktraum.

Z ist nicht durchschnittstabil. Deshalb arbeitet man oft mit dem Erzeugendensystem
D, das aus den endlichen Durchschnitten von Mengen in Z besteht. Offensichtlicht gilt

(D) =0(2)=Q)S:

iel

Nach Satz 1.13 stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmasse auf ), ;S; tiberein, wenn sie
auf D iibereinstimmen. Diese Aussage ist fiir das Erzeugendensystem in der Definition
1.20 nicht richtig.

Ein einfaches Beispiel ist der unendliche Produktraum fiir den Miinzwurf. Wir setzen
S :={K,Z}, i € N. Fiir S nehmen wir natiirlich die Potenzmenge auf {K,Z} : S =
P({K,Z}) = {0,{K,Z},{K},{Z}}. Der unendliche Produktraum ist dann ({K, Z}",
(P ({K,Z}))®™). Man beachte, dass (P ({K,Z}))*N # P ({K, Z}N) ist, was jedoch
nicht ganz einfach einzusehen ist.

Nun zu Massen: Zunichst auf R. Wir betrachten Funktionen F : R — R mit den
folgenden Eigenschaften:



F ist rechtsseitig stetig. (1.3)
F ist nicht fallend,d.h. s <t = F (s) < F (t). (1.4)

Wir definieren F' (—00) := lims—,_oo F' (s), selbst im Fall, wo der Grenzwert in R nicht
existiert. In diesem Fall setzen wir F'(—o0) := —oo. Analog definieren wir F' (c0) :=
limg_,00 F' (), was gleich 400 sein kann. J die Menge der rechts abgeschlossenen, links
offenen Intervalle gemiss (1.1). Sei a(J) die davon erzeugte Algebra. Nach Beispiel
1.3 ¢) besteht diese Algebra einfach aus den endlichen disjunkten Vereinigungen von
Intervallen in J. Fiir ein endliches Intervall (s,¢], —oo < s < t < 00 setzen wir

p(s,1]) = F (t) = F(s), (1.5)
(was oo ist, wenn s = —oo und F' (—00) = —oo ist). Ferner setzen wir
1 ((5,50)) = F (00) — F (5). (16)

Wir kénnen p natiirlich sofort auf die erzeugte Algebra a (J) ausdehnen: Eine disjunkte
Vereinigung von Intervallen erhilt als u-Wert einfach die Summe der p-Werte der Inter-
valle. Es ist evident, dass p ein Inhalt auf a (J) ist. Offensichtlich ist p ein o-endlicher
Inhalt: R =J,,(—n,n], und g ((—n,n]) = F (n) — F (—n) < oc.

Ein Spezialfall ist F'(t) = t. In diesem Fall ist u einfach die iibliche Lénge.

Lemma 1.21
W ist ein Prdmass.

Beweis. Das sollte aus der Vorlesung Analysis II1 bekannt sein. ®
Aus dem Satz von Caratheodory folgt, dass sich u eindeutig zu einem Mass auf der
von J erzeugten o-Algebra, d.h. der Borel-o-Algebra erweitern lisst. In Falle F (t) = ¢
ist dies das Lebesgue-Mass auf B. Wenn man zu Wahrscheinlichkeitsmassen gelangen
will. muss offensichtlich F' (co) — F'(—o00) = 1 sein. Da nur die Zuwéchse von F fiir das
Mass wichtig sind, konnen wir annehmen, dass
lim F(t)=1, lim F(t)=0 (1.7)
t—o00 t——o0
Definition 1.22
FEine Funktion F' : R — R, die (1.3), (1.4) und (1.7) erfiillt, heisst Verteilungsfunktion.

Satz 1.23
Zu jeder Verteilungsfunktion F' existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmass p auf (R, B)
mit

K ((—oo,t]) =F (t)a teR.

Ist umgekehrt ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmass p auf (R, B) gegeben, so ist die
Funktion t — p ((—o0,t]) eine Verteilungsfunktion.
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Beweis. Wegen lim;_,_o, F'(t) = 0 impliziert u((—oo,t]) = F(t), t € R, auch (1.5)
und (1.6), wenn p ein Mass sein soll. Nach Lemma 1.21 und dem Satz von Caratheodory
folgt die Existenz des Masses p auf (R,B). Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache,
dass {(—o0,t] : t € R} ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B ist.

Ist umgekehrt p ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (R, B), so hat die Funktion ¢ —
F (t) := p((—o0,t]) die verlangten Eigenschaften: Die Monotonie ist klar. Wir zeigen die
Rechtsstetigkeit. Wegen der Monotonie geniigt es zu zeigen, dass lim,, o F' (t + 1/n) =
F(t) ist. Nun ist die Folge (—oo,t + 1/n] eine monoton fallende Folge von Teilmen-
gen von R mit (—o0,t] = (), cy(—00,t + 1/n]. Nach Satz 1.10 folgt s ((—o0,t]) =
limy, oo pt ((—00,t + 1/n]) . Die Eigenschaften (1.7) konnen in gleicher Weise verifiziert
werden. W

Analog zum eindimensionalen Lebesgue-Mass definiert man das n-dimensionale Lebesgue-
Mass A, auf (R™, B,,). Wir wollen jedoch darauf im Moment nicht eingehen, da wir weiter
unten des n-dimensionale Lebesgue-Mass als Produktmass des eindimensionalen einfiih-
ren werden.

Besonders einfach sind sogenannte diskrete Masse:

Beispiel 1.24 (Diskrete Masse)

Es seien Q) eine beliebige Menge, {z;}icr eine hochstens abzéhlbare Menge von verschie-
denen Punkten in ©Q und a; € [0,00) fiir alle ¢ € I. Fiir jede o-Algebra F auf € sei
p= ) ;cr @0z, definiert durch

wA) = aila(z;), AeF.
el

Dies definiert ein Mass u, jedoch nicht in jedem Fall ein o-endliches, wie das Beispiel
a; = 1 firallei € I := Nund F = {(,Q} mit Q := R zeigt. Falls jedoch {x;} € F
fiir jedes ¢ € I gilt, so ist p offenbar o-endlich. Ein Mass dieser Gestalt heisst diskret.

Die a; heissen Gewichteauf den Punkten z;. Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmasses gilt
> icr @i = 1. Wir schreiben dieses Mass auch als

n= Z ai(smi
i€l
Ein einfacher Spezialfall ist 2 = N mit dem Zahlmass ), 6,. i (A) zdhlt einfach die
Anzahl der Punkte in A.

Ein Spezialfall fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsmasse ist der Fall, wo €2 abzihlbar ist,
F:=P(Q)und pp = >, pid;, mit ), p; = 1. Das sind die altbekannten Wahrschein-
lichkeitsmasse von friiher.

Der unendliche Miinzwurf ist nicht mehr ganz so einfach. In diesem Fall nehmen wir

Q:={K, Z}" und F die Produkt-o-Algebra.
A:={{w=(wn)pen €Q: (w1,...,wm) €A} :meN, AC{K,Z}"}
ist offensichtlich eine Algebra, die F erzeugt, und wir definieren p auf A durch

p{w € Q: (wi,...,wm) € A}) =27 |A].
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Proposition 1.25
W ist ein Prdmass.

Ein Beweis dafiir ist nicht sehr schwer. Da wir aber im Kapitel 1.5 einen sehr viel
allgemeineren Satz beweisen werden, wollen wir im Moment nicht darauf eingehen. Aus
der obigen Proposition und dem Satz von Caratheodory folgt also, dass sich p auf A zu
einem eindeutigen Wahrscheinlichkeitsmass auf der Produkt-o-Algebra erweitern ldsst.

1.3 Messbare Abbildungen

Definition 1.26
a) Es seien (Q, F) und (Y, F') zwei messbare Rdume. Eine Abbildung f von ) nach
Q) heisst F-F'-messbar, falls f~H(F") .= {f1(A) : A € F'} C F gilt. Ist aus
dem Zusammenhang klar, welche o-Algebren gemeint sind, so spricht man auch
einfach von einer messbaren Abbildung.

b) Ist (2, F) ein messbarer Raum, so ist eine F-messbare Funktion eine Abbildung
f:Q — R, die F — B-messbar ist.

Manchmal ist es bequem, Funktionen zuzulassen, die Werte in R := R U {oco} U
{—o00} annehmen. Eine solche Funktion nennt man manchmal eine numerische Funktion.
Obwohl dies eine ziemliche unsinnige Bezeichnung ist, wollen wir sie hier (mangels einer
besseren) ebenfalls verwenden. Auf R betrachten wir die o-Algebra B, die von allen
Borelmengen in R, und {oo} und {—o0} erzeugt wird. Eine F-B messbare numerische
Funktion nennen wir dann einfach messbare numerische Funktion.

Lemma 1.27
Ist C ein Erzeugendensystem der o-Algebra F', so ist f genau dann F-F'-messbar, wenn

f7Ye) c F gilt.

Beweis. Analysis I11. =

Eine Funktion f : @ — R ist genau dann F-B-messbar, wenn {w : f(w) < t} €
F fiir alle ¢ € R gilt. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass {(—oo,t]:t € R} ein
Erzeugendensystem von B ist. Wie man leicht nachweisen kann, ist {[—o0,t] : t € R} ein
Erzeugendensystem von B. Eine numerische Funktion ist daher genau dann F-B-messbar
ist, wenn {w: f (w) <t} € F fiir alle t € R gilt.

Lemma 1.28
Sind (4, F1), (2, F2), (23, F3) drei messbare Rdume und f1 : Q1 — Qa, fo: Qo — Q3

zwel messbare Abbildungen, so ist fo o f1 : 1 — 3 messbar.

Beweis. Fiir A € F3 gilt

(fao A1) HA) = fi (£ 1(A)) € Fu.

12



Satz 1.29

Es sei (2, F) ein messbarer Raum. Ist { f, }nen eine Folge messbarer numerischer Funk-
tionen, so sind liminf, , f, und limsup,,_,. fn. Sind die f, reellwertig und existiert
liminf,, . fr (w) fiir allew in R, so ist diese Funktion messbar. Gleiches gilt fiir lim sup,, o fn-
Insbesonder gilt fiir eine Folge von Funktionen, dass wenn f (w) := lim, o fr (w) fiir

alle w € Q) existiert, diese Grenzfunktion messbar ist.

Beweis. Analysis I1I. =

Satz 1.30
a) Sind f, g messbare Funktionen, so sind auch f + g (punktweise definiert durch
(f+9)(w) = f(w) + g(w) fiir allew € Q) und f - g sowie af fiir a € R messbar.

b) Sind f, g messbare Funktionen und gilt g(w) # 0 fiir allew € Q, so ist f /g messbar.
c¢) Jede konstante Funktion ist messbar.
d) Ist A € F, so ist die Indikatorfunktion 14 : Q — R messbar.

Satz 1.31
Jede stetige Abbildung f : R™ — R™ ist B,,-B,,-messbar.

Beweis. Wir benutzen die Tatsache, dass B,, von den offenen Mengen erzeugt wird (Lem-
ma 1.19 ¢)). Da das inverse Bild einer offenen Mengen unter einer stetigen Abbildung
wieder offen ist, folgt die Behauptung aus Lemma 1.27. m

Aus Satz 1.30 , Lemma 1.28 und Satz 1.31 folgt:

Satz 1.32
Ist f eine messbare Funktion, so sind f* := max(f,0), f~ := max(—f,0) und |f|
messbar.

Definition 1.33
Sei (Q, F) ein messbarer Raum. Funktionen der Form Y ;" | a;14, mitn € N, a; € R und
A; € F fiiri € {1,...,n} bezeichnet man als einfache Funktionen.

Die Menge der einfachen Funktionen ist offensichtlich abgeschlossen gegeniiber den
tiblichen Operationen: Sind f, g einfache Funktionen, so sind of fir « € R, f+ g, f -
g, max (f,g), min (f, g) einfache Funktionen.

Satz 1.34

Jede nichtnegative, messbare numerische Funktion f ist punktweiser Limes einer mono-
ton ansteigenden Folge { f, }nen nichtnegativer, einfacher Funktionen. (Im Fall f (w) =
oo bedeutet lim,,_, frn (w) = oo dass fiir alle K > 0 ein ng € N existiert mit f, (w) > K
fiir alle n > nyg.)

Beweis. Wihle

n2n

fn = Z(kj — I)Z_nl{(k71)2—n§f<k2—"} +nlipsny-
k=1

13



Dann gilt f,, (w) T f (w). (Im Falle f (w) = 0o ist fp, (w) = n fiir alle n). =
Aus diesem Satz folgt sofort die folgende Charakterisierung der nichtnegativen, messba-
ren Funktionen:

Satz 1.35
Es sei (2, F) ein messbarer Raum, und T sei eine Menge nichtnegativer, messbarer
numerischer Funktionen, fiir die folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) f,geT unda,b e RT = af +bgeT
(ii) fn €T fiirallen € N, f(w) T f(w) firallew e Q= f el

(iii) 14 €T fir alle A € F.

Dann ist I' die Menge aller nichtnegativen, messbaren numerischen Funktionen.

Beweis. Aus (i) und (iii) folgt, dass I' alle nichtnegativen einfachen Funktionen enthilt.
Aus (ii) und Satz 1.34 folgt, dass jede nichtnegative messbare numerische Funktion in T’
ist. m

Notation: Ist f : Q — Q' eine Abbildung und F’ eine o-Algebra auf ', so bezeichnet
o(f) == f~Y(F') die von f auf Q erzeugte o-Algebra. Sind f; : Q — €; Abbildungen
und F; o-Algebren auf ; fiir alle 4 aus einer beliebigen Indexmenge I, so bezeichnet
o(fi i €1):=V,p f1(Fi) die von den {f;}ics auf Q erzeugte o-Algebra.

1.4 Integration

Fiir den ganzen Abschnitt sei ein fester Massraum (€2, F, ) vorgegeben (stets o-endlich)

Definition 1.36
a) Sei f = > a;la, eine nichtnegative (das heisst a; > 0), messbare, einfache
Funktion. Dann wird das Integral [ fdp = [ f(w)u(dw) von f definiert durch
Jfdp =370 aip(4q).

b) Sei f : Q — [0, 00] nichtnegativ und messbar. Nach Satz 1.34 existiert eine Folge
von nichtnegativen, einfachen Funktionen {fy}nen mit f,, 1 f. Dann ist [ fdu =
J f(w) pdw) € [0, 00] definiert durch limy, .o [ fr dp.

Bemerkung 1.37
Fiir detaillierte Beweise der nachfolgenden Bemerkungen, Analysis III.

a) In a) der obigen Definition muss man natiirlich nachweisen, dass > ;" ; a;/1(A;) nicht
von der speziellen Darstellung von f als Y ;' a;la,, d.h. gilt D77 | aila, (W) =

S afly (w) fiir alle w € Q, so gilt S aipn(Ay) = S alp(AY).

b) In b) der obigen Definition hat man ein #hnliches Problem, das allerdings etwas
schwieriger ist: Man muss nachweisen, dass das Integral nicht von der speziell
gewihlten Folge von einfachen Funktionen {f,,} abhéngt.
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¢) Ist p({f =00}) >0, s0ist [ fdu= oo.

d) Sind f und g zwei nicht negative, einfache Funktionen und sind a,b € R, a,b > 0,
so ist af + bg wieder eine nicht negative, einfache Funktion und es gilt

/(af—i—bg)d,u:a/fd,u—i—b/gdu.

Gilt fiir zwei nichtnegative einfache Funktionen f (w) < g (w) Vw, so gilt [ fdu <
J g dp. Dies sieht man einfach daraus, dass g — f unter dieser Voraussetzung eine
nichtnegative einfache Funktion ist.

e) Durch Limesbildung iibertragen sich diese Eigenschaften sofort auf nichtnegative
messbare numerische Funktionen.

f) Fiir nichtnegative, messbare numerische Funktionen ist das Integral stets definiert;
es kann aber unendlich sein.

Definition 1.38
Eine messbare reellwertige Funktion f heisst pu-integrierbar, falls [ |f|du < oo ist.

Wegen | f| = fT+f~ mit f* := max(f,0) und f~ := max(—f,0) ist das gleichbedeutend
damit, dass [ fTdp < oo und [ f~ du < oo gelten.

Definition 1.39
Sei f eine u-integrierbare Funktion.

1. Das Integral [ fdu = [ f(w)u(dw) ist definiert durch [ f*du— [ f~ du.

2. Ist Ae F,soist [, fdu:= [(1af)du das Integral von f iiber A.
Notation: Wir schreiben f € £1(Q, F, u) beziehungsweise kurz f € L£1(pn) oder f € Ly,
wenn f p-integrierbar ist.

Satz 1.40
Seien f,g € L1. Dann gelten:

a)
fZgé/fduz/gdu-

b)
a,b € R=af +bg € L1 und /(af+bg)d,u:a/fd,u+b/gd,u.

A Be Fmit ANB=0—= fdu:/fdu—i-/fdu
AUB A B
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d) Ist f eine messbare Funktion, g € L1, g > 0 und gilt |f (w)| < g (w) fiir alle w, so
ist f € L.

Beweis. Die Aussagen sind ganz einfache Folgerungen aus der Definition. m

Fiir die Formulierung der nachfolgenden Konvergenzsiitze benstigt man folgende Be-
griffsbildung: Sei (2, F, ) ein Massraum. Eine Eigenschaft in Bezug auf die Elemente
von () gilt p-fast iiberall (Abkiirzung p-f.i.) falls die Menge A der w € , fiir die die
Figenschaft nicht gilt, in einer messbaren Menge vom pu-Mass null enthalten ist. Ist A
selbst messbar, so bedeutet das einfach pu(A) = 0. Wir setzen jedoch im allgemeinen
nicht voraus, dass A € F ist, obwohl das in den meisten betrachteten Fillen zutrifft. Im
Spezialfall, wo u ein Wahrscheinlichkeitsmass ist, sagt man meist p-fast sicher (Abkiir-
zung p-f.s.). Beispiel: Sind f und g zwei messbare Funktionen, so bedeutet f = g u-f.ii.:

pHwe: fw)#g(w)}) =0

Lemma 1.41
Seien f,g € L£1. Dann gelten:

a) f=gupti= [fdu= [gdp.
b) f>gund [ fdu= [gdu= f=g p-fi.

Beweis. Analysis III. =
Wir kommen nun zu den wichtigen Konvergenzsétzen:

Satz 1.42 (Monotoner Konvergenzsatz)
Sei f,, n € N, eine Folge nicht negativer, messbarer, numerischer Funktionen mit f, T f

u—~f.i. Dann gilt
lim /fndu = /fd,u.

Beweis. Analysis I1I. =

Korollar 1.43
Sei f eine nicht negative, messbare, numerische Funktion und seien A; € F, i € N,
paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt

/U Aifdu=Z/Aifdu-

i€N ieN

Satz 1.44 (Lemma von Fatou)
Sei f,, n € N, eine Folge nicht negativer, messbarer, numerischer Funktionen. Dann gilt

/lim inf f, du < lim inf/fn dp.

Beweis. Analysis I1I. m
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Satz 1.45 (Satz von Lebesgue)
Sei fn, n € N, eine Folge von p-integrierbaren Funktionen, und es existiere g > 0, g € L1
mit | f, (w)| < g (w) fiir alle w € Q. Falls f (w) = limy,_00 fr (w) fiir fast alle w existiert,

so gilt
lim /fndu = /fd,u,.
n—oo

Beweis. Analyis I1I. =

Im Spezialfall Q@ = N, F =P (N) und p das Zéhlmass ), J,, ergeben sich die be-
kannten Sitze iiber reelle Zahlenfolgen. Eine Funktion ist einfach eine reelle Zahlenfolge.

Der Satz von Lebesgue besagt, dass wenn eine Doppelfolge (a;), nen die Bedingungen

a; = lim a;, existiert fiir alle 1,
n—oo
|ain| < bi, Vi,n, mit E b; < o0,
%

erfiillt, die Summation mit dem Limes vertauschbar ist:
Jdim > ain = ai
(2 (2

1.5 Markoff-Kerne, Satz von Fubini, Satz von Ionescu-Tulcea

Zur Erinnerung: Eine stochastische Matrix (piJ)m‘ cr» 1 abzihlbar, ist eine Matrix nicht
negativer reeller Zahlen mit > ;pij =1, Vi. Die Matrix definiert damit einfach fiir jedes
1 € I ein Wahrscheinlichkeitsmass auf I. Wir wollen das nun verallgemeinern, indem wir
anstelle von [ allgemeinere messbare Rdume zulassen.

Es seien (S1,S1) und (S2,S2) zwel messbare Rdume.

Definition 1.46

Sei S = S1 x Sy der Produktraum. Die Produkt-c-Algebra S; ® S, ist die o-Algebra,
die vom Mengensystem C = { A} x Ag : A; € S, } erzeugt wird. (Das Mengensystem C
ist selbst keine o-Algebra, es ist aber offensichtlich durchschnittstabil.)

Satz 1.47
Ist f: 51 %S5 — R eine §; ® So-messbare Funktion. Dann ist fiir jedes x € Sy die Abbil-
dung y € So — f (x,y) € R messbar beziiglich Sy. Analog fiir die andere Komponente.

Beweis. Analysis III. m

Definition 1.48
Es seien (S1,S81), (S2,S2) zwei messbare Réume. Ein Markofftkern K von (S1,S1) nach
(S2,S2) ist eine Abbildung K : S; x So — [0, 1] mit den folgenden zwei Eigenschaften:

1. Fiir alle x € Sy ist K(x,-) ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S3,S2).

2. Fiir alle A € Sy ist K(-, A) eine S1-messbare Funktion auf Sj.
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Beispiel 1.49
Drei Spezialfiille von Markoffkernen:

a) K(z,A) := u(A) fiir ein Wahrscheinlichkeitsmass p auf (S2,S2). Hier héingt also
der Kern gar nicht von z ab.

b) K(z,A):=14(f(x)) fiir eine messbare Abbildung f von (S1,S1) nach (S2,S2).

c) Sei I eine hochstens abziéhlbare Menge, (pi;)ijer eine stochastische Matrix und
(S1,81) = (52,82) = (I,P(1)). Fiir i € I, A C I wird ein Markoffkern K durch

K(i, A) = Zpij

JEA
definiert.

Man stellt sich einen Kern am besten als eine Art “fuzzy” oder “verrauschte” Ab-
bildung vor. Wir werden auch die folgende Notation verwenden, die diesen Aspekt be-
tont: Ist K ein Markoffkern von (S1,S81) nach (S2,S2), so schreiben wir K : (S1,81) ~
(S2,82) oder kurz K : S7 ~» So. (Vorsicht: Diese Notation ist in der wahrscheinlichkeits-
theoretischen Literatur nicht iiblich).

Sei A eine Teilmenge von S x S,. Fiir jedes x € S7 konnen wir die Indikatorfunktion
14 als Funktion nur der zweiten Komponente auffassen y € Sy +— 14 (z,y) . Offensichtlich
gilt 14 (z,y) = 14, (y), mit Ay := {y: (z,y) € A}. Nach Satz 1.47 ist A, € S fiir alle
x € 5. (Formal sollten wir eigentlich betonen, dass wir die erste Komponente festhalten
und etwas wie AQ) schreiben. Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir das weg und merken
uns, dass wir z fiir die erste und y fiir die zweite Komponente verwenden).

Lemma 1.50
Sei A € §1 ® Sy und K sei ein Markoff-Kern (S1,S1) ~ (S2,S2). Dann ist die Abbildung
S1 — [0, 1] definiert durch x — K(x, A;) messbar.

Beweis. Sei
D={AcS5 S :z+— K(x,A;) ist S;—messbar }.

D ist ein Dynkin-System:
o 51 xSy €D, wegen K(x,(S1 x S2),) = K(z,5) =1,

o K(x,(A%,) =K(z,(A;)") =1—K(x,A;). Ist K(x, A;) messbar als Funktion von
x, so ist somit auch z — K(z, (A°),) m.b.

e Sind die A;,i € N paarweise disjunkt und in D, so folgt

(Uz Ai>z - UZ (Ai)g - (1.8)
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Ferner sind die (4;), paarweise disjunkt. Daraus ergibt sich

K (o (U, 4) ) = YK (@.(4),)

auch somit | J; 4; € D.

D enthilt offensichtlich die Mengen der Form A; x As, A; € S;. Diese bilden ein
durchschnittstabiles Erzeugendensystem. Somit folgt D =51 ® So. =

Aus dem Lemma folgt, dass fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmass p auf (51, S1) und fiir
jede Menge A € §1 ® Sy die reelle Zahl

(n® K)(A) = /de)K(x,Am) e0,1].

Proposition 1.51
Die Abbildung S§1 ® Sa — [0, 1] definiert durch A — (u ® K)(A) ist ein Wahrscheinlich-
keitsmass auf (51 X S2,51 ® S2) .

Beweis. (u® K)(S1 x S2) = 1 ist offensichtlich. Die o-Additivitit folgt aus der Tatsache,
dass fiir paarweise disjunkte A;,7 € N die Mengen (A;), paarweise disjunkt sind, sowie
(1.8). m

Definition 1.52
© ® K nennt man das semidirekte Produktmass.

Fiir Mengen der Form Ay x Ay, A; € S; ist

(@ K)(Ay x A2) = | K (@, 42) p (d).

Bemerkung 1.53

Ein einzelnes Wahrscheinlichkeitsmass p auf einem messbaren Raum (.5, S) kénnen wir
als Kern eines trivialen Einpunktraumes nach (5,S) auffassen. Das wird weiter unten
bequem sein.

Beispiel 1.54

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich fiir Kerne, die nicht vom ersten Argument abhéngen,
wo also K (z1,-) = v fiir alle z; gilt, wobei v ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S2,S2)
ist. In diesem Fall schreibt man p ® v fiir ¢ ® K. Man nennt © ® v das Produktmass.
Man beachte, dass fiir A1 € S1, Aa € Sy die Gleichung

(n®v) (A1 x Az) = p (A1) v (As)

gilt.
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Wir betrachten die beiden Randverteilungen von u ® K auf (S1,S81) bzw. (S2,S2).
Sind m; : S1 X Sy — 5; die Projektionen, so ist

(® K)mrt) (A) = (1@ K) (A x S2) = (), A€,

d.h.
(ne K)m = p. (L9)

Die zweiten Randverteilung ist gegeben durch
(oK) mY) ()= (oK) (S x A) = [ulde) K @.4), Ac S (110

Diese Randverteilung auf (S2, S2) bezeichnet man meist mit K.
Wir benétigen noch eine Verallgemeinerung des Satzes von Fubini-Tonelli:

Satz 1.55
Sei pv ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S1,S1) und K : (S1,S81) ~ (S2,S2). Ferner sei
f 51 x S3 — R eine messbare Funktion.

a) Ist f >0 so gilt
[rawew) =/</f<z,y>f<<m,dy>>u<dx>. (1.11)

b) Ist f € L1 (p® K), so ist fiir u-fast alle z € Sy die Abbildung Sy >y — f (z,y)
integrierbar beziiglich K (z,-). Ferner ist [ f(z,y) K (z,dy) als Funktion von x
u-integrierbar, und es gilt die Gleichung(1.11).

Beweis. Der Beweis ist der gleiche wie der fiir den iiblichen Satz von Fubini-Tonelli:
Fiir f =14, A € §1 ® Sa, ergibt sich (1.11) aus der Definition und a) folgt dann geméss
Satz 1.35. b) folgt durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Die Details seien dem
Leser iiberlassen. m
Wir betrachten nun die Situation mit drei messbaren Réumen (51, S1), (S2, S2), (53, S3)

und zwei Markoff-Kernen K : (S1,81) ~» (S2,S2), L : (S1 X S2,81 ® S2) ~~ (S3,S3). Wir
konnen dann einen Markoff-Kern K A L : (S1,81) ~~ (S2 x S3,S2 ® S3) wie folgt definie-
ren:

(K A L) (.2131,14) = /K (xl,de)/L ((:Cl,xg) ,d.’L’g) 1A (ZL‘Q,{L‘g) . (112)

Das ist nicht wirklich neu: Wenn wir z; fixieren, so ist K (x1,-) ein Wahrscheinlich-
keitsmass auf (S2, S2) und Ly, (x2,dx3) := L ((z1,22),dzs) ein Kern (S2,S2) ~~ (S3, S3).
Dann ist einfach

(KAL)(x1,-) =K (z1,) ® Ly,

Lemma 1.56
Die Operation A ist assoziativ: Gegeben seien Kerne K : (S1,81) ~» (S2,82), L :
(S1 % 52,81 ® S2) ~ (53,53), R: (51 x 2 x 83,51 ® Sa ® S3) ~» (S4,S4). Dann gilt

(KAL)AR=KA(LAR). (1.13)
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Beweis. Es geniigt zu beweisen, das fiir x1 € S; und A4; € S;, i = 2,3, 4, die Gleichung
(K ANL)AR)(x1,A2 x Ag x Ay) = (KA (LAR)) (z1,A2 x A3 X Ay)

gilt. Wir halten z; fest und schreiben p fiir das Mass K (x1, -) auf (S2,S2). Dann besagt
die obige Gleichung
(@ L)®@ R=p® (LAR)

Die linke Seite ist
| we D) R(wy) . An.
AgXAg

Wenden wir Fubini-Tonelli auf 4® L und die Funktion (z,y) — 1a,x4, (,y) R ((x,y) , A4)
an, so ist das

/ 1 (dz) / L(z,dy) R ((x,5), As)
As As

= /Au(daz)(L/\R)(m,A3><A4)
= (k@ (LAR)) (A2 x A3 x Aq).

|
Man kann die obigen Konstruktionen sehr einfach verallgemeinern: Es seien (S, i)
messbare Riaume fiir 1 < m < N. Wir schreiben

Sm D =851 X xS,
Fm : =81 Q- 8.

Fiir m > 2 seien Markoff-Kerne

K, : (Sm_l,}"m_l) s (Sims Sim)

gegeben. Ist u ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S, S), so wird eine Folge Q1 = p1, Q2, - ..

von Wahrscheinlichkeitsmassen rekursiv durch
Qm = Qm—l ® Km
definiert. @), ist dabei ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S’m, fm) . Insbesondere ist Q)

ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (S’ N, F, N) .

Die Kerne K, geben quasi an, wie man aus den ersten m Komponenten, die nichste
Komponente ,auswiirfelt“. Wir kénnen dann auch sofort angeben, wie man aus den
ersten m Komponenten die nichsten n ,auswiirfelt“, ndmlich einfach mit unserer A-
Verkniipfung. Wir definieren dazu rekursiv:

Km,l =Ky,
Km,g =K, A Km+17
Km,n+1 =Ky A Kpyin.
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Lemma 1.57
Fiir m,n > 1 gilt
Km A Km+1,n = Km,n+1

Beweis. Induktion nach n : n =1 ergibt sich aus der Definition der Kerne. Sei n > 2

Km A Km+1,n = Km A (Kerl,nfl A Kern)
- (Km A Km+1,n71) A Kern
= Km,n A Kern = Km,n+1a

die zweite Gleichung nach Lemma 1.56 und die dritte nach Induktionsvoraussetzung. m
Die K,y sind Kerne (Sm,fm,l) ~ (St X oo X Spgn, Sl @ -+ - @ Spn ). Aus

(1.13) folgt
Qm+n = Qm & Km,n- (114)

Wir diskutieren nun die Frage, ob man die Konstruktion von @y auf unendliche
Produktriume verallgemeinern kann. Die Antwort ist uneingeschrinkt ,Ja“. Wir gehen
also von einer unendlichen Folge von messbaren Réumen (S,,,Sp,), m € N aus, und wir
definieren den Produktraum (Q,F) := ([],,cn Sm> @umen Sm) gemiss Definition 1.20.
Mit m,, bezeichnen wir die Projektionen 2 — S,,,, und mit 7,, die Projektionen auf die
ersten m Faktoren: S — Sy,. Also, falls w = (21,22,...), S0 Tm (W) = T, Fm (W) =
(T1y-. s Tm) -

Wir kénnen mit dieser Projektion die o-Algebren F,,, auf €2 hochziehen:

Fo = {7 (A): Ae Fo ).

Das ist etwas abstrakt geschrieben. ]?m enthilt einfach die Mengen der Form A x S, 41 X
Smta X -++ wobei {l\ C Sle <o+ X Sy, eine Menge in F, = S1 ® - ® Sy, ist. Es ist
offensichtlich, dass F,,, C Fp,41 fiir alle m gilt. Wir betrachten nun

A= UmEN :Fm
Das ist eine Algebra: Sind A, B € A so existieren per Definition Zahlen m,n € N mit
Ae fn, B € F,,. Dann sind beide Mengen in fmax(m n) und somit sind AU B, A® €

fmax(m n) C A. Somit ist gezeigt, dass A eine Algebra ist. Evidenterweise gilt 7, 1(S,) C
A und damit S C o (A). Wegen A C S folgt S =0 (A).

Wir ziehen nun die oben konstruierte Familie { @, } zu einer Abbildung Q:A—10,1]
hoch. Dazu miissen wir nur Abbildungen Q,,, = F,,,— [0, 1] definieren, die ,kompatibel“
sind, d.h. dass die Einschriankung von Qm+1 auf ]/-:m mit Qm iibereinstimmt. Das ist
sehr einfach: Wie wir oben gesehen haben, sind die Mengen in .7?m genau die Mengen
der Form A X Sp,41 X Sppyo X -+« mit A € F,,,. Wir definieren

Qm(A X Sm-i—l X Sm+2 X ) = Qm(A)
Es gilt
Qm-ﬁ-l ((AX Smg1) X Smg2 X -++) = Qma1 (A X Spy1)
= Qm(A):Qm(AXSm—I—l XSm+2 X )7
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die zweite Glelchung wegen (1.9). Damit ist gezeigt, dass die Einschréinkung von Qm+1
auf .7-" mit Qm tibereinstimmt.

Mithin kénnen wir eindeutige eine Abbildung Q:A— [0,1] definieren, die die Ei-
genschaft hat, dass sie auf F,, mit Q,, iibereinstimmt.  ist ein Inhalt mit Q(Q) =1
Endliche Additivitét folgt sehr leicht: Sind A, B € A, so existiert ein m mit A, B € F,,.
A, B sind dann von der Form

A = A X Spi1 X Smyo X,
B = B,XSm+1XSm+2X"'
mit A’, B’ € F,,. Sind A, B disjunkt, so sind auch A’, B’ disjunkt und es gilt
AUB = (A UB') X Spq1 X Spga X -+ -
Somit gilt
Q(AUB) = Qun(AUB)=Qn(4)+Qn(B)
= Q(A)+Q(B).

Satz 1.58 (Satz von Ionescu-Tulcea)
In der oben beschriebenen Situation existiert ein eindeutig definiertes Wahrscheinlich-

keitsmass Q auf (0, F), das Q erweitert.

Der Satz stammt von Alexandra Ionescu-Tulcea, einer 1935 in Ruménien als Alex-
andra Bagdasar geborenen Mathematikerin. Ionescu-Tulcea ist der Name ihres ersten
Gatten. Spéter war sie mit dem Literaturnobelpreistriger Saul Bellow verheiratet und
nahm auch dessen Namen an.
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Nun zum Beweis. Wir machen eine Voriiberlegung, die das eigentliche Argument
enthilt. Anschliessend zeigen wir, wie diese Voriiberlegung den Satz impliziert. Letzteres
ist dann nur noch etwas formale Kosmetik.

Wir nehmen an, dass fiir jedes m eine Menge A,, C S’m, A, € F,, vorliege. Die
Folge {A,,} erfiille die folgenden zwei Eigenschaften:

Ami1 C Am X Spmi1, Vm. (1.15)
[ ]
inf Qu (Am) > 0. (1.16)
m

Man beachte, dass aus (1.15) folgt, dass
Qm—f—l (Am—H) < Qm—|—1 (Am X Sm-i—l) = Qm (Am)

gilt. Die Folge (Qm (Am)),,
dass der Limes positiv ist.

ist daher monoton fallend, und (1.16) besagt dann einfach,

Lemma 1.59
Unter den obigen zwei Voraussetzungen (1.15), (1.16) existiert eine unendliche Folge
X1, ..., Ty €S, mit (T1,...,%m) € Ay, fiir alle m.
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Beweis. Bevor wir das Argument vorstellen, zunéichst ein Hinweis, worin die Schwie-
rigkeit liegt. Natiirlich kénnen wir stets ein 21 € A; finden, denn A; ist nicht leer.
Anschliessend mochten wir zu diesem z; ein 25 € Sy finden mit (x1,z2) € Ag, und dann
mochten wir in dieser Weise weiterfahren. Bei einer beliebigen Wahl von z1 ist jedoch
nicht garantiert, dass wir dazu ein entsprechendes xo finden kénnen. Zwar konnen wir
stets ein (z),2}) € As finden, was dann automatisch, wegen (1.15), x| € A; erfiillt.
Entsprechend koénnen wir fiir jedes m ein Element (y1,...,ym) € A, finden und dann
gilt automatisch (y1,...,yx) € A fiir £ < m. Es ist jedoch in keinster Weise klar, dass
wir auf diese Weise eine unendliche Folge mit der gewiinschten Eigenschaft konstruieren
konnen. Im Allgemeinen, ohne Verwendung von (1.16) ist das auch gar nicht moglich.
Das Problem besteht darin, dass wir x; schon so konstruieren miissen, dass wir in die
,yunendliche Zukunft“ vorausblickend, die Konstruktion spéter weiterfithren, damit wir
anschliessend xo, 3, ... finden kénnen.

Hier ist die Idee: Wir konstruieren zuniichst nicht die Folge der x; sondern eine Folge
fm, m € N, von messbaren Funktionen Sy — [0, 1] mit den folgenden drei Eigenschaften.

/fld,u, > 0, (1.17)

[ ]
Fon () = /Km (%, dy) st (X,y) s M > 1, X € S, (1.18)

[ ]
fm <14, (1.19)
Bevor wir diese Aussagen beweisen, zeigen wir, dass wir damit das Lemma bewie-
sen haben. Wir konstruieren rekursiv eine Folge x1,z2,... mit der Eigenschaft, dass
fm (1, ..., 2m) > 0 fiir alle m gilt. Wegen (1.19) folgt daraus (z1,...,Zm) € Am. Wir
wihlen zunéchst x; so, dass fi (x1) > 0 ist, was nach (1.17) moglich ist.. Ist (x1,...,2m)
mit fp, (21, ..., Tm) > 0 konstruiert, so wihlen wir z,, 1 so dass fo4+1 (1, Tme1) >0

gilt, was wegen (1.18) moglich ist. Wie wir also sehen, implizieren (1.17)-(1.19) die Exi-
stenz einer Folge {x;} mit den im Lemma postulierten Eigenschaften.

Nun zur Konstruktion der Folge f,,. Fiir n > 0 definieren wir Funktionen f,, , auf
S“m durch

fm,O (y) = 1Am (y>7 y € Sm

frn (y) = (5)’ ® Kmn) (Antm)

= / Km,” (y7 dZ) ]‘An,m (y7 Z) .
Sm+1><"‘><Sm+n

Dann gilt fiir x € Sy,
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Jmne1 (X) = (6x ® Kimnt1) (Amtnt1) < (0x @ Kimnt1) (Antm X Smant1)
= ((5x & Km,n) ® Km—i—n) (Am—i-n X Sm+n+1) — (5x & Km,n) (Am—i—n)
= fm,n (X) s

die zweite Gleichung nach Lemma 1.56 und die letzte wegen K ip (¥, Smtn+1) = 1, Vy,
und Fubini. Fiir festes m ist die Folge also monoton fallend in n, und wir schreiben
fm (%) = limy 00 frnn (x). (1.19) ergibt sich wegen f,0 = 14,,. Wir zeigen nun die
anderen gewiinschten Eigenschaften. Zunéchst (1.17): Aus (1.14) folgt

/ Frndi = (10® K1) (Apst) = Qs (Ansr)

Damit folgt nach dem Satz von Lebesgue und (1.16)
/fld,u = lim @, (4,) >0,
n—oo
d.h. (1.17). Als Letztes bleibt (1.18). Fiir x € S, gilt

/ Fovsin (%,9) K (x, dy)
Sm+1

- / / Km+1,n ((X7 y) ) dZ) 1Am+n+1 (X, Y, Z) Km (X, dy)
Sm+1 Sm+2><"‘><Sm+1+n

= / [ (X dy) m+1,n (( ) ,dZ)] ]‘Am+n+l (X, Y, Z)
Sm+2><"'><sm+l+n Sn+1

/ Km7n+1 (X’ d (y’ Z)) 1A7n+n+l (X7 Y, Z) = fm7n+1 (X) .
S’n+1 XSm+2><"'><Sm+1+n

Die zweite Gleichung folgt aus Fubini-Tonelli angewandt auf v ® R mit dem Mass v
auf S,,11 definiert durch v = K,, (x,-) (x ist fest fiir den Moment), und dem Kern
R:Spi1~ Spmao X -+ X Spyy14y definiert durch

(Y, A) € Sir1 X (S22 ® -+ - @ Sp14n) — R(y, A) i= Kii1n ((x,),4).

Die dritte Gleichung folgt nach Lemma 1.57. Mit n — oo folgt (1.18). Damit ist das
Lemma gezeigt. m

Beweis von Satz 1.58. Wir miissen nur noch die (-Stetigkeit von Q zeigen. Sei B, € A
eine Folge mit B, | . Wir miissen nachweisen, dass aus lim,_.. Q (B,) > 0 folgt, dass
M, Br # 0 ist, d.h. wir miissen ein Element x finden, das in allen B, liegt. Jedes der B,

liegt in einem der .7-" Wir kénnen annehmen, dass B, € fn gilt. Wir schreiben B,, als

Bn:AnXSn+1><Sn+2X”', AnEfn
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Es gilt Q (Bn) = Qn (A,) . Ferner folgt aus B, 11 C B, die Inklusion A,4+; C Ay, X Sp41,
d.h. (1.15). Wegen lim, oo Q (B,) > 0 folgt (1.16). Somit kénnen wir Lemma 1.59
anwenden und erhalten eine unendliche Folge x1,xz9,..., x; € S; mit (x1,...,2,) € A,
fiir alle n. Damit folgt aber auch (z1,x2,...) € B, fir alle n. Somit ist die (-Stetigkeit
von @ gezeigt, und nach Lemma 1.11 die o-Additivitit. Der Satz von Tonescu-Tulcea
folgt daher aus dem Satz von Caratheodory. m

Beispiel 1.60
a) Produktwahrscheinlichkeiten: Sei (Sy,Sy) seien beliebige messbare Réume (zum
Beispiel (R, B)). Fiir jedes n € N sei p,, ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (Sy,,Sp)-
Wir definieren die Kerne K, durch K, (x, A) := 1,1 (A) und das “Startmass” p
sei pp. Die @y, sind dann einfach die (endlichen) Produktmasse 1y ®po®- - <@, . Der
Satz von Ionescu-Tulcea impliziert die Existenz eines unendlichen Produktmasses

auf (Qa f) = (HmEN Sm’ ®mEN Sm) :

b) Markoffketten: Es seien I eine abzidhlbare Menge und (p;j)i jer eine stochastische
Matrix. Sei (p(7))ier eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf I. Die ab-
zéhlbare Menge I versehen wir mit der Potenzmenge P(I) als o-Algebra. Dann
definieren (y (7))icr und (pi;)i jer Kerne K, im obigen Sinn durch

KTL ((ila ceey ZTL) 7in+1) = Dinint1

fest. Tonescu-Tulcea impliziert dann die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmasses
auf auf (IN, P(1)®N).

Man sieht hier, dass wir das auch gleich viel allgemeiner machen kénnten: Erstens
konnten wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten von n abhiingig machen und zwei-
tens ist es fiir die Konstruktion nach Ionescu-Tulcea keinesfalls notwendig, dass
K, ((i1,---,9pn) ,in+1) unabhéngig von 41, ..., 4,1 ist.

Ferner ist keinesfalls notwendig, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten auf einem
diskreten (abzéhlbaren) Raum definiert sind. Wir kénnen genauso gut Markoffket-
ten mit allgemeineren Zustandsriumen, z.B. R, R¢ etc. definieren.

1.6 Der Satz von Radon-Nikodym
Nachfolgend sei (€2, F, u) ein o-endlicher Massraum.

Proposition 1.61
Sei f : Q — [0,00) messbar. Dann wird durch S 5 A — v(A) := [, fdu ein (stets
o-endliches!) Mass auf F definiert. Fiir jede Menge A € S mit p(A) =0 gilt v (A) = 0.
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Beweis. Offensichtlich gilt v(0) = 0. Ist {A,}nen eine Folge paarweise disjunkter Men-
gen aus S, und ist A = [Jo2 | Ay, so gilt

n—oo n
k=1 Ak

n
u(A):/fdu: lim fduznlggoz fdu
A k=1 4%

Es bleibt zu zeigen, dass v o-endlich ist. Sei {Q, },en eine Folge von messbaren Teilmen-
gen von  mit ©,, T Q und p(£2,) < co. Sei ferner A4,, := {f < n}. Dann gilt Q,NA, T Q
und v(A, N Q) < nu(Q,) < oo fiir alle n.

Ist A € S eine p-Nullmenge, so ist 14 f fast iiberall 0. Daraus folgt v (A) =0. m

Eine wichtige Frage ist, ob sich ein Mass v aus einem Mass p auf diese Weise mit
Hilfe einer Funktion f darstellen ldsst. In diesem Fall nennt man f eine Dichte von v
beziiglich u. Es ist nicht schwer zu sehen, dass f, wenn es iiberhaupt existiert, eindeutig
bis auf u-f.s.-Gleichheit ist:

Sind f, g > 0 zwei Dichten von v beziiglich u, so gilt

/Afduz/Agdu

fir alle A € S. Sei 2, € F eine Folge mit ©,, T Q und p(,) < oo fir alle n. Sei
Ay = Q,N{f <g<n}.Dann ist

/An(g—f) dp = 0.

Wegen g > f auf A, folgt u(A4,) = 0. Wegen Q, N {f <g<n} T {f <g} folgt
uw(f<g) =0, dh f > g ptfs. Analog folgt g > f p-f.s.. Damit ist gezeigt, dass
eine Dichte, falls sie iiberhaupt existiert, eindeutig ist bis auf u-f.s.-Gleichheit.

Wann existiert eine derartige Dichte? Nach der obigen Proposition ist eine notwendige
Bedingung, dass alle u-Nullmengen auch v-Nullmengen sind. Eine erstaunliche Tatsache
ist, dass dies auch eine hinreichende Bedingung ist.

Definition 1.62
Es seien (Q, F) ein messbarer Raum und p, v zwei Masse auf F. v heisst absolutstetig
beziiglich i (Notation: v < p), falls folgende Bedingung erfiillt ist:

VAe F: pn(A)=0=v(A)=0.

Satz 1.63 (Satz von Radon-Nikodym)

v, i seien zwei o-endliche Masse auf (0, F) . Es gilt v < j genau dann, wenn eine nicht-
negative, messbare Funktion f : Q — R* existiert mit v(A) = [, fdu fiir alle A € F.
Diese Funktion ist eindeutig bis auf u-f.ii.-Gleichheit.
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Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass v < u die Existenz von f impliziert. Wir
fiihren den Beweis nur fiir den Fall, dass v, i endliche Masse sind. Wir kénnen natiirlich
annehmen, dass p (2) # 0 ist, sonst ist nichts zu zeigen.

Wir betrachten die Menge I' der nicht-negativen numerischen messbaren Funktion g
auf € fiir die

/ gdp<v(A), VAeF (1.20)
A

gilt. Da die Funktion identisch 0 sicher diese Eigenschaft hat, so ist diese Menge nicht
leer wir definieren v als das Supremum von [ gdu iiber diese Menge. Wegen v () < oo
gilt v < o0.

Wir zeigen nun, dass es eine aufsteigende Folge {g,,}, gn € T, gibt mit

lim [ gndp =. (1.21)
n—oo

Das ist sehr einfach: Sicher existiert eine Folge {hy,} C I' mit

v = Sup/hnd,u.
Wir definieren
gn = max (hi,..., hy).

Wir zeigen zunéchst per Induktion nach n, dass g, € I' gilt. Fiir n = 1 ist das klar. Nun
ist g, = max (gn—1,hn). Sei B :={w: hy (w) > gn—1 (w)} . Dann gilt fiir jedes A € F

/gnd,u = / gndﬁb+/ gndﬂ
A ANB ANBec

= / hndu+/ Gn—1dp
ANB AnBe
< v(ANB)+v(AnB%) =v(A).

Damit ist gezeigt, dass die g, € I sind und natiirlich gilt nun (1.21).
Da die Folge monoton ansteigend ist, konnen wir

fi:= lim g,

n—oo

definieren. Nach dem montonen Konvergenzsatz gilt f € I' und
/ fdp=r.

v(A) = /Afdu

fiir alle A € F gilt. Jedenfalls wissen wir schon, dass [ 4 fdp < v(A) fir alle A € F gilt.
Wir definieren daher das Mass A — 7 (A) := v (A) — [, f dp und miissen nun nur noch
zeigen, dass 7 () = 0 ist.

Wir zeigen nun, dass
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Wir nehmen an, dass 7 (€2) > 0 ist und fiithren das zu einem Widerspruch. Wir hatten
vorausgesetzt, dass p (2) > 0 ist. Wir definieren nun

()
21 ()
7/ ist nicht notwendigermassen ein Mass, da durchaus 7/ (A) < 0 fiir gewisse A € F

gelten kann. Jedenfalls ist aber 7/ () = 7(Q) /2 > 0. Wir behaupten nun, dass eine
Menge H € F existiert mit

7 (A) =1 (A)

W(A), AcF.

7 (H)>0, 7 (A) >0, VAc F, AC H. (1.22)

Wir verschieben den Beweis dieser Aussage fiir den Moment und zeigen, dass damit
der Satz bewiesen ist. Wir setzen einfach
()
H
21 (2)

fl=r+

Dann priift man sehr einfach nach, dass f' € I' gilt mit [ f'dp > [ fdp =~ im Wider-
spruch zur Definition von 7.

Es bleibt also (1.22) zu zeigen. Wir konstruieren dazu fiir jedes n € N eine Folge
H, € Fmit H, |, 7" (H,) > 7 (Q) >0 und

7 (A) > —1/n, VA€ F, AC H,,.

Damit sind wir offenbar fertig, denn wir kénnen H := (), Hy, setzen. Nun zur Konstrukti-
on der H,. Wir setzen Hy := 2. Wir nehmen an, H,_1 sei bereits konstruiert und wir kon-
struieren nun H,. Falls kein Ay € F, Ay C H,_1, existiert mit 7' (A1) < —1/n, so kénnen
wir einfach H,, := H,_1 wihlen, und anderfalls wihlen wir ein derartiges A; und setzen
By := H,_1\A1. Man beachte, dass 7/ (B1) = 7/ (Hy—1) — 7' (A1) > 7 (Hp—1) > 7 (Q)
gilt. Falls nun kein As C B; existiert, Ay € F, mit 7/ (A3) < —1/n, so setzen wir
H, := B; und wir sind fertig. Anderfalls wihlen wir ein derartiges As und setzen
By := B\ Az und fahren in dieser Weise weiter. 7/ (A1) ,7 (Az),... sind alle < —1/n
und die A1, Ao, ... sind paarweise disjunkt. Daher gilt

_7(29) o <Uf:1 Ai) _ zk;T (4) < —g,

und somit bricht die Konstruktion spitestens nach & = n7 (£2) /2 Schritten ab. Man
beachte, dass H,, C H,_1 gilt. Damit ist die Existenz von H,, bewiesen und somit auch
der Satz von Radon-Nikodym (im Falle p (Q2),v () < 00). m

Wir schreiben

dv
f = dia
m
wenn eine derartige Dichte existiert. Es ist naheliegend, dass in einem derartigen Fall
Integrale beziiglich v in Integrale beziiglich u umgeschrieben werden kénnen:
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Proposition 1.64
Sei v absolut stetig beziiglich . mit Dichte f.

a) Ist ¢ : Q — [0, 00| eine messbare numerische Funktion, so gilt
/¢ dv :/(¢of) dp. (1.23)

b) Ist ¢ : Q — R messbar, so gilt ¢ € L1 (v) genau dann, wenn ¢ o f € Ly (u) ist. In
diesem Fall gilt ebenfalls die obige Gleichung.

Beweis. Fiir ¢ =14, A € F, ist (1.23) einfach die Definition von v. Der allgemeine Fall
in a) folgt einfach mit 1.35. In b) folgt ¢ € L1 (v) <= ¢of € L1 (1) aus a) angewandt auf
|¢| . Die Gleichung (1.23) folgt einfach aus einer Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
|
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2 Grundlegende Begriffsbildungen: Zufallsgréssen, Erwar-
tungswerte, charakteristische Funktionen, Unabhingig-
keit

Es sei (Q,F) ein messbarer Raum. Wahrscheinlichkeitsmasse auf F werden oft (aber
nicht immer) mit P, () usw. statt mit p, v usw. bezeichnet (P fiir “probability”). Die
Elemente von F bezeichnet man in der Wahrscheinlichkeitstheorie meist als Ereignis-
se. Die einzelnen Elemente w von €2 nennt man die Elementarereignisse. Da fiir ein
Wahrscheinlichkeitsmass P(Q) = 1 gilt, folgt 0 < P(A) < 1 fiir jedes A € F. Ferner
gilt P(A°) =1 — P(A). Statt P-fast iiberall sagt man meist P-fast sicher (Abkiirzung:
P-f.s.). (,F, P) nennt man dann einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Ist {An},cy eine Folge von Ereignissen, so verwenden wir die folgenden Bezeichnun-
gen:

liminf A,, := U ﬂ A €F,

n— o0
n m:m>n

limsup A4,, := m U A, €F.

n—00
n m:m>n

Die Vereinigung im ersten Ausdruck ist offenbar eine ansteigende, d.h. es gilt

(] Am 1 liminf A,
m:m>n e

Analog gilt
U Ay, | limsup A,.

mm>n o
Ein Element w € Q ist genau dann in liminf,, o, A,, wenn es in allen A,, bis auf endlich
vielen liegt. Man sagt dann auch, dass w in “fast allen” A, ist. w € limsup,,_,, Ay gilt
genau dann, wenn w in unendlich vielen der A,, ist. Statt P (limsup,, ., Ay) schreibt
man dann auch P (A, unendlich oft), bzw fiir P (liminf,, . A,): P (A, fast allen).

Wir wollen noch eine Ergéinzung zur Masstheorie einfiigen, die weiter unten wichtig
ist.

Seien (2, F, p) ein Massraum und (£, ') ein messbarer Raum. Ferner sei f :  — @/
eine messbare Abbildung. Wir definieren das durch f auf 7’ induzierte Mass pf !
durch

f7HA) = (f1(A)), Ae P (2.1)
Wegen der Messbarkeit von f ist f~! (A) € F. Ferner weist man sofort nach, dass jf 1
ein Mass ist. Das folgt sofort aus der Tatsache, dass f~! mit den iiblichen Mengenope-
rationen vertauscht:



Proposition 2.1
(QF,p), (,F') und f seien wie oben. Ferner sei ¢ : ' — R eine messbare Abbildung.

a) Sei ¢ > 0 (in diesem Fall kann ¢ auch numerisch sein). Dann gilt
[@ondu= [oaur). (2:2)

b) Sei ¢ reellwertig. Dann ist ¢ genau dann pf~'-integrierbar, wenn ¢o f integrierbar
beziiglich  ist. In diesem Fall gilt ebenfalls (2.2).

Beweis. Analysis III =

2.1 Zufallsgrossen und ihre Verteilungen
(Q, F, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.2

Es sei (S,S) ein messbarer Raum. Eine (S,S)-wertige Zufallsgrosse (kurz S-wertige
Zufallsgrosse) ist eine F-S-messbare Abbildung X : Q@ — S. Im Spezialfall (S,S) = (R, B)
spricht man auch einfach von einer Zufallsgrdsse, im Falle (S,S) = (R™, B,,) von einem
n-dimensionalen Zufallsvektor und schreibt ihn oft als X = (X1,...,X,,), wobei die
Abbildungen X; : Q — R die Koordinatenabbildungen sind.

Ein Zufallsvektor X = (Xi,...,X,,) ist nichts anderes als eine Kollektion von n
(eindimensionalen) Zufallsgrossen. X : Q@ — R ist ndmlich genau dann F-B,-m.b.,
wenn die Komponenten X; : © — R alle F-B-m.b. sind. Das folgt sofort aus Lemma
1.27.

Wir konnen ohne Schwierigkeiten auch unendliche Familien von Zufallsgrissen be-
trachten. Ist I eine beliebige Menge, und sind die X fiir jedes ¢ € I eine (5;,S;)-wertige
Zufallsgrosse, die auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert sind, so be-
zeichnet man mit o(X; : ¢ € I) die von den Zufallsgrossen {X;}icr erzeugte o-Algebra
Vier X7 (81) = o (U; X771(S1) -

Jede (5,S)-wertige Zufallsgrosse X definiert gemiiss (2.1) ein Wahrscheinlichkeits-
mass PX 1 auf S. Man nennt das auch die Verteilung von X. Im Spezialfall, wo X
reellwertig ist, ist die Verteilung ein Wahrscheinlichkeitsmass auf der Borel-o-Algebra B.

Haben zwei (5,S)-wertige Zufallsgrossen X und X’ dieselbe Verteilung, so schreiben
wir L(X) = L(X') (dabei steht £ fiir ,law*“, den englischen Begriff fiir Verteilung); X
und X’ miissen dabei nicht auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein.

Fiir eine reellwertige Zufallsgrosse ist die Verteilung ein Wahrscheinlichkeitsmass auf
(R, B). Wie wir schon wissen (Satz 1.23), werden diese durch ihre Verteilungsfunktion
eindeutig festgelegt. Die Verteilungsfunktion der Verteilung von X bezeichnen wir einfach
als die Verteilungsfunktion von X :

Definition 2.3
Sei X eine R-wertige Zufallsgrosse. Die Abbildung R 5t +— Fx(t) = P({w : X (w) < t})
heisst Verteilungsfunktion von X.
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Notation: Im Umgang mit Zufallsgrossen bedient man sich meist einer gewissen Kurzsschreib-
weise. Z.B. ldsst man die w in der Notation meist weg. So schreibt man {X < ¢} kurz fiir

{w: X (w) <t} = X1 ((—o0,t]). Innerhalb von Wahrscheinlichkeiten lisst man dann
auch die geschweiften Klammern weg und schreibt einfach P (X <t).

Eine wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsmassen auf (R, B) sind diejenigen, die
iiber ein Dichtefunktion beziiglich des Lebesgue-Masses definiert sind. Eine messbare
Funktion f:R — R™ heisst Wahrscheinlichkeitsdichte, wenn J fdX\ =1 gilt, wobei
A das Lebesgue-Mass ist. Eine solche Dichtefunktion definiert nach Proposition 1.61 ein
Mass

B>A— pu(A) :—/Afd)\. (2.3)

auf (R, B), das natiirlich wegen [ fdA = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmass ist. Hat die
Verteilung einer reellen Zufallsgrosse X, d.h. das Wahrscheinlichkeitsmass PX ! eine
Dichte beziiglich des Lebesgue-Masses, so sagt man, X habe eine Dichte.

Neben den Verteilungen auf B mit Dichten sind die einfachsten Verteilungen die
diskreten, d.h. Wahrscheinlichkeitsmasse der Form ZnEN Pp 0z, mit x, € R und p, >
0, >, pn = 1. Diskrete Verteilungen haben offenbar keine Dichten, denn A ({z}) = 0
gilt fiir alle x € R. Die Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung ist nicht stetig.
Offenbar hat sie Spriinge der Hohe p,, in den Punkten x,,. Neben diskreten Verteilungen
und solchen mit Dichten gibt es jedoch noch andere, die fiir uns im Moment aber nicht
wichtig sind.

Hier einige der wichtigsten Verteilungen auf (R, B) :

Beispiel 2.4 (Verteilungen auf R)
a) Poisson-Verteilung zum Parameter X\ > 0:

c¢) Normalverteilung mit Mittelwert a € R und Varianz o® > 0: Sie hat die Dichte

1 (v —a)?
. 2y
cp(m,a,a ) = Wexp [%‘2} , xT€E€R.
d) Cauchy-Verteilung zum Parameter ¢ > 0 mit Dichte

34



Man spricht von Poisson-verteilten Zufallsgrossen, normalverteilten Zufallsgrossen
etc., wenn die Verteilung der Zufallsgrosse wie oben gegeben ist.

Nun zu Verteilungen von (R™, B,,) . Ein Wahrscheinlichkeitsmass p auf (R™, B,,) hat
die Dichte f : R® — R™T beziiglich des n-dimensionalen Lebesgue-Masses ), wenn fiir
jede Menge A € B,, die Gleichung

u<A>=/AfdAn

gilt. Eine besonders wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsmassen auf (R",B,,) sind
die n-dimensionalen Normalverteilungen.

Definition 2.5
a) Das Wahrscheinlichkeitsmass auf (R", B,,), das durch die Dichte

_ 1
o(1,...,2n) == (21) ™2 exp [—2 Zi:l 5312} o (@1, ,20) €RY,

definiert wird, heisst Standardnormalverteilung auf R".

b) Ein Wahrscheinlichkeitsmass p auf (R™, B,,) heisst Normalverteilung, wenn eine
reelle nxn-Matrix A und b € R™ existieren, sodass p1 = ¢~ " ist, wobei ¢ die affine
Abbildung R™ 5 x +— ¢(x) = Az + b € R™ und pg, die Standardnormalverteilung
sind.

Wir wollen noch kurz diskutieren, wann die Normalverteilung eine Dichte besitzt.

Proposition 2.6
Das Wahrscheinlichkeitsmass p1 der obigen Definition besitzt genau dann eine Dichte,
wenn die Matrix A invertierbar ist. In diesem Fall ist die Dichte gegeben durch

1 1
2:0,Y) = ——ooexp |—=(z - 0T Nz —b)|, zeR"
a0, 5) 1= o exp |30 =) 5 )

mit ¥ = AAT (AT die Transponierte von A).

Beweis. Sei die Matrix A reguldr. Dann ist ¢ eine invertierbare Abbildung, und es gilt
fir B € B,

1
(271')”/2

n(B) =67 (B) = [ e 112, (da)
¢~ (B)
1 1, -
= [ 151660 s 0 | -5 107 6@ At

= [150) g o0 | 5107 G| (™)
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Nun beniitzen wir, dass A,¢ ' die Dichte ‘det (A_l)‘ beziiglich \,, hat, was aus der
Analysis bekannt sein sollte. Mit Proposition 1.64 ergibt sich

p(B) :/13(9)1_n/2 exp [—;Ié_l(y)IQ] |det (A™1)[ An(dy)

(2m)

N /B (27r)—n/12\/m exp [—;(@/ 0Ty - b)] An(dz).

Damit ist die behauptete Form der Dichte nachgewiesen.

Wenn ¢ nicht invertierbar ist, so hat im (¢) := {¢ (z) : * € R"} Lebesgue Mass Null.
Somit gilt p(im(¢)) = 1 und Ay, (im(¢)) = 0. In diesem Fall kann g natiirlich keine
Dichte besitzen. m

2.2 Erwartungswerte

Definition 2.7

Sei X eine reelle Zufallsgrosse, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert
ist. Ist X > 0 oder X € L1(Q, F,P), so heisst EX = [ X dP der Erwartungswert
von X.

Der Erwartungswert ist also fiir positive Zufallsgrossen stets definiert, kann in diesem
Fall jedoch gleich unendlich sein.

Lemma 2.8

Es seien X eine (S,S)-wertige Zufallsgrosse und ¢ : S — R eine S-B-messbare Abbildung.
Dann ist ¢ o X (meist o(X) geschrieben) eine reelle Zufallsgrosse. Sei pu := PX ™! die
Verteilung von X auf (S,S).

a) Ist ¢ >0, so gilt E(¢(X)) = [¢du.
b) Es gilt (X) € L£1(Q,F, P) genau dann, wenn ¢ € L£1(S,S, ) ist, und in diesem
Fall gilt ebenfalls die obige Gleichung.

Beweis. Das Lemma ist eine Umformulierung von Proposition 2.1. m

Bemerkung 2.9
Sei X eine (S,S)-wertige Zufallsgrosse auf (Q, F, P) und u:= PX ! ihre Verteilung.

1. Aus Lemma ergibt sich, dass E(¢(X)) nur von der Verteilung von X (und natiirlich
von ) abhéngt. Wir betrachten den Spezialfall (S,S) = (R, B) und wihlen ¢ als
die Identitdt auf R. Dann folgt aus Lemma 2.8, dass X genau dann in £1(Q2, F, P)
liegt, wenn [ |z| pu(dz) < oo gilt. In diesem Fall ist E(X) = [ u(dx).

2. Ist p diskret, das heisst, p = ) ,c; pidy; mit z; € R, p; > 0 fiir alle i aus einer
hochstens abzéhlbaren Menge I und Y, ., p; = 1, so gilt [ |z| p(de) = >, ; pilwil.
Somit gilt X € £1(£2, F, P) genau dann, wenn ) _;; p;|z;| < 0o, und in diesem Fall
ist BE(X) = icr®ipi = > icr tiP(X = x3).
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3. Besitzt p eine Dichte f beziiglich des Lebesgue-Masses (2.3), so gilt nach Proposi-
tion 1.64

X eLli(F,P) — /|:E],u(dx) :/|1:f(x) A(dz) < o0,

und in diesem Fall gilt E(X) = [zf(z) A(dz).

4. Allgemeiner gilt fiir X und eine messbare Funktion ¢ : R — R die folgende Aqui-
valenz:

Yicr le(xi)|P(X = x;) < oo, diskreter Fall

p(X) € L1(Q, F, P) <= {f lo(2)|f () Mdz) < oo, Fall mit Dichte f

Beispiel 2.10
Sei X eine Zufallsgrosse auf (2, F, P).

1. Ist X standardnormalverteilt, so gelten
]. —552/2 ]. / _ 2 2
— [ |x|e Mdz) < oo und E(X)=— [ ze /2 \(dz) = 0.
= [ lale 2 M) (%)= o= (dz)
2. Ist X normalverteilt mit Mittelwert a und Varianz o2 > 0, so ergibt sich X €

L1(Q,F,P)und E(X) = a.

3. Ist X Cauchy-verteilt zum Parameter ¢ > 0, so gilt

[ sls@ @) = [ £z - .

T2+ 22

das heisst X ¢ £1(Q, F, P).

Das folgende Lemma ergibt sich aus den Eigenschaften des Integrals aus Kapitel 1.

Lemma 2.11
a) Sind X,Y € L1(Q, F, P) und a,b € R, so gelten aX +bY € Ly und E(aX +bY) =
aE(X)+bE(Y) (Linearitéit des Erwartungswertes).

b) Ist X > 0 mit E(X) =0, so folgt X = 0 P-fast sicher.
Beweis. a) ist einfach die Linearitéit des Integrals, b) folgt aus Lemma 1.41 b) m

Definition 2.12

Ist X eine Zufallsgrosse und p > 0, so ist |X|P eine nichtnegative Zufallsgrosse. Es be-
zeichne L,(2, F, P) die Menge der auf (2, F, P) definierten Zufallsgrossen mit E(] X |P) <
00.

Lemma 2.13
Firp>p' >0 gilt L,(, F,P) C Ly(Q, F,P).
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Beweis. Sei X € £, und A = {|X| < 1}. Dann gilt

E(|X|p/):/ |X|p’dp+/ ]X]p'dPgP(A)Jr/ | X|PdP <1+ E(|XP) < 0.
A Ac Ac

|
Die nachfolgenden Ungleichungen sollen hier nicht bewiesen werden, weil die Beweise
praktisch identisch mit aus der Stochastik oder der Analysis schon bekannten sind.

Satz 2.14
a) Markoff-Ungleichung: Sei X € L, mit p > 0. Dann gilt fiir alle a > 0 die
Abschiéitzung P(|X| > a) < a PE(|XP).

b) Schwarzsche Ungleichung: Sind X,Y € L5, so gelten XY € £y und E|XY| <
(B(X?)E(Y?)Y2.

¢) Hoéldersche Ungleichung: Seien p,q > 1 mit % + % =1 Fir X € L, Y € L,
gelten
XY €Ly und E|XY|<(E(X[P)YP(B(|Y]9)Y.

Definition 2.15
Sei X € L1. Die Varianz von X ist definiert durch

var(X) = E((X — EX)?) € [0, ).

Bemerkung 2.16
Die folgenden Eigenschaften sind einfache Folgerungen aus der Definition: Sei X € L.

1. var(X) = BE(X? —2XEX + (EX)?) = BE(X?) — (EX)2.
2. Es gilt offenbar var(X) < oo <= X € L,.
3. var(X) =0 < X = EX fast sicher.

4. Die Markoff-Ungleichung angewandt auf X — EX mit p = 2 ergibt P(|X — EX| >
a) < a%var(X ). (Tschebyscheff-Ungleichung)

Ist X standard normalverteilt, so gilt var (X)) = 1. Ist X normalverteilt mit normal-
verteilt mit Mittel @ und Varianz o2 (sieche Beispiel 2.4 ¢), so ist die Varianz natiirlich
tatsichlich o2, was man ebenfalls sofort nachrechnet.

Wir kommen nun noch zu den analogen Begriffsbildungen fiir mehrdimensionale Zu-
fallsgrossen

Definition 2.17
Ist X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor, so definiert man seinen Erwartungswert EX €
R™ komponentenweise durch EX = (EX;,...,EX,) (falls dies existiert).

An die Stelle der Varianz treten die Kovarianzen:
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Definition 2.18
a) Sind X und Y zwei Zufallsgrossen aus £ mit XY € L1, so ist ihre Kovarianz
cov(X,Y) definiert durch

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(X — EX)(Y — EY)).

b) Ist X = (Xi,...,X,) ein Zufallsvektor mit X; € Ly und X;X; € L, fiir alle
i,j € {1,...,n}, so ist die Kovarianzmatrix ¥(X) = (0;;(X)) definiert durch
04j(X) = cov(X;, X;).

Offenbar ist fiir eine eindimensionale Zufallsgrosse X : var (X) = cov (X, X). Ist X
ein Zufallsvektor, als Spaltenvektor geschrieben, so ist ¥(X) = E((X —EX)(X —EX)T).

Lemma 2.19
a) Sind X,Y € Lo, so ist die Kovarianz cov(X,Y") definiert.

b) Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch und positiv semidefinit.

Beweis. a) folgt aus der Schwarzschen Ungleichung. b): Die Symmetrie ist offensichtlich.
Ferner gilt alle A1,..., A\, € R

n 2 n n
0 < E (Zizl )\’L(X’L - E(Xﬂ)) = ZZ /\i)\j COV(Xi,Xj).
i=1 j=1
Daraus folgt die Definitheit. =

Beispiel 2.20
a) Sei X standardnormalverteilt. Dann gilt fiir i € {1,...,n}

1 n
Z; €Xp [—2 Zk:l wi} An(dx) = 0.

Fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j gelten

E(X;) = (2n)7"/? /

n

n

_ [ 1 n ]
B(X;X;) = (2m) "> / wizjexp | =5 3, @k | An(dr) =0

und

n (1 n ]
E(X?) = (2n) /Q/Hx? exp 32 Zk:1 CU% An(dz)
= (277)_1/2/ x?e_m?/2 Adx;) =1,
R

das heisst, (X)) ist die Einheitsmatrix.
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b) Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix ¥ (X) und Erwar-
tungswert a € R™. Sei ferner A eine m x n-Matrix und b € R™. Wir definieren den
m-~dimensionalen Zufallsvektor Y durch Y = AX + b. Dann gelten

EY =Aa+b

S(Y)=E(Y —EY)(Y —EY)') = E(A(X —a) (X —a)T AT) = Ax (X) AT.

Speziell sehen wir fiir die in Definition 2.5 b) eingefiihrte allgemeine Normalvertei-
lung, dass die Kovarianzmatrix gleich AA” und der Vektor der Erwartungswerte
gleich b ist.

2.3 Charakteristische Funktionen

Definition 2.21
Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (R™,B,,). Die charakteristische Funktion [
von p ist die Abbildung von R™ nach C, die durch

it = / i) Jy(da) = / cos((t, 2)) p(dz) + i / sin((t, 7)) p(dz), teR",
definiert wird. Dabei bezeichnet i die imagindre Einheit und (t,z) = >_7_;t;z; ist das
Skalarprodukt von t und x. Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors X ist
die charakteristische Funktion der Verteilung von X; sie kann nach Lemma 2.8 als
E(exp(i(t, X))) geschrieben werden. Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors
X (oder einer reellen Zufallsgrosse X') bezeichnen wir oft mit x x.

Die charakteristische Funktion ist offenbar fiir alle ¢ € R"™ definiert, da Sinus und
Cosinus beschrinkt sind, und sie ist stetig in ¢ nach dem Satz von Lebesgue.

Satz 2.22

Es seien p, v zwei Wahrscheinlichkeitsmasse auf (R™, By,). Gilt i(t) = v(t) fiir allet € R,
so gilt u = v.

Beweis. Da die Familie der kompakten Mengen in R” ein durchschnittstabiles Erzeu-
gendensystem von B,, ist (Lemma 1.19 e)), geniigt es nach Satz 1.13 nachzuweisen, dass

w(K) = v(K) fiir alle kompakten Mengen K gilt. Fiir eine derartige Menge K und m € N

sei
1 falls x € K,

fm(z) =140 falls d(z, K) :=inf{ |z —y| :y € K} > 1/m,
1 —md(z,K) sonst.
Dann hat f,, die folgenden Eigenschaften:
1. 0 < fin(x) <1 fiir alle x € R,

2. fm ist stetig,
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3. fm hat kompakten Triger,
4. fm(z) | 1x(z) fiir m — oo.

Falls [ fpdp = [ fmdv fiir alle m € N gilt, so folgt u(K) = v(K) mit dem Satz
von Lebesgue. Es geniigt also nachzuweisen, dass [ fdu = [ fdv fiir alle f gilt, die die
obigen Bedingungen 1.-3. erfiillen.

Sei also f eine derartige Funktion. Fiir € > 0 sei N > 0 so gross gewihlt, dass

By :=[-N,N|"D>{z: f(x)#0}

und max{u(B%),v(B%)} < € gelten. Nach dem Weierstrassschen Approximationssatz
gibt es eine Funktion g : R" — C der Form g(z) = > 7", ¢jexp(i(§t;, ) mit ¢; € C
und t; € Z", die periodisch in jeder Komponente ist und f in By bis auf € approximiert,
das heisst, sup{ |f(x) —g(z)| : z € By } < e. Es folgen sup,cpn |g(z)| <1+ ¢ und

‘/fdu gdu‘ ’/gdu /gdu ‘/gdy—/fdz/

Der zweite Summand ist nach der Voraussetzung i = © gleich null. Der erste Summand
kann wegen |g(x)] < 1+ ¢ und |f (z)| <1 fiir alle # € R folgendermassen abgeschétzt

werden:
‘/f@—/ﬁ@%é fmw1/5M4+/ th+/ gl d
BN BN B]C\f B]C\f

< / F — gldu+ (1+)u(B)
By

<eu(Bn)+ (1+¢e)u(By)
<e2+e).

‘/fdu fv| <

Der dritte Summand wird analog abgeschétzt. Da € > 0 beliebig war, folgt [ fdu =
[fdv. m

Beispiel 2.23
a) Sei p die Standardnormalverteilung. Dann gilt

A~

“m/

Das Integral ergibt v/2m (einfache Ubungsaufgabe aus der Funktionentheorie). So-
mit gilt (t) = e /2.

it o=2?/2 g, _ Le#ﬂ / > e~ @240t e R.
N e ’

b) Sei p die Cauchy-Verteilung zum Parameter ¢ > 0. Dann gilt
c [ dx
o(t) = — e teR.
pct) T /_OO ¢ 212
Die Funktion C 3 z — ﬁ hat Pole in +ic. Eine Anwendung des Residuensatzes

ergibt fu(t) = e~°l.
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c) Sei p die Standardnormalverteilung in (R", B,,). Dann folgt

1 n
fi(t) = exp [—2 > X t?] = e W0/2 fiir alle t = (y,...,t,) € R™
j:

d) Die allgemeine Normalverteilung ist das Bildmass v = pu¢ ! der Standardnormal-
verteilung p unter einer affinen Transformation R 5 z +— ¢(z) = Az + b € R™.
Bezeichnet AT die Transponierte von A, so gilt

ﬁ(t) _ /ei(t,x) V(dl‘) _ /ei(t,¢(:r)) /J(dl‘) _ ei(t,b) /ei<ATt,m> u(da:)

el A ATE) = ei{the—(ATEATH/2 _ oy, [W, b - St zw} ,

mit ¥ = AAT als der Kovarianzmatrix von v (siehe Beispiel 2.20 b)).

Satz 2.24
Fiir jedes b € R™ und jede positiv semidefinite, symmetrische nxn-Matrix 3 gibt es genau
eine Normalverteilung p auf R™ mit b als Erwartungswert und 3. als Kovarianzmatrix.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.22 und der Rechnung im obigen Beispiel.
Die Existenz folgt daraus, dass mindestens eine n x n-Matrix A existiert mit AAT = ¥,
wenn Y eine nicht negative symmetrische Matrix ist. =

Korollar 2.25

Sei p die Normalverteilung auf R" mit Kovarianzmatrix > und a € R™ als Vektor der
Erwartungswerte, und sei ¢ : R™ — R™ eine affine Abbildung, d.h. eine Abbildung der
Form x — ¢ (x) := Az + b, A eine m x n-Matrix und b € R™. Dann ist u¢ ' die
Normalverteilung auf R™ mit Erwartungswert Aa + b und der Kovarianzmatrix AL AT

Beweis.

—

o (0) = [ €0 g o) = [0 (o)
= (D) / HATED) 1y (dp) = HBY) exp [z’(ATt, a) — %(ATt, SATE)

1

= exp [i<t, Aa + b) 5 (t, AZATtﬁ .

Nun folgt die Aussage aus dem vorangegangen Satz und Beispiel 2.23 d). m

2.4 Konvergenz von Folgen von Zufallsgréossen

Im folgenden sei { X, },,en eine Folge von Zufallsgrossen, die auf demselben Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) definiert sind. In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind drei Kon-
vergenzbegriffe besonders wichtig.
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Definition 2.26
1. Die Folge { X, }nen konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsgrosse X, falls

P{we QJLIEOXn(w) =Xw)}) =1

gilt (Notation: X,, — X P-fast sicher).

2. Die Folge { X, }nen CL,(Q2, F, P) konvergiert im p-ten Mittel (p > 0) gegen eine
Zufallsgrosse X, falls X €L,(Q, F, P) und

lim E(| X, — X|P)=0
n—oo
gilt.

3. Die Folge { X, }nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsgrosse
X, falls
P(|X,—X|>¢)—0 firn— oo

fiir alle € > 0 gilt.

Satz 2.27
a) Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

b) Konvergenz im p-ten Mittel impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Der Beweis von b) folgt sofort aus der Markoff-Ungleichung.
a): Sei Y, = L{x,—x|>e} fir e > 0. Gilt X;, — X fast sicher, so gilt V;, — 0 fast
sicher. Wegen |Y,,| <1 folgt aus dem Satz von Lebesgue

P(1 X, — X| > £) = E(Ya) — 0.

]
Die anderen denkbaren Implikationen sind nicht richtig, wie die folgenden zwei Bei-
spiele belegen:

Beispiel 2.28
Sei (Qaj:a P) = ([Oa 1]78[0,1},)‘)'

a) Wihle X,, = nl/pl[m/n} fiir p > 0. Dann gilt X,, — 0 fast sicher und in Wahr-
scheinlichkeit, aber E(|X,[?) = 1 fiir alle n € N, das heisst, {X,, }nen konvergiert
nicht im p-ten Mittel gegen null.

b) Ist n = 2™ + k fiir m € No und 0 < k < 2™, so setzt man X;, = ljgo-m (p41)2-m]-
Offenbar konvergiert die Folge { X, (w)}nen fiir kein w € [0, 1]. Andererseits gelten
P(|X,| > ¢e) < 27™ fiir alle ¢ > 0 und E(|X,|P) = 27™ fiir p > 0, das heisst
{ X, }nen konvergiert gegen null in Wahrscheinlichkeit und im p-ten Mittel.

Unter Zusatzbedingungen impliziert die fast sichere Konvergenz die Konvergenz im
p-ten Mittel:
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Satz 2.29

Sei {X,}nen eine Folge von Zufallsgrossen, die fast sicher gegen X konvergiert. Gilt
| Xy | <Y fast sicher fiir eine Zufallsgrosse Y € L, (fiir p > 0), so gilt X,, — X im p-ten
Mittel.

Beweis. Es gelten | X,, — X|P < (| X, +|X])? < (2Y)P < 2PYP € £; und |X,, — X|P — 0
fast sicher. Daher folgt aus dem Satz von Lebesgue E(| X, — X|’) - 0. m

Wie aus Beispiel 2.28 b) hervorgeht, folgt aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
nicht die fast sichere Konvergenz. Es gilt aber der folgende Satz:

Satz 2.30
Sei { X, }nen eine Folge von Zufallsgrossen, die in Wahrscheinlichkeit gegen X konver-
giert. Dann existiert eine Teilfolge { X, }ren mit limy_. X, = X fast sicher.

Zum Beweis benotigt man das folgende sehr einfache, aber wichtige Lemma.

Lemma 2.31 (1. Borel-Cantelli-Lemma)
Sei {Ap }nen eine Folge von Ereignissen mit ) > | P(Ay) < oo. Dann gilt P(limsup,,_, ., An) =
0.

Beweis. Aus By, :=J;7 , A, | limsup,,_,,, Ay, und Satz 1.10 a) und c) folgt

P(limsup A,) = hm P(Bg) < lim ZP

n— o0 k—>oo

Beweis von Satz 2.30. Zu jedem k € N existiert nach Voraussetzung ein ny € N
mit P(|X,, — X| > 1/k) < 1/k?. Wir konnen nj,q > ny, fiir alle k € N annehmen. Da
e, 1/k? < oo gilt, folgt P(limsup,_,oo{ | Xn, — X| > 1/k}) = 0 aus Lemma 2.31. Fiir
w ¢ limsupy,_, {| X, — X| > 1/k} gilt | X, (w) — X(w)| < 1/ fiir geniigend grosse k,
das heisst limy_,o0 Xy, (W) = X (w). =

Bemerkung 2.32

Alle drei Konvergenztypen sind wvollstindig, das heisst, dass jede Cauchy-Folge konver-
giert. Fiir die fast sichere Konvergenz ist das klar, denn wenn X,, — X,,, — 0 fast sicher
fiir n,m — oo gilt, dann folgt aufgrund der Vollstindigkeit von R, dass {X,,(w) }nen fiir
fast alle w € Q) konvergiert. Mit Hilfe von Lemma 2.31 folgt das Entsprechende fiir die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

Satz 2.33
Sei { X, }nen eine Folge von Zufallsgrossen mit

lim P(|X, — Xm| >¢e)=0

n,Mm—00

fiir alle e > 0. Dann existiert eine Zufallsgrosse X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit.
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Beweis. Wihle wie im Beweis des vorangegangenen Satzes eine Teilfolge {nj}ren nun
aber mit

P({ |Xnk - Xnk+1‘ > 1/k2 }) < 1/k2‘
Aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt
P <lim sup{ | Xn, — Xnpp, | > 1/K }) = 0.
k—oo

Fir w ¢ limsupy_,oo{|Xn, — Xnpya| = 1/k*} ist {Xp, (w)}ken offenbar eine Cauchy-
Folge in R, das heisst, X,,, konvergiert fiir k — oo fast sicher gegen eine Zufallsgrosse
X, also nach Satz 2.27 auch in Wahrscheinlichkeit. Fiir ¢ > 0 gilt

P(| Xy — X| > €) < P(|Xm — Xn, | 2 €/2) + P(| Xy, — X[ > ¢/2)
fiir alle m und k. Wahlt man k als die kleinste Zahl mit ng > m, dann folgt
lim P(|X,, — X|>¢)=0.

]

Fiir die Konvergenz im p-ten Mittel gilt die Vollstéindigkeit auch, soll aber hier nicht
bewiesen werden. (Dies sollte aus der Analysis bekannt sein, zumindest fiir das Lebesgue
Mass. )fiir alle ¢t € R gilt.

2.5 Unabhingigkeit

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Im folgenden wird von Familien von Teil-
mengen von {2 stets stillschweigend vorausgesetzt, dass sie {2 enthalten.

Definition 2.34
a) Teilmengen &i,...,E, von F (mit Q2 € &;!) heissen unabhéngig, wenn fiir A; € &;,
1 < i < n, die folgende Gleichung gilt:

P(A1 M- NAy) = P(A1) - P(Ay). (2.4)

b) Seien eine Indexmenge I und &; fiir i € I Teilmengen von F. Sie heissen unabhén-
gig, wenn je endlich viele unabhéngig sind.

c) Ereignisse A; fiir i € I heissen unabhingig, wenn die Mengensysteme {A;, 1},
1 € I, unabhéngig sind.

Notation: Fiir zwei unabhingige Teilmengen &, & von F schreiben wir & L &s.

Die Voraussetzung, dass die Mengensysteme stets () enthalten, dient nur der be-
quemen Notation. Dies hat niémlich zur Folge, dass fiir unabhiingige Mengensysteme
&1, ...,&, auch stets

P(AllmﬂAzk):HP(Al]) (2'5)



fir {i1,..., i} C {1,...,n} und A;; € &; ist. Setzt man 2 € & nicht voraus, so muss
man (2.5) als Definition verwenden, was offensichtlich stets einen grosseren Schreibauf-
wand erfordert.

Lemma 2.35
a) Sind die &; fiir i € I unabhéingig und gilt D; C &; fiir i € 1, so sind die D; fiir i € 1
unabhéngig.

b) Gilt D L &; fiiri €I, so gilt D L J;c &

Beweis. a) ist klar.

b) Fir A € D und B € |J,.; & existiert ein ¢ € I mit B € &, das heisst, dass
P(ANB)=P(A)P(B) gilt. m

Wir diskutieren nun einige Moglichkeiten, Unabhingigkeitsaussagen von Mengensy-
stemen auf grossere Mengensysteme hochzuziehen.

Satz 2.36
Es seien D; fiir i € I unabhingige Teilmengen von F (stets Q € D;). Sind die D;
durchschnittstabil, so sind die o(D;) fiir i € I unabhéngig.

Beweis. Es geniigt den Satz zu zeigen, wenn I endlich ist. Sei etwa I = {1,...,n}. Wir
miissen (2.4) fiir A; € o(D;) nachweisen. Fiir 0 < k < n sei Lj die folgende Aussage:

P(AlﬁﬂAn)ZP(Al)P(An), VAZEJ('DZ)fuI‘ZSk, VA; € D; fur i > k.

Die Aussage Lo gilt wegen der Unabhiingigkeit der D;.

Wir zeigen Ly = Lgyq fir 0 < k < n — 1. Wir betrachten dazu das Mengensystem
A1 bestehend aus den Mengen Ay € 0(Dyy1), die die Eigenschaft haben, dass die
Gleichung (2.4) fir VA, € 0(D1),..., VA, € 0(Dy),VAk+2 € Diya, ..., VA, € D), gilt

Aus Ly, folgt Ag11 D Diy1. Wir zeigen, dass Ay 1 ein Dynkin-System ist.

1. Q€ Ay gilt wegen Q € Dy.q.

2. Fiir D € Ay gilt

j=k+2 j=1 j=k+2

k n k n k n
P ﬂAijcﬂ ﬂ Aj =P ﬁAjﬂ m Aj P(ﬂAjﬁDﬂ ﬂ Aj
Jj=1 j
A

fiir alle A; geméiss den obigen Bedingungen, das heisst D¢ € Ay, 1.

3. Fiir paarweise disjunkte D; € Agy1, ¢ € N, folgt analog | J;2; D; € Ag1.
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Nach Satz 1.7 folgt Ag11 = 0(Dg41), das heisst, dass Ly gilt. m

Bemerkung 2.37

Da das Mengensystem {A,Q} durchschnittstabil ist, folgt, wenn die Ereignisse A; fiir
i € I unabhingig sind, dass auch die o-Algebren {0, A;, A¢,Q} unabhéngig sind; insbe-
sondere dann auch die Komplemente Af.

Korollar 2.38

Es seien D; C F fiir i € I unabhingig und durchschnittstabil. Es sei (Iy)kcx eine
Familie von paarweise disjunkten Teilmengen von I. Dann sind die o(U;¢;, D;) fiir
k € K unabhéingig.

Beweis. Fiir k£ € K sei f)k die Familie der endlichen Durchschnitte von Elementen aus
D; fiir j € I;. Das Mengensystem @k ist offenbar durchschnittstabil, und da die D;
durchschnittstabil sind, hat jedes Element aus Dy, die Gestalt AjN---NA; mitn e N,
A; € D; und verschiedenen ji, ..., j, € Ij. Daraus folgt sofort, dass die Dy fir k € K
unabhiingig sind. Da Dy D D; fiir alle j € Iy, ist, gilt o(J..; D;) = 0(Dy). Das Lemma
folgt nun aus Satz 2.36. =

Als Folgerung ergibt sich das folgende verbliiffende Resultat mit einem ebenso verbliif-
fenden Beweis:

jE€lK

Satz 2.39 (Kolmogoroffs 0-1-Gesetz)
Sei {F,}nen eine Folge von unabhingigen Teil-o-Algebren F,, von F. Seien Fn =
/o2, Fi und Too = (22, Fp. Fliir A € T, gilt P(A) € {0,1}.

T heisst die o-Algebra der terminalen Ereignisse der Folge {F,},en oder auch
terminale o-Algebra der F,.

Beweis. Nach Korollar 2.38 gilt F,41 L \/J_, Fk, also nach Lemma 2.35 a): 7o, L
Vi Fi fiir alle n € N. Somit gilt nach Teil b) desselben Lemmas 7o L Un> | Vieq Fi-
Da die rechte Seite als Vereinigung einer aufsteigenden Folge von o-Algebren durch-
schnittstabil ist, folgt nach Satz 2.36

(o) n o
TOOJ_O'<U \/]—"k> =\/ Zu
n=1k=1 n=1

Nun ist aber F,, C \/32, Fy fiir alle n € N, also auch 7o, C /22, F,,. Nach Lemma 2.35
folgt also 7o L Too, das heisst, fiir A € 7o, gilt P(A) = P(AN A) = P(A)?, das heisst
P(A)e€{0,1}. m

Teil-o-Algebren 7 C F in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), die die Eigen-
schaft haben, dass P(A) € {0,1} fiir alle A € 7 ist, spielen in der Wahrscheinlichkeits-
theorie eine grosse Rolle. Die einfachste derartige Teil-o-Algebra ist natiirlich {0, Q}. 7
aus dem obigen Satz ist jedoch im allgemeinen sehr viel grosser als {(), Q}. Dennoch ist
P eingeschrinkt auf 7., gewissermassen trivial. Ereignisse, die in 74, liegen, sind gewis-
sermassen ,nicht mehr zufillig“. Dieser Aspekt spiegelt sich auch in dem nachfolgenden
Lemma iiber Zufallsgrossen wieder:
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Lemma 2.40
Essei T C F eine o-Algebra mit P(A) € {0,1} fiir alle A € T. Ist Z eine (R, B)-wertige,

T -messbare Zufallsgrésse, so existiert ein ¢ € R mit P(Z = ¢) = 1.
Beweis. Sei F(t) = P(Z < t), so ist F(t) € {0,1} fiir ¢ € R. Die Funktion F' ist
nichtfallend. Demzufolge sind drei Fille moglich:

1. F(t)=0firallete R= P(Z >n)=1firallen = P(Z =o00) = 1.
2. F(t)=1firallet e R= P(Z <n)=1firallen= P(Z=—-00)=1.

3. F springt an einer Stelle tg € R von 0 nach 1. Dann gilt

1 1 1 1
F<t0+>F(to):P<Z€(to, t0+}>:1 fiir alle n € N.
n n n n

Somit ist dann P(Z = tg) = limy oo P(Z € (tg— 2, to + £]) = 1.

|
Wir werden Anwendungen von Satz 2.39 weiter unten diskutieren.

Definition 2.41

Seien X;, i € I, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definierte (E;, &;)-wertige
Zufallsgrossen. (Die messbaren Réume (E;, E;) kénnen verschieden sein.) Die X; heissen
unabhédngig, wenn die Teil-o-Algebren Xi_l(é’,-) unabhéingig sind. (Die X; miissen auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein, damit die Aussage einen Sinn hat.)

Notation: Sind zwei Zufallsgrossen unabhéngig, so schreiben wir X 1 Y.

Lemma 2.42
X, © € I seien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definierte Zufallsgrossen

mit Werten in (E;, ;).
a) Sind D; C F fiir i € I unabhéngig und sind die X; D;-E;-messbar, so sind diese
unabhéngig.
b) Sind die X; unabhéngig und sind ¢; : E; — E! &-E/-messbare Abbildungen (E]
o-Algebren auf E;), so sind die p; o X; ebenfalls unabhéingig.

¢) Die X; sind genau dann unabhéngig, wenn fiir n € N und i1,...,i, € I sowie
A €eé&y,..., Ay €&, die Gleichung
n
P(Xi, € A, Xi, € An) = [ P(X, € 4))

Jj=1

gilt.
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Beweis. Die Aussagen folgen alle unmittelbar aus den Definitionen. =
Im Spezialfall reeller Zufallsgrossen X; ergibt sich das folgende Kriterium fiir die
Unabhingigkeit:

Lemma 2.43
Zufallsgrossen X, i € I, sind genau dann unabhéngig, wenn fiir allen € N, 41,...,i, € [
und ti,...,t, € R

n
P(X“ < t17~-->Xin < tn) — HP(X@] < tj)

7j=1
gilt.

Beweis. { X; '((—o0,t]) : t € R} U{Q} ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem
von X;(B). Die Behauptung folgt aus Satz 2.36. m
FEine andere Folgerung aus der Unabhiingigkeit ist

Satz 2.44
Es seien X, Y zwei unabhéngige reelle Zufallsgrossen.

a) Falls X und Y nichtnegativ sind, so gilt E(XY) = E(X)E(Y).
b) Sind X,Y € Ly, so gilt XY € £1 und E(XY) = E(X)E(Y).

Beweis. a): Es seien F; := X }(B) und F, := Y 1(B). Dann gilt F; 1 F». Fiir A € 7y
erfiillt die Menge der nichtnegativen Fa-messbaren Zufallsgrossen Y/ mit E(1,Y') =
P(A)E(Y’) die Eigenschaften 1.-3. von Satz 1.35. Demzufolge gilt diese Gleichung fiir
alle nichtnegativen Fp-messbaren Y’ also insbesondere fiir Y selbst. Die Menge der
nichtnegativen Fj-messbaren Zufallsgrossen X' mit E(X'Y) = E(X')E(Y') erfiillt eben-
falls die Bedingungen von Satz 1.35. Das gleiche Argument wie oben belegt, dass diese
Gleichung fiir X’ = X gilt.

b): Aus X L Y folgt |X]| L |Y]. Somit folgt aus Teil a), dass gilt: E(|XY|) =
E(|X])E(]Y]) < oo, wenn X,Y € L4 sind, das heisst XY € L. Die Gleichung E(XY) =
E(X)E(Y) folgt, indem X und Y in Positiv- und Negativteil zerlegt werden. m

Besonders niitzlich fiir die Untersuchung von unabhéngigen Zufallsgrossen sind cha-
rakteristischen Funktionen.

Satz 2.45
Es seien X, Y zwel unabhéngige Zufallsgrossen mit charakteristischen Funktionen Xx
beziehungsweise Xy . Dann ist Xx - Xy die charakteristische Funktion von X +Y .

Beweis. Fiir alle t € R gilt
E(eit(XJrY)) — E(eitXeitY) _ E(eitX)E(eitY)’

da e™®X 1 eV gilt. Der Beweis ist insofern unvollstéindig, als Satz 2.44 nur fiir reellwertige
Zufallsgrossen bewiesen wurde. Eine Zerlegung in Real- und Imaginéirteil liefert jedoch
sofort die entsprechende Aussage fiir komplexwertige Zufallsgrossen. m
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Unabhéngigkeit von Zufallsgréssen ist dquivalent damit, dass ihre Verteilung die
Produktwahrscheinlichkeit mit den Einzelverteilungen ist. Der Einfachheit halber for-
mulieren wir das im Fall, dass alle Zufallsgréssen denselben Wertebereich haben.

Proposition 2.46

Seien XZ, i €I, (S,S)-wertige Zufallsgrossen. Seien p,; die Verteilungen der X; : y, :
PX~ ! Die Zufallsgréssen sind genau dann unabhéngig, wenn fiir jedes n und iy, . . ., ip €
I (alle verschieden) die Gleichung

-1 n
P(Xipyo X)) =@ m,

gilt.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.42 und der Definition des
Produktmasses (siehe Definition ?? und Bemerkung 77). m

Aus Satz 2.45 und Satz 2.22 folgt , dass die Verteilung von X 4 Y fiir unabhingige
Zufallsgrossen X, Y nur von den Verteilungen von X und Y abhiingt. Man nennt diese
Verteilung auch die Faltung der einzelnen Verteilungen.

Die Verteilungsfunktion von X + Y kann auch wie folgt berechnet werden: Seien
pu=PX~' v=PY~! Dann ist nach der obigen Proposition die Verteilung von (X,Y")
gleich p ® v und es gilt:

POCHY <0 = [ flo)ne ()

mit fi(2,y) = lizry<t) = 1(—o0t—y (7). Nach dem Satz von Fubini ist die rechte Seite

leich
) ::A(AG(wiw@mu@>m@yzéﬁx@—ww@%

wobei F'x die Verteilungsfunktion von X ist. Hat die Verteilung von X die Dichte f und
diejenige von Y die Dichte g beziiglich des Lebesgue Masses, so ergibt sich

P(X+Y <t) :/R (/(_oo . f(ac)A(dx)g(y)> A (dy) = /R </(—oo,t} flo— y)/\(dx)g(y)> N
/@w(/fx— (@OAM@.

Demzufolge hat dann auch die Verteilung von X + Y eine Dichte beziiglich A, ndmlich

die Abbildung
xH/fw— A(dy) = /f A (dy).

Charakteristische Funktionen sind fiir die Berechnung jedoch oft einfacher.
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Beispiel 2.47
a) Cauchy-Verteilung:
Behauptung: Sind X, Y unabhiingig und Cauchy-verteilt zum Parameter ¢ > 0,
so ist fiir A € (0,1) die Zufallsgrosse AX + (1 — A\)Y auch Cauchy-verteilt zum
Parameter ¢ > 0.
Beweis: Fiir A € (0,1) und ¢ € R gilt:

Xax+a-ny (8) = E(exp(it(AX + (1 = A)Y))) = xx (M) - xy (1 = A)t)
= exp(—c|Mt]) exp(—c|(1 — A)t]) = eI,

b) Normalverteilung:

Behauptung: Ist X normalverteilt mit Mittelwert ¢ und Varianz o2, Y normalver-
teilt mit Parametern o/, 0’2, und gilt X L Y, so ist X 4+ Y normalverteilt mit
Parametern a + o’ und o2 + o'

Beweis: Fir t € R gilt:

2

12
Yoy () = Xx (Oxy (8) = exp [t - f;tﬂ - exp [t - "Qtﬂ

1
= exp [i(a +a)t — 5(02 + 0'2)t2}

2.6 Gesetz der grossen Zahlen, einfachste Version

Das Kolmogoroffsche 0-1-Gesetz (Satz 2.39) soll nun auf unabhiingige Zufallsgrossen
angewandt werden. Sei {X,,}nen eine Folge unabhéngiger Zufallsgrossen, und F,, :=
X, Y(B). Es sei T, die terminale o-Algebra der F,, wie in Satz 2.39. Mit S, sei > i1 X
bezeichnet.

Lemma 2.48
Sei {an}nen eine Folge positiver Zahlen mit a,, — oo. Dann sind Y := limsup,,_,, o

und Y := liminf, %Z Too-messbare (R, B)-wertige Zufallsgrossen.

Beweis. Fiir jedes m € N gilt

- S 1 1«
Y = limsup — = limsup — (Z:; X +Z::m+1 Xj> = limsup — Z X,

n—oo Qn n—oo On n—oo Qn .
j=m+1

was offenbar F,,-messbar ist. Daher ist Y To-messbar. Fiir Y geht der Beweis gleich. m
Als Folgerung aus Lemma , dem Kolmogoroff 0-1-Gesetz und Lemma 2.48 ergibt sich:

Satz 2.49
Es sei {X,,}nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsgrossen und {a,}nen eine positive
Zahlenfolge mit lim,, .o a, = co. Dann sind Y = limsup,, g—"

fast sicher konstant in [—o0, 00].

undY = liminf,,_, f—"

n
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Beispiel 2.50
1. Die X, seien unabhéingig und Cauchy-verteilt zu ¢ = 1 und sei a,, = n. Aus Beispiel
2.47a) folgt sofort, dass Sy, /n auch Cauchy-verteilt ist zu ¢ = 1. Somit ist fiir a € R:

1 Sn Sk
——dz=P(—=> <P —_— >
o< [ = (5 ) (=)

—>P<hmsup> ) P(Y >a)

n—oo TN

Daraus folgt

n—00 k>n k

P(Y >a) = lim P(sups>a> >0

Nach Satz 2.49 folgt P(Y > a) = 1 fiir alle @ € R, das heisst P(Y = o0) = 1.
Analog zeigt man P(Y = —o0) =

2. Die Zufallsgrossen X, seien unabhiingig und standard-normalverteilt. Nach Bei-
spiel 2.47 b) ist auch S, /+4/n standard-normalverteilt. Wie oben folgt dann, dass
lim sup,,_, oo Sn/v/n = oo fast sicher und liminf,_,« S, /v/n = —oo fast sicher gilt.

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dass S, /n im Cauchy-verteilten Fall nicht fast
sicher konvergiert. Dies widerspricht nicht dem Gesetz der grossen Zahlen, weil Cauchy-
verteilte Zufallsgrossen keinen Erwartungswert besitzen.

Satz 2.51 (Starkes Gesetz der grossen Zahlen)

Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsgrossen, die alle dieselbe Verteilung ha-
ben. Es gelte X; € L4 fiir allei € N, und es sei S, = Y- | X;. Dann gilt lim,, . Sy, /n =
FE X, fast sicher.

Beweis. Einen vollstindigen Beweis geben wir im iibernéchsten Kapitel. Unter der Zu-
satzbedingung X; € £4 kann ein einfacher Beweis wie folgt gefiihrt werden: Sei a = E X,
(unabhéngig von n), X/ = X, —a. Es gilt EX] = 0, und S,/n — a fast sicher gilt
genau dann, wenn » " | X//n — 0 fast sicher gilt. Man kann also annehmen, dass a = 0
ist.

Sei A, = {‘S—” > 1 } A = limsup,,_,,, A,. Wir schiitzen P(A,,) mit der Markoff-

n | Z pi/8

Ungleichung:
nl/2
P(Ay) < - B(SD).

n4
Nun ist

E(S,) =E <(Zj1Xi)4> =B Y XuXyXiuX,

11,12,13,84=1

= Y  B(X;,X,X;,X,) ZEX4 + 2 B(X?

91,12,13,i4=1 1#£j
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Um die letzte Gleichung einzusehen beachte man, dass die Terme der Summe mit ei-
nem Index, der verschieden von den anderen ist, wegen £ X = 0 und der Unabhingigkeit
alle verschwinden. Somit folgt E(Si) = nE(X{) +n(n — 1)(E(X?))?. Daraus folgt folgt
>0 1 P(A,) < 00, und aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 2.31) folgt P(A) = 0.
Fiir w ¢ A konvergiert Sy, (w)/n offenbar gegen null. =

Zum Schluss des Kapitels noch eine partielle Umkehrung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas.

Lemma 2.52 (2. Borel-Cantelli-Lemma)
Es seien A, fir n € N unabhéngige Ereignisse mit » °  P(A,) = oco. Dann gilt
P(limsup,,_,, A,) = 1.

Beweis. Fiir n € N gilt

P A =1V ) = ()

—1- [[ Peas) =1 ] (1= P(4n)).

Ein einfaches Lemma aus der Analysis besagt, dass wenn ) 7, a,, divergiert fiir eine
Folge von Zahlen a,, € [0,1], das unendliche Produkt [[>> (1 — a,) = 0 ist. (Falls nicht
bekannt: Ubungsaufgabe.) Somit ist P(|JS°_ A,,) = 1 fiir alle n € N, das heisst

m=n

P(limsup A,) = P (ﬂ:’:l J_ Am) = lim P (U::n Am) —1.

n—oo

Bemerkung 2.53

Man kann auf die Voraussetzung der Unabhéingigkeit im obigen Lemma nicht vollstindig
verzichten. Zum Beispiel gilt mit A, = A fiir alle n € N und 0 < P(A) < 1 natiirlich
> P(A;) = o0, aber P(limsup,,_,,, A,) = P(A) < 1. Es gibt jedoch Verallgemeinerun-
gen, die mit stark abgeschwichten Voraussetzungen auskommen.
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3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Definition 3.1
Sind A, B € F mit P(B) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B
durch P(A|B) := P(AN B)/P(B) definiert.

Es sei nun {Bj, ..., B,} eine Zerlegung von € in paarweise disjunkte messbare Teil-
mengen. Fiir ein feste A € F konnen wir die Folge P(A| B;), i = 1,...,n definieren. Nach
dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit gilt fiir jedes Teilmenge J C {1,...,n}:

P (A U, Bj) =Y P(A|B)P(B). (3.1)

jeJ

Wir kénnen das noch etwas komplizierter interpretieren. {P(A|B;)} konnen wir als
Funktion auf () auffassen, nennen wir sie ¢4 :

Yy (w) = P(A’BJ), fir w e Bj.

Wir bezeichnen mit G die von den B; erzeugte o-Algebra. G enthiilt genau die Mengen,
die sich als (J,;c; B; mit J C {1,...,n} darstellen lassen. Da 1), konstant auf den B;
ist, ist es eine G-m.b. Funktion. Um dies zu betonen, schreiben wir ¢4 g. Wir kénnen
diese Eigenschaften wie folgt zusammenfassen:

Lemma 3.2
In der obigen Situation gilt:

a) Yy —[0,1] ist G-messbar.
b) Fiir alle B € G gilt
PUANB) = [ tag @) P(a).

Beweis. a) ist offensichtlich nach der Konstruktion von ¢4 ¢. b) ergibt sich unmittelbar
aus (3.1). m

Es ist ziemlich offensichtlich, dass diese beiden Figenschaften 14 g eindeutig charak-
terisieren. Der (sehr einfache) Beweis sei dem Leser iiberlassen.

Diese Diskussion legt eine weitgehende Verallgemeinerung von bedingten Wahrschein-
lichkeiten nahe. Wir betrachten eine beliebige Teil-o-Algebra G von F.

Definition 3.3
Sei A € F. Eine Abbildung ¢4 g : 2 — [0,1] heisst bedingte Wahrscheinlichkeit
von A gegeben G, wenn a) und b) von Lemma 3.2 erfiillt sind.

Satz 3.4
Sei A € F und G eine Teil-o-Algebra von F. Dann existiert eine bis auf f.s.-Gleichheit
eindeutige bedinge Wahrscheinlichkeit von A gegeben G.
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung G 3 B — p(B) := P (AN B). Dies ist offen-
sichtlich ein Mass auf G mit u < P. Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert eine
bis auf P-f.s.-Gleichheit eindeutige G-m.b. Funktion ¢4 g : Q — R mit

/BT/JA,Q dP =p(B) =P(ANB),

fir alle B € G. 14 g ist die gewiinschte bedingte Wahrscheinlichkeit, wobei wir aber
noch nachweisen miissen, dass ¢, g so gewéhlt werden kann, dass 0 < 944 (w) <1
fir alle w € Q gilt. Erfillt 946 : @ — R* die obige Gleichung, so setzen wir C' :=
{w:9,g(w)>1} € G. Dann folgt

/zﬁA’gdP:P(AﬂC)gP(C):/ 1dP,
C

C
C

Wegen 14 g > 1 auf C folgt P (C) = 0. Wir kénnen daher ¢, g durch min (¢4 g,1)
ersetzen. Diese Funktion stimmt mit 4 g f.ii. tiberein und nimmt nur Werte in [0, 1] an.
]

In Zukunft schreiben wir P (A | G) anstelle von ¢4 g. Man muss sich klar dariiber
sein, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten im obigen Sinn nur bis auf f.s.-Gleichheit ein-
deutig gegeben sind. Man spricht dann oft von einer Version der bedingten Wahrschein-
lichkeit, wenn eine bestimmte G-m.b. Funktion gewéhlt wird.

Bisher hatten wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A | G) nur fiir ein festes
A € F diskutiert. Eine naheliegende Frage ist, ob das tatsichlich eine Wahrscheinlich-
keit als Funktion von A ist. Priziser ausgedriickt: Ist es moglich, fiir jedes A € F, eine
Version von P(A | G) so zu wéhlen, dass fiir alle w € Q die Abbildung A — P(A | G) (w)
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf F ist?

Definition 3.5

Es sei G eine Teil-o-Algebra von F. Eine regulidre bedingte Wahrscheinlichkeit
gegeben G ist ein Markoffkern @ von (2, G) ~~ (2, F) mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
A € F die Abbildung 2 5 w — Q(w, A) eine Version der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A gegeben G ist, d.h. dass

P(ANB) = / Q(w,A)P (dw),
B
fiir alle A € F und alle B € G gilt. (Wir schreiben in Zukunft natiirlich wieder P(A |
G) (w) anstelle von Q(w, A) auch fiir eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit).

Ungliicklicherweise existieren regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten nicht immer.
Es gilt jedoch:

Satz 3.6

Ist Q ein vollstédndiger, separabler metrischer Raum und F = Bq die Borel-o-Algebra,
das heisst die von den offenen Mengen in () erzeugte o-Algebra, so existiert fiir Teil-o-
Algebra G eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit.
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Der Beweis ist ziemlich kompliziert und kann hier nicht ausgefiihrt werden. R ist na-
tiirlich ein vollstéindiger, separabler metrischer Raum (mit der iiblichen Metrik). Es ist
auch nicht schwer zu sehen, dass man RY mit einer Metrik versehen kann, die diese Menge
zu einem vollsténdiger, separabler metrischer Raum macht, deren Borel-o-Algebra gleich
BY ist. Obwohl also die Bedingungen des Satzes oft erfiillt sind, ist die Tatsache, dass re-
guldre bedingte Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen nicht immer existieren, natiirlich
etwas enttiuschend.

Nun zu bedingten Erwartungswerten. Sei X eine auf (€2, F, P) definierte Zufallsgrosse
und G eine Teil-o-Algebra von F. Falls eine reguliire bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben
g existiert, so wird man den bedingten Erwartungswert einfach durch

E(X|G)(w) ::/X(w')P(dw’ | G) (w)

definieren, sofern X € £1 (Q,F, P (- | G) (w)) fiir alle w € € ist. Wie schon oben ewihnt,
exisitieren jedoch regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten nicht immer und man kon-

struiert daher die bedingten Erwartungswerte besser direkt iiber den Satz von Radon-
Nikodym:

Satz 3.7
Sei X € L1 (2, F,P) und G eine Teil-o-Algebra von F. Dann existiert eine bis auf P-
f.s.-Gleichheit eindeutig definierte integrierbare und G-m.b. Zufallsgrosse E (X | G) mit

/E(X\Q) dP:/XdP (3.2)
B B
fiir alle B € G.

Beweis. Wir nehmen zunéichst an, dass X > 0 gilt. Dann ist p (B) := [ X dP, B € G,
ein Mass auf (£2,G) , das absolutstetig beziiglich P ist. Aus dem Satz von Radon-Nikodym
folgt daher die Existenz einer G-m.b. nicht negativen Zufallsgrosse E (X | G), die die
Eigenschaft (3.2) erfiillt. Ist X integrierbar, so gilt

/E(X|g)dP:/XdP<oo.
Q Q

Daher ist E (X | G) integrierbar und insbesondere fast iiberall endlich. Ist X € £, (2, F, P),
so zerlegen wir X in Positiv- und Negativteil X = X — X~ und setzen

EX|G)=EXT|G)-EX |9).
Diese Zufallsgrosse erfiillt offensichtlich (3.2) und ist integrierbar.
FEindeutigkeit: Sind f, g zwei G-m.b. Zufallsgrossen mit fB fdP = fBgdP fiir alle
B € G, so folgt sehr einfach f = ¢ P-f.ii.. m
Man beachte, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten einfach Spezialfiille von bedingten
Erwartungswerten sind:
P(A|G)=E(1a]9).

Der folgende Satz ist eine Auflistung der wichtigsten Eigenschaften bedingter Erwar-
tungswerte.
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Satz 3.8
Es seien X, X1, X5 € L£1(Q,F, P), und G sowie G’ seien Teil-o-Algebren von F. Dann
gelten:

1. Ist G die triviale o-Algebra, das heisst G = {(),Q}, so gilt E(X |G) = E(X) fast
sicher.

Ist X G-messbar, so gilt E(X |G) = X fast sicher.

Sind a1, a2 € R, so gilt E(a1X1+a2X2|G) = a1 E(X1|G)+asFE (X2 |G) fast sicher.
Ist X >0, so ist E(X |G) > 0 fast sicher.

Es gilt |[E(X | G)| < E(|X||G) fast sicher.

Ist G' C G, sogilt E(X|G")=E(E(X|G)|G) fast sicher.

NS vk N

Sind X und G unabhéngig, so gilt E(X |G) = E(X) fast sicher.!

Beweis. 1. Da E(X | G) G-m.b. ist, so muss es fast sicher konstant sein. Wegen [, E(X |G)dP =
Jo X dP folgt die Behauptung.

2. Folgt unmittelbar aus der Definition des bedingten Erwartungswertes.

3. Sei Y die rechte Seite der behaupteten Gleichung. Dann gilt fiir alle D € G:

/YdP:al/E(X1|g)dP+a2/E(X2|g)dP
D D D

:al/ X1 dP+a2/ ngP:/(a1X1+a2X2)dP.
D D D

Ausserdem ist Y natiirlich G-messbar, erfiillt also die definierenden Eigenschaften fiir
einen bedingten Erwartungswert von a1 X7 + a3 X gegeben G.

4. Fiir alle D € G gilt fDE(X\g)dP = fDXdP >0.Ist D={FE(X]|G) <0}, so
folgt P(D) = 0.

5.Wegen E(X |G) = E(X*|G) — E(X™|G) folgt

[E(X[9)| < E(XT[G)+EX™|G)=E(X]|G).

6. Sei wieder Y die rechte Seite der behaupteten Gleichung, und sei D’ € G’. Dann
gilt [, YdP = [, E(X|G)dP = [,, XdP,da D" € G ist. Da Y G’-messbar ist, folgt
die Aussage.

7.Die konstante Abbildung w +— FE(X) ist natiirlich G-messbar. Fiir D € G gilt wegen
der Unabhingigkeit

/ X dP = E(1pX) = P(D)E(X) :/ E(X)dP.
D D

'Fiir mathematische Puristen sind die obigen Formulierungen ganz leicht anriichig: Der Satz von
Radon-Nidkodym liefert die entsprechenden Objekte ohnehin nur bis auf f.s.-Gleichheit. Genau genom-
men sollte man daher die bedingten Erwartungswerte als Aquivalenzklassen unter f.s.-Gleichheit auffas-
sen. Dann sind die obigen Gleichungen einfach Gleichungen zwischen Aquivalenzklassen und man kann
sich die stéindige Wiederholung von ,fast sicher“ ersparen.
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]
Fiir bedingte Erwartungswerte gelten die iiblichen Konvergenzséitze entsprechend:

Satz 3.9
Seien X,, n € N, und X integrierbare Zufallsgrossen und G sei eine Teil-o-Algebra von

F.
a) Gilt X,, > 0 und X,, 1 X f.s., so folgt E(X,,|G) 1 E(X|G) Ls.
b) Gilt X,, > 0 und X,, — X fs., so gilt das Lemma von Fatou:

E(X|G) <liminf E(X, | G) f.s.

c) Existiert Y € L1 mit |X,| <Y fs. fiir allen € N, und X,, — X f.s., so gilt:

E(X|G) = lim E(X,|0) ts.

Beweis. Wir beweisen nur a). b) und c¢) folgen dann in gleicher Weise wie das Lemma
von Fatou und der Satz von Lebesgue.

Aus X, < X411 < X fast sicher fiir alle n € N folgt E(X,,|G) < E(X,41|9) <
E(X | G) fast sicher fiir alle n € N. Die Folge (E(X,, | G))nen konvergiert also fast sicher
gegen eine G-messbare Zufallsgrosse Y mit Y < E(X | G). Fiir alle D € G gilt

/( (X|G)—Y)dP = /XdP /YdP
D
:/XdP—/ lim E(X»|G)dP
DTL—)OO
/XdP— lim E(X |G)dP

n—oo

n—oo

/XdP—hm X, dP =0.

Somit folgt Y = E(X | G) fast sicher. m

Satz 3.10
Seien X, Y € L1 und X -Y € L;. Ist Y G-messbar, so gilt E(YX |G) =YE(X |G) fast

sicher.

Beweis. Sind X >0 und Y = 1p mit D € G, so folgt fiir jedes D' € G

YE(X|G)dP = E(X|G)dP = XdP= [ 1pXdP.
D’ DnND’ DD’ D’

Somit erfiillt YE(X |G) die definierenden Eigenschaften eines bedingten Erwartungs-
wertes von Y X gegeben G, das heisst, es gilt YE(X |G) = E(XY | G) fast sicher.
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Der allgemeine Fall folgt dann auf die iibliche Weise mit einem montonen Klassen-
arguement. H

Wir wollen noch den wichtigen Spezialfall betrachten, wo G die von einer Zufallsgrésse
7 erzeugt o-Algebra ist. Wir konnen annehmen, dass Z Werte in einem allgemeinen
messbaren Raum (S, S) annimmt. Ist X eine integrierbare Zufallsgrosse (reellwertig), so
schreibt man meist F (X | Z) anstelle von E (X |0 (Z)). E(X | Z) ist also eine auf Q
definierte, integrierbare, o (Z) messbare Zufallsgrosse. Wir verwenden nun das folgende
einfache Resultat:

Lemma 3.11

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,S) ein messbarer Raum und F : Q —
S eine messbare Abbildung. Eine (reellwertige) Funktion f : Q@ — R ist genau dann
o (F) — B-m.b., wenn eine Funktion eine S — B-m.b. Abbildung ¢ : S — R existiert mit
f = o F. ¢ ist eindeutig durch F bestimmt, bis auf PF~'-f.s.-Gleichheit.

Der Beweis ist nicht sehr schwierig, soll aber hier nicht gegeben werden. Falls ¢ mit
f = po F existiert, so ist f offensichtlich o (F')-m.b. Etwas schwieriger zu zeigen ist die
Existenz.

Unter verwendung dieses Lemmas sehen wir, dass wir E (X | Z) iiber (S,S) fakto-
risieren konnen, d.h. es gibt eine messbare Abbildung, nennen wir sie ad hoc wieder
p: S — R, mit

EX|2)(w)=¢(Z(w)),

und ¢ ist eindeutig bis auf PF~!-f.s.-Gleichheit. Man schreibt diese Abbildung meist
als E(X | Z="), oder unter Betonung des Arguments E (X | Z =z), z € S. Unter
Verwendung des Transformationssatzes sehen wir sofort, dass diese Funktion auf .S durch
die Eigenschaft

/E(X\Z:z)le(dz):/ XdP, VA€ S
A Z-1(A)

charakterisiert ist.

Wenn Z eine Zufallsgrosse ist, die nur abzéhlbar viele Werte annimit, mit P (Z = z) >
0 fiir alle z im Wertebereich von Z, so ist E (X | Z = z) natiirlich einfach der elementar
definierte bedingte Erwartungswert, d.h. der Erwartungswert von X beziiglich des Wahr-
scheinlichkeitsmasses A — P (A | Z = z), das wegen P (Z = z) > 0 elementar definiert
ist. Der Leser moge sich das als Ubungsaufgabe iiberlegen.

4 Brownsche Bewegung

4.1 Stochastische Prozesse

Die Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozess mit Zeitparameter ¢t € R*. Wir
hatten bisher derartige Prozesse nicht betrachtet; ihre Definition macht jedoch keinerlei
Schwierigkeiten.
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Definition 4.1
1. Ein stochastischer Prozess mit stetigem Zeitparameter X = {X;};cp+ ist
eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definierte Familie von (R, B)-
wertigen Zufallsgréssen. Die reellwertigen Funktionen RT > t — Xy(w) heissen die
Pfade des stochastischen Prozesses.

2. X hat stetige Pfade (kurz: ist ein stetiger stochastischer Prozess), wenn fiir jedes
w € Q die Abbildung R* 3t — X;(w) stetig ist.

Analog wie friiher betrachten wir die endlichdimensionalen Verteilungen (kurz e.d. Ver-
teilungen) eines stochastischen Prozesses X = {X;}cp+-
Fir0<t) <ty < - <tp, sei

Bty,tn "= P(Xt17Xt27 ceey th)_l'

Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (R™, B"). Die Familie dieser Wahrscheinlich-
keitsmasse heisst die Familie der e.d. Verteilungen von X. Fiir a;,b; e R, 1 <1 < n,
a; < b; ist also etwa

Mtl,...,tn((alvbl] X (a27b2] X X (a'rubn])
= P(a1 < X1 <b,a3 < Xo <bo,...,an <Xn§bn)

Diese Familie von Verteilungen besitzt offenbar die folgende Vertréglichkeitseigen-
schaft: Fiir t; <te <---<tpund je {1,...,n} ist

Fotg oty 15t 1sestn — Ntl,...,tn%—l,
wobei ¢; die Projektion R" — R
(Ll?l, e ,l‘n) — ({I}l, e 7$j71733j+1; e ,l‘n)
ist.

Definition 4.2
Eine Familie { jt;, 4 :n € N, 1 <--- <, } von endlichdimensionalen Verteilungen,
die diese Bedingung erfiillt, nennen wir vertréglich.

Definition 4.3
a) FEin stochastischer Prozess { X };cp+ heisst Gauss-Prozess, wenn alle e.d. Vertei-
Iungen Normalverteilungen sind.

b) Ein Gauss-Prozess heisst zentriert, wenn EX; = 0 fiir alle t € R™ gilt.

Eine n-dimensionale Normalverteilung g auf (R™, B™) ist vollstéindig durch die An-
gabe des Vektors der Erwartungswerte m = (mq,...,my)

m; := /wiu(daj)
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und durch die (symmetrische, positiv semidefinite) Kovarianzmatrix ¥ = (oy;)

045 = /(ﬂfz —m;)(z; —my) p(dx)

festgelegt (Satz 2.24).
Ist X = {X¢}ier ein Gauss-Prozess, so sei die Funktion m : Rt — R definiert durch

m(t) = EXy, (4.1)
und die Kovarianzfunktion o : Rt x R™ — R durch
o(t,s) = cov(Xy, Xs). (4.2)
Die obigen Uberlegungen fiihren direkt auf den untenstehenden Satzes.

Satz 4.4
a) Ist X ein Gauss-Prozess, so sind die e.d. Verteilungen festgelegt durch die Funk-
tionen m : RT - R, o0 : Rt x RT — R.

b) o hat die folgenden Eigenschaften:

e o(t,s) =o(s,t), Vs, t € RT.

o Fiirty,...,t, € RT is die symmetrische Matrix {o(t;, ;) }1<i j<n pOSitiv semi-
definit.

Es lidsst sich nachweisen, dass zu Funktionen m und o, die die obigen Bedingungen
erfiillen, ein zugehoriger Gauss-Prozess existiert. Wir wollen das hier nicht beweisen,
da wir eigentlich nur an der Brownschen Bewegung interessiert sind und diese direkt
konstruieren werden.

Wir interessieren uns hier nur fiir stetige stochastische Prozesse. Ein derartiger Pro-
zess X definiert offenbar eine Abbildung Q@ — C (R'), wobei C (R*) die Menge der
stetigen reellwertigen Funktionen auf R ist. Wir schreiben nachfolgend einfach C' fiir
C (RT). Die Abbildung ist gegeben durch w — X.(w) € C, die wir der Einfachheit
halber auch mit X bezeichnen. Auf C' definieren wir die o-Algebra C, die von den Aus-
wertungsabbildungen 7 : C — R, C 3 f — m, (f) := f(t) € R, erzeugt wird. Es ist
offensichtlich, dass X eine messbare Abbildung (X,F) — (C,C) ist. Die Verteilung
des stetigen stochastischen Prozesses X ist dann das induzierte Wahrscheinlichkeitsmass

PX~1auf (C,C).

Lemma 4.5
Die Verteilung eines stetigen stochastischen Prozesses auf (C,C) wird durch seine e.d.
Verteilungen eindeutig festgelegt.

Beweis. Das ist das iibliche Argument: Die Mengen der Form 71';1 (A1)N.. .ﬁﬂ';kl (Ag),
k€N, ty,...,t, € RT, Ay,..., A, € B bilden ein durchschnittstabiles Erzeugenden-
system von C. Die e.d. Verteilungen von X legen PX ! offensichtlich auf den Mengen
dieser Form fest. m
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Wie schon im vorletzten Kapitel im Falle von stochastischen Prozessen mit diskretem
Zeitparameter diskutiert, ist das Problem, einen stetigen stochastischen Prozess zu kon-
struieren einfach das Problem, ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (C,C) zu konstruieren,
sodass die Projektionen {m;}, p+ die richtigen e.d. Verteilungen haben.

Beispiel 4.6
Sei o : RT x RT — R definiert durch o(t, s) := min(t, s). Dann erfiillt o die Bedingungen
b) von Satz 4.4.

Beweis. Die Symmetrie ist klar. Wir miissen nur den zweiten Teil zeigen. Seien 0 < t; <
+++ < tp,. Wir miissen nachweisen, dass fiir einen beliebigen Vektor A = (A1,...,\,) € R"
die Ungleichung

n

D oltit))Air; = 0

i,j=1
gilt.
Wir setzen tg := 0. Eine elementare Umformung ergibt sofort:
n n n 2
Z min(ti,tj))\i)\j = Z(tk — tk—l) (Z Az) 2 0.
ij=1 k=1 i=k

Definition 4.7
FEin zentrierter Gauss Prozess X={X;};cp+ mit EX;X; = t A s := min(¢,s) fiir alle
t,s > 0 heisst Brownsche Bewegung.

4.2 Die Lévy—Ciesielski Konstruktion der Brownschen Bewegung

Wir konstruieren in diesem Abschnitt eine stetige Brownsche Bewegung. Wir sind zu-
néchst bescheiden und schrinken uns auf das Zeitintervall [0, 1] ein. Wir brauchen einige
Fakten tiber (reelle) Hilbertriume, die als bekannt vorausgesetzt werden. Hier eine Zu-
sammenstellung:

Ein reeller Hilbertraum H ist ein R-Vektorraum, versehen mit einem positive
definiten Skalarprodukt (-,-) und zugehoriger Norm |z| := +/(x,z), der beziiglich
dieser Norm vollstéindig ist. Der Hilbertraum heisst separabel, falls eine abzihlba-
re dichte Teilmenge in H existiert. Eine abzdhlbare Folge {hy}, .y heisst vollstéandi-

ge Orthonormalbasis von H, falls (h;, h;j) = 0;5, 4,5 € N gilt, und falls die Menge
{Zf:le anhn, : N €N, a1,...,ay € R} dicht in H ist. (Vorsicht: Das ist keine Basis im
Sinne der Linearen Algebra: Dort wiirde man verlangen, dass diese Menge gleich H ist).
Hier die Fakten, die wir benétigen:

e L2[0,1], die Menge der (Aquivalenzklassen von) reellwertigen quadratintegrierba-
ren Funktionen auf [0, 1], versehen mit

1
(f.g) = /0 F(0)g() dt
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ist ein separabler Hilbertraum.
e Jeder separable Hilbertraum besitzt eine vollstindige Orthonormalbasis.
e Ist H ein separabler Hilbertraum und ist {hy}, oy eine Folge mit
(hiy hj) = dij, 1,5 €N, (4.3)
so ist diese Folge genau dann eine vollstindige Orthonormalbasis wenn
{r e H:(z,h,) =0, Yn € N} = {0} (4.4)
gilt.

o Ist {h,},cn eine vollstindige Orthonormalbasis, so gilt fiir z,y € H

o

(@,y) = > (@, hn) (Y, hn). (4.5)

n=1

Ausgangspunkt der Lévy-Ciesielski-Konstruktion ist eine spezielle vollstéindige Or-
thonormalbasis von L2[0,1], die sogenannte Haar Basis. Sie ist definiert durch:

fo(?)

1,
und firn e N, 1 < k<271

2n=1/2  fiir ¢t € [(2k —2)27", (2k — 1)277)
far(t) =< —20-D/2 fiir t € [(2k — 1)27™, 2k277)

0 sonst.

Lemma 4.8
F = {fo}U{far:n €N1<Fk<2"1} ist eine vollstindige Orthonormalbasis von
L?[0,1].

Beweis. (4.3) ist eine einfache Rechnung. Wir beweisen (4.4). Sei h € L?[0, 1] mit
(h, fok) =0 fir alle n, k (4.6)

h ist natiirlich auch integrierbar. Wir zeigen, dass fiir 0 < a < b < 1 die Gleichung

b
/ hdt =0 (4.7)

gilt. Eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf [0, 1], die diese Eigenschaft hat, ist gleich
0, fast iiberall. (Falls nicht bekannt: Einfache Ubungsaufgabe zur Masstheorie).
Zunichst folgt aus (4.6), (h,1) = 0. Wir zeigen nun mit Induktion nach n € N, dass

k2™
/ hdt=0, neN,1<k<2” (4.8)
(k—1)2—n
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gilt. Zunéchst n = 1. Aus (4.6) folgt

1/2 1
0:<h,f1,1>=/ hdt—/ hdt.
0 1/2

Zusammen mit fol hdt = 0 folgt (4.8) fiir n = 1.
Nun der Induktionsschluss: Sei n > 2 und 1 < k < 2"~ 1. Nach Induktionsvorausset-

zung gilt
k27n+1

/ hdt =0,
(k—1)2-n+1

und aus (4.6) folgt

2k—1)2— " 2k2— "
0 = 2(n—1)/2 - hdt — 2<“1>/2/ h dt.
(2k—2)2— (2k—1)2—"

(2k—1)2~" 2k2~ "
/ hdt = / hdt = 0.
(2k—2)2—" (2k—1)2—7
Damit ist (4.8) bewiesen.
Aus (4.8) folgt, dass fir 0 <a<b<1l,a,beD:={k27":neN0<k<2"} die
Gleichung ff hdt = 0 gilt. Da D dicht in [0, 1] liegt, folgt mit einer einfachen Anwendung

des Satzes von Lebesgue (4.7). m
Aus dem Lemma 4.8 folgt die Parcevalsche Gleichung (4.5), in unserem Spezialfall:

Daraus folgt

0o 2n71
(h1,ha) = (ha, fo) (fo, ha) + D > (b1, fuk) (ks ha). (4.9)
n=1 k=1
Wir setzen Fy(t fo fo(s)dsund firn e N, 1 <k <2771 F, (¢ fo Jnk(s

Es seien nun 50, fn,ka n e N 1 < k < 271 unabhingige 5tandard normalvertellte
Zufallsgrossen, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Die Existenz einer
derartigen Folge wurde in Abschnitt 7?7 gezeigt (Beispiel 1.60 a)).

Wir definieren fiir N € N, t € [0,1], w € Q:

2n—1

N
BV (w) = Fo()o) + Y . Fup(t)é, (w). (4.10)
n=1 k=1

Zunichst zwei triviale Beobachtungen:
e Fiir alle N € N, w € Q ist BgN)(w) stetig in t € [0, 1] mit BéN)(w) = 0. BIN) =
{BﬁN)}te[m] ist daher ein stetiger stochastischer Prozess.
o Fir 0 <t < --- <t <1 ist der Zufallsvektor (Bt(fv), . ,Bt(iv)) normalverteilt
und zentriert. B®Y) ist daher fiir jedes N ein zentrierter stetiger Gauss-Prozess.
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Wir wollen nun nachweisen, dass die Folge der Prozesse BW) in einem zu prizisie-
renden Sinn gegen eine Brownsche Bewegung konvergiert. Der Beweis dieser Aussage
besteht aus einem einfachen Teil, und einem schwierigeren. Der einfache Teil besteht
darin zu zeigen, dass

lim F (BgN)BiN)) = min (s, 1)

N—o0

ist. Das hat nichts mit der speziell gewihlten Haar-Basis zu tun hat. Die Aussage ist
richtig mit jedem vollstindigen Orthonormalsystem:

Lemma 4.9

Sei {hn},,cn €in vollstdndiges Orthonormalsystem in Lo [0, 1], seien H,, (1) := fg hy, (s) ds,
und seien unabhingige, standard Normalverteilte Zufallsgrossen &,, n € N gegeben.
Dann gilt

Jin 2 (0 6t (Y] € (9)) = min (5.0
fiir alle s,t € [0,1].

Beweis. Das ist einfach ein Spezialfall der Parcevalschen Gleichung: Fiir N — oo gilt

N N N
E (Z &t (1) Z & Hn (3)> = Z Hy (t) Hy (s)
= 3 (togh) (Losha)

— <1[0,t]1[0,s}> = min (s,1).

]

Dieses Lemma legt nahe, dass limy_.oo Zf:f:l &, Hy, (+) eine Brownsche Bewegung
ist, gleichgtiltig, ob wir die Haar-Basis verwendet haben oder eine andere vollstindige
Orthonormalbasis. Es gibt jedoch noch zwei Probleme. Als Erstes miissen wir prézisieren,
in welchem Sinn der Limes iiberhaupt existiert. Fiir dieses Problem ist die spezielle Haar-

Basis sehr niitzlich. Im untenstehenden Satz nehmen wir also an, dass BISN) wie oben in

(4.10) definiert ist.

Lemma 4.10

Es existiert Qo € F mit P(Qy) = 1, so dass fiir alle w € g die Folge von stetigen

Funktionen [0,1] 5 t — Bt(N) (w) gleichmissig auf [0, 1] gegen eine Funktion t — Bi(w)

konvergiert.

Beweis. Wir betrachten

21\771

DM (w) == BM(w) = BN V(w) = Y Fnva(t)en rw).
k=1

Die Funktionen F}, ; haben die folgenden Eigenschaften:
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Fox (t) >0, Vt. (4.11)
{t: Fup(t) >0} = ((k—1)27" k2l (4.12)

max Fy i (t) = 9~ (nt+1)/2 (4.13)
Aus (4.12) und (4.13) folgt
sup | Df" (w)] < 27V (w), (4.14)
wobei £y 1= max;<j<on-1 € k| ist. Demzufolge ist fiir jedes z > 0:

P (supt ’Dt(N)| > JU) < P(Ey = 20HD/2g)
2N71P(’€N,1‘ > 2N/ 2g) (4.15)
= 2V (1- 0N/

IN

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist:

y
<I>(?/)=/ ! e /2 ds.

oo V2T

Wir verwenden nun die Ungleichung

1 2
1-®(y) < e V)2,
(y) < Nor

fir y > 0 (Ubungsaufgabe in WT), und setzen in (4.15) x := %Q_N/Q ein. Dann ergibt
sich

P <Sup D] > ;VQN/2> <oV (1 - @(N/\/i))
t

L] ]

R
N

FEine elementare Rechnung ergibt, dass die Reihe

konvergiert. Wir setzen



Aus dem Borel-Cantelli Lemma folgt, dass P(£2§) = 0 und daher P(£y) = 1 gilt. Fiir
w € Qg existiert m(w), so dass fiir alle N > m(w)

N
sgplDiV(w)l < 522

gilt. Da 3" N27V/2 < o ist, folgt, dass fiir w € Qg die Funktionenfolge (B.(N) (w))Nen
gleichméissig konvergiert. Wir setzen B(w) = limy_,0 Bt(N) (w), w € Qp, was wegen der
gleichmiissigen Konvergenz stetig in ¢ ist. Ferner gilt natiirlich By(w) =0. =

Wir schrinken nun die Definition von B = (By) auf g ein. Wegen g € F konnen
wir natiirlich auch die o-Algebra einschrinken: Fo:={A € F: A C Qp}, und P auf F
einschrénken, wofiir wir Py schreiben. Wegen P (£29) = 1 ist natiirlich Py ein Wahrschein-
lichkeitsmass. B ist daher ein auf (Qq, Fo, Py) definierter stetiger stochastischer Prozess.
Der Einfachheit halber lassen wir den Index 0 gleich wieder weg.

Satz 4.11
Der so konstruierte Prozess B = (Bt)te[o,l] ist eine stetige Brownsche Bewegung.

Beweis. Wir haben schon fast alles gezeigt. Wir wissen aus Lemma 4.10, dass B ein
stetiger stochastischer Prozess ist und aus Lemma 4.9, dass

lim F (Bt(N)BgN)> = min (s, )

N—oo

ist. Wir haben jedoch zwei Dinge noch nicht gezeigt: Erstens, dass der Limes mit dem
Erwartungswert vertauscht, d.h. dass

E (B¢Bs) = min (s,t)

gilt und zweitens, dass B iiberhaupt ein Gauss-Prozess ist. Fiir jedes N ist (BISN)

)te[o,l]
natiirlich ein Gauss-Prozess. Was uns noch fehlt ist das nachfolgende Lemma, das wir
etwas allgemeiner formulieren, als wir es hier benstigen wiirden. m

Lemma 4.12

Sei X(N) = (X{N)7 ce ,X;N)), N € N, eine Folge von normalverteilten Zufallsvektoren,
die in Wahrscheinlichkeit gegen einen Zufallsvektor X = (X,..., Xy) konvergiert. Dann
ist X ebenfalls normalverteilt, und es gelten

EX; = lim EX™),

N—o00
COV(XZ',X]‘) = I\Pm Cov(Xi(N)ij(.N))'

Beweis. Wir verwenden charakteristische Funktionen. Fiir ¢ € R? gilt

E(expli(t,X)]) = lim E(exp [i<t,X(N)>D (4.16)

N—o0
A}i_n)looexp [z <t, a(N)> — % <t,E(N)t>} ,
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wobei aN) der Vektor der Erwartungswerte ist: V) = (EX%N)

(N)

,...,EXéN)) und )

die positive semidefinite Kovarianzmatrix von X'/, Hier haben wir die folgende Verall-
gemeinerung des Satzes von Lebesgue verwendet: Falls die Folge X (V) in Wahrschein-
lichkeit gegen X konvergiert und falls f : RY — R eine stetige und beschrinkte Funktion
ist, so gilt limpy_,o0 Ef (X (N )) = Ef(X). Der Leser moge sich dies als Ubungsaufgabe
iiberlegen.

Aus der Existenz des Limes auf der rechten Seite von (4.16), fiir jedes t € R%
folgt jedoch sofort die Existenz der Limiten a := limy_. a®™ und ¥ = limpy_ 0o =)
(einfache Ubungsaufgabe zu Diff-Int) und dass ¥ positiv semidefinit ist. Damit ergibt
sich

zuamuumpzwpiww—%ajw.

Somit ist X normalverteilt mit Mittel a und Kovarianzmatrix . Damit ist das Lemma
bewiesen. m

Wir haben somit die Brownsche Bewegung auf dem Zeitintervall [0, 1] konstruiert. Es
verbleibt noch, eine stetige Brownsche Bewegung mit Zeitachse R™ zu konstruieren. Dazu
verwenden wir die oben konstruierte Brownsche Bewegung { B },¢(0,1) und definieren fiir
0<t<oo

Bt = (]. + t)B(l-‘rt)_l - Bl

Satz 4.13
{Bi}+>0 ist eine stetige Brownsche Bewegung.

Beweis. {Bt}tzo ist evidenterweise ein stetiger zentrierter Gauss Prozess mit By = 0.
Es bleibt daher nur noch die Aufgabe, die Kovarianzfunktion auszurechnen.

E(B,B) = (1+t)(1+5)E <B <]L1H>B<1is>>

1 1
—(1+t)EB——B; — (1 EBiB—— + E (B?
(L+)EB{—— B1 — (L+ s)EBIB—— + (B)

= (I+t)AN(1+s)—1=tAs.
|

Bemerkung 4.14

FEine stetige Brownsche Bewegung ist in gewissem Sinne nicht eindeutig, denn fiir die
Wahl des Wahrscheinlichkeitsraumes und der Abbildungen By : 2 — R gibt es viele Mog-
lichkeiten. Eindeutig ist hingegen die Verteilung W := PB~! auf (C,C). W nennt man
auch das Wiener Mass (nach Norbert Wiener, der dieses Mass zuerst mathematisch
prizise konstruiert hat).

4.3 Einfache Eigenschaften der Brownschen Bewegung

Die Brownsche Bewegung hat einige einfache aber wichtige Skalierungseigenschaften.
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Satz 4.15
Sei { B;}+>0 eine stetige Brownsche Bewegung.

a) Der Prozess {—Bi}>0 ist eine stetige Brownsche Bewegung.
b) Fiir jedes \ > 0 ist {\/XBt/)\}tZO eine stetige Brownsche Bewegung.
c¢) Fiir jedes w > 0 ist {Bi1y — By }t>0 eine stetige Brownsche Bewegung.

d) Der Prozess {tB /t}tZO mit 0By g := 0 ist eine Brownsche Bewegung. Es existiert
Qo € F mit P(Qp) =1 und
limtB 0
tll%l 1¢(w) =
fiir w € Qo. {tBy}t>0, eingeschrinkt auf o, ist somit eine stetige Brownsche
Bewegung.

Beweis. Die Stetigkeit in a), b), ¢) und in d) auf (0, c0) ist klar, ebenso, dass die Prozesse
zentrierte Gauss-Prozesse sind. Um nachzuweisen, dass es Brownsche Bewegungen sind,
miissen wir also nur die Kovarianzen ausrechnen. Seien s,t > 0

E((=Bs)(—Bt)) = E(BsBy) = s A t.
E(VAB,/\WAB ) = M3) A (L) = s At.
E((Bsquy — Bu)(Biguw — By)) = (s+u) ANt +u) —u=sAt.

a)
b)
c)
d) Hier setzen wir s,t > 0 voraus: E(sBy/,tB;)) = st(+ A1) = s At. Mit unserer
Festsetzung von 0B, o := 0 gilt dies jedoch auch fiir s oder t=0.

Es bleibt noch die letzte Behauptung in d) nachzuweisen. Dies ist nun ziemlich evi-
dent: Da X; := tB;, schon stetig auf (0,00) ist, ist die Stetigkeit in 0 ein messbares
Ereignis:

Qo= {w:limp Xy(w)=0}= () | [\ {XJ<1/m}er

meN neN seQn(0,1/n]

Offensichtlich ergibt sich P (€y) aus der Kenntnis der e.d. Verteilungen. Wir wissen
jedoch schon, dass eine stetige Brownsche Bewegung existiert. Somit ist P (€) gleich
dem Wert, den dieser Ausdruck fiir eine stetige Brownsche Bewegung hétte, also gleich
1. m

Wir weisen nun nach, dass die Pfade der Brownschen Bewegung fast sicher nirgends
differenzierbar sind. Genauer:

Satz 4.16
B = {B:}+>0 sei eine stetige Brownsche Bewegung. Dann existiert Qg € F mit P(§) =
1, so dass fiir alle w € Qq die Funktion t — By(w) in keinem Punkt differenzierbar ist.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes N > 0 die Pfade der Brownschen Bewegung
fast sicher nirgends differenzierbar auf dem Zeitintervall [0, N] sind. Der notationellen
Einfachheit halber nehmen wir N = 1. Sei f : [0,00) — R eine stetige Funktion, die
differenzierbar in mindestens einem Punkt s € [0, 1] ist. Per Definition existiert dann
limy s (f(t) — f(s))/(t — s) € R. Dies impliziert insbesondere, dass ¢ > 0 und [ € N
existieren mit |f(t) — f(s)| < Ut —s) fir s <t < s+e. Ist n>m:=[4] + 1, so gilt mit
i:=[ns]+1:
i i+ 3

§<—< o< ——<s+e,
n n

und demzufolge fiir j =i+ 1,44+ 2,7+ 3:
) = ()
n n n
s) +1 <‘7_1 —s> < n
n n

Wir haben somit gezeigt, dass, wenn f in mindestens einem Punkt € [0, 1] differenzierbar
ist, natiirliche Zahlen m, [ existieren, so dass fiir alle n > m eine Zahl ¢ € {1,...,n+ 1}
existiert, sodass fiir die drei Zahlen j =4 + 1,7 + 2,4 + 3 die folgende Ungleichung gilt:

J j—1 7l
(5 )=
n n n
Demzufolge ist fiir

wen=JU NU N {mn-som <2}

leENmeNn>m i=1 j=i+1

IN

IN
N
3 |~
|

die Funktion t — B;(w) nirgends auf [0, 1] differenzierbar. Offensichtlich ist N € F. Es
bleibt also zu zeigen, dass P(N) = 0 ist. Dafiir miissen wir einfach fiir jedes [, m

n+1 i+3 71
(ﬂn>m U- ﬂ] it {|Bj/n = B(j—1yml < n}) =0 (4.17)

nachweisen. Die Zufallsgréssen B;/, — B(j_1)/n,%+1 < j < 1+ 3, sind drei unabhéngige,
normalverteilte Zufallsgrossen mit Mittel 0 und Varianz 1/n, was man sofort aus den
Kovarianzen der Brownschen Bewegung ablesen kann. Demzufolge ist die linke Seite von

(4.17)

n+1 i+3 Tl
< liminf P (U ﬂ] z+1{ Bjm = B—1ml < n})

i+3 7l
< liminfn max P <ﬂj:i+1 {|Bj/n = Bgi—1y/ml < n})

n—00 1<i<n+1

no n ’ 3/2 141\
= liminfn / — exp {——xﬂ dr» <liminfn < ) <> =0.
n— oo —7l/n 2w 2 n—o00 2T n
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4.4 Prozesse mit unabhingigen Zuwichsen, Markoffeigenschaft

Die Brownsche Bewegung hat, wie man sagt, unabhdngige Zuwdichse (was wir im Beweis
von (4.17) implizit schon ausgenutzt haben). Wir wollen das nun etwas eingehender
untersuchen.

Definition 4.17
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Sei X = {X;};cpr+ ein auf (2, F, P) definierter stochastischer Prozess. Fiir t € R
sei F{¥ := 0(Xs: s € RY, s <t). Die Familie {F/ },cp+ heisst die zu X gehorende
Filtrierung.

b) Allgemeiner heisst eine Familie {F;};cr+ von Teil-o-Algebren eine Filtrierung
von F, wenn Fy C F; fiir alle s,t € R mit s < t gilt.

c¢) Ein stochastischer Prozess {X;};cr+ heisst angepasst (oder adaptiert) an eine
Filtrierung {F;},cr+, wenn fiir jedes t € RT die Zufallsgrosse X; beziiglich F;-
messbar ist.

Offenbar ist X = {X;},cr+ genau dann {F;},cp+-angepasst, wenn F;X C F; fiir jedes
t € Rt gilt. Natiirlich ist X stets {F;* },cp+-angepasst.

Definition 4.18

FEin stochastischer Prozess, der angepasst an eine Filtrierung {F;};cr+ ist, hat unab-
héingige Zuwéichse beziiglich {F;}cr+, falls fiir jedes t € Rt der stochastische Prozess
{Xs — Xi}selt,o0) und Fy unabhiingig sind. Man sagt einfach, X habe unabhingige Zu-
wichse, falls er unabhéngige Zuwéchse beztiglich {F{<},cr+ hat.

Im Moment mag es etwas unklar sein, weshalb wir in der Definition 4.18 eine allge-
meinere Filtrierung als {F7X },cp+ zulassen. Es gibt aber dafiir eine Reihe von Griinden,
die spéter klar werden.

Lemma 4.19

Seien X = (X1,..., Xp) undY = (Y1,...,Y,) zwei Zufallsvektoren. x(x y) : R"™ — C
sei die charakteristische Funktion des Vektors (Xi,...,Xm,Y1,...,Y,) und xx, Xy
seien die charakteristischen Funktion von X bzw. Y. Dann sind X und Y genau dann
unabhéingig, wenn fiir alle (s1,...,8m,t1,...,t,) € R"™ die Gleichung

X(X,Y) (81,...,Sm,t1,...,tn) = Xx (517---73m)XY (tl,...,tn).

Beweis. Aus der Unabhingigkeit folgt sofort diese Faktorisierung. Wir zeigen die Um-
kehrung. Die rechte Seite der obigen Gleichung ist offensichtlich die charakteristische
Funktion des Produktmasses pty ® py, wobei py und gy die Verteilungen von X bzw.
Y sind. Da charakteristische Funktionen die Verteilungen eindeutig charakterisieren,
folgt, dass py ® uy die Verteilung von (Xi,..., X, Y7,...,Y,) ist. Daraus folgt die
Unabhingigkeit von X und Y. m
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Lemma 4.20
Seien (X1, ..., Xm) und (Y1, ...,Y,) zwei normalverteilte Zufallsvektoren. Sie sind genau
dann unabhéngig, wenn cov (X;,Y;) =0 fiir 1 <i<m, 1 <j <mn gilt.

Beweis. Lemma 4.19. m

Satz 4.21
Eine Brownsche Bewegung B = {By}+>¢ hat unabhingige Zuwéchse.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass fiir jedes ¢ die o-Algebren G := F? und H :=
o ((Bs — By) : s > t) unabhiingig sind. Es reicht dafiir aus, die Unabhiingigkeit von zwei
durchschnittstabilen Erzeugendensystemen von G bzw. H zu zeigen. Ein durchschnitt-
stabiles Erzeugendensystem von G ist

U o (Byy, ..., By,

m, 0<t1 <<ty <t

und von H :
U  o(By—Bi....B., — By
m, t<s1<---<Sp
Es geniigt also einfach zu zeigen, dass fiir 0 < ¢ < -+ - <ty <tundt <51 < -+ <
sp, die Zufallsvektoren (By,..., By, ) und (Bs, — By, ..., Bs, — B;) unabhingig sind.
Beide Vektoren sind gemeinsam normalverteilt. Nach Lemma 4.20 miissen wir nur die
Kovarianzen ausrechnen:

COV(Bti,BSj - Bt) = E(Bti(st - Bt)) = tl A S5 — tz At=20

firl<i<mund1<j;j<n. m
Prozesse mit unabhéngigen Zuwichsen sind Beispiele von Markoffprozessen.

Definition 4.22
Es sei {Fi}ier+ eine Filtrierung. Ein {F;};cr+-angepasster stochastischer Prozess X =
{Xi}ier+ heisst {Fi}tier+ -Markoffprozess, wenn fiir allet € R und A € o(X; : s €
RT,s>1t)

P(A|F)=P(A|X:) P-fast sicher (4.18)

gilt. Gilt (4.18) mit F; = F;* fiir allet € RT, so nennen wir X einfach Markoffprozess.

Bemerkung 4.23
1.

a) Da X; beziiglich F;-messbar ist, ist P(A | X;) natiirlich F;-messbar. Nach der
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist die Bedingung (4.18) also gleich-
bedeutend damit, dass fiir alle B € F;

P(ANB) :/ P(A| X;)dP
B

gilt.
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b) Gleichung (4.18) impliziert auf die iibliche Weise, dass fiir jede (X5 :s > ¢, s €
R*)-messbare und P-integrierbare Funktion ¢ : Q — R

E(p| F)=E(p| Xt) P-fast sicher

gilt: Ist ¢ eine Indikatorfunktion, so ist die Behauptung nur eine Umformulierung
von (4.18). Aus der Linearitit des bedingten Erwartungswertes folgt die Behaup-
tung fiir einfache ¢. Der Satz von Lebesgue in der Version fiir bedingte Erwar-
tungswerte (Satz 3.9 c¢)) iibertréigt das Resultat auf nichtnegative, messbare ¢,
woraus sich schliesslich die Behauptung fiir integrierbare ¢ ergibt.

Satz 4.24
FEin R-wertiger stochastischer Prozess X, der beziiglich einer Filtrierung {F;}icp+ un-
abhidngige Zuwéchse hat, ist ein {F;},cp+-Markoffprozess.

Beweis. Sei t € RT. Es geniigt, die Bedingung (4.18) fiir A’s aus einem durchschnitt-
stabilen Erzeugendensystem von o(Xs : s € Rt s > ¢) zu beweisen. Sei k& € N,
und sei 1) : R¥ — R eine beschriinkte messbare Funktion. Seien sq,...,s; € Rt mit
t <s1<--- < 8. Wir definieren eine beschriinkte messbare Funktion ¢ : R — R durch

o(x) :=FE@W(r+ (Xs; — Xp), ...,z + (X, — X4))) .

Nach Voraussetzung sind (X, — Xy, ..., X5, — X;) und F; unabhéingig. Nach dem Satz

von Fubini folgt fiir jedes B € F;

k

/SO(Xt)dP = /Tl)(Xt—F(XSl _Xt)7;Xt+(XSk —Xt))dp
B B

= /w(Xsl,...,XSk)dP:/E(¢(X31,...,Xsk)|.7-})dP.
B B

Demzufolge ist
o(Xy) = E(W(Xs,,...,Xs,) | Ft) P-fast sicher

was impliziert, dass die rechte Seite dieser Gleichung o(X;)-messbar ist, also gilt
EW( Xy, X)) | Ft) = E((Xsy, ..., Xs,) | X¢) P-fast sicher.
Hieraus folgt (4.18) fiir alle A € 0(X,,..., X, ). Da fiir t >0
U{o(Xay, o X)) iR EN, t <51 <o < 5}

ein durchsnittstabiles Erzeugendensystem von o(X; : s € R" s > t) ist, folgt die Be-
hauptung. =

Aus verschiedenen Griinden ist es manchmal bequem, wenn die verwendete Filtrie-
rung, wie man sagt, rechtsstetig ist. Sei {F;};c(0,00) €ine Filtrierung. Wir definieren

ftJr = ﬂ FS = m ~7:t+1/m‘

s:8>t m=1
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Definition 4.25
FEine Filtrierung heisst rechtsstetig falls F; = F; fiir alle t > 0 gilt.

Bemerkung 4.26
1.

a) Ist {F;}i>0 eine beliebige Filtrierung, so sieht man ganz leicht, dass {Fi4 }+>0 eine
rechtsstetige Filtrierung ist.

b) Die durch einen stochastischen Prozess X induzierte Filtrierung {F7* };>¢ ist in
der Regel nicht rechtsstetig, selbst wenn X stetig ist. Ist zum Beispiel Q = C0, c0)
und ist IT = {7 };>0 der Prozess der Auswertungsabbildungen, so ist {F}'};>0 nicht
rechtsstetig. So ist zum Beispiel fiir jedes ¢ € (0, 00) die Teilmenge { f € C : f ist
differenzierbar in ¢ } in F}} aber nicht in F}', was der Leser sich als Ubungsaufgabe
iiberlegen moge.

Es ist wichtig, dass fiir eine stetige Brownsche Bewegung B zwischen {F/ }>0 und
{FE }i>0 kein “grosser” Unterschied ist, wie wir nun nachweisen werden.

Satz 4.27
Eine stetige Brownsche Bewegung B = { By }4c[0,00) hat unabhingige Zuwéchse beziiglich

{Ft]:),k}te[o,oo)-

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Wahl von si,...,s; € (t,00) die o-Algebra
Fit und der Vektor (Bg, — By, ..., Bs, — B) der Zuwiichse unabhéngig sind. Um dies
nachzuweisen, wollen wir zeigen, dass fiir jedes A € .7-“,& und jede beschriankte stetige
Funktion ¢ : R¥ — R

E(lap(Xs, — Xy,..., X, — Xp)) = P(A)E(p(Xs, — Xy, ..., X, — X)) (4.19)

gilt. Hieraus ergibt sich der Satz wie folgt: Ist C' C RF abgeschlossen, so ist durch
o, () = max{0,1 — ndist(z,C)} fiir alle z € R* und n € N eine monoton fallende
Folge stetiger beschriankter Funktionen mit ¢, | 1¢ fiir n — oo definiert, und der
Satz von der majorisierten Konvergenz liefert Gleichung (4.19) fiir ¢ = 1¢. Da {C €
B* | (4.19) gilt fiir C'} ein Dynkinsystem ist, das den durchschnittstabilen Erzeuger
{C € B* | C abgeschlossen } von B* enthiilt, folgt (4.19) fiir alle ¢ = 1¢ mit C € B*.
Also sind das Ereignis A und der Vektor (B, — By, ..., Bs, — B;) unabhiingig.

Fiir den Beweis von (4.19) sei mg € N so gross gewihlt, dass ¢ + 1/mqg < s; fiir alle
je{1,...,k} gilt. Fiir jedes m > my ist A € ffrl/m, und aus Satz 4.21 folgt

E(1A¢(BS1 - Bt—i—l/m? ceey Bsk - Bt—i—l/m))
= P(A)E(SO(le - Bt+1/m7 s 7Bsk - Bt+1/m))'

Da die Pfade des Prozesses B insbesondere rechtsstetig in ¢ sind, konvergiert der Vektor
(Bsy = Bigi/ms - -+ Bs, — Byyiym) gegen (Bs; — By, ..., Bs, — By) fiir m — oo. Da ¢ als
beschrénkte stetige Funktion gew#hlt war, folgt (4.19) aus dieser Gleichung mit Hilfe
des Satzes von der majorisierten Konvergenz. m
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Korollar 4.28
Eine stetige Brownsche Bewegung B ist ein {F£ };>o-Markoffprozess.

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem vorangegangen Satz und Satz 4.24. m

Korollar 4.29 (Blumenthal 0-1-Gesetz)
Sei B = { B; }+>0 eine stetige Brownsche Bewegung. Fiir jedes A € F[i gilt P(A) € {0,1}.

Beweis. Ist A € .7-"(1)1, so folgt aus Korollar 4.28
14 = P(A|FZ) = P(A|By) = P(A) P-fast sicher,

da By = 0 ist. Multiplikation mit 14 liefert 14 = 1414 = P(A)14 P-fast sicher, also gilt
P(A) = E(14) = E(P(A)14) = P(A)?, woraus P(A) € {0,1} folgt. m

Das Blumenthalsche 0-1-Gesetz hat einige interessante Folgerungen. Hier ist ein Bei-
spiel:

Korollar 4.30

Sei {Bi}>0 eine stetige Brownsche Bewegung und sei € > 0. Fiir P-fast alle w €
wechselt der Pfad [0,00) 3 t — By(w) im Intervall [0, €] unendlich oft das Vorzeichen, das
heisst, mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert eine (von w abhédngige) Folge t1 > tg > -+ > 0
mit By, ,(w) >0 und By, (w) < 0 fiir alle k € N.

Beweis. Fiir jedes w aus dem Komplement des im Korollar beschriebenen Ereignisses
existiert eine natiirliche Zahl n mit w € A} := {B; > Ofir allet € [0,1/n]} oder
we A, :={B, <0 fiir alle t € [0,1/n]}. Es gelten A} C A} | und A, C A, sowie

A= () {B=0reF],
t€Qn(0,1/n]
und 4 € ffjn fiir alle n € N. Folglich sind A" := J,,cn A und A~ := J, ey 4y in FE.
Da nach Satz 4.15 auch {—B;}:>( eine stetige Brownsche Bewegung ist, gilt P(A1) =
P(A™). Wire P(A1) = 1, so wiire auch P(A~) = 1 und demzufolge P(AT N A~) = 1.
Da aber AT NA™ C U, en{B1/n = 0} ist und P(By,, = 0) = 0 fiir jedes n € N gilt, muss
P(AT N A7) = 0 sein. Nach Korollar 4.29 verbleibt also nur die Moglichkeit P(A™) = 0,
woraus P(AT U A7) =0 folgt. m

4.5 Die starke Markoff-Eigenschaft

Es sei B = {B;}+>0 eine stetige Brownsche Bewegung. Wir wollen in diesem Abschnitt
die Aussage von Satz 4.27 verallgemeinern, der besagt, dass fiir jedes ¢t € [0,00) der
Prozess {Biys — Bt}s>0 eine von f,fi unabhingige Brownsche Bewegung ist. Es wird
sich herausstellen, dass diese Aussage (nach einigen Prézisierungen) richtig bleibt, wenn
t durch eine zufillige Zeit ersetzt wird.
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Definition 4.31
(Q,F,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F;}+>o sei eine Filtrierung. Eine F-
messbare Abbildung 7 :  — [0,00] := [0,00) U {co} heisst {F;}-Stoppzeit, wenn
fiir alle t € [0, 00)

{7’ < t} eF
gilt.

Das folgende Lemma gibt einige einfache Eigenschaften von Stoppzeiten.

Lemma 4.32
1. 7, o seien zwei { F; }-Stoppzeiten. Dann sind min (o, 7), max (o, 7) und o+71 Stopp-
zeiten.

2. Tp, n € N, seien {F; }-Stoppzeiten mit ,, T 7 fiir n — oco. Dann ist T eine Stoppzeit.

3. Tp, n € N, seien {F; }-Stoppzeiten und {F;} sei eine rechtsstetige Filtrierung. Dann
sind lim inf,, oo 7y, limsup,,_, . 7n {Ft}-Stoppzeiten.

Beweis. (a) sei dem Leser iiberlassen.
(b):
{r<ty=(\{mm<t}er.

()

{limsuprn < t} = {inf Sup 7, < t}
n—oo n m>n

- ﬂU ﬂ {rm§t+i}€ft+:}‘t.

keNneNm:m>n

Der Beweis fiir lim inf,,_, 7, verlduft analog. m

Die wichtigsten Beispiele fiir Stoppzeiten sind Ersteintrittszeiten von stochastischen
Prozessen. Sei X = {X;};>0 ein Prozess, der an eine Filtrierung {¥;} angepasst ist.
Leider ist im allgemeinen nicht richtig, dass fiir jede Borel-Menge A € B die Zufallszeit

Ta:=inf{t: X, € A}

(inf () := o0) eine {F;}-Stoppzeit ist, selbst wenn X stetig und {F;} rechtsstetig sind.
Um zu gewiihrleisten, dass 74 fiir jede Borel-Menge A eine Stoppzeit ist, muss die Fil-
trierung in geeigneter Weise erweitert werden. Dies fithrt zu lidstigen masstheoretischen
Diskussionen, die wir uns hier ersparen wollen. Fiir spezielle Mengen ist némlich die
Sache sehr viel einfacher zu beweisen.

Lemma 4.33
X sei {F;}-angepasst und habe rechtsstetige Pfade und {F;} sei rechtsstetig.

1. Ist A offen, so ist T4 eine Stoppzeit.
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2. Ist A abgeschlossen und X stetig, so ist T o eine Stoppzeit.
Beweis. (a) Sei A offen. Sei t € [0,00), w € Q.

TAlw) <t & Ve>03s<t+emit X (w)e A
& Ve>03¢geQ, ¢ <t+emit Xy(w) € A,

da A offen ist und ¢ — X; (w) rechtsstetig ist. Somit ist

{fra<ty=1 U {Xyedter,=~r.

m qeQN[0t+1/m]

€EFit1/m

b) Sei nun A abgeschlossen. Fiir n € N sei A" die offene %-Umgebung von A:
(n) - !
A" =z eR:Jye Amit |z —y| < — .
n

Nach dem vorher schon Bewiesenen sind die 7 4n) Stoppzeiten. Es gilt 7 4n) < 74, V1,
und die Folge der 7, steigt monoton an. Sei 7/ := limy o0 T ym). Ist 7/ (w) = o0,
so ist auch 74(w) = oo. Ist 7(w) < oo, so ist wegen der Stetigkeit der Pfade und
der Abgeschlossenheit von A X/ (w) = limy, oo XT(n)(w)(w) € A, das heisst, es gilt
Ta(w) < 7/(w). Somit ist 74 = 7’ gezeigt, und aus Lemma 4.32 b) folgt, dass 74 eine
Stoppzeit ist. m

Wie in WT definieren wir die o-Algebra der pri-7-Ereignisse wie folgt:

Definition 4.34
Sei T eine Stoppzeit beziiglich der Filtrierung {F}+>0. Dann ist

Fr={AceF  An{r <t} e F, Vt}.

Analog wie in der Vorlesung WT folgt sehr einfach, dass F eine o-Algebra ist. Ferner
ist F, = F; falls 7 = ¢ ist.
Wir werden des 6ftern das folgende Resultat benutzen:

Lemma 4.35
a) o, T selen zwei Stoppzeiten mit o(w) < 7(w), Yw. Dann gilt F, C F-.

b) {Fi} sei rechtsstetig. Dann ist Fr = (,, Fri1/m-

Beweis. a) Sei A € F,. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:
An{r <t} =An{o <t}n{r <t} € F,

da An{o <t} € F und {7 <t} € F; sind.
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b) 7 4+ 1/m ist eine Stoppzeit, wie man leicht nachpriift. Wegen a) folgt F, C
Ny Frs1/m- Sei A € (,, Fri1/m- Dann ist

1 1
Aﬁ{Tét}ZAﬂ{T+m§t+m}€ft+1/m

V'm, das heisst AN{r <t} € Fy =F,. n

Sei X = {Xi}i>0 ein {F;}-angepasster Prozess und 7 eine Stoppzeit. Wir wollen
nun den Prozess X zum zufilligen Zeitpunkt 7 betrachten: X, (w) := X,(,) (w). X7
sollte natiirlicherweise F,-messbar sein. Zunéichst ergibt sich die Schwierigkeit, dass 7(w)
durchaus oo sein kann, und X (w) nicht definiert ist.

Lemma 4.36
Sei X rechtsstetig und angepasst an eine rechtsstetige Filtrierung {F;}i>0. Dann ist X,
F--messbar auf {T < oo}, das heisst, fiir jede Borelmenge A € B gilt

{X; e A}n{r < o} € F;.

Beweis. Zunichst ist {7 < oo} € Fr, denn {7 < oo} N{r <t} = {7 <t} € F, Vt.
Wir approximieren nun 7 von rechts durch eine Folge von Zufallsgrossen 7(™) | die nur
abzihlbare Wertebereiche haben. Dazu definieren wir

F) () = R A T(w) € (5L, 9], k € No,
o0 fiir 7(w) = oo.

Die 7(" sind Stoppzeiten, denn fiir ¢t > 0 gilt
{70 <t} = {7 <27"[2"t]} € Fomnjony C Fu.

Fiir jedes w € Q fillt 7(™(w) monoton gegen 7(w).
Da X als rechtsstetig vorausgesetzt ist, folgt
X; = lim X,
n—oo
auf {7 < oo} = {1, < o0}
Da die Stoppzeit 7, nur abzéhlbar viele Werte annimmt, folgt leicht, dass X, auf
{Tn < o0} F, -messbar ist: Fiir A € Bund ¢ € [0,00) ist

{(Xr,eApn{rn<ty= |J {(XppwecAm=kT"}er,
k:k2—n<t

und somit ist {X; € A} N {r, < oo} € F;,, das heisst, X; ist auf {7, < oo}
Fr,-messbar. Fiir jedes € > 0 gilt 7, < 7 + ¢, sofern 27" < ¢ ist. 7 4 ¢ ist ebenfalls
eine Stoppzeit, und es gilt 7, C Fri. fir 27" < ¢ (Lemma 4.35 (a)). Demzufolge
ist X, = lim,, oo X, fiir jedes ¢ > 0 F,j.-messbar auf {7 < oo}, und somit auch
Frt =y Fre1/m-messbar.
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Da {F;} als rechtsstetig vorausgesetzt war, gilt -y = F; (Lemma 4.35 (b)). Wir
haben somit gezeigt, dass X, F,-messbar auf {7 < co} ist. m

Wir kehren nun zu einer stetigen Brownschen Bewegung B = {B;};>0 zuriick. Die
uns hier interessierende Filtrierung ist F; = ]—"g, t > 0. Wir werden fiir den Rest des
Kapitels stillschweigend stets mit dieser Filtrierung arbeiten.

7 sei eine {F;}-Stoppzeit, und wir setzen voraus, dass P(1 < oo) > 0 ist. Wir
definieren (', F', P') als die Einschrinkung von (2, F, P) auf ' := {7 < oo}, F' :=
{AeF:AcC{r<oo}}, PI(A) = P(A|T < ). B; ist eine auf (', F’', P') definierte
Zufallsgrosse und {Br4s — B }s>0 ein stetiger stochastischer Prozess.

Satz 4.37
B() .= {B,,, — B:}s>0 ist eine Brownsche Bewegung, die unabhédngig von F; ist (be-
ziiglich P’).

Beweis. Wir fassen B(") als messbare Abbildung Q' = {7 < 0o} — C0, c0) auf.

Sei ¢ : C[]0,00) — R eine beschriinkte messbare Abbildung. Wir beweisen, dass
fiir jedes derartige ¥ und fiir jede beschrinkte F.-messbare Funktion £ : Q — R die
Gleichung E'((BM)¢) = E(y(B))E'(€) gilt. Daraus folgt im Spezialfall ¢ = 1, dass
E'(y(BM)) = E@(B)) gilt, also dass B(") unter P’ eine Brownsche Bewegung ist,
und damit wiederum, dass E'(1(B(M)€) = E(4(B))E'(€) = E'(p(BM))E' () gilt, was
dquivalent zur Unabhéngigkeit ist. Wegen P’(-) = P/(- |7 < o0) ist das gleichbedeutend
mit

E (¢(B<T>)g; < oo) — E(W(B))E(&; T < o). (4.20)

In dieser Formulierung brauchen wir P(7 < co) > 0 nicht vorauszusetzen, da fiir P(7 <
o0) = 0 die Gleichung trivial ist. Wie iiblich geniigt es, die Gleichung (4.20) fiir spezielle
Funktionen 1 zu zeigen, némlich fiir stetige und beschréinkte Funktionen 1 : C|[0, 00) —
R, die nur von endlich vielen Stellen der Elemente f € C[0, c0) abhéngen. Wir betrachten
also 9’s der Form

V() = @(f(s1), f(s2), -, f(sk)),

wobei ¢ : R¥ — R stetig und beschriinkt ist. Ferner reicht es, ¢ = 14, A € F, zu
betrachten. Die nachzuweisende Gleichung (4.20) hat dann die folgende Form: Sei X; :=
By — B;.

/{A }(p(XSl, ooy Xs,)dP = E(¢(Bs,, ..., Bs,))P(A, T < 00). (4.21)
, T <00

Wir approximieren nun die Stoppzeit 7 auf dieselbe Weise wie im Beweis von Lemma
4.35 durch die Folge der Stoppzeiten 7,, die Werte in 27"Ny annehmen, und fiir die
Tn(w) | T7(w), n — oo gilt. Sei
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Fiir alle A € F;, gilt

[ g
{A,Tn<o0}

I
M8

/ @(Bj2—7l+sl — Bj2—n, e ,sz—n+sk — Bjsfn) dP
i—o/{Amn=j2""}

<
I

P(AyTn = j2_n)E((P(lea e 'vBSk)) = P(AvTﬂ < OO)EQD((BSD s ?Bsk))'

I
M8

.
Il
=)

Die zweitletzte Gleichung folgt wegen AN {7, = j27"} € Fj;-n (da A € F;,) und Satz
4.21.

Sei nun A € F;. Wegen F, C F;, folgt A € F;, ,Vn. Man beachte ferner {T < co} =
{7y < oo}. Léisst man daher in der obigen Folge von Gleichungen n gegen oo streben, so
bleibt die rechte Seite unabhingig von n, und

lim

o (XD, x) dP:/ P(Xorso ., Xy) AP
n—00 {A,rn<oco} {A,7<0}

nach dem Satz von Lebesgue (da ¢ stetig ist). Damit ist (4.21) bewiesen. m

Der Satz 4.37 impliziert eine Version der sogenannten starken Markoffeigenschaft:

Korollar 4.38 (Starke Markoff-Eigenschaft)
T sel wieder eine Stoppzeit. Sei ferner Z; := o (Brys: s > 0). Dann gilt fiir A € Z, :

P(A|F;)=P(A|B;), P-fs.auf {r <oo}.

Der Beweis geht analog zum Beweis der einfachen Markoff-Eigenschaft.

Die Restriktion auf {7 < oo} in den Formulierungen ist natiirlich etwas listig. In
vielen Biichern geht man dem aus dem Weg, indem man den Wertebereich des Prozesses
- bei uns R - durch ein sogenanntes “Grab” A ergénzt. Man setzt einfach By, := A und
B, ist dann auf ganz €2 definiert.

Wir diskutieren nun einige wichtige Anwendungen. Zunéchst benstigen wir ein ana-
lytisches Lemma iiber Laplacetransformationen, das wir nicht beweisen.

Ist f:R" :=[0,00) — R eine integrierbare oder beschrénkte, messbare Funktion, so
ist die Laplacetransformation von f definiert durch

L) = / e F(2)dz, A >0,
R+
Nach dem Satz von Lebesgue ist Ly stetig, und es gelten

lim L¢(A) =0, lim L¢(A) = - f(z)dx, (4.22)

A—00 A—0

letzteres, sofern f integrierbar ist (was natiirlich nicht aus der Beschréinktheit folgt). Das
nachfolgende analytische Result soll hier nicht bewiesen werden.
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Lemma 4.39
Zwei beschréinkte messbare oder integrierbare Funktionen, deren Laplacetransformierte
auf (0, 00) iibereinstimmen, sind Lebesgue-fast iiberall gleich.

Ist u ein endliches Mass auf (RT, Bg+), so ist die Laplacetransformierte von p
definiert durch

L,(\) = /R+ e Mu(dz), A>0.

Hat p eine Dichte f beziiglich des Lebesgue Masses, so gilt natiirlich L, = Ly. L, ()) ist
ebenfalls stetig in A € [0,00), und es gilt

Jim L,(0) = p({0}),  lim L(\) = a(R"). (4.23)

Lemma 4.40
Seien pi, v zwei endliche Masse. Falls L,(X\) = L,(\), A > 0, so folgt pn = v.

Beweis. Wir beniitzen Lemma 4.39. Sei A > 0

/OOO e u([0,2]) dz = /OOO e (/1[0@]@)#(@)) e

[ee) o 1
= / u(dy)/ e Mdr = L,(\) = ~L,(\)
[0,00) y A A

_ /OOO ([0, 2]) da.

Aus Lemma 4.39 folgt u([0,z]) = v([0,z]) fiir Lebesgue-fast alle z € [0,00). Da die
beiden Funktionen rechtsstetig in x sind, folgt die Gleichheit fiir alle > 0. Daraus
ergibt sich y=v. m

Als erste Anwendung der starken Markoff-Eigenschaft berechnen wir die Verteilung
von einfachen FErsteintrittszeiten. Sei a > 0 und

Te:=inf{t>0: B, =a}.

Nach Lemma 4.33 ist 7, eine Stoppzeit. Im Moment wissen wir noch nicht, ob P(7, <
o0) = 1 gilt (es wird sich gleich herausstellen, dass das richtig ist), wir kénnen jedoch
dennoch von der Verteilung von 7, sprechen. Wir wollen diese nun berechnen. Zu diesem
Zweck berechnen wir die Laplacetransformierte von P(7, < x):

Wir wenden nun (4.20) auf die folgende Funktion ¢ : C[0,00) — R an. Fiir A > 0 sei

¢(f) = /0\ ei)\slf(s)zo ds.

1 ist messbar, was der Leser selbst nachweisen moge. 1 ist natiirlich beschriankt (fiir
A > 0). Wir wiihlen ferner £ := e, Es folgt:

o) o0
E (e_m / ¢ lp,, 4 —B,,>0 ds) =k (e—m> E/ e *1p,>0ds. (4.24)
0 0
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(Auf den Einschluss von {7, < oo} in der Gleichung kénnen wir verzichten, wenn wir

e > als 0 interpretieren). Wir werten nun beiden Seiten der Gleichung weiter aus:

Zunichst die rechte Seite: Nach Fubini ist

E/ e lp,>ods :/ e “¥P(Bs>0)ds :/ e Y—ds=—.
0 T 0 0 2 2)\

Ferner ist
oo 0 °
E (e—)\Ta> — )\E/ e—)\S ds = )\E/ 1{7(68}6_/\8 ds = )\/ e_ASP(Ta < S) ds.
Ta 0 0

In der linken Seite von (4.24) substituieren wir ¢ = 7, + s und beachten, dass B,, = a
auf {7, < oo} ist:

oo o0 o0
FE <e_)‘T“ / e_AslBTa+s—Bra ZO> = E/ e_AtlBtZQ dt = E/ e_/\tlgea dt
0 Ta 0

oo
— / e MP(B; > a) dt.
0
Setzen wir diese Umformungen in (4.24) ein, so ergibt sich

/ e MP(r, < t)dt = 2/ e MP(B; > a)dt.
0 0

L _o—?/2 gy st stetig. Aus

P(rq < t) ist rechtsstetig in ¢, und P(By > a) = [° T

Lemma 4.39 folgt daher

Satz 4.41
Fiir allea > 0, t > 0 gilt

1
V2t

Beweis. P(7, < 00) = limy_,oo P(7q <t) =limy_,oc 2P(B; >a)=1. ®

2
e /2 gy

P(Tagt):2P(Bt2a):2/oo

Als weitere Anwendung der starken Markoff-Eigenschaft betrachten wir die Nullstel-
lenmenge N(w) := {t > 0: By(w) = 0}. Fiir eine stetige Brownsche Bewegung ist N (w)
natiirlich abgeschlossen. Aus Korollar 4.30 wissen wir, dass mit Wahrscheinschlichkeit 1
der Punkt ¢ = 0, der natiirlich in N(w) ist, Hiufungspunkt von anderen Nullstellen ist.

Eine abgeschlossene nicht leere Teilmenge A C R heisst perfekt, falls jeder Punkt
p € A Haufungspunkt von anderen Punkten aus A ist, das heisst, wenn fiir alle p € A
die Menge A gleich dem Abschluss von A\ {p} ist.

Es ist bekannt, dass jede nicht leere perfekte abgeschlossene Teilmenge von R iiber-
abzdhlbar ist. Dies soll hier nicht bewiesen werden.

Satz 4.42
Die Nullstellenmenge N (w) einer stetigen Brownschen Bewegung ist fiir fast alle w eine
perfekte Menge von Lebesgue Mass 0.
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Beweis. Wir wollen nicht nachweisen, dass {w : N(w) ist perfekt} messbar ist. Wir
zeigen nur: Es existiert p € F mit P(y) = 1, so dass N(w) perfekt ist fiir alle w € Q.

Ist eine abgeschlossene, nicht leere Teilmenge N C [0, 00) nicht perfekt, so existiert
ein Interval [q1,q2), ¢1,42 € Q, so dass N N [q1,q2) genau einen Punkt enthiilt. Wir
definieren daher fiir ¢1 < ¢o, q1,¢2 € Q:

Agy g0 = {w : t = B¢(w) hat genau eine Nullstelle in [¢1, ¢2) }.

Offensichtlich ist N(w) perfekt fir w € (U, <4, Aqi,¢:)- Es geniigt daher zu zeigen, dass
P(Ag ) =0 fiir alle g1 < g2 ist. Wir halten g1, g2 fest und definieren

T .= inf{t S [ql,QQ) : By = 0}.

T ist eine Stoppzeit, wie man leicht nachpriift. Nun ist offensichtlich
1
Ajpg C U ({BT+S <0,0<s< m} N{r < oo}>
m
1
UU ({Bq—.‘rs >0,0<s< m} N{r < oo}> )
m

Eine Anwendung des Satzes 4.37 und von Korollar 4.30 ergibt

1 1
P<BT+S<O,O<S§,T<oo>:P(7'<oo)P<Bs<0,0<s§)z().
m m

Analog natiirlich
1
P(BT+5>0,0<s§m,T<oo> =0.
Somit folgt P(Uq1<(p€@ Agiq0) = 0.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir fast alle w die Nullstellenmenge N(w) Lebesgue
Mass 0 hat. Sei A das Lebesgue Mass auf (R™, Bg+). Dann gilt nach Fubini:

/ AN (w)) P(dw) = / /R  Lpo)-op di P(d) = /R P(Bi=0)dt =0,

Wegen A(N(w)) > 0 folgt A\(N(w)) = 0 fiir P-fast allew € . m
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