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Die voliegende Aufgabensammlung enthilt Aufgaben die interessant bzw.
niitzlich zum Verstidndnis und zur Vertiefung des Stoffes aus der Vorlesung
sind (umfasst jedoch nicht den gesamten Inhalt der Vorlesung). Ihre Aus-
wahl und Zusammenstellung steht weder in der Art der Aufgaben noch in der
Themenauswahl im Zusammenhang mit der Klausur!!

1. Aufgabe: 0 Punkte
Zeige: Jede o-Algebra enthélt entweder endlich viele oder iiberabzihlbar unendlich viele
Elemente.

Hinweis: Nimm an, A sei eine o-Algebra mit abzidhlbar unendlich vielen Elementen und
betrachte die Mengen M, ‘= NpeA mit zeBB.

2. Aufgabe: 0 Punkte

(i) Die Vereinigung einer Folge von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

(ii) Die beliebige Vereinigung von Nullmengen ist i.a. keine Nullmenge mehr.

3. Aufgabe: 0 Punkte
Sei B = Bjpy die Borel-o-Algebra auf dem Intervall [0,1] und f: {0,1}N — [0,1],
flz1,29,...) = D07 27"x,. Weiter sei fiir j € {0,1} Z; C {0,1}" die Menge aller
Folgen mit Periode 757, d.h.

Zj={xe{0,1}V|IN eNVn > N:z, =35} je{0,1}

und
A={AC{0,1}V|3IBecB: AN f1(B)C ZyU Z,}

a) 2 ist eine o-Algebra, und es gilt (P({0,1}))N C 2.
b) Sei C' C [0, 1] nicht Borel-messbar. Dann ist f~(C) & 2.
¢) Folgere aus a) und b) dass (P({0,1}))N # P({0, 1}).



4. Aufgabe: 0 Punkte

(i) Man gebe zwei o-Algebren auf einer Menge ) an, deren Vereinigung keine o-Algebra
ist.

(ii) Man finde ein Dynkin-System, das keine o-Algebra ist.

5. Aufgabe: 0 Punkte
a) Finden Sie eine Folge von L?-Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum, die
in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable X konvergieren, die keinen endlichen
Erwartungswert besitzt.

b) Finden Sie eine Folge stetiger Zufallsvariablen, deren Grenzwert in Wahrscheinlichkeit
diskret verteilt ist.

c¢) Finden Sie eine Folge diskreter Zufallsvariablen, deren Grenzwert in Wahrscheinlichkeit
eine stetige Verteilung besitzt.

Geben Sie in jeden Fall den Wahrscheinlichkeitsraum an.

6. Aufgabe: 0 Punkte
Es sei eine Folge X1, X, ... von reellen Zufallsvariablen gegeben, die in Wahrscheinlichkeit
gegen x € R konvergiere. Auflerdem sei ¢ : R — R eine beschriankte, im Punkt x stetige
Funktion mit ¢(x) = 0. Zeigen Sie, dass dann lim,, . E [¢(X,,)] = 0 gilt.

7. Aufgabe: 0 Punkte
Seien X, (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen sodass X,, — Xin Wkeit. Gilt dann
auch E[|X|] < liminf, . E[|X,|]?

8. Aufgabe: 0 Punkte
Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen sodass {X,, }nen glgr intbar. Gilt dann auch
31X € LY(Q, F,P) mit | X, (w)| < X(w) fiir alle n € N, und P-fas alle w € Q7

9. Aufgabe: 0 Punkte
Gegeben seien ein g-endlicher Mafiraum (€2, F, 1) und nichtnegative F-messbare numeri-
sche Funktionen f und g. Zeige:

(i) Fir p =1 gilt / fPdu = / pt?Ptu(f > t)dt.
Q 0

Freiwillige Zusatzaufgabe: Zeige, dass diese Gleichheit auch fiir p > 1 gilt.
(i) Gilt pu(f >t) < p(g > t) fir alle t > 0, so folgt / fdu < / gdpu.
Q Q

Hinweis: f(w) ist gleich dem Lebesgue-Integral der Indikatorfunktion 1y f(.)).

10. Aufgabe: 0 Punkte
Seien (X,,)neny und (Y;,)nen zwei Folgen reellwertiger Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P), die in Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsvariablen X bzw.



Y konvergieren. Fiir alle n € N seien X,, und Y,, unabhéngig. Gilt dann auch, dass X und
Y unabhéngig sind?

11. Aufgabe: 0 Punkte

Berechne die charakteristischen Funktionen der folgenden Verteilungen auf R.

a) Binomialverteilung zu den Parametern n € N und p € (0, 1).

b

) Poissonverteilung zum Parameter A > 0.
¢) Exponentialverteilung zum Parameter a > 0.
)

d) Gleichverteilung auf einem Intervall [a, b] (mit a < b).

12. Aufgabe: 0 Punkte
Sei X eine reelle Zufallsvariable mit E[|X|] < oo und zugehoriger charakteristischer
Funktion ¢(t) = Flexp(itX)], t € R. Zeige, dass ¢ in 0 differenzierbar ist und dass
£(0) = iE[X].

Hinweis: Zeige zunéchst ‘e’”;_—1| < |z|, Vx,t € Rt #0.

13. Aufgabe: 0 Punkte
Es seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf (€2,.4). Man zeige, dass die beiden
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) p<u.
(ii) Fir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle A € A gilt: aus v(A) < ¢ folgt
u(A) <e.
14. Aufgabe: 0 Punkte

Es seien A, p, v Wahrscheinlichkeitsmafie auf (£2,.4).

(i) Man zeige, dass falls fir p < v < A die Funktion f eine Version der Radon-
Nikodym-Dichte du/dv ist und g eine Version von dv/dA, dann auch f - g eine

Version der Radon-Nikodym-Dichte dp/d\ ist, kurz:
dp  dp dv

A\ dv d\N
(ii) Die Wahrscheinlichkeitsmafle ¢ und v heiflen dquivalent (u =~ v), falls sowohl p < v
als auch v < p gilt. Man zeige, dass du/dv > 0 fast tiberall gilt (beziiglich welchen

MaBes?) und dass
du_ ()
dv  \du '

15. Aufgabe: 0 Punkte
Es seien Q = {0, 1}, X;(w) = @; fir w = (v1,29,...) € Qund A = 0(X, Xo,...).
Weiterhin seien p und v diejenigen Wahrscheinlichkeitsmafie auf (£2,.4), unter denen die
(X;) unabhéngig und identisch verteilt mit u(X; = 1) = pund v(X; = 1) = ¢, p,q € (0,1),
p # q sind.



a) Sei A, = o(Xy,...,X,) die von Xq,..., X, erzugte o-Algebra. Man zeige, dass die
Radon-Nikodym-Dichte von v bzgl. u auf A, gegeben ist durch

v Xy =20, X = 1)
/’L(Xl :xh"'aX’n :x’n)

©n(w)

fir w = (21,22, ...) € Q. Insbesondere gilt v ~ p auf A,.

b) Mit dem starken Gesetz der Grofien Zahlen untersuche man die u- bzw. v-fast sichere
Asymptotik von

1
- IOg Pn-
n

¢) Aus b) folgere man, dass ein A € A existiert mit u(A) =1 und v(A) = 0. Insbeson-
dere gilt also weder i < v noch v < p auf ganz A.

16. Aufgabe: 0 Punkte
Let v, i be two equivalent measures, i.e. p << v and v << p. Show that the two cor-
responding Radon-Nikodym deriatives X and Y are positive almost everywhere (w.r.t.
which measures?) and X = % almost everywhere (w.r.t. which measure?).

17. Aufgabe: 0 Punkte
Es seien (X, F,pu) und (Y, G, v) o-endliche Mafiriume sowie f € L£'(u) und g € L1(v).
Zeige, dass fg € L' (n ® v) folgt und die Gleichheit

fgd(u®V)=/deu-/Ygdv

XxY

gilt.

18. Aufgabe: Wozu macht man eigentlich bedingte W’keiten...um bedigte E’Werte aus-
zurechnen! 0 Punkte
Zeigen Sie: “Die bedingte Ewartung ist gerade das Integral bzgl. der bedingten Wkeit!”
Siehe Satz 8.37 im klenke (S. 187).

19. Aufgabe: 0 Punkte
Es sei N € N mit N > 2. Wir definieren fiir a,b,c € I :={1,...,N}
1 ca=b=c
pla,b,c) =4 = : a, b, csind paarweise verschieden
0 sonst

sowie fiir jedes n > 2 die Abbildung
Kn = R, ((il, C.. ,in), in+1) — p(’l’nfl, ’in, ’in+1)

a) Zeigen Sie, dass K, sich als Markov-Kern auffassen ldsst und geben Sie dabei auch die
entsprechenden Messraume an!

b) Sei @ die Gleichverteilung auf I, Q3 := Q1 ® @1, sowie Q11 = @, ® K, fir n > 2.
Nach dem Satz von Ionescu-Tulcea gibt es einen stochastischen Prozess (X,,),en, dessen
endlich dimensionale Verteilungen durch @), gegeben sind. Zeigen Sie



(i) (X, )nen ist keine Markovkette.
(i) (Xn, Xpi1)nen ist eine Markovkette auf I2.
20. Aufgabe: 0 Punkte

Zeigen Sie: Falls eine Zufallsvariable X € L*(Q, F,P) dieselbe Verteilung hat wie ihre
bedingte Erwartung gegeben eine o-Algebra G C F, so folgt X = E [X |G].

21. Aufgabe: 0 Punkte
Sei (X,Y) ~ N(u,¥?) mit p = (le;) Y2 = <? L,l))) Berechnen Sie eine der bedingten
Erwartung von X gegeben Y.

22. Aufgabe: 0 Punkte

Es seien T und 737 unabhéngige k-exponentialverteilte Zufallsgrofen (x > 0) sowie X :=
To N'TY. Zeige, dass
E(X|Ty) = k(1 —e™"™)

gilt

23. Aufgabe: 0 Punkte
Es seien zwei unabhéngige Zufallsvariable X und Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) mit Werten in Messrdumen (F1, &) bzw. (Es, &) gegeben. Sei auferdem & :
E; X Ey — R eine £ ® E-messbare Abbildung mit der Eigenschaft, dass E [|®(X,Y)|]
sowie fiir alle z € E; auch f(x) := E [®(x,Y)] endlich sind. Bestimmen Sie eine Version
von E [®(X,Y) | X].

24. Aufgabe: 0 Punkte

(i) Essei B eine Borelmenge und (X,,) eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Rekur-
siv definieren wir die n-te Eintritts- in bzw. Austrittszeit aus B durch

= inf{k: X, € B};
op = inf{k>m: X\ ¢ B};
T, = inf{k > 0,1 : X} € B};

o, = inf{k>m,: X, ¢ B}

Man zeige, dass die so definierten o; und 7; fiir jedes ¢ € Ny Stoppzeiten sind.
(ii) Es seien 7 und 7 Stoppzeiten. Man zeige, dass auch 7 A 79, 7 V 75 und 7 + 7

Stoppzeiten sind.

25. Aufgabe: 0 Punkte
Ist jede Markovkette ein Martingal und/ oder umgekehrt?



26. Aufgabe: 0 Punkte
Sei (X5 )nen die asymmetrische Irrfahrt. Bestimmen Sie p, sodass sie ein Sub/Super Mar-
tingal ist!

27. Aufgabe: 0 Punkte
Sei X = (X,)nen ein Martingal und T eine Stoppzeit mit den Eigenschaften: X ist
beschrénkt, d.h 3K € R : Vw € Q,Vn € N: X, (w) < K und T ist fast sicher endlich.
Zeigen Sie, dass dann gilt: X7 ist integrierbar und

E[X;] = X,

28. Aufgabe: 0 Punkte
Es sei p > 1 gegeben. Gib ein p-fach integrierbares Martingal an, welches fast sicher,
jedoch nicht in LP konvergiert.

29. Aufgabe: 0 Punkte
Es sei (Q, F, (Fn)nen, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und @ ein zu P absolut-
stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl. Zeige, dass

dQy
X, = —,
dp,
wobei @, == Qr, und P, := Pz, ein Martingal ist.
30. Aufgabe: 0 Punkte

Es sei (X, )nen, eine Markovkette mit endlichem Zustandsraum I = {1,..., N} und Uber-
gangsmatrix P = (p;;); j=12,. n. Weiterhin sei f: I — R harmonisch, d.h. Zé\;lpijf(j) =
f(@) fiir alle i € I.

Zeige: M = (My)nen, mit M, := f(X,) ist ein Martingal beziiglich der Filtration F,, =
O'(X(), “ee ;Xn)

31. Aufgabe: 0 Punkte
Let { X, }nen the simple random walk with state space {0, ..., N} and absorption in 0 and
N.

a) Find the transition matrix of {X,},

b) Given the initial state Xo =, ¢ € {1,..., N}, show that the probability a; of {X,}
being absorbed in N is .

Hint for b): Show that a; as well as b; = i solve the linear system

N
Ti = E PijZj
J=0

and use that ay = 1.



Use a martingale argument to reprove this statement To this end, define the stopping
times:

70 = inf{ninf X,, = 0}, 7 = inf{n | X,, = N}7 = min{r°, 7"}
Use that X, is a martingale and show that E[X ] = E[X(]. Note that 7 is not bounded!

32. Aufgabe: 0 Punkte
Sei I' = (7;,)ijen eine unendliche reelle symmetrische Matrix. Jede linke obere Ecke
e = (74, )ij<n sel positiv semidefinit.

(i) Beweisen Sie die Existenz eines reellwertigen stochastischen Prozesses X = (Xj)ren
mit der Eigenschaft, dass der Zufallsvektor (X7, ..., X)) normalverteilt mit Erwa-
tungswert Null und Kovarianzmatrix I'™) ist.

(ii) Zeigen Sie, dass X genau dann stationér ist, wenn es eine Funktion ¢ : N — R gibt

mit v;; = ¢(|7 — j|) fiir alle 4,5 € N.

33. Aufgabe: 0 Punkte
Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf ([0,1],Bjo1)). Zeigen Sie, dass T : [0,1] —
[0,1], 2 — 2? genau dann mafBerhaltend ist, wenn P [{0,1}] = 1 gilt.

34. Aufgabe: 0 Punkte

(i) Finden Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine mafierhaltende Abbildung T
darauf, so dass T nicht ergodisch aber T? ergodisch ist oder beweisen Sie, dass ein
solches Beispiel nicht existiert.

(ii) Finden Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine maflerhaltende Abbildung 7'
darauf, so dass T nicht ergodisch aber T ergodisch ist oder beweisen Sie, dass ein
solches Beispiel nicht existiert.

35. Aufgabe: 0 Punkte
Es seien X7, X, ... u.i.v. reellwertige ZV mit £EX; = 0 und VarX; = 1. Definiere

(1) Y, = ZaanH, n>1,
i=0

wobel (;);en eine deterministische Folge mit > %) a? < oo ist.

(i) Zeige mittels des Martingalkonvergenzsatzes, dass der Grenzwert auf der r.S. von
(1) P-f.s. und in L? existiert.

(ii) Zeige, dass £ " | V; — 0 P-f.s. (und in L'? wie?) fiir n — oo.

n



36. Aufgabe: 0 Punkte
Essei Z = (Zy,...,Z,) standard-normalverteilt, 0 = t, < t; <ty < --- <t, < oo und A

eine n X n-Matrix mit
ti—tj1 ,12>7
Ay = { 5 J J |

Zeige, dass X = A-Z ein normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor 0 und
Kovarianzmatrix $2 = (; A ;) j-1

.....

37. Aufgabe: 0 Punkte
Es sei (W (t))tejo,00) €ine Brownsche Bewegung. Zeige, dass Z = (Z(t)):e[0,00) €ine Brown-
sche Bewegung ist, wobei

b) Z(t) = \%W(at) fir o > 0,
0 b=
¢) 2(t) = { tW(3) ,sonst
38. Aufgabe: 0 Punkte
Define

L w2/

gpt(yux) = \/2—7# )

and for 0 <t; < ... <t, <1, a;b; € R, define

.....

This is an alternative way to construct Brownian motion.

39. Aufgabe: 0 Punkte
Seien X eine Zufallsvariable und (X,,),en eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit Werten in einem separablen metrischen Raum (S, d) und

gelte X, L X,
a) Zeige: Gilt X = a P-fss. fiir ein a € S, so gilt X, E'e

b) Zeige durch ein Gegenbeispiel, dass a) fiir nicht deterministische X im Allgemeinen
falsch ist, aus Konvergenz in Verteilung also i.A. nicht Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit folgt.



40. Aufgabe: 0 Punkte

Es seien (5, d) ein metrischer Raum, x € S und (z,), eine Folge in S. Zeige

O0p, — 0, < T, —T.

n

41. Aufgabe: 0 Punkte

Zeige, dass die Folge Y, := (S, — np)/+/np(1 — p) aus Beispiel 6.1 (altes Bolthausen
Skript) nicht in Wahrscheinlichkeit konvergiert.



