4 Martingale (Version Dezember 2011)

Definition 4.1. Sei (2, F) ein messbarer Raum.

a) Eine Filtration (oder Filtrierung) ist eine aufsteigende Folge F = (F},)nen,
von Teil-o-Algebren von F, d.h. F, C F,y1 C F fiir n € Ny. Ist P ein
Wabhrscheinlichkeitsma$l auf (€2, F), so nennt man (£, F,F,P) einen fil-
trierten Wahrscheinlichkeitsraum.

b) (E,€) sei ein zweiter messbarer Raum. Eine Folge X = (X,,)nen, von
Abbildungen © — FE heiit F-adaptiert, falls fiir alle n € Ng X,, F,-&-
messbar ist und F-vorhersagbar oder F-pravisibel, wenn X, konstant oder
undefiniert ist und fir alle n > 1 X,, F,,_1-E-messbar ist.

Gelegentlich wird als Indexmenge statt Ny auch N verwendet.

Notation 4.2. 7, =\ F, =0 < U fn) c F.
n n=0

Beispiel 4.3. X := (X,,) sei eine Folge von F-£ messbaren Abbildungen.
Foi=0(Xo,....Xn) =V X;YE). F = (Fu)nen, ist cine Filtration. (X,,) ist
=0

F-adaptiert. F heifit die von X erzeugte Filtration. F ist die kleinste Filtration,
beziiglich der X adaptiert ist.

Bemerkung 4.4. Sei X := (X,,) eine F-adaptierte (£, £)-wertige Folge. F), :
E™ — E' sei £"-E'-messbar, wobei (E',£’) ein neuer messbarer Raum ist. Y,, :=
F.(Xo,...,X,) ist dann ebenfalls F-adaptiert.

Notation 4.5. Ny = Ny U {oo}

Definition 4.6. Sei F eine Filtration auf (€2, F). Eine Abbildung v : Q — Nj
heifit F-Stoppzeit, falls fir alle n € Ny gilt: {v = n} € F,.

Bemerkung 4.7. Wegen {v =n} € F,, C F gilt {v = o0} = ( U{v= n}) €
n=0
Foo-

Beispiele 4.8. X := (X,,) sei F-adaptiert, (E, £)-wertig.

(a) A€ & vy =inf{n € Ny: X, € A} (wobei inf ) := co0). Dann ist v4 eine
Stoppzeit.
n—1
Beweis: Fiir n € Ny gilt {va =n} ={X, € A}n N {Xix € A} € F,.
k

=0



(b) Sei T eine beliebige Stoppzeit, A € £ und v := inf{n > 7: X,, € A}.
Dann ist v eine Stoppzeit.

Beweis:

(v=n}={X, c A} N :L:J; <{T _ m;hl (X, ¢ A}) € Fu.

=k-+1

Aus a), b) folgt: Zweiteintrittszeiten etc. sind Stoppzeiten.

Definition 4.9. Sei v eine F-Stoppzeit. Dann heif3t
F,o={Aec Fo:An{v=n} e F, Vn}

o-Algebra der Prdi-v-Ereignisse.

Man priift leicht nach, dass F, eine o-Algebra ist und v F,-messbar ist!

Bemerkung 4.10. v : Q — N sei konstant = m € Ny. Dann gilt

0 n#m

Q n—=m € Fn.

v=n)-{

Fo={AeFo:An{v=n}eF, Vn}
Somit gilt F, = F,.

Beispiel 4.11. Sei v = v4 wie in Beispiel 4.8(a) und C' € £. Wir betrachten das
Ereignis D, dass X,, mindestens einmal in C ist, bevor es nach A gelangt:

D ={3n <vmit X,, € C}.

Deo(X,:neN)C F.
n—1

Dﬂ{l/:n}:{l/:n}ﬂU{XkeC}E]:n Vn= D € F,.
k=0

Lemma 4.12. (a) Sei v : Q — Ny eine Abbildung. v ist genau dann eine
F-Stoppzeit, wenn {v < n} € F, fir alle n € Ny gilt.

(b) A € Fy liegt genau dann in F,, wenn AN{v < n} € F, fir alle n gilt.

Beweis.

a) I) Sei v eine Stoppzeit. Dann folgt {v < n} =Up_{v =k} € F,
IT1) Umkehrung: {v =n}={vr <n}\{r<n-1} € F,.

b) analog.



O

Lemma 4.13. Sei v,k € N eine Folge von Stoppzeiten. Dann sind sup vy, und
k

irklf v, Stoppzeiten.

Beweis.
{swpry <n} = [[{wm<n}eF,
K k=1
{ugfl/k <n} = U{Vk <n}eF,.
k=1
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.12. U

Lemma 4.14. v,/ seien zwei Stoppzeiten. Dann gilt:

a) {v<v}i{v=v}eF NF,.

b) Gilt v < V', so folgt F, C F,.

c) Forr = Fu N Fo.

d) Ist X = (X,,) adaptiert und v(w) < oo fir alle w, dann ist X, F,-messbar.
Beweis.

a) v,V sind F,-messbar. Daher gilt {v < '} € F.
{v<vVin{r=n}={v=n}n{V>n}teF, Yn={vr<v}ekF,.
{v<vin{=n}={/=n}n{r<n}eF, Vn={v<v}ek,.
{fv=v}={vr<vin{y <v}eF, NF,.

b) Ac F,=AcFo. AN{V/ <n}=An{r<n} n {V'<n}eF, vn.
————— ——

€Fn €Fn

¢) und d) Ubungsaufgabe.
U

Definition 4.15. X = (X,,) sei eine Folge von F-adaptierten, integrierbaren re-
ellen Zufallsgrofien auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7, F, P).

a) X heifit F-Martingal, wenn fiir alle n € Ny E(X,,41]|F,) = X,, f.s. gilt.



b) X heiBt F-Submartingal, wenn fiir alle n € No E(X,,11|F,) > X, f.s. gilt.

¢) X heifit F-Supermartingal, wenn —X ein F-Submartingal ist.

Ist F die von (X,,) erzeugte Filtration, so sagt man statt F-Martingal oft einfach
Martingal (analog fiir Submartingal und Supermartingal).

Bemerkung 4.16. a) Ist X = (X,,) ein F-(Sub-)Martingal, so gilt E(X,,|F,) =
(>)X,, fur alle m > n. Insbesondere gilt EX,, = (>)EX,, fiir alle m > n.

b) Ist X = (X,,) ein F-(Sub-)Martingal, dann auch ein (Sub-)martingal (beziiglich
der von X erzeugten Filtration).

Beispiele 4.17. a) &, i € N, seien unabhéngige integrierbare Zufallsgrofen
mit E§; = 0,4 € N. Sei F,, = 0(&1,...,&), Xn = > &. Dann ist (X,,) ein
i=1
F—Martingal.

b) Die &,7 € N, seien wie in Beispiel a), jedoch € L?. Dann ist X, =

n 2 n
(E fz) — Y var(§;) ein F—Martingal.
i=1 i—1

)

Beweis. (X,,) ist offensichtlich F-adaptiert.

n+1

n 2
E(XnJrlan) = E (Z 51 + §n+1) - Zvar(gl)‘fn
=1 =1

= X, +E(2&41 Z&Ifn) + E(572L+1|~7:n) — var(&ny1)

i=1
= X, +2 Z GBS |Fn) + E(§r21+1‘fn) —var(§,q1) = Xy

i=1

wegen E(€u1Fa) = E(uir) = 0 und B(E2,,|F,) = B(E2,,) = var(€ur).
O

c) Polyas Urnenschema
Zur Erinnerung an W.-Theorie I: Polyas Urnenschema ist eine Markovkette
auf N x N mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

p((r;s), (r + 1,5)) =

r+s



pl(r.s). (ros +1)) = ——

(die anderen sind 0). Ist (Ro, So) = (1,1), (R1, S1), (Ra, Sa), ... eine Mar-
kovkette mit diesen Ubergangswahrscheinlichkeiten, so betrachten wir

R, R,
CR,+S, n+2

Xn Fn :U((RQ,S()),(Rl,sl)...,<Rn,Sn)).

(X,) ist dann ein F-Martingal.

Bewes. B(X,|7,) = B2 17,) = - 28] 4 (1= fig) o = X,. O

d) Ist X eine beliebige integrierbare Zufallsgrofe und F = (F},) eine beliebige
Filtration, so wird durch X,, = E(X|F,) ein F-Martingal definiert.

Proposition 4.18. a) Sei X ein F-Martingal, ¢ : R — R konver und E|p(X,,)| <
oo fir alle n € Ng. Dann ist p(X) := (0(Xn))nen, €in F-Submartingal.

b) Sei X ein F-Submartingal, ¢ : R — R konvex und nichtfallend und E|o(X,)| <
oo fir alle n € Ng. Dann ist p(X) ein F-Submartingal.

Beweis. Mit der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen folgt in
beiden Féllen fiir n € Ny

E(o(Xns1)|Fn) 2 p(BE(Xpi1|Fn))-

Im Fall a) ist der letzte Ausdruck gleich ¢(X,,), im Fall b) > ¢(X,,). O

Stoppsatz 4.19. Ser X ein F-Submartingal, N € Ny und S und T Stoppzeiten
mit T'(w) < N fiir alle w € 2. Dann gilt

E(Xr|Fs) > Xgar fs.

mit Gleichheit, falls X sogar ein F-Martingal ist.

Bemerkung 4.20. Vor allem der Fall S(w) < T'(w) fur alle w € Q ist wich-
tig. In diesem Fall folgt insbesondere EX7 > EXg. Auch die spezielleren Fille
S = 0 sowie der Fall 7" = N sind interessant. Ohne die Beschrinktheitsbedin-
gung ist der Satz im allgemeinen nicht richtig. So ist die symmetrische Irrfahrt
auf Z mit Start in 1 als Spezialfall von 4.17a) ein Martingal und S = 0 und
T =inf{n € N : X,, = 0} Stoppzeiten, aber E(X7|Fs) =0 und Xg = X, = 1.

Beweis.



(i) Xgar ist Fgar-messbar nach Lemma 4.14d) und daher Fg-messbar nach
Lemma 4.14b).

Ebenso folgt, dass X Fr-messbar ist. Wegen E|Xr| < E ( max | X; |)

<i<N

E (Z |Xl|) < oo gilt Xy € L'(Q, F,P) und ebenso Xg.r € L' (Q, F,P).
i=0

(ii) Zu zeigen bleibt (nach Definition der bedingten Erwartung)

>
/XTdP (;)/XS/\TdP (1)
B B

fiir alle B € Fgs. Es geniigt dabei, die Behauptung nur fiir Mengen der Form
B ={S=k}NnAmit A € Fs zu zeigen, da sie Wegen der Linearitét des Integrals

dann auch fiir A € Fg folgt, indem man A = U (AN{S = k}) disjunkt zerlegt

(die Vereinigung erstreckt sich auch iiber k£ = oo‘) Wir fixieren nun & € NoU{oo}
und A € Fs und zeigen (1) fir B = AN {S = k} mit Induktion beziiglich des
grofiten Wertes m von T, also m := max T(w).

we

m = 0: hier ist "= 0 und beide Seiten von (1) sind/ XodP.
B

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass (1) fiir alle 7 mit max 7'(w) <

weN
m — 1 gilt. Wir zeigen, dass (1) dann auch im Fall max T(w) = m folgt:
we
1. Fall: m < k.
Dann gilt
/ XrdP = E(Xplizlis—py) = BE(Xpallallgs—py) = E(XgarTallgg—sy)
B

= / XoardP.

2. Fall: m > k.
Dann gilt zunéchst
BN{T =m}=An{S=kn{T <m—-1}°€ F,,

und

E(Xrlp) E(Xpl sl gs—pmy Lyram—1y) + B(XpnLalis—ry Lip—my)

) BE(Xrlallgs—imliram—1y) + E(Xpno1 M allis—py Lir—mmy})

v

(
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>
= E(Xram-nMallgs—ry) =) E(Xpam-1)aslallis—ry)
= E(X7aslp),

wobei beim ersten “>” die Submartingaleigenschaft und beim letzten “>” die
Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Damit ist (1) gezeigt. U

Korollar 4.21. Sei X ein F-(Sub)martingal, v eine Stoppzeit und Y, (w) =
Xorvw)(W). Dann ist Y ein F-(Sub)martingal.

Beweis. Fiir n € Ny folgt E(Y,11|F,) = E(X@ni0)a0|Fn) 2) Y,, aus dem Stopp-
satz 4.19, indem man dort S =n und 7' = (n + 1) A v setzt. O

Korollar 4.22. Sei X ein F-Submartingal mit beschrinkten Zuwdchsen, dh es
existiert § € RY, so dass | X11(w) — Xp(w)| < B fir alle w € Q und alle n € Ny.
Seien S und T Stoppzeiten mit ET < co. Dann gilt E(Xr|Fs) > Xgar f.s. mit
Gleichheit falls X ein F-Martingal ist.

Beweis.
TAn TAn
| Xranl = 1> (X = Xio1) + Xol < [ Xk = Xioa| + [ Xo| < BT + ] Xol.
k=1 k=1

Wegen des Satzes von der beschriankten Konvergenz fiir bedingte Erwartun-
gen konnen wir daher in der aus dem Stoppsatz 4.19 folgenden Ungleichung
(bzw. Gleichung im Martingalfall)

E(XT/\n|«FS) Z XS/\T/\n

zum fast sicheren Grenzwert n — oo iibergehen und erhalten die Behauptung. [J

Proposition 4.23. Ist X ein F-Martingal und H = (H,,) vorhersagbar und gilt
fiir alle n sup,,cq |Hp(w)| < 0o, dann ist der Prozess (H-X),, :== > " _| Hp, (X, —
Xm-1), n € Ny ein Martingal. Dieser Prozess heif$t auch diskretes stochastisches
Integral.

Beweis. Sehr einfach! O

Aufgabe 4.24. Wie lange muss man im Mittel warten, bis beim Werfen einer fai-
ren Miinze erstmalig die Sequenz “WZW” unmittelbar hintereinander erscheint?
Man kann dies mit etwas Miihe zu Fufl ausrechnen, aber mit Martingalmethoden
geht es sehr viel schneller und eleganter! Um die Spannung zu erhalten, wird dies
erst in der Vorlesung gezeigt.

Satz 4.25. (Doobs mazximale Ungleichung) Sei X ein F-Submartingal und N €
Ny. Dann gilt fir alle x > 0



(i) P (glgaz%an > ZL‘) < %E (XNll{%aﬁng}(w)) < %EX;{,,

(ii) P <nm§i£Xn < —;1:) < % (EX;\“, — EXO) )
Beweis.

(i) Sei v := inf{n < N : X,, > 2} mit v := N, falls die Menge leer ist. v ist
eine Stoppzeit mit v(w) < N fiir alle w € Q und A := {m<a]%< X, >z} e F,.

Mit S :=v und T := N folgt aus dem Stoppsatz 4.19

zP ({maxXn > a:}) < / XqdP < / XrdP < EX;{,.
n<hN A A

(i) Sei v :=inf{n < N: X, < —z} mit v := N, falls die Menge leer ist.
A= {mian < —x} e F.
n<N
Mit S := 0 und T := v folgt aus dem Stoppsatz 4.19

P <{mian < —x}) < —/XTdP =-EXr+ XrdP
n<N A Ae

<-EXr+ [ XydP < -EX,+EX},
Ac

wobei wir beim vorletzten Ungleichheitszeichen ebenfalls den Stoppsatz 4.19 an-
wendeten. 0

Definition 4.26. Sei F' C Ny eine endliche nichtleere Menge, f : Ng - R, a <
b reelle Zahlen, 7 = inf{t € F': f(t) < a} und fir k = 1,2,... sei o, = inf{t >
Tkt € F, f(t) > b} und 741 = inf{t > oy : t € F, f(t) < a}, wobei das Infimum
iiber eine leere Menge als oo definiert wird. Dann heifit

U(a,b, F, f) = max{k : o), < o0}
Zahl der Upcrossings des Intervalls [a,b] von f in F.

Doobsche Upcrossingungleichung 4.27. Sei X ein F-Submartingal, N € N
und F'={0,...,N}. Dann gilt fira <b
E(Xy —a)")

b—a '

E(U(a,b, F,X(w))) <



Beweis. Definiere oy, 7, wie in Definition 4.26. Dann sind alle o4, und 7, Stopp-
zeiten. Mit dem Stoppsatz 4.19 — angewendet auf S = o, AN und T'= 7,1 A N
— folgt

N Ul(a.b,F,X(w))
0<E) (Xopv —Xoow) =B DY (X v — Xoaw)
k=1 k=1
U(a,b,F,X(w))
=E <— Z (Xopan — XTkAN)_(X0'1/\N_a>+(XT(U(a7b7F1X)+1)/\N_a)> ]l{U(a,b,F,X)Zl}<w)]
k=2
< E(=(b—a)U(a,b, F. X)) + B(Xy —a)"),

woraus sofort die Behauptung folgt. O

Martingalkonvergenzsatz 4.28. Sei X ein F-Submartingal mit sup, ., E(X,7) <
0o. Dann existiert eine Fo,-messbare integrierbare Zufallsgriffe X, so dass

Xeo(w) = nh_)IIOlO X, (w) fast sicher.

Weiter gilt
E| X, | < liminf E|X,,|.
n—oo

Bemerkung 4.29. Fiir ein F-Submartingal ist n — EX, nichtfallend. Daher

gilt
E|X,| =2EX - EX, <2EX; — EX,.

AuBerdem gilt
E|X,| > EX’.

Dabher ist die Bedingung sup,,cn, E(X;]) < 0o in 4.28 dquivalent zu sup,,.n, E|X,| <
0.

Beweis. Sei a < b. Wegen (z—a)" < 2™ +|a] gilt ¢ := sup, o, E((Xn—a)") < cc.

Aus 4.27 folgt daher (mit monotoner Konvergenz)

sup U(a, b,{0,..., N}, X(w)) < oo fast sicher .
NeN
Weiter ist
N = {w : supyen, U(@1, 42, {0, ..., N}, X(w)) < oo fiir alle ¢1 < g2, q1,¢2 € Q}°
eine P-Nullmenge und fiir alle w ¢ A gilt offenbar, dass
Xoo(w) = nh_)rgo X (w)

existiert, eventuell aber oo oder —oo ist. Aus dem Lemma von Fatou folgt zu-
sammen mit obiger Bemerkung



E|Xo| < liminf E| X, | < cc.
n—oo

Insbesondere ist also X, integrierbar und damit fast sicher endlich. Die F.-
Messbarkeit ldasst sich gegebenenfalls nach Abénderung auf einer Nullmenge si-
cherstellen. Konkret ist

n—oo

X lim X, (w) wenn der Grenzwert in R existiert.
w) =
= 0 sonst

Foso-messbar (vgl. frithere Ubungsaufgabe). 0

Bemerkung 4.30. Die Bedingung sup,n, E(X;) < oo ist automatisch fiir
nichtpositive Submartingale erfiillt. Daher konvergiert jedes nichtpositive Sub-
martingal (und somit jedes nichtnegative Supermartingal) fast sicher.

Anwendungen 4.31. a) Irrfahrt auf Ny, mit absorbierendem Rand.
Wir betrachten die Markovkette X, X1, ... auf Ny mit Xy = 1 und Ubergangs-
wahrscheinlichkeit

plii+1)=pli,i—1)=1/2fiiri>1

p(0,0) = 1.
X = (X,,) ist ein positives Martingal:

E(X, ] X1, ... X,) = B(Xo|[X,) = > ip(Xo, i) = X,
i€Ng
X,, konvergiert also f.s. (nach 4.28), was wir allerdings aus WT I ohnehin schon

wissen: X,, — 0, da die symmetrische Irrfahrt auf Z rekurrent ist.
Da X ein Martingal ist, gilt EX,, = EXy = 1.

Somit gilt EX, =0 < lim EX,, = 1.

n—o0

b) Polyas Urnenschema (siehe 4.17c):
X = (X,,) ist ein positives Martingal. Die X, sind ferner beschriankt durch 1. Nach

dem Martingalkonvergenzsatz 4.28 konvergiert X, f.s. gegen eine Zufallsgrofle
Xo. Da die X, beschrinkt sind, gilt

EX, = lim EX, = EX, =1/2.

n—oo

Im Gegensatz zu den bisher meist betrachteten Situationen ist X, nicht eine
Konstante. Es gilt ndmlich:

X ist gleichméfig auf [0, 1] verteilt.

10



Beweis:

Aus X,, — X fs. folgt X,, — X in Wahrscheinlichkeit und daher auch in
Verteilung. Die Verteilung von X, ldsst sich leicht berechnen. R,, kann die Werte
1,2,...,n+ 1 annehmen. Aus W.-Th. I wissen wir, wie P(R,, = k) zu berechnen
ist:

P(R, = k) = p™((1,1),(k,n + 2 — k)), wobei p™ die n-stufigen Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten sind. Um sie zu berechnen, summiert man die Produkte der
Ubergangswahrscheinlichkeiten iiber alle moglichen Zwischenschritte. Die mogli-
chen Pfade von (1,1) nach (k,n + 2 — k) werden durch die Festlegung der k£ — 1
Zeitpunkte beschrieben, bei denen eine rote Kugel gezogen wird. Jeder dieser Pfa-
de hat offenbar Wahrscheinlichkeit W Da es ( I ﬁ 1 ) solcher Pfade
gibt, folgt
1

= ——, d.h.
n+1

P(R, = k)

1
Pl|X,= K = firl<k<n+1.
n—+2 n+1

Daraus ergibt sich £(X,,) — A, wobei A das Lebesgue-Ma$ auf [0, 1] ist.

c) Starkes Gesetz der grofien Zahlen:
Satz: Seien X, X, ... unabhéngige reellwertige Zufallsgréffen mit endlichen zwei-
ten Momenten und (a,) eine monoton wachsende unbeschrénkte Folge positiver

reeller Zahlen. Falls >~ var(X;)/a? < oo, so folgt
i=1

. -1 o N — .
nh_)rrolo a, Z(XZ EX;) = 0 fast sicher.

i=1

Beweis:

Y, := > (X; — EX;)/a; ist ein F-Martingal, wobei F,, = o(X1,..., X,).

=1

sup EY,? = sup Zvar(X,-)/a? < 00.

neNp neNp i=1

Somit folgt sup,en, E|Ya] < 1+ sup,en, EY,? < co. Nach dem Martingalkonver-
genzsatz 4.28 konvergiert Y,, fast sicher gegen eine f.s. endliche Zufallsgréfie. Die
Aussage des Satzes folgt dann mit dem nachfolgenden Lemma.

Kronecker-Lemma:
ay, b, seien zwei reelle Zahlenfolgen. a,, > 0 sei monoton wachsend und strebe

11



gegen oo. Konvergiert > b, /a, in R, so folgt

Jg&a”libi = 0.

i=1

Beweisidee: Sei s, := Y1 b;/a; und s := lim s,,. Dann gilt

- b, = — i(S; — Si_1) = 8, — — iq(a; —a;1) > s—s=0.0
“ ;1 " E a;(s;i —si—1) =s o E si—1(@i —a;—1) > s—s

noi=1 i=2

Offenbar kann man bei dem starken Gesetz die Unabhéngigkeit der X; durch die
schwichere Bedingung E(X,, 11 — EX,1]|X5,...,X,) = 0,n € N ersetzen, ohne
dass der Beweis zu dndern ist. Man sagt, dass (X, — EX,,) eine Martingaldiffe-
renzfolge ist, da dann S, := 3" | (X; — EX;) ein Martingal ist.

Eine Frage, die oft interessiert, ist die folgende: Unter welchen Bedingungen kon-
vergiert X, in L' gegen X7 Wir sahen in 4.31a), dass dies nicht immer gilt.

Definition 4.32. Ein F-Submartingal, das in L' konvergiert, heifit requldr.

Satz 4.33. Sei X ein regulires F-(Sub)martingal. Dann konvergiert X,, auch fast
sicher, und fiir den Grenzwert X, gilt fiir alle n € Ny

X, ‘E B(Xu|F) fs. .

Beweis. X, sei der L'-Grenzwert der Folge. Aus der L'-Konvergenz folgt sup E|X,,| <
n€Np
00, also konvergiert nach dem Martingalkonvergenzsatz 4.28 die Folge auch fast

sicher (und zwar auch gegen X.,). Sei 6 > 0. Dann gilt fiir m > n
P(E(Xw|Fn) — X < —0) < P(E(Xo| ) — E(Xn|Fn) < —9)

< P(|E(Xoou:n) - E<Xm’~7:n>| > 5)
< E|E(Xoo — Xm|fn)| < E(E(|Xoo — Xm||fn))
- ) - 0
E| X, — Xl
== " 0.

) m—00

Also folgt E(X«|F,) > X, fast sicher. Ist X ein F-Martingal, dann sind X und
—X F-Submartingale, und somit gilt

X, = E(X«|F,) fast sicher.
U

Als notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Regularitét eines Martingals
wird sich die gleichgradige Integrierbarkeit von X = (X,,) herausstellen.
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Definition 4.34. Eine Familie reeller Zufallsgrofen X;,¢t € I (I beliebige In-
dexmenge) heifit gleichgradig (oder gleichmdfig oder gleichformig) integrierbar,
wenn

lim sup / | X¢|dP = 0.
{1X¢[=n}

Bemerkungen 4.35. a) Ist X eine integrierbare ZV, dann ist { X } gleichgra-
dig integrierbar.

b) Jede endliche Menge integrierbarer ZV auf einem Wraum ist gleichgradig
integrierbar.

¢) Sind M; und M5 Mengen gleichgradig integrierbarer ZV auf einem Wraum,
dann auch M; U M..

d) Existiert zu einer Familie M von ZV eine integrierbare Majorante, dann ist
M gleichgradig integrierbar.

e) Ist X integrierbar, dann ist {Y € L'(Q, F,P) : L(Y) = L(X)} gleichgradig
integrierbar.

f) Seien M; und My Mengen von ZVn auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
und M, gleichgradig integrierbar. Wenn zu jedem X € M;j ein Y € M,
existiert mit | X| < |Y| fast sicher, dann ist M, gleichgradig integrierbar.

Proposition 4.36. Sei X;,t € I eine Familie von Zufallsgrifien auf (Q, F,P).
Dann sind dquivalent:

(1) {Xi,t € I} ist gleichgradig integrierbar.

(i1) sup,c; E|X;| < oo und fiir alle ¢ > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle
AeF mit P(A) <6 und allet € I gilt: BE| X1 4] < e.

(iii) Es existiert eine nichtnegative nichtfallende konvere Funktion

G :[0,00) — [0,00) mit lim Glz)

=00 I

= o0 und sup EG(|Xy]) < o0.
t

(iv) Es existiert eine nichtnegative messbare Funktion G : [0,00) — [0, 00) mit

lim G(x)

T—r00 T

= o0 und sup EG(|X}]) < oo.
t
Beweis.
(i)=(ii): Sei n € N so gewihlt, dass sup [,y o, [Xi|dP < oo. Dann folgt
. >

sup E|Xy| < sup E(1yx,>n}|X:])+7n < 00. Sei weiter € > 0. Wahle n = n(e) € N,
¢ ¢

13



so dass sup E(ll{x,j>n}|X¢|) < § und § = 6(¢) = 5. Dann folgt fiir A € F mit
t
P(A) <o
E|X;1a| = E(|X¢|Langx,>ny) + E(Xe|Langxii<ny)
<E+nP(A)<E+§:a

2 2 2
(i)=-(iii): Sei Ni, k € N eine wachsende Folge positiver Zahlen, so dass N; = 0,

N T oo und C' := sup ZkE(’Xt’ xg =Ny y) < 00
t
=1

Ni41—Ny,
x < Npy1,k € N. Dann ist G konvex, nichtfallend und erfiillt lim, ., G(z)/x =

0o. Weiter folgt
G(1X1) / / )Ly dydP

X

S/ Z k |Xt| —Nk) ]1{\Xt|>Nk}dP < Zk‘E |Xt ]1{|Xt\>Nk}) < (C < .
k=1 k=1

(iii)=(iv): trivial.
(iv)=(i): Sei n € N und M, := inf,>, % Dann folgt

1
sup/ \Xt|dP§ﬁsup / G(|X:|)dP
e Jxizn} not Ja

(i))=(i): Sei € > 0 und n = n(e) > 3 sup,c; E|Xy|, n < oo.
Wegen E|X;| > nP{|X:| > n} folgt P{|X:] > n} < 04, also folgt aus (ii)
E(]l{\Xt|2n}|Xt|) < €. [

Definiere die stetige Funktion G durch G(0) = 0 und G'(z) = (k — M) , N <

Nk+1
/ Y) 1L x,|>yydydP
k=1

Bemerkung 4.37. a) Ein wichtiger Spezialfall ist G(x) = ? fiir p > 1.

b) Aus sup,c; E|X;| < oo folgt nicht die gleichgradige Integrierbarkeit von X, t €
I' Ein Beispiel dafiir ist I = N, (Q, F,P) = ([0, 1], Bo,1}, A) und X,, = nllj1/n).

¢) Aus der zweiten Bedingung von Proposition 4.36 folgt ebenfalls nicht die gleich-
gradige Integrierbarkeit wie das folgende Beispiel zeigt: ) einelementig, I = N
und X, :=k, k € N.

14



Fiir den Beweis des folgenden Satzes wird sich das folgende Lemma als niitzlich
erweisen, dessen einfacher Beweis dem Leser iiberlassen ist.

Lemma 4.38. FEine Folge reeller ZV Xy, k € Ny ist gleichgradig integrierbar ge-
nau dann wenn alle Xy, integrierbar sind und lim,,_, o lim sup,_, .o B(| X511 x,1>n}) =
0.

Der folgende Satz zeigt (auch auBerhalb der Martingaltheorie) die Niitzlichkeit
des Begriffs der gleichgradigen Integrierbarkeit.

Satz 4.39. Seip € [1,00) und X,,,n € Ny eine Folge in LP(Q), F,P) und X eine
Zufallsgrofie auf (2, F,P). Dann sind dquivalent:

(i) X, — X in LP(Q, F,P)

(i)

a) X, —2 X in Wahrscheinlichkeit und
B) | XnlP,n € Ny ist gleichgradig integrierbar.
(iii)

a) X, —2 X in Wahrscheinlichkeit,

£) lim, o E|X,|P = E|X|P und
v) X € LP(Q, F,P).

Beweis. (i)=-(iii):
«) und ) sind klar.
B) Aus der Dreiecksungleichung fiir die LP-norm folgt

(B(X")"? = (BIXPNY?] < X5 = Xl =2, 0.

(ili)=-(ii): Fiir n > 0 folgt:
E(| Xk L xer>ny) < BOXE” — [ Xe[” A (0 — [Xe[)T)
— E|X|P — E(|X|p A (n — |X\p)+) — 0,
k—o00 n—00

wobei wir beim Grenziibergang k — oo benutzten, dass eine gleichméfig (in k
und w) beschriankte Folge von ZufallsgroBen, welche in Wahrscheinlichkeit kon-
vergiert, dies auch in L' tut. Mit Lemma 4.38 folgt nun die Behauptung.

(i) = (i):
Wegen E(|X[7) < liminf, . B(|X,|?) (Fatou!) ist M = {|X[P}U{|X.|7,n € No}
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gleichgradig integrierbar. Also existiert zu ¢ > 0 ein § > 0, so dass E(14]Y]) <
(£)" fiir alle Y € M und P(A) < 6. Weiter existiert ein N € Ny, so dass
P{|X, — X| > £} <4 fiir alle n > N. Damit gilt fiir n > N

€

[ X = Xlp < [ Lg1x-x15e/33 IXnl + XDl + 1L x5, - x1<e/3y [ X = X[, < 3-5 =€

w

U

Proposition 4.40. Seip > 1 und X € L*(Q2, F,P). Dann ist {|E(X|9)|P,G C F
Teil-o-Algebra} gleichgradig integrierbar.

Beweis. {|X|P} ist gleichgradig integrierbar, also existiert zu € > 0 ein § > 0, so
dass aus A € F und P(A) < 6 folgt: E(14|XP) < &. Sei n > 6 'E(|X|P). Dann
folgt mit Markov und Jensen

1 1 1
P(EXIG)I" 2 n) < ~E(IE(X|9)F) < ~E(E(X["|9)) = ~E(|X]") <o
und somit
/ [B(X|Q)[PdP < / (| X]7|G)dP — / XPdP < <.
{E(X|G)|P>n} {{E(X]9)[P>n} {{E(X|G)|P>n}

O

Satz 4.41. Sei X ein F-Martingal. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
a) X ist requldr.

b) sup,en, E|Xn| < oo und fir den f.s. Limes Xo gilt Xoo € L' und X,, =
E(Xoo|Fn) f.s. fiir alle n € No.

c¢) Es existiert X' € LY(Q, F,P) mit X,, = E(X'|F,) f.s. fiir alle n € Ny.
d) {X,,n € No} ist gleichgradig integrierbar.

Beweis.

00, also konvergiert X,, fast sicher gegen eine ZufallsgroBe X, (nach Satz
4.28). Aus Satz 4.39 folgt, dass X regular ist.
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Bemerkung 4.42. Ist X ein F-Submartingal, und ersetzt man in Satz 4.39 alle
“=" durch “<”, dann gilt a) < d) = b) < ¢). (Ubungsaufgabe: man zeige ¢) =

b) 1).

Ist X die in —1 startende symmetrische Irrfahrt mit Absorption in Null, so erfiillt
X b) mit “<” statt “=" (wobei X, = 0), nicht aber a) (vgl. 4.31 a)).

Satz 4.43. Seip > 1 und X ein F-Martingal. Gilt sup E(|X,|P) < oo, so ist X
n€Ng
requldr und X,, konvergiert in LP.

Beweis. Nach 4.36(iv) (mit G(z) = 2P) ist X,,,n € N gleichgradig integrierbar,
also nach Satz 4.41 regulir. Sei X, der (f.s. und L') Grenzwert. Dann gilt X,, =
E(X.|F). Nach Fatou folgt E(| X« |P) < sup,,en, E(|Xn|P) < oo und mit Jensen

|Xn|p - |E(X<>0|]:n>|p < E(|X00|p|]:n)-

Nach Proposition 4.40 und Bemerkung 4.35f) ist {|X,|[",n € Ny} gleichgradig
integrierbar. Aus Satz 4.39 folgt schlielich X,, — X, in L”. 0J

Bemerkung 4.44. Satz 4.43 ist falsch fiir p = 1 (vgl. 4.31 a)). Fiir F-Submartingale
und p > 1 ist Satz 4.43 ebenfalls falsch. Als Beispiel mit p = 2 wihle X, =
X, = 212 P(X,y1 = 20D2|X, < 0) = 1/2 = P(X,y1 = 0|X,, < 0) fiir
n € N und P(X,;; = 0/X,, = 0) = 1. Es folgt EX? = 2 fiir alle n € Ny und
E(X,1|X, = —2"/2) = —20+1/2.1 /9 » —97/2 Daher konvergiert X,, fast sicher
gegen X, = 0, aber nicht in L?!

Proposition 4.45. Sei (2, F,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, X €
LYQ, F,P) und X,, := E(X|F,). Dann gilt X,, — E(X|FL) fast sicher und in
L.

Beweis. (X,,)nen ist nach 4.17 d) ein Martingal, welches nach Satz 4.41 regulér
ist, konvergiert also fast sicher und in L' gegen eine F.-messbare integrierbare
Zufallsgrofe Xo,. Weiter gilt X,, = E(X|F,) = E(X|F,). Zu zeigen ist X =
E(X|Fy). Da X, F.-messbar ist, bleibt nur zu zeigen, dass fiir alle A € F,

/XOOdP:/XdP
A A

ist. Sei A die Menge aller A € F,, fiir die dies gilt. A ist ein Dynkinsystem,
welches M := J F,, enthilt (da X,, = E(X|F,) = E(X|F,)). Da M N-stabil
n=1

ist und F, = 0(M) folgt A = Fo. dJ

Wir zeigen noch eine Verallgemeinerung des Stoppsatzes 4.19 auf reguliare Sub-
martingale. Dazu ist das folgende Lemma niitzlich:
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Lemma 4.46. Sei X ein reguldres F-Submartingal und T eine Stoppzeit, dann
ist {Xrnn,n € No} gleichgradig integrierbar.

Beweis. (nach Durrett, Probability: Theory and Examples, 1991):

Nach 4.18 b) ist (X, )nen, ein F-Submartingal. Nach dem Stoppsatz 4.19 folgt
EX;?M < EX, . Nach 4.21 ist X7pn,n € Ny ein F-Submartingal, welches wegen
SUPLeny EXFnn < supnen, EX;F < sup,en, E|Xn| < oo nach dem Martingal-
konvergenzsatz 4.28 fast sicher konvergiert und zwar gegen Xr mit E|X7| < oo
(wobei Xoo(w) 1= lim,, 00 Xy (w)).

Nun gilt
E|X71pn - Lxpnnzatl = EIX7 - Lyxsiza) - Lirany|
TEIXoLx,120) - Loyl
< E[Xr - Lyxpza + E[X L x>0,

woraus wegen E|X7| < oo und der gleichgradigen Integrierbarkeit der X,,, n € Ny
die der Xpp,,n € Ny folgt. O

Stoppsatz 4.47. Sei X ein regulires F-Submartingal und S und T Stoppzeiten.
Dann gilt
E(X7|Fs) > Xsar

mit Gleichheit, falls X ein Martingal ist (wobei X (w) := lim, 0o X, (w)).
Beweis. Sei N € Nj. Nach Satz 4.19 gilt
E(X7an|Fs) > Xsaran fs.

Nach 4.21 ist X7y, N € Ny ein F—Submartingal, welches nach Lemma 4.46 und
Bemerkung 4.42 gegen Xp in L' konvergiert, woraus

E|E(X7an|Fs) — E(X7|Fs)| < E(E(|Xpany — X7[|Fs))
= E| X7y — X7 2 0
folgt. Bildet man also in der Ungleichung
E(X7an|Fs) = Xsaran
beidseitig Grenzwerte N — oo (links in L', rechts fast sicher), so folgt
E(X7|Fs) > Xsar

Ist X ein Martingal, so sind X und —X Submartingale. Also gilt in diesem Fall
Gleichheit. ]

Oft ist die folgende Abschétzung niitzlich.
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Satz 4.48. (Doobs LP-Ungleichung) Sei X ein F-Martingal oder nichtnegatives
F-Submartingal, N € Ng und 1 < p < oo. Dann gilt

0<n<N

P

B, X0 < (S2) B

p —
Beweis. Nach Proposition 4.18 ist in jedem Fall (|X,,|)nen, ein F-Submartingal.
O.b.d.A. sei E|Xy|P < co. Dann folgt mit Jensen fiir £ < N
E’Xk|p < E|E(‘XNH.F;€) ‘p < E‘XNV) < 0.
Sei
V= max |X,|, U:=|Xn|

1<n<N

Es gilt

N
EV? <E <Z |Xn|p> < oo und

n=1

1 SR
vip-e() - [ / e @WiPE) 5 [ R 2
V(w)
/ / (w)dy / U(w) / y2dydP (w)
425 V>y} Fubznz Q 0

1
=E < —||\U VP- 1 — U 174 p—1
() s 10 1V s = LIV,

woraus ||V[|, < -2 [[U]], und somit die Behauptung folgt. O

Satz 4.49. (Charakterisierung von Martingalen)
Sei X = (Xo, X1, ...) ein F-adaptierter reellwertiger Prozess mit E|X,| < oo fir
alle n € Ny. Dann sind dquivalent:

(i) X ist ein F-Martingal.

(1)) EXp = EX, fir jede F-Stoppzeit T mit sup,,cq T (w) < oo.

Beweis. (i) = (ii): folgt aus dem Stoppsatz 4.19 mit S = 0.

(ii) = (i): sei n € Ny, A € F, und T'(w) := nllge(w) + (n + 1)L 4(w). T ist eine
Stoppzeit, da {T'=n} = A€ F, und {T =n+ 1} = A € F, C F,11. Weiter
gilt:

E(X, 1)+ E(Xp114) = EXy = EXy = EX,, = E(X, 14) + E(X, 1,4).

Also folgt
E(X,114) =E(X,1,4)

fiir alle A € F,, und somit E(X,,1|F,) = X, fs. d
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