Numerische Mathematik

Losungen

1. Fiir den ganzzahligen Anteil einer Zahl ermittelt man die jeweilige p—adische Darstel-
lung fortgesetzte durch Division mit Rest nach p und Ubergang zum Rest. Fiir den
Nachkommaanteil bekommt man die entsprechende Darstellung durch fortgesetzte
Multiplikation mit p und Ubergang zum Rest. Wir illustrieren dies an den vier Zah-
len 2.75,0.1,1/3,12.125.

Zunéchst eine ganze Zahl:

275=137-2+ 1
137= 682+ 1
68= 342+ 0
3= 172+ 0
17= 82+ 1 p» — (100010011),
8= 42+ 0
4= 22+ 0
2= 12+ 0
1= 024 1

275=17-16+ 3
17= 1164+ 1
1= 016+ 1

275=22-12+ 11
2= 1124+ 10 % — (14B)1,

— (113)45

1= 012+ 1
Als nachstes eine Zahl < 1:
0.12=0 + 0.2 )
0.22=0 + 0.4
042=0 + 0.8
0.82=1 + 0.6 % — (0.00011),
06-2=1 + 0.2
022=0 + 04

/

0.116=1 + 0.6
0.616=9 + 0.6 ~
0616=9 + 06 ( — (0196

\

0.1-12=1 + 0.2
0.2:12=2 4+ 04
0412=4 + 0.8
0.812=9 + 0.6 % — (0.12497),
0.6-12=7 + 0.2
0.2-12=2 + 04




Man beachte, daf3 die 'glatte’ Zahl 0.1 in keinem dieser drei Systeme abbrechend ist.
Insbesondere nicht im Dualsystem, welches auf Computern verwendet wird!

1/32=0 + 2/3
2/3:2=1 + 1/3 -
1/32=0 + 2/3 ( — (0012

1/3-16=5 + 1/3
1/316=5 + 1/3 % — (0.5)4

1/312=4  } — (0.4)12

Die "krumme’ Zahl 1/3 148t sich exakt zur Basis 12 darstellen! Zum Schlufi noch eine
Zahl mit Vor— und Nachkommaanteil. Wir betrachten beides getrennt.

\

12=62+ 0
gj_;i s (1100),
1=02+ 1 5 (1100.001),
0.1252=0 + 0.25

025 2=0 + 0.5 % — (0.001)s
05 2=1 )

= O

12=0-16+ 12 } — (O)1s

0.12516=2  } — (0.2); _>
2=l124 01
1=012+ 1
0.125:12=1 + 05\ 10 — (1016)12
0.5 12=6
2. By(t) ist definiert als
(t—tio)? € [ti—a, tic1)
1 h? 4+ 3h2(t — ti_1) + 3h(t — t;-1)* — 3(t — t;-1)? € [ti-1, )
Bi(t) = 5 h3 + 3h*(tiy1 — t) + 3h(ti+13— )% = 3(tis1 — )t € [ti,tiv1)
(tiya — 1) t € [tiv1,tiv2)
0 sonst
a) Wir erhalten hieraus
3(t —tis)? € [tia, tic1)
|| B3RP AHGR(t —tiiy) =9t — 1) tE [t )
Bi(t) = = —3h? —6h(tizs —t) + I(tis1 —1)*  t € [ti,tin1)
—3(tips — t)? t € [tip1, tito)
0 sonst
und
6(t —ti—2) € [ti—a, tic1)
1 6h — 18(t — t;_1) € [ti1, )
B!(t) = 73 6h — 18(t;41 — 1) € [ti,tiz1)
6(tire — 1) t € [tit1,tiva)
0 sonst



Durch Einsetzen der Werte z; 5, ..., x;12 an den entsprechenden Intervallgren-
zen sehen wir, dass B; zweimal stetig differenzierbar ist. Die dritte Ableitung
ist iibrigens unstetig.

B;(t) lebt nur auf dem Intervall [t;_o, ;2] hat damit also einen lokalen Tréger der
Léange 4h, also eins grofler als der Polynomgrad der stiickweisen Polynome. Man
kann zeigen, dass dies allgemein erreichbar ist. An den einzelnen Schnittstellen
hat B; die Werte 0,1,4,1,0. B; sieht glockenférmig aus.

Die Aufgabe p(t;) = fi,i = 0,...,n, p"(ty) = 0 = p"(t,) fihrt auf das lineare
Gleichungssystem

BYy(ty) By(to) --- Bp(to) Byya(to) a1 0
B_i(to) Bo(to) -+ Bn(to) Bnti(to) ap fo
B—l(tn) BO(tn) s Bn(tn) Bn—i—l(tn) Qp, fn
BY\(tn) By(tn) -+ Bj(ta) Bnii(ta) At 0

Da die B; lokalen Tréager haben reduziert sich das Gleichungssystem gewaltig.

6 6

2o w2 a1 0

1 4 1 Qo fo
1 4 1 an fn
6 12 6
WoOTh e Gn+1 0

Wir fiigen noch einen Reduktionsschritt an und erhalten

6 12 6

W Tm
0] 6 0 a1 0
1 4 ap fo
4 1 |
ap I
0 SN )\ 0

w2 TR |z

Die Matrix in den Zeilen und Spalten 2 bis n + 2 ist strikt diagonaldominant,
also nichtsingulaér. Das Losen eines solchen Systems kostet 8(n + 1) flops. Das
Auswerten von p(x) kostet eine konstante Anzahl Operationen, weil gleichzeitig
hochstens 4 B;’s von Null verschieden sein kénnen. Durch Nachrechnen kann
man leicht verifizieren, dass es maximal 31 flopssind.

Nehmen wir als abgewandelte Aufgabe die Randbedingungen p'(to) = fi,
P (t,) = f statt p”(ty) = 0 = p”(t,) hinzu, so dndern sich nur die erste und
letzte Zeile der Matrix und der rechten Seite.

- % 0 % a—1 o
1 4 1 Qo f()
1 4 1 an fn

-5 0 3 U y1 A



Auch hier machen wir ein Reduktionsschritt. Wir subtrahieren von der erste
Zeile % mal die zweite Zeile um den Eintrag in Position (1,3) zu elimineren.
Anschliefend skalieren wir die erste Zeile mit —1 und subtrahieren von der
zweiten Zeile das Z-fache der ersten Zeile um den Eintrag in Position (2,1)
loszuwerden. Analog behandeln wir die letzten beiden Zeilen. Wir erhalten

6| 12
h h
0] 2 1 (-1 o fp
1 4 ap fo
1 . - .
p In
1 210 n
T2 5 An+1 %‘f‘f,,ll
Rl R

Die Diagonaldominanziiberlegungen aus c) lassen sich wieder iibertragen. Die
Interpolationsaufgaben in ¢) nennt man natiirliche Splineinterpolation und die
Interpolationsaufgabe in d) nennt man vollstdndige Splineinterpolation. Eine
dritte Klasse sei hier noch genannt. Fiir den Fall, dass fy = f, ist, kann man
auch periodische Splineinterpolation betrachten. Hier lauten die zusétzlichen
Randbedingungen p'(to) = p'(tn), p"(to) = " (t,).



