Numerische Mathematik
Ubungen

. Stelle folgende Dezimalzahlen im Dual-, Hexadezimalsystem sowie im Zwdolfersystem
dar (d.h. p = 2,16, 12, fiir p = 12 verwende man A, B als Ziffern fiir 10, 11)

275,0.1,1/3,12.125

. ai,...,a, selen Maschinenzahlen und es sei f(ai,...,a,) = Y ., a;. Der Compu-
ter habe die Maschinengenauigkeit eps. Auf dem Computer wird f in der Form
flar,...;a,) = (... ((a1 ® az) D as) ®...)d a, berechnet.

e Mache eine Riickwiirtsanalyse fiir f. D.h. f(aq, ..., an) = f(ar(1461), ..., an(1+
d,)) und |61, ..., |0,| sind geeignet abzuschétzen.

e Mache eine Vorwirtsanalyse fiir f. D.h. f(as,...,an) = f(a1,...,a,) + ¢ und
le| ist geeignet abzuschétzen.

e Zeige, daB fiir den Fehler zwischen f und f gilt:

|f(a1a"'7an)_f(ala"'7a’rL>| < epSZ|TL—Z+1| |a’l|
i=1

Terme in der GroBenordung eps?, eps?®,... diirfen als ndherungsweise 0 ver-

nachléssigt werden.

. Ermittle in  MATLABdie Realisierung von underflow/overflow sowie
Tmins Tmax, €PS.

. Schreibe einen MATLAB-Algorithmus zur Losung eines Gleichungssystems
Lr = b mit einer unteren Dreiecksmatrix L (Algorithmus 2.2Ldsung von
Dreieckssystemenlemma.2.2 der Vorlesung). Verfahre analog bei Ux = b wobei U
obere Dreiecksmatrix ist (Algorithmus 2.5L6sung von Dreieckssystemenlemma.2.5
der Vorlesung).

. Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung der Determinante einer
n x n—Matrix mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes. Der Laplacesche Ent-

wicklungssatz zur Determinantenentwicklung (nach der ersten Zeile) lautet:
det A =37 (=1)*'aydet A(2:n,[1:j —1,j41:n]). Diese Formel soll natiirlich
rekursiv ohne ‘det” aus MATLAB angewendet werden.

. Sei A € R™". Zeige:

(a) [[Allz < [|Allr < vl All2
(b) [[AB]lr < [ All2 [ Bllr < |All# [ Bll#-

. Sei A € R™". Zeige:

(a) Ist B € R™ so gilt |AB|, < | All,||Bl,
Tipp: Zeige die Behauptung zuerst fiir [ = 1 und nutzte die Def.



(b) Al = max > " ayl.
=1

1<jsn £

Tipp: Zeige zuniichst |Az]l; < (maxX---)||z]|; und konstruiere dann ein x fiir
welches Gleichheit gilt.

n

(©) 141 = g 3 o)
j:

(d) Ist p(A) = max{|A| : A Eigenwert von A} eine Matrixnorm?
8. Sei A € R™", B € R Zeige:

(a) Falls k =m,l =n, dann gilt |A + B| < |A| + |B|.
(b) Falls k = n, dann gilt |[AB| < |A| |B|.

(c¢) Falls k = m,l = n und A < B, dann gilt fiir alle C € RP™ mit C' > O:
CA < CB.

(d) Falls k =m,l =n und |A|] < |B|, dann gilt ||Al|c < || B]|c-
9. Vergleiche folgende vier Verfahren in MATLAB zur Loésung von Axr = b,A €
R™" b € R™. Messe die Rechenzeit fiir n = 4,6, 8,10 und zufillig erzeugte A, b.
(a) den ’\’ aus MATLAB . (Hinter diesem steckt der Gauf-Alg.)
(b) Einen selbstgeschrieben GauB-Algorithmus entsprechend der Vorlesung
()
)

(d) Die Cramersche Regel mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

Die Cramersche Regel mit Hilfe der eingebautem ’det’-Funktion

Die Cramersche Regel fiir Az = b ist wie folgt definiert:

ri=det [A(;,1:i—1),b,A:,i+1:n)]/detA, i=1,....n

Der Laplacesche Entwicklungssatz zur Determinantenentwicklung (nach der ersten
Zeile) lautet:

det A=37"  (=1)*ay;det A(2:n,[1:j—1,7+1:n]). Diese Formel soll natiirlich
rekursiv ohne 'det” aus MATLAB angewendet werden.

10. Die exakte Losung des Gleichungssystems

1 099 . 1.99
0.99 0.98 -\ 197
ist z = (}) Mit y = (0_&53359) gilt aber auch

1 099 [ 1.98995441
0.99 098 )Y~ \ 1.97004982 /-
Erklare dieses Verhalten anhand der Storungstheorie der Vorlesung.

11. Schreibe ein  MATLAB —Programm, welches den Gauf3—Algorithmus der Vor-
lesung ohne Pivotisierung auf folgendes Gleichungssystem (Hilbertmatrix, in
MATLAB ‘hilb(n)’) anwendet.

1

H;c:b,H:<+) Jb=H@1,...,1)".
i+5—-1 ij=1,...,n

Vergleiche die Losung des Algorithmus mit der exakten Losung = = (1,.. ., 1)T sowie

der von MATLAB mittels \ berechneten Losung fiir n = 2,3,4,...,30. Was stellst

Du fest? Erklarung!



12. Eine Matrix A = (a;;) . heiit strikt diagonaldominant, wenn gilt

ij=1,...,

|aj;| — Z |laij| >0, fiir alle j =1,...,n.
=
Zeige:

(a) Ist A strikt diagonaldominant, dann ist A nicht singulér.

(b) Ist A strikt diagonaldominant, dann gilt das auch fiir alle Hauptabschnittsma-
trizen.

(c) Ist A strikt diagonaldominant, dann besitzt A eine L R—Zerlegung.

13. Sei
a11 Q12

A— az1
An—1,n
an,n—l an,n
tridiagonal. Wieviel flops (+, —x, /) braucht der Gauf-Algorithmus, falls nicht per-
mutiert werden mufl und der Algorithmus durchgeht? Wie teuer sind Vorwérts— und
Riickwértseinsetzen?

14. Zeige Lemma 2.30Fehleranalyse der Gauf-Eliminationlemma.2.30 aus der Vorlesung:

Sei
Ax = b, AeR"™ 0#beR”
(A+AAy = b+ Ab, AAeR™ AbeR™,

mit | A A| < 0|A[,| A b < §Jp|. Falls §|||A7|A|]|lee = 7 < 1, s0 ist A+ AA
nichtsingulér und
lylle _ 147

Il = 1 =7

Tip: Verfahre analog zum Beweis des entsprechenden Lemmas 2.26Fchleranalyse der
Gauf-Eliminationlemma.2.26 iiber Normen.

15. Seil>¢e >0,

A= R e R™™
o
€

(a) Zeige, es existiert eine singuldre Matrix B mit ||B — A||oo < ™. D.h. der Ab-
stand von A zu den singuldren Matrizen ist hochstens €. Tip: man fiige in der
Position (n, 1) einen geeigneten Eintrag ein, so dass bei anschlieBender Deter-
minantenbildung eine Null entsteht.

(b) Berechne A~

(c) Bestimme fiir || ®||o, die Normen von A, A~!, die Konditionszahl sowie die Skeel-
Konditionszahl || |A] |[A7Y ||

(d) Wende fiir e < 2 und 6 = e"/4, b = (1,...,1)7, Ab = §-bund AA = 0
die Sétze 2.27Fehleranalyse der Gauf-Eliminationlemma.2.27, 2.31Fehlerana-
lyse der GauB-Eliminationlemma.2.31 der Vorlesung an. Wie scharf sind die

Ergebnisse?



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sei

0

1 0 : k
L=| ™= = 0 k=1,....n—1
: Uit
lnl ln,n—l 1
ln,k
Zeige:
(a) (I+lke)(I+1nel) = I+ 1gel +1,el fiir alle kK < m. Hier bezeichnen ey, . . . e,

die Einheitsvektoren.
(b) L=(I+ Lel) - (I + ln_leg_l).
() L7' = (I =1, 1€l )+ (I —lel).

n—1

Zahle die genaue Anzahl flops in der GAXPY-Version des Gaufi-Algorithmus (Algo-
rithmus 2.20GAXPY Form der Gau—Eliminationlemma.2.20 der Vorlesung). Zeige
dass 2n® + O(n?) flops benétigt werden.

Sei A € R™ und € > 0. Zeige:

(a) Fiir jede nicht singuldre Matrix X € R™" und jede Matrixnorm || e || ist ||| A||| :=
| X1 AX]|| wieder eine Matrixnorm.

Al

(b) Ist A = \\ , dann existiert zu jedem € > 0 eine Diagonalmatrix D,
1

A
so dass ||[D7'AD||, < p(A) + €.

(c) Es existiert zu A eine Norm || e ||, so dass [|A]| < p(A) +e.
(d) Sei p(A) < 1. Dann konvergiert fiir jeden Startwert xy € R™ die Iteration

Tpy1 = Axy.

Eine Matrix A € R™" heisst M—Matrix, falls es eine nichtnegative Matrix N € R™"
und ein s > p(N) gibt, mit A = sI — N (p(N) = max{|A| : A Eigenwert von N} ist
der Spektralradius von N). Zeige: A ist nicht singuldr und A~! ist nicht negativ.

Schreibe  MATLAB —Programme, welche den GauB—Algorithmus der Vorlesung
mit partieller Pivotisierung sowie vollstdndiger Pivotisierung realisieren. Verwen-
de als Testbeispiel Hx = b wieder die Hilbertmatrix H, z = (1,...,1)" fiir
n=223.4,...,30.

@i

(k) ‘

Bestimme den Wachstumsfaktor p = max aus der Vorlesung bei exakter Arith-

gk || Allso
metik und partieller Pivotisierung fiir die Matrix

1 0 - 0 1
-1 1 |
-1 -1 0
—1 -1 1



A Ap
Ay A
seien. Das Schur-Komplement ist gegeben durch S = Agy — Ay Ay Arg. Zeige:

22. Sei Ae R" A= ( ) und nehme an, dal A und A;; € R®* nicht singulir

(a) A 1aBt sich schreiben als

A — I O AH O I A1_11A12
T\ AnAG T o s)\lo 1 '

(b) S ist nicht singulér.

* *

(c) A!14Bt sich schreiben als A™! = < . gl ) (* heiBt, die Eintréige interessie-
ren uns hier nicht).
(d) Ist A symmetrisch, so ist S auch symmetrisch.

(e) Ist A positiv definit d.h. 27 Az > 0, Vz # 0, so ist S auch positiv definit, d.h.
yT'Sy >0, Yy # 0.

(f) Ist A invers nicht negativ, dann ist auch S invers nicht negativ (A heifit invers
nicht negativ, falls A~! nur nicht negative Eintriige hat).

23. Sei A € R™™ A = (a;;),

2,J=1,...,
(
(

., A= AT Zeige folgende Aquivalenzen:

a) A ist positiv definit, d.h. 27 Az > 0, Vo # 0.
b

)

) Alle Eigenwerte von A sind positiv.
(c) Alle Hauptabschnittsmatrizen (a;;)

)

k < n sind positiv definit.

RS
(d) Alle Hauptabschnittsdeterminanten det <(aij)i,j:1 77777 k), k < n sind positiv.
24. Sei A € R*", A = ( jj“ 2112 ) Falls A;; € R¥* nicht singulér ist, dann ist das
21 A

Schur-Komplement gegeben durch S = Ay — A21A1_11A12. Zeige:

(a) Ist A strikt diagonaldominant, dann (ist A;; nicht singuldr und) S ist strikt
diagonaldominant. Was bedeutet das fiir den GauB3—Algorithmus mit partieller
Pivotisierung?

(b) Ist A eine M—Matrix, dann ist auch S eine M—Matrix. (A heifit M—Matrix, falls
A invers nicht negativ ist und alle Eintridge von A auflerhalb der Diagonalen
kleiner oder gleich 0 sind).

Tip: Aus der Definition M—Matrix folgt bereits, dafi die Diagonaleintrége von
A positiv sind. Warum?

25. Sei A € R™" und sei F' € R™" mit r < n. Zeige:

a) Ist A positiv definit (d.h. 27 Az > 0 fiir alle z 0), dann ist FTAF positiv
(a) p : p
definit genau dann, wenn F' vollen Rang hat.

(b) Welchen Rang haben Matrizen der Form <X> : (IT)?

I Y

(c) Ist A positiv definit, dann ist auch A=! positiv definit.



26.

28.

29.

(a) Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung der Cholesky—
Zerlegung. Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Re-
chenzeit mit der Funktion ’chol’ und dem '\’ aus MATLAB fir n =
10,20, 30,40, ...,100 und zufillig erzeugten positiv definiten Matrizen A =
MDMT M = rand(n), D = diag(1,2,4,9,...,n?).

(b) Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung der Cholesky—
Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen. Vergleiche den Algorithmus beziiglich
Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der Funktion ’chol’ und dem ’\’
aus MATLAB fir n = 10,20,30,40,...,100 anhand der Matrix A =

2 -1

-1
|
-1 2
(a) Schreibe ein MATLAB ~Programm, welches den Gauf3-Algorithmus der Vor-
lesung mit vollstéandiger Pivotisierung sowie Zeilenskalierung und iterativer Ver-

besserung realisiert. Verwende als Testbeispiel Hx = b wieder die Hilbertmatrix
H,z=(1,...,1)" fir n=2,3,4,...,30. (Siche Ubung 11).

(b) Untersuche die Genauigkeitsverbesserung mittels iterativer Verbesserung da-
durch, dass Daten und Rechenoperationen mit zufélligen Werten der Form (1+¢)
gestort werden, wobei || < \/eps ist (einfache statt doppelte Genauigkeit).
Vergleiche die iterative Verbesserung mit und ohne gestérte Berechnung des
Residuums.

Zeige:

(a) Fiir jedes V € R™™ Rang V =m ist S = [ —2V(VTV)7'VT symmetrisch und

orthogonal und es ist S? = I.

(b) S ist eine Spiegelung am orthogonalen Komplement von Bild V.

(c¢) S hat nur Eigenwerte -1 m—fach, 1 n — m—fach.

(d) P=1-VVTV)7'VT ist symmetrisch und erfiillt P? = P.
(e) P ist eine Projektion auf das orthogonalen Komplement von Bild V.
(t
(e)
(h)

P hat nur Eigenwerte 0 m—fach, 1 n — m—fach.

Jede orthogonale Matrix obere Dreiecksmatrix ist bereits eine Diagonalmatrix.

h) Jede orthogonale Matrix 148t sich als Produkt von Elementarspiegelungen S

(d.h. m =1 in (a)) schreiben.

Sei G = ( z _CS ) orthogonal und nehme an, dass wir fiir vorgegebenes v = <Z;>,
¢, s 8o bestimmen konnen, dass Gv = (3) ist. Zeige:

(a) Ist A eine obere Hessenbergmatrix (d.h. a; ; = 0 fiir alle ¢ > j+ 1), dann besitzt
A eine QR-Zerlegung, die in 3n* + O(n)flops berechnet werden kann (ohne
explitzite Berechnung von Q).

Welches Belegungsmuster hat ()7

(b) Ist A eine beliebige n x n—Matrix, dann braucht die @) R—Zerlegung mit Hilfe
von G, 2n® + O(n?) flops (ohne explitzite Berechnung von Q).

Ist das besser oder schlechter als die (Q R—Zerlegung mit Hilfe von Householder—
Transformationen?



30. Zeige:

(a) Ist eine orthogonale Matrix gleichzeitig eine obere Dreiecksmatrix, dann ist sie
bereits diagonal. Wie sehen die Diagonaleintrige aus? Gilt ein analoges Ergebnis
auch fiir unitdre Matrizen?

(b) Jede orthogonale Matrix lidsst sich als Produkt von Elementarspiegelungen
(Householdertransformationen) schreiben. Gilt das auch, wenn man Elemen-
tarspiegelungen durch Rotationen ersetzt?

31. Betrachte fiir ¢ > 0, s = v/1 — ¢2 die Matrix

1 —¢ -+ —c
: n—1 0o - E n,n
Tn:dlag(l,s,...,s ) o . e R™".
R
0 0 1

Zeige:

(a) maxicren [ Tn (s )2 = (170 Do
(b) on(Th) = minyg,—1 | Thzll2 <

sn—1
clet)n=2
(c) Was bedeutet das fiir den Q R—Algorithmus mit Spaltenpivotisierung (d.h. in der
Restmatrix wird die Spalte mit maximaler 2-Norm mit der fithrenden Spalte
vertauscht) und fiir die Rangbestimmung von 7,7 (Betrachte z.B. n = 100, ¢ =
0.2)

32. Sei G(0) = < cosf —sinf ) = ( ¢ _CS ) Zeige:

sinf cos® S

(a) die Abbildung G beschreibt eine Drehung um den Winkel 6 gegen den Uhrzei-
gersinn in der Ebene.

G(6)

0 v

0
¢, s bestimmt werden, damit ein Hochstmafl an numerischer Stabilitéit gesichert

ist? Begriindung]!

(b) Bestimme fiir vorgegebenes v = <Z;>, ¢, s so, dass Gv = ( ) ist. Wie miissen

33. Schreibe einen MATLAB —Algorithmus zur Berechnung der () R—Zerlegung mittels
Householder—Transformationen.
Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der
Funktion 'qr’ aus MATLAB fiir n = 10, 20, 30,40, ..., 100 und zuféllig erzeugten
Matrizen

34. Sei Q = [q1,...,q,) € R™ mit QTQ = 1.

(a) Was bedeutet das fir ¢1,...,q, 7
(b) Zeige:

n

1-QQ" =1 —ad)),

i=1

dabei ist die Reihenfolge, in der das Produkt gebildet wird, beliebig.

7



35.

36.

37.

(c) Seia € R". Zeige (I — QQT)a steht senkrecht auf ¢y, ..., q,
(d) Berechne b= (I — QQ")a auf zwei Weisen
1. forj=1:n

R; = q;fpa
end
b:=ua
forj=1:n
b = b—gqj*R,
end
2. b:=a
forj=1:n
R; = qub
b = b—gq*xR;
end

Nach einer etwaigen Normierung von b am Ende, welcher der beiden Algorith-
men entspricht dem klassischen und welcher dem modifizierten Gram-Schmidt-
Verfahren. Wie kann man das hinsichtlich Teil (b) interpretieren?

Seien A und B = QA gegeben, wobei () orthogonal. Nehme an, dass v, =

[RaaS} Ly

fir k = 2,...,n moglichst schnell aus vy, ..., v, berechnen? Welche Auswirkungen
hat das auf Anzahl flops bei der Q RP—Zerlegung?

Schreibe einen MATLAB —~Algorithmus zur Berechnung

(a) der QRP—Zerlegung (Spaltenpivotisierung) mittels Householder—Transformatio-
nen (hierzu wird in jedem Schritt vor der Elimination die Spalte mit der grofiten
2-Norm in die fithrende Position gebracht. D.h., ist A(j : m,j : n) die Restma-
trix im j-ten Schritt, so berechne p mit || A(:, p)|l2 = max;<<n [|A(:,1)]]2 und
vertausche A(:, j) mit A(:, u)),

(b) der QR—Zerlegung mittels klassischem Gram—Schmidt Verfahren.
(¢) der QR-Zerlegung mittels modifiziertem Gram—Schmidt Verfahren.

Untersuche die Algorithmen fiir das lineare Ausgleichsproblem ||Az —b||s = min und
vergleiche sie beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit mit dem Cholesky—
Verfahren fiir die Normalengleichungen A” Az = ATb. Zur Generieung der Beispie-
laufgaben kann auf ein entsprechendes MATLAB -Scriptfile im WWW zuriickge-
griffen werden.

Sei

* K X X X X X X
*

R S S SR S

Bestimme Permutationen U, V| so dass bei einer () R—Zerlegung von U AV moglichst
wenig Eintrdge in R entstehen.



38. Sei

2 -1
—1
A= e R™"
—1
-1 2
Zeige
(a) Die Eigenwerte von A sind A, = '2—2 coS %, und die zugehorigen Eigenvektoren
lauten v; = (vi;),_; _, = (sin T’L]—J:’l)izl _____ Cfiralle j=1,....n.
Hinweis: sin(z+y) = sinx cosy+cos x siny, cos(—z) = cosx, sin(—z) = —sinz.

(b) Fiir jede mit der Matrixmultiplikation vertrdgliche Norm || e || gilt: p(A) < ||A]|.

(c¢) Inder Standard—Zerlegung A = D—L—U ist das Einzelschrittverfahren definiert
durch M = D — L, N = U und die Iterationsmatrix Ty = M 'N. Zeige: T =
(I+D*'L+---+(D'L)y" YD 'U.

(d) Bestimme/schéitze den Spektralradius von Gesamt—/Einzelschrittverfahren.
Was kann man iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des cg—Verfahrens sagen?

39. Sei A € R, A = D — L — U Standardzerlegung, d.h. D ist Diagonale von A,
—L striktes unteres Dreieck und —U striktes oberes Dreieck von A. Sei w € R und
betrachte die Zerlegung wA =M — N mit M =D —wL, N = (1 —w)D + wU.
Zeige: Tst p(M™'N) < 1,80 ist 0 < w < 2.

40. Sei ¢ : K — R", K C R" offen, konvex, ® differenzierbar und nehme an, daf§ das
totale Differential D® auf K beschrankt ist. Zeige:

12(2) = 2(Y)lloc <DPlocle Ml = Ylloo, Vi, € K.

41. Schreibe MATLAB —Programme fiir das Jacobi—Verfahren, Gaufi—Seidel-Verfahren,
sowie das cg—Verfahren ohne Vorkonditionierung. Vergleiche die Verfahren beziiglich
Rechenzeit und Iterationszahl anhand des Beispiels Az = b,

2 -1 1
A= -1 7b: ’
-1
-1 2 1
@ = 0, n = 10,100,1000. Als Abbruchkriterium nehme man |[rgiills =

Hb — A.Tk+1“2 < 10_8, kmax = 600.

42. Sei A € R™" symmetrisch, positiv definit und b, zq € R™. Betrachte das cg—Verfahren
ohne Vorkonditionierung aus der Vorlesung (zur besseren Analyse mit Indizes).

k=0,ry=0b— Axy, POZTOTTO
while /pr > €\/po and k < kyax

k=k+1
ifk=1
b1 =To
else



5k: = pk—l/pk—2
Pk = Tk—1 + BrPr—1
end

wy = App, ap = pkfl/w];rpk
T = Tp—1 + 0Pk
Tk = Tk—1 — OWg
Pe = TpT%
end
Zeige:
(a) pl Ap; = 0, fiir alle k > [ > 0.
Tipp: Zeige durch Induktion iiber k, ] r;_; = 0,p) Ap; = 0, fiir alle k > [ > 0.
(b) Nehme an, es sei p] Ap, = 0, fiir alle k > [ > 0, dann ist

k k
min _ $(z + E pvy) = min min  $(zo + g nv) |,
V1,..., 0 ER R\ vi,...,vp_1€ER =1

(RS
=1 F

wobei ®(z) = sz Az — x"b. Was passiert mit dem cg—Verfahren nach maximal
n Schritten?

43. Fiir welche der folgenden Gleichungen und welche Startwerte konvergiert die zu-
gehorige Fixpunktiteration?

(a) x=¢"—sinz+z
(b) z =sinx —e* +x
(¢) x =arcsine”, z <0
(d) x =1Insinx,x € (0,7)
44. Sei p(x) = apz™ + -+ - + a1 + ag, a, # 0, Polynom n—ten Grades. Zeige:

(a) Die Nullstellen von p sind die Eigenwerte der Begleitmatrix

0 1
A= '
0 1
_a _a ., _9n1

(b) Die Nullstellen &, ..., &, von p erfiillen fir alle i = 1,...,n die Ungleichungen

il < max{1, j{:l I} 16l < InaX{I-—-|1+|——| 1-+|a" I}

7’1

(Hinweis: Fiir jeden Eigenwert A von A und jede mit der Matrixmultiplikation
vertréigliche Norm gilt: |A] < ||A]])

45. Sei A € R™™ und

T1

(A—xpal) :

flz1, o X, Tpg1) = Ty,
3 (i |l = 1)

10



Zeige:

(a) (x1,...,2py1) ist Nullstelle von f, genau dann wenn z,.; Eigenwert und
(21,...,2,)" normierter Eigenvektor von A sind.

(b) Sei (xy,...,2,4+1) Nullstelle von f. Dann ist die Ableitungsmatrix
Df (x1,...,2Z,41) nicht singuldr, genau dann wenn x,,, 1 ein einfacher Eigenwert
von A ist (Tip: Jordan-Form). Was bedeutet das fiir das Newton—Verfahren?

46. Schreibe ein MATLAB —Programm fiir das Newtonverfahren zur Bestimmung ei-
ner Nullstelle einer Funktion. Wende das Verfahren auf die Funktion e* — sinx an
und vergleiche das Programm beziiglich Rechenaufwand und Genauigkeit mit der
Fixpunktiteration angewandt auf die Funktionen aus Aufgabe 43

A7.  a) Zeige den Satz von Gerschgorin: Sei A = (a;),;_, , € C"". Dann sind die

Eigenwerte von A enthalten in der Vereinigung der Kreisscheiben

n n
UKi, Ki:{ZZ \z—aii| § Z|(lzj’}
i=1 Jﬂj

Ve

b) Zeige folgende verschérfte Variante des Satzes von Gerschgorin: Sind iy, ..., 4,
(paarweise verschieden) so gewahlt, dafl

0)+( 2.+)

dann enthélt | J;_, K;, bereits r (nicht zwingend verschiedene) Eigenwerte von

A
Hinweis: Die Eigenwerte einer Matrix héngen stetig von den Koeffizienten der
Matrix ab.

48. Sei p(x) = apx™+a;2" '+ - -+a,. Bestimme den Rechenaufwand fiir die Berechnung
von p(x), falls man gerade durchrechnet, d.h. ohne Horner—Schema.

49. Seien A € R™™ v,w € R". Vergleiche den Rechenaufwand folgender Algorithmen
zur Berechnung von B = (I — vw®)A.
(a) P:=1—vw? B:=PA
(b) z:=wTA,B:=A—vz

Unterscheidet sich der Rechenaufwand wesentlich?
50. Sei p Polynom n-ten Grades. Zeige:

(a) Zu gegebenem z € R lésst sich p(z) mit dem Hornerschema in 2n flops berech-
nen.

(b) Zu gegebenem z € R lassen sich p(z), p’(z) mit einem angepassten Hornersche-
ma in 4n — 2flops berechnen, d.h. es werden gegeniiber der Berechnung von
p(x) zusétzlich 2n — 2flops fiir die Berechnung von p/(z) benétigt (Tip: Satz
3.43Nullstellenbestimmung fiir Polynomelemma.3.43 der Vorlesung).
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51. Schreibe ein MATLAB -Programm fiir das Newtonverfahren zur Bestimmung der
reellen Nullstellen einer rationalen Funktion f(x) = p(x)/q(x), wobei p, ¢ Polynome
seien. Vergleiche das Programm beziiglich Rechenaufwand und Genauigkeit mit der
Funktion 'roots’ aus MATLAB anhand des Beispiels p,(z) = [[I_,(z — i), n =
2,4,6,...,20, g(z) = 1.

52. Sei p(z) = apr™ + a12" ! + - - - + a,, Polynom n—ten Grades mit n > 3. Zeige:

(a)

53. (a)

(b)
()

Bestimme in Abhéngigkeit von gegebenen r, g € R nacheinander die Koeffizien-
ten by, ..., b,, so dass

p(z) = q(@) (2 — 12 — q) + by (x — 1) + by

Dabei ist q(x) = box™ 2 + byx" 3 + - -+ + b, _». Was stellst Du fest?

Setze ¢;_1 = %, dj_o = aa—l;j, j=0,...,n. Dann gilt fiir die partiellen Ableitun-
gen der Koeffizienten by, . .., by,:
c1=0,c=bo, cjo1=bj1+rcja+tqci3 j=2,....n

sowie
dj =cj, j=-1,...,n.

Was kostet die Berechnung der partiellen Ableitungen von b,,_1,b,?

Das 2-dimensionale Newton—Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen von
O(r,q) = (by—1,by,) lautet

-1
(Tk+1> _ (T‘k) . ( Cp—2 Cp-3 ) (bn—l)
qk+1 Ak Cn—1 Cp—2 b,
Sei A e R"™ A=28— fg' mit f,g € R" und S € R™" nicht singuliir. Setze

S, =1—g"'S~1f. Dann ist A nicht singulir genau dann, wenn S, # 0 ist und
es gilt (Sherman—Morrison—Formel):

Afl — Sfl + SlfsigTsl

Tip: multipliziere die rechte Seite an A heran.

Was kostet das Losen von m linearen Gleichungssystemen mit A verglichen mit
dem Losen m linearer Gleichungssysteme mit S7

Lésst sich die Formel auf Blocke verallgemeinern? D.h. F, G € R™".

54. Ist A(z) stetige nichtsinguldre Matrixwertige Funktion, dann gilt das auch fiir ihre
Inverse. Tip: Cramersche Regel.

55. Seien xy, ..., x, € R paarweise verschieden und fy, ..., f, € R zugehorige Funktions-
werte. Definiere die dividierten Differenzen f|x;, z;11, ..., ;1] rekursiv durch

f[ZEZ]:fw izO,...,n,

sowie

f[wi,l‘zﬂ, o 737i+k] — f[fi+1,$i+2, . 7$i+k] - f[xz‘, Titly- - ,$i+k—1]’
Titk — L4

12



56.

57.

58.

99.

1=0,...,n, k=0,...,n— 14 Nehme an, daf3

f[xk]7 f[xk—lvxk}y f[$k—27xk—17xk]a s 7f[x07 s al‘k]
bereits vorhanden sind. Wie kann man daraus  flxo,...,2541] be-
rechnen?  Was  folgt daraus insgesamt  fiir die  Berechnung von
flznl, flen—1, xnl, fltn—o, n_1,2n], -, flzo,. .., xn]?
Seien xg, ..., r, € R paarweise verschieden und fy, ..., f, € R zugehorige Funktions-

werte und p(z) = @, 2" + ap_12" ' + -+ - + ag das eindeutige Polynom n—ten Grades
mit p(x;) = fi,i=0,...,n.

(a) Bestimme den Rechenaufwand (flops) zur Bestimmung von p fiir die Newton-
darstellung von p (d.h. die dividierten Differenzen) sowie fiir die Berechnung der
Koeffizienten von p durch Losen des linearen Gleichungssystems Va = f. Dabei
ist V die Matrix aus Aufgabe 3 und a = (ag, ..., a,)", f = (fo,..., f)T.

(b) Wie teuer ist die Auswertung von p in der Newtondarstellung bei gegebenen
dividierten Differenzen, bzw. bei gegebenen Koeffizienten ay, ..., a, verglichen
mit der Lagrange—Darstellung von p?

(c) Welche der drei Varianten ist die billigste, wenn man p(z) ein einziges Mal
auswerten will. Wie sieht es fiir eine grofie Anzahl von Werten z (Gréfienordnung
n) aus?

Zeige, dafl

(b—x)*[,2x+b—3a
b—a? "' b-a

22 [. 2 +a—3b
(a — ) [2m+a 3 - solz — )

+sl(x—a)]+(a_b)2 —

das eindeutige Polynom dritten Grades ist, welches fiir a < b und vorgegebene Werte
f1, 51, f2, 52 € R die Interpolationsaufgabe

pla) = fi,p'(a) = s1,p(b) = fo, p'(b) = 52

erfiillt ("Hermite—Interpolierende’).

Seien xg,...,x, € R und
1 zg = zy
v 1z 22 !
1z, 22 xy
Zeige, dass V' (Vandermonde-Matrix) invertierbar ist genau dann, wenn x,...,z,
paarweise verschieden sind.
Zu vorgegebenen Stiitzstellen tg < t; < --- < t, mit Funktionswerten fo,..., f, ist

das Neville-Schema zur Berechnung des zugehorigen Interpolationspolynoms p an

der Stelle z wie folgt definiert: P, := f;, n > 1 > 0.

(@ —tig)Pigp—1 — (€ — ;) Picy 1
ti —li—k

Firk=1,...,n setze P, 1= ,n=>1>k.
Dann ist p(z) = P .

a) Lésst sich das Neville-Schema in einem &hnlichen Schema wie die dividierten
Differenzen aufschreiben?

13



b) Wie teuer ist die Berechnung von P, ,, im giinstigsten Fall und ist dies giinstiger
oder teurer als die Newton—Darstellung mittels dividierter Differenzen?

c) Nehme an, dass * = 0, t; = h?47% i = 0,...,n. Schreibe das Neville-Schema
fiir diesen Fall um.

60. Seien t_3 <t < --+ < thto < tnis und tiy1 — t; = h fir alle 1 = —3,...,n+ 2.
Definiere fiir : = —1,...,n + 1 die Funktion
(t — ti_g)g [ i— 27 )
) h3 + 3h2(t — t;q) + 3h(t —t;1)* — 3(t — t;-1)® t € [tia, )
&@):ﬁg iﬁ+3maﬁr—w+3MnH;¢P—3uH1—w3 € [ti, tiv1)
(tiya — 1) t € [tig1,tiv)
0 sonst

Zeige:

(a) B;(t) ist zweimal stetig differenzierbar.

(b) Skizziere B;(t).

(c) Betrachte fiir p(t) = Z?:H a; B;(t) und Funktionswerte fy, ..., f, die Interpola-
tionsaufgabe p(t;) = fi, 1 =0,...,n, p"(ty) = 0 = p”(t,). Lésst sich die Aufgabe
eindeutig l6sen und wenn ja, Wie teuer ist die Berechnung von ay, ..., a,? Wie
teuer ist die Auswertung von p(z) bei gegebenen ay, ..., a,?

(d) Was andert sich bei der abgewandelten Aufgabe p(t;) = f;,i=0,...,n,p'(ty) =
16, P'(tn) = [l bei zusitzlichen Funktionswerten f{, f/,7

61. Schreibe ein MATLAB —Programm, welches fiir beliebige Vorgabe ty < t; < --- <
t,, von Stiitzstellen mit Funktionswerten f, ..., f, das zugehorige Interpolationspo-
lynom p an der Stelle x mit Hilfe des Neville-Schemas auswertet, welches wie folgt
definiert ist:

Pi,(]::fh n2220
—tik)Pip—1 — (v — ;) Py
Firk=1,...,nsetze P, 1= (x k) ’ktl t(I )P 1,
i — ti—k

Dann ist p(z) = P,,. Wende das Programm auf f(t) = logy,(t) — 5+, = 5.25 und

folgende Stiitzstellenverteilung an und interpretiere die Ergebnisse.

n=1>k.

a) 1.0,2.0,4.0,8.0,10.0
b) 2.0,4.0,8.0,10.0
¢) 4.0,8.0,10.0

d) 2.0,4.0,8.0

62. Bestimme mit dem Newtonschema die Interpolationspolynome p zu den Funktionen
f(t) = 1552 und g(t) = /[t]. Als Stiitzstellen verwende jeweils

2
i) ti=—1+4ih, i=0,...,n; h==>,
n

(2i 4+ 1)7
= COS —F———, 1 =
2(n+1)
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fir n = 2,4,6,...,20. Werte das Polynom an den Stellen y} = t; + j%, j =
1,...,20 aus. Vergleiche als Schétzung fiir den maximalen Fehler ||p — f|

oo [—1,1]

i€{0,..., n—nll}aj(e{l ,,,,, 20} p(y;) = f(y5)]

Plotte die Interpolationspolynome zu den Stiitzstellen in i), ii) fiir n = 20. Erldutere
die Ergebnisse.

63. Gegeben sei die Funktion f: R +— R durch

1 firo<t<n
Flio2m (1) ':{ —1 firmr<t<2m

und f(t + 2km) = f(t) fiir alle k € Z. (Rechteckimpuls erster Art)
i) Bestimme die zu f gehorige Fourierreihe

1 > 1 2m 1 2m
—ag—l—Z(ak cos kx+bgsinkz), aj = —/ f(x)coskx dx, by, = —/ f(x)sinkz dx.
2 — T Jo T Jo
ii) Zeichne (oder Plotte) die ersten fiinf Partialsummen und vergleiche mit f.
64. Seien xg, x1, s € R mit z¢ # x5. Zeige:

(a) es gibt eindeutige Polynome py, pa, ps3, ps dritten Grades , welche den Bedingun-

gen
pi(xg) = 1 pa(xg) = 0 p3(xg) = 0 pa(zg) = 0
pi(za) = 0 pa(z2) = 1 ps(z2) = 0 pa(z2) = 0
pi(r) = 0 pa(r1) = 0 py(r) = 1 py(r1) = 0
pi(r) = 0 pa(r1) = 0 ps(r1) = 0 pi(r) = 1
genugen.

(b) Es existiert ein eindeutiges Polynom p dritten Grades gibt, daf fiir die Werte
fo, f2, f1, fi’ die Interpolationsaufgabe

"

p(wo) = fo, plx2) = fo, P(x1) =f1, p'(x1) = fi
erfiillt.

65. Bestimme fiir eine auf dem Intervall [a,b] stetig differenzierbare Funktion f eine
Quadraturformel fiir fab f(t)dt, indem Du Stiitzstellen a = zg < 21 < -+ < x, =
b einfiihrst und auf dem Intervall [z;, x;, ;] die Funktion f durch die (stiickweise)
Hermite-Interpolierende aus Ubung 12, Nr.2 ersetzt (neben f(xo), ..., f(z,) sollen
auch f'(xzg),..., f'(x,) gegeben sein).

66. Sei f : [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.

a) Sei F' Stammfunktion zu f, d.h. F’ = f. Seien x,h € R mit [z —h,z+h] C [a, b].
Zeige:
h h B (0. + £1(0-)

F(m+§)—F(m—§):hf(x)+24 5

fiir geeignet zu wihlende 6, ,60_ € [a, b].
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67.

68.

69.

70.

b) Zeige: Sei l € N\ {0}, 64,...,60, € [a,b]. Dann existiert ein 6 € [a, b], so daB

f”(@) _ %Zf”(ek)

k=1
ist.
) Sei zj=a+th, i=0,...,N, h="" Zeige:

i Zi + Zit1 h3

£ty dt = nf () = 2 )

2

fiir ein geeignetes 6; € [a,b],i =0,..., N — 1.
d) Sei M(h) =h3 N} f(3E5L), (Summierte Mittelpunktregel) Zeige:

/ F(t) dt — M(h) = (b — a) = "(6),

24
wobei 0 € [a, b] geeignet zu wihlen ist.

Bestimme fiir eine auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbare Funktion f eine Qua-
draturformel fiir f; f(t)dt, indem Du Stiitzstellen a = 29 < 7 < -+ < x, = b
einfiihrst und f durch den kubischen Spline S ersetzt (neben f(xo),..., f(zy)
sollen auch f'(zg) und f’(z,) gegeben sein). Tipp: Interpretiere S als Hermite-
Interpolierende, bei der s; = S’(z;),0 < i < n als Unbekannte auftritt.

Verwende zur Berechnung der Integrale

z 1 1 1
/2 sinx dzx, / Vz dz, / r/x dx, / 22\/x dx
0 0 0 0

a) die summierte Trapezregel fir N = 1,2,4,8,16,...,2° und folgende Untertei-

lung:
T
;i =i-h,i=0,1,...,N, h=—.
T, =1 i 5N
b) die summierte Mittelpunktregel fiir N = 1,2,4,8,16,...,2° und der Untertei-
lung aus a).
c) die summierte Simpsonregel fiir N = 2,4,8,16,...,2% und der Unterteilung aus

a).
Vergleiche die Verfahren beziiglich Genauigkeit und Rechenaufwand.

Verwende zur Berechnung des Integrals aus Aufgabe 68 das Extrapolationsverfahren

zur summierten Trapezregel fiir £ =0,1,2,...,9 mit der Rombergfolge
T
hl:ﬁ7 lZO,,k

Untersuche das Verfahren beziiglich Genauigkeit und Rechenzeit.

Zeige den Satz von Bauer und Fike: Sei A = (ay;), ,_, , € C"" diagonalisierbar,

d.h., nehme an, da A = XAX ! ist, wobei A = diag (\1,...,\,) ist und X nicht
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

singuldr ist. Sei ¥ € C™" irgend eine Matrix. Dann existiert zu jedem Eigenwert p
von A + E ein Eigenwert \; von A derart, dafl

A = ol < IX N IIXH 2

Dabei ist || e ||, die iibliche induzierte Matrixnorm zur p-Norm fiir Vektoren.
Hinweis: Betrachte 0.B.d.A. u # X\; und betrachte (ul — A)X 'o fiir ein geeignetes
v.

Schreibe ein MATLAB —Programm fiir den () R—Algorithmus fiir symmetrische Ma-
trizen einmal mit Wilkinson—Shift und einmal ohne Shift (Der Wilkinson—Shift einer
Apn—1n—1 Gn-1n

Ap—1,n Qnp
bei a,, gelegen ist). Fiir die Reduktion auf symmetrische Tridiagonalgestalt darf die
entsprechende Routine 'hess’ aus MATLAB verwendet werden. Fiir die Iteration
reicht die explizite Variante.

Vergleiche beide Varianten beziiglich Rechenzeit und Genauigkeit anhand der Matrix
2 -1

symmetrischen Matrix A ist der Eigenwert von < , welcher dichter

A= R fiir Dimension n = 10,20, . .., 100.
o

-1 2
Erlautere den Begriff Kondition eines Problems. Was bedeutet das speziell bei linea-

ren Gleichungssystemen? Wie wirkt sich eine schlechte Kondition auf die Genauigkeit
des Ergebnisses aus?

Erlautere den Gaufischen Eliminationsalgorithmus. Wozu macht man partielle Pivo-
tisierung und wie wirkt sich das auf die Genauigkeit des Ergebnisses aus?

Erldutere die Grundidee des Cholesky—Algorithmus. Muss man hier pivotisieren?
Wenn nein, wie sehen die Fehlerschranken aus?

Erlautere die (QRZerlegung. Welche Varianten gibt es und wie unterscheiden sie
sich? Was sind Vorteile/Nachteile gebeniiber GauBelimination?

Erldutere die Grundidee iterativer Verfahren. Wann liegt Konvergenz vor? Gibt es
Situationen, wann iterative Verfahren den direkten Verfahren vorzuziehen sind?

Beschreibe das Newtonverfahren. Was weiss man iiber Konvergenz? Was ist
grundsétzliche Unterschied beim modifizierten Newtonverfahren und wie wirkt sich
das auf die Konvergenz aus?

Erlautere den Begriff Lagrange—Interpolation. Wie kann man die Interpolierende in
der Praxis berechnen? Welche Vorteile/Nachteile hat die Polynominterpolation und
was kann man dagegen machen?

Erklére die Idee der trigonometrischen Interpolation. Wie kann man die Koeffizienten
effizient berechnen? Wo ist der Unterschied zu Fourierreihen/Fourierpolynomen?

Beschreibe die Spline—interpolation. Wie kann man die kubische Splineinterpolierende
berechnen? Wo liegt der wesentliche Unterschied zur Polynominterpolation und was
weiss man iiber die Approximationseigenschaften?

17



81.

82.

83.

84.

85.

86.

Beschreibe die Grundidee der numerischen Integration. Wie unterscheiden sich Inte-
gration mit Hilfe von Polynomen gegeniiber stiickweise Polynomen. Wie kann man
die Qualitdat der Approximation verbessern?

Gib fiir das Beispiel aus der Vorlesung zur Berechnung von z* = f(ay,as) = a3 —
\/a? — as einen besseren Algorithmus an. Begriindung!

Zeige Satz 2.31Fehleranalyse der GauB-Eliminationlemma.2.31 aus der Vorle-
sung: Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.30Fehleranalyse der Gauf}-
Eliminationlemma.2.30 gilt
ly—=l _ 2r
B

wobei || o] = ||®||c, ||®||1, || ®]| 7. Tip: Verfahre analog zum Beweis des entsprechenden
Satzes 2.27Fehleranalyse der Gauf}-Eliminationlemma.2.27 iiber Normen.

Sei ¢c € C™, J € C™*™ definert durch

‘o 0 1
C
c:= .1 , Ji= 1
Cn—1 1 0

Definiere die Matrix C' € C™*" durch
C .= (c, Je, J%e, ..., J"_lc)

(C bezeichnet man auch als Zirkulante).
1

Sei w,, := e~ und W € C™" definert als W := ﬁ (wkl)k,l:
i) W*W =1, d.h. W ist unitér.

ii) W*CW ist eine Diagonalmatrix. (Tip: Zeige zuerst, dafl W*JW diagonal ist
und nutze dann die Def. von C).

iii) Was sind die Eigenwerte von C' und wie lassen sie sich berechnen?
iv) Sein = 2%. Zeige, daf sich das Gleichungssystem Cx = b, b € C" gegeben, durch
drei FFT berechnen 148t. Bestimme die wesentliche Rechenzeit.

Gegeben die Werte

Yo = 0.580 y; = 0.951 yo, =0.786 y3 = 0.298
ys = 0.454 y5 = 0.006 ys = 0.276 y; = 0.306

Fiihre eine FFT durch, d.h. berechne

n—1

ck:waLmym, firk=0,....,n—1

m=0

_j2m

mittels FFT, wobei w,, := e " .

Gegeben sei eine nichtsingulédre untere Dreiecksmatrix L € R™".
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(a) Nehme an, dass y € R" gegeben ist und x die Gleichung Lx = y erfiillt. Zeige:
falls ||y, < ||z||, gilt, so ist ||[L71|, = c.

(b) Nutze (86a) zur Entwicklung eines Konditionsschétzers. Wahle ein y der Form
y" = (41 --- £1) und betrachte folgende Variante des Vorwirtseinsetzens

p=0eR"

fork=1:n
Wihle das Vorzeichen von y(k)
z(k) = (y(k) — p(k))/L(k, k)
plk+1:n)=pk+1:n)+ Lk+1:n,k)x(k)

end

fo= [lz]lcoll Ll oo

i. Schreibe ein MATLAB-Programm, in dem y so gewahlt wird, dass fiir £ =

1,...,n, |x(k)| sukzessive maximiert wird.

ii. Schreibe ein MATLAB-Programm, in dem y so gewahlt wird, dass fiir k =
L...,n, |z(k)|+|lp(k+1:n)+ L(k+1:n,k)z(k)||; sukzessive maximiert
wird.

iii. Vergleiche beide Varianten in MATLAB mit der eingebauten Funktion con-
dest sowie der exakten Kondition cond. Was stellst du fest?

87. Gegeben sei eine symmetrische Tridiagonalmatrix

€31 52

A= | P @ c R™",

Bn oy

Zeige: Das charakteristische Polynom p,(t) = det(A — tI) von A lésst sich rekursiv
berechnen durch

po(t) =1
p1(t) o —t
pi(t) = (a5 —t)pja(t) — Bpj2(t), j=2,3,...,n.

88. Fiir eine Matrix A € R™" ist die Matrix p—Norm definiert durch

A
141, = sup 1A2le o g,
x#0 Hpr llz][p=1

(a) ||Al|, ist eine Norm
(b) [[Az|l, < [|Allplz]l,

(c) Ist ¢ eine Konstante, so dass ||Az||, < c[|z||, fir alle = gilt, so ist ¢ > || 4], d.h.
c = ||A4]|, ist die kleinst mogliche Konstante, so dass ||Az||, < c||z||, gilt.

89. Sei A € R™" eine obere Hessenbergmatrix, d.h a;; = 0 fiir alle ¢ > j + 1. Zeige: die
Elemente der Matrix A®) die durch k Schritte das Gau-Algorithmus mit partieller
Pivotisierung entsteht, erfiillen die Ungleichung

max fag))| < (k -+ 1) max fag.
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(k)
Was bedeutet das fiir den Wachstumsfaktor p = max; ; %?

Tipp: Verwende Induktion iiber die Anzahl Eliminationsschritte &k und zeige, dass
nach dem k-ten Eliminationsschritt gilt max;<x1 |al(-f)| < (k+1)max; j |a;; at =

]
ay, i >k+1; 0l =0i=1,.. k
90. Schreibe ein MATLAB —Programm fiir die GAXPY—Version des Gau3—Algorithmus

der Vorlesung mit partieller Pivotisierung. Verwende als Testbeispiel Hx = b die
Hilbertmatrix H, z = (1,..., 1)T firn=2,3,4,...,30.

91. Sei

A= s e R,

Zeige:

(a) A besitzt eine LU-Zerlegung

(b) partielle Pivotisierung fiihrt zu keiner Anderung.
(c) Es besteht die Beziehung U = DLT. Was bedeutet das fiir die LU-Zerlegung?
A A
Ao A

A € RFF ist. Das Schur-Komplement ist gegeben durch S = Ay — AglAfllAlg.
Zeige:

92. Sei A € R™", symmetrisch positiv definit, A = ( ) und nehme an, dass

(a) A laBt sich schreiben als

_ All O T . . 1 @)
A—L( 0 S)L,WobelL—(A21A1_11 I)’

(b) Ist M € R™™ mit rang M = m, dann ist M " AM symmetrisch positiv definit.
(c) S ist symmetrisch positiv definit

93. Sei A € R™" symmetrisch positv definit und A = LL" die CholeskyZerlegung von
A. Zeige:

(a) Firi=1,...,n gilt

12 > min z' A = 1
= VA Y

(b) Furi=1,...,n gilt

TA
L)% = max ——

> 2.
z#0 {L‘TZE v

(c) Fiir die Konditionszahl in der 2-Norm gilt

L.
condy (L") > max L :
1<i,k<n |lkk|
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94. Untersuche in MATLAB die Genauigkeitsverbesserung mittels iterativer Verbes-
serung bei der GAXPY—Version des Gaufi-Algorithmus mit partieller Pivotisierung
dadurch, dass Daten und Rechenoperationen mit zufélligen Werten der Form (1 4 ¢)
gestort werden, wobei || < \/eps ist (einfache statt doppelte Genauigkeit).
Vergleiche die iterative Verbesserung mit und ohne gestérte Berechnung des Residu-
ums. Verwende als Testbeispiel Hx = b wieder die Hilbertmatrix H, z = (1,.. ., 1)T
fiir n = 2,3,4,...,30.

95. Schreibe einen MATLAB —Algorithmus zur Berechnung der Cholesky—Zerlegung.
Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der
Funktion ’chol” und dem ’\’ aus MATLAB fiir n = 10,20, 30,40,...,100 und
zufillig erzeugten positiv definiten Matrizen A = MDM* M = rand(n),D =
diag(1,2,4,9,...,n?).

96. Zeige:
(a) Fiir jedes V € C™, Rang V =m ist S = I — 2V (VHV)~1VH Hermitesch und
unitir und es ist S? = 1.
(b) S ist eine Spiegelung am orthogonalen Komplement von Bild V.
(c¢) S hat nur die Eigenwerte -1 m—fach, 1 n — m—fach.

(d) Seixz € C™\{0} und schreibe die erste Komponente x; von x in Polarkoordinaten
als #1 = |x1] €. Setze v = x + €||z|| €;. Dann ist S = I — —-vv" eine
Spiegelung mit Sz = —e||z]|, ;.

97. Sei G(0) = < cosf —sinf ) = ( ¢ _CS > Zeige:

sinff cosf S

(a) die Abbildung G beschreibt eine Drehung um den Winkel 6 gegen den Uhrzei-
gersinn in der Ebene.

G(0)
0 v
(b) Fiir vorgegebenes v = (Z;) bewirkt die Wahl
U1 —UV9
C = S =

) 7
VUi + 03 U3+ v3

dass Gv = () ist (Givens—Rotation). Wie sollten ¢, s berechnet werden, um ein

Hochstmafl an numerischer Stabilitét zu sichern? Begriindung!

(c¢) Sei v € R™ Dann lédsst sich v durch Anwendung von n — 1 eingebetteten Gi-
vensrotationen aus Teil 97b auf ein Vielfaches von e; transformieren.

98. Schreibe einen MATLAB —~Algorithmus zur Berechnung der () R—Zerlegung mittels
Givens—Rotationen aus Aufgabe 97b.
Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der
Funktion 'qr’ aus MATLAB fiir n = 10, 20, 30,40, ..., 100 und zuféllig erzeugten
Matrizen

V2

99. Sei G = ( z —Cs > orthogonal und nehme an, dass wir fiir vorgegebenes v = <”1>,

¢, s so bestimmen konnen, dass Gv = ((’;) ist. Zeige:
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100.

101.

102.

Ist A eine obere Hessenbergmatrix (d.h. a;; = 0 fiir alle ¢ > j + 1), dann besitzt A
eine Q R—Zerlegung, die in 3n* + O(n) flops berechnet werden kann (ohne explitzite
Berechnung von Q).

Welches Belegungsmuster hat ()7

Sei A € R™" symmetrisch, positiv definit und b € R™. Definiere ® : R® — R durch
®(x) = 32T Az — 2 Tb. Zeige:

(a) @ besitzt ein eindeutiges Minimum in z = A~'b

(b) Sei g € R" und P = [p1,...,px] € R™* s0, dass PTAP = D = diag (dy, ..., d})
mit von Null verschiedenen d,...,d;. Dann besitzt die Funktion ¥ : R*¥ —
R, ¥(v) = ®(x¢ + Pv) ein eindeutiges Minimum in v = D7 'PT (b — Azg) =

(pl-T (b—Axo) >
d; =1,k

-----

Sei A € R™™ symmetrisch, positiv definit und b, zy € R™. Betrachte das cg—Verfahren
ohne Vorkonditionierung aus der Vorlesung (zur besseren Analyse mit Indizes).

k=0,r9=>b— Axg, po = 1479
while /p; > e\/po and k < kyax

k=k+1
ifk=1
P1="To
else
Br = qu/PH
Pk = Tk—1 + BrPr—1
end
wy, = Apy

Qp = Pk—l/w;pk
Tk = Tp—1 + QkPk
Tk = Tk—1 — QW
Pr =TTk

end

Zeige:

(a) span{rg,...,re_1} =span{p1,...,px}

(b) span{rg,...,r,_1} = span {rq, Arg, ..., A¥ " trq}
fiir alle k = 1,...,n, sofern der Algorithmus nicht vorher abbricht.
Betrachtet wird die Fixpunktaufgabe z = ¢(z), wobei z = (£,1,¢)" mit

g™ +&(+3
oe) = sin(m) + o
In (1472 +¢%) — 1
auf dem Wiirfel I = [0, 1] x [0, 1] x [—1, 1]. Zeige:
(a)
e+ —2me 13

-1

1
D¢<:[;) = — 7TCOS<7T£) W 0
6 2n 2¢
O 1+7]2+<2 1+772+C2
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(b) Die Voraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfiillt fiir die Lip-
schitzkonstante a = 5/6 beziiglich der Maximumnorm.

(c) Es seien ) die Iterierten der Fixpunktiteration z*+1) = ¢(z*)) mit Startwert
2 = (1/2,0,0)". 2* bezeichne den Fixpunkt von ¢ in I. Wieviele Iterations-
schritte sind hinreichend, um

|2®) — 2% < 1073
garantieren zu kénnen?

103. Schreibe ein MATLAB —-Algorithmus zur Losung einer nichtlinearen Gleichung
®(z) = 0 mit Hilfe des NewtonVerfahrens bei gegebenen Startwert 2(®) und Ab-
leitungsmatrix D®(x). Teste das Verfahren fiir die Funktion ®(z) = ¢(z) — = mit
¢(z) aus Aufgabe 102 sowie an folgender Funktion ¥ fiir n = 10 mit Startwert

(1,...,1,0)".
x1
(A-zoal) | 21 ‘21
U(z1,. .y Ty Tya1) = Tn JA=| X
s(1=2005 =l 1 9

Was stellst du fest?

104. Schreibe ein MATLAB —-Algorithmus zur Losung einer nichtlinearen Gleichung
®(z) = 0 mit Hilfe des MODIFIZIERTEN Newton—Verfahrens bei gegebenen
Startwert 2(®) und Ableitungsmatrix D®(z). Teste das Verfahren fiir die Funkti-
on ®(z) = ¢(r) — x mit ¢(z) aus Aufgabe 102 sowie an folgender Funktion ¥ fir
n = 10 mit Startwert (1,...,1,0)".

x1
(A=zanD) | .
U(z1,. . Ty Tyg1) = T , A= U
%<1_Z?:1|xi|2) 1 9

Was stellst du fest?

105. Es sei
3z 1
ren = (51 4).
e
(a) Man finde eine Teilmenge I C R?, in der f bzgl. der || o ||~ Norm den Voraus-
setzungen des Banachschen Fixpunktsatzes geniigt.

(b) Man fithre mit (z¢, yo) = (2, 2) zwei Iterationen durch und gebe eine a—posteriori
Fehlerschranke fiir (x2,y2) an.

(c) Wieviele Iterationsschritte sind hinreichend, um ausgehend von (zg,y0) = (2, 2)
den Fixpunkt mit einer Genauigkeit von 10~* zu berechnen

106. Sei A € R™™.
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107.

108.

109.

110.

0 0 b,
(a) SeiBeER™ B=| 0 0 0 | FindeU,V € R*? sodass B=UV".
b,y 0 O

(b) Zeige die Sherman—Morrison—Woodbury Formel, d.h. sind A und A+UV T nicht
singulér, dann ist auch C' = I + V" A=*U nichtsingulir und es gilt:

(A+UVvH)t=A"—-AuCctvTA™

(c) Betrachte das lineare Gleichungssystem (A + B)z = b, wobei A und A + B
nichtsingulédr seien mit B aus Teil 106a. Nehme an, dass A tridiagonal ist und
A und A + B eine LU-Zerlegung besitzen (ohne Pivotisierung). Wie teuer ist
die Losung von (A + B)x = b wenn man einmal eine LU-Zerlegung von A + B
macht verglichen mit der Variante, bei der man zunéchst eine LU-Zerlegung
von A macht und dann die Sherman—Morrison—Woodbury Formel verwendet.

Bestimme die kubischen Splines Sa zu den Funktionen f(t) = {5z und g(t) =

|t], wobei SX(—1) = SX(1) = 0 (natiirliche Splineinterpolation). Als Stiitzstellen
2

verwende t; = —1 +dh, ¢ = 0,...,n; h = —, fiirn = 2,4,6,...,20. Werte den
n

Spline an den Stellen y; =1+ j%, 7 =1,...,20 aus. Vergleiche als Schitzung

fiir den maximalen Fehler ||Sa — fl|oo [-1,1]

Sa() — F(u)].
iefo,..., nglﬁ;(eﬂ ..... 20}| as) = f(W))l

Plotte die Splines zu den Stiitzstellen fiir n = 20. Erldutere die Ergebnisse.

Zu einer gegebenen stetigen Funktion p : [—1, 1] — R betrachte folgende Quadratur-
formel

/_ o) da zp(—%> +p<%>.

Zeige: Die Formel ist fiir Polynome p vom Grade hochstens 3 exakt.
Tipp: Zerlege p als p(z) = L(z)q(x) + r(z), wobeil L(z) ein quadratisches Polynom
ist, welches j:\/Lg als Nullstelle hat und r ein hochstens lineares Polynom ist.

Sei A € C™" eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix und p € C. Zeige:

(a) Falls A — ul = QR eine Q R—Zerlegung von A — pl ist, dann ist ) eine obere
Hessenbergmatrix (d.h. ¢;; = 0,7 > j + 1). Ist u ein Eigenwert von A, dann ist
Tnn = 0.

(b) H = Q" AQ ist eine obere Hessenbergmatrix. Ist p ein Eigenwert von A, dann
ist hy,n—1 = 0. Was bedeutet das fiir die letzte Spalte von Q7

(c) Nehme an A sei reell. Dann ist auch (A — ul)(A — i) is reell.
(d) Sei Areell und u = a+if3 ein Eigenwert von A. Falls A2—2aA+(a?+3%)] = QR

n—1n—1 Tn—l,n

is singular.
0 Trn &

eine () R—Zerlegung ist, dann ist "
Sei A € C™" obere Hessenbergmatrix und p ein Polynom. Nehme an, dass p(A)
nichtsingulér ist. Zeige: Ist p(A) = QR eine () R—Zerlegung von p(A), dann ist B =
QM AQ eine obere Hessenbergmatrix. Gibt es eine Moglichkeit B zu berechnen, ohne
das ganze Polynom p(A) auszurechnen?
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

Schreibe ein MATLAB —Programm fiir die Reduktion auf obere Hessenberggestalt
mittels Householder—Transformationen. Vergleiche das Programm beziiglich Genau-
igkeit und Rechenaufwand mit der M ATLAB —Routine ’hess’ anhand zufillig er-
zeugter Beispiele der Dimensionen n = 10, 20, . .., 100.

Schreibe ein MATLAB —Programm fiir die Reduktion symmetrischer Matrizen auf
Tridiagonalgestalt mittels Householder—Transformationen. Vergleiche das Programm
beziiglich Genauigkeit und Rechenaufwand mit der MATLAB —Routine "hess’ an-
hand zuféllig erzeugter Beispiele der Dimensionen n = 10, 20, ..., 100.

Schreibe ein MATLAB —Programm fiir den () R—Algorithmus fiir symmetrische Ma-
trizen einmal mit Wilkinson—Shift und einmal ohne Shift (Der Wilkinson—Shift einer

Qp— 1n—1 Qp— 1n

symmetrischen Matrix A ist der Eigenwert von ( , welcher dichter

Ap—1,n Qnp

bei a,, gelegen ist). Fiir die Reduktion auf symmetrische Tridiagonalgestalt darf die
entsprechende Routine 'hess’” aus MATLAB verwendet werden. Fiir die Iteration
soll die implizite Variante verwendet werden.

Vergleiche beide Varianten beziiglich Rechenzeit und Genauigkeit anhand der Matrix
2 -1

A= o fiir Dimension n = 10,20, . .., 100.
SO

-1 2
Schreibe ein MATLAB —Programm fiir den Q R—Algorithmus fiir allgemeine reelle

Matrizen mit implizitem Francis-Shift (Eigenwerte der Matrix fn—1n-1 a’;_l’" ))
n,n—1 nn

Fiir die Reduktion auf Hessenberggestalt darf die entsprechende Routine "hess’ aus
MATLAB verwendet werden.

Vergleiche das Verfahren beziiglich Rechenzeit und Genauigkeit mit der Funktion
‘schur’ aus MATLAB anhand zuféllig erzeugter Matrizen der Dimensionen n =
10, 20, ..., 100.

Seien «, # € R und die Funktion s, s : [—1,2] — R definiert durch

(x+1)+alz—-1D4+1 xe]-1,0]

Sap(r) =< —a® —8azw +1 x € (0,

Ba® + 8 4+ 4 ze (1

Bestimme o, 5 so, dass s, ein kubischer Spline beziiglich der Knotenverteilung

A={-1,0,1,2} ist.

Gegeben sei eine Quadraturformel f_ll flz)dx =
Zlewif(gi)v -1 < 51 < e < 53 < 1 und Ws 2
eine stetige I : [—1,1]> — R gegeben.

Q(f) + Ro(f), wobei Q(f) =
0

s .
, Y iqw; = 2. Sel ausserdem

(a) Konstruiere mit Hilfe der Quadraturformel @ eine Kubaturformel K, d.h. eine
Vorschrift zur Berechnung von

/_11 /_11 F(z,y)dzdy = K(F) + Rg(F),

wobei Ry (F') zugehoriger Approximationsfehler.
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(b) Zeige, dass fiir den Fehler Ry (F') der Kubaturformel die folgende Abschétzung
gilt.

Rk (F) <2 ( max} |Ro(F(x,))| + max} |RQ(F(o,y))|) )

z€[-1,1 ye[-1,1
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