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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Was ist numerische Mathematik?

Tabelle 1.1
Vorgehen Beispiel
Anwendungsproblem Konstruktion einer Tragfliche
l Modellbildung
Mathematisches Problem Navier—Stokes Gleichungen
Mathematische Ezistenz
Analyse Eindeutigkeit

| ‘,

| |

Konstruktion eines Verfahrens

/ {

Finite Differenzen Finite Elemente

! /

Implementation Analyse des Programm Fehleranalyse
Numerik Verfahrens Konvergenz
! Ergebnis Niherungslosung
| |
Y Y Y

Interpretation und
Anwendung der Ergebnisse

Konstruktion einer Tragfidche
(Sicherheit)




Gesichtspunkte:

e Genauigkeit des Verfahrens

o Verlésslichkeit der Ergebnisse
e Effizienz des Verfahrens

e Laufzeiten

e Black—box, special purpose,...

1.2 Zahlendarstellung auf dem Digitalrechner

Die Zahlendarstellung auf dem Rechner verwendet den folgenden Satz:

Satz 1.2 (p—adische Entwicklung)
Istr e R,p e N,p>1, so gibt es ein eindeutiges j € {0,1}, ein eindeutiges | € Z und fiir alle
k € Z mit k <1, eindeutige v € Z, so dass

l
r=(=17 > wpt (1.3)

k=—o00

wobei firr # 0,y A0 und j =1=0 firr =0,0< vy <p firalek <,y <p-—1 fir
unendliche viele k < [.

Bemerkung 1.4 Die letzte Bedingung schlief$st Zahlen wie 3.99999 aus.

Beispiel 1.5 r =18.5 p=2

ro= (=127t +0x20 1528 405224023 1527
= 10010.1 Dualzahldarstellung oder Bindrdarstellung

p = 16

ro= (=1)°8%1671 +2x16° + 1 % 16)

= 12.8 Hexadezimaldarstellung
Ziffern (0123456789 ABCDEF).

— Ubung[1.43

Die Konvertierung zwischen verschiedenen Darstellungen geschieht durch Division durch p
mit Rest fiir ganzzahligen Anteil und Multiplikation mit p fiir Nachpunktanteil. Nach Satz
ist

=73 et [ (16)
k=—0oc0 b

wobei % <la| <1,da~ #0.



!

Definition 1.7 Die Darstellung r = a - p® heisst normalisierte Gleitpunktdarstellung von r
beztiglich p. a heisst Mantisse, b der FExponent von r.

a = VMZaip*i mit ay # 0
i=1
t .
b = VEZ&pt_Z, Vin, Vg Vorzeichen .
i=1

Auf einem Rechner ist fiir die Darstellung (im allgemeinen, in normierter Sprache) nur eine
feste Anzahl von n Stellen moglich. Diese n Stellen werden aufgeteilt in [ Stellen fiir die
Mantisse und m Stellen fiir den Exponenten. Die Zahl

Var(arp~t + agp2 4 - - + cgpt)p BB et Brnp”) (1.8)

mit a1 # 0 wird durch die Angabe Vyyaias -+ VB - - - By codiert.

Beispiel 1.9

rp = —1234.567890,ry = 0.01234567890
p = 10,l=9,m=2

normalisierte Gleitpunktdarstellung

rn = —0.123456789 % 10*
= —123456789 + 04
ry = —0.123456789 x 107!

= —123456789 — 01

Definition 1.10 M(p, [, m) bezeichnet die Menge der in normalisierter Gleitpunktdarstellung
codierbaren (darstellbaren) Zahlen, (auch Maschinenzahlen genannt) mit Basis p,[-Stellen fiir
die Mantisse und m~—Stellen fiir den Exponenten (jeweils zur Basis p).

Beispiel 1.11 M(2,3,3), d.h. p=2,l=m =3

verfiighare Mantissen | verfiighare Expontenten
+000 = +0 1, 1
+100 = +4 +001 = +1 2, 1
+010 = +2 4, 1
+101 = +3 +011 = £3 8, g
+100 = +4 16, 4
+110 = +3 +101 = +5 32, 35
+110 = +6 64, g
+111 = £ +111 = 47 128,1%8

kleinste positive Zahl ;= %72_7 =28
grofite positive Zahl Tmax = §27 =112

Maschinenzahlen sind wie folgt angeordnet



xmin=0.015625

|

|I|I||I
||||||I [ | | | [ [ [
0

12 4 g 16 12

dicht weit auseinander

1.2.1 Rundungsfehler (Reduktionsfehler)
Von nun an sei p entweder 10 oder 2¥. Um eine beliebige reelle Zahl darzustellen wird sie
gerundet in die Menge der Maschinenzahlen abgebildet,
~v: R — M(p,l,m).
Seiz ==+ (Z;ﬁl aip_i) plar # 0,2 € Z = [Tmin, Tmax) U [~ Tmax; —Zmin]
Ubliche Rundung auf I Stellen

@) + 22:1 ozip_i) pt falls a1 < & (1.12)
Yy(z) = / 1.12
+ (Shilap™)+p) - pt falls g > 5.
Bei Zahlen ausserhalb von Z gibt es rechnerabhiingige Vorgehensweisen z.B.
— Ubung
z) = 0
|| < Zmin 'underflow’
v(z) = sign (z)Tmin
2| > 2 v(x) = sign (2)Tmax mit Meldung ’overflow’
max ‘overflow’
— Ubung bestimme Zmin, Tmax
Absoluter Rundungsfehler
—1
)=zl <5 P! (113)
Beweis:
abrunden:

oo l
y(z) — x| = | (Z ozm”) P - (Z ocd?”) P’

i=1 i=1
oo oo
= | D | =pp I aiap
i=l+1 =0
3
pfl
< pt§



aufrunden:

00 l
() — x| = ‘ (Z aip‘i) P’ - (Z(mp—i) +p_l> P
i=1 =1
> api—p!

1=[+1

= 7 ‘—p*l +appap” Y 4 ‘

pt

= p'p -1+ p "+ opgap P+

(P p
< plp l<—§p 1+1):pt§ :

Relativer Rundungsfehler

) -2l _3
al S M

wobei die Mantisse M, von x die Ungleichung M, >
es keinen Fehler. Also

1
p

-1
’7(3«“)—96 ST
z - 2
P
Die Zahl
eps = gp*l =: (macheps)
heisst Maschinengenauigkeit (roundoff unit).
— Ubung: Bestimme eps fiir Deine Maschine.
Es gilt immer eps = 5 min _|y(144)| > 1.
ZLmin,Tmax
1=1xp tpl.
Bemerkung 1.16 FEs gilt also stets
v(x) = z-(1+4¢) mit|e| < eps,

c y(z)—z

Beispiel 1.17

0.2 dezimal |l = 6,p = 2

ergibt 0.0011 in dualer Darstellung
normalisiert 0.110011 x 272
Rundung | = 6 ergibt 0.110011 x 272
Riickkonvertiert % = 0.19921875

Rundungsfehler entstehen beim Einlesen, Speichern, Konvertieren, Rechnen.

Man hat auf dem Rechner nur eine Pseudoarithmetik.
M ist nicht abgeschlossen bzgl. +, —, %, +

erfiillt. Bei M, = %,d.h. x

= %t gibt

(1.14)

(1.15)



Beispiel 1.18 M(10,5,1)

x = +25684+1 = 2.5684
y = 432791 -2 = 0.0032791

r+y = 25716781 ¢ M,z xy = 0.00842204 4044 ¢ M

5 5
x/y = 783.2637004 ¢ M.

5
Die iibliche Arithmetik in R muss so realisiert werden, dass das Ergebnis wieder in M ist.

— Ubung
Im allgemeinen gilt:
Das Ergebnis der Pseudooperation &), V € {+, —, %, =} ist festgelegt durch

gl(zVy) = 28y = v(xVy), fir z,y € M (1.19)

Hardwareméflig wird iiblicherweise mit lingerer Mantisse gearbeitet als im Ergebnis, dies
normalisiert und dann gerundet.

Vorsicht: Nicht auf allen Rechnern, man kann bose Uberrschungen erleben. (z.B. auf Rechnern
die nicht mit IEEE-Standard—Arithmetik arbeiten z.B. Cray.)

Unter der Annahme ([1.19)) gilt:
Falls |2Vy| in [Zmin, Tmax] liegt, so gilt fiir den relativen Fehler

tQy —aVy| _ |1(@Vy) —zVy
zVy xzVy

‘ < eps (1.20)

In R gelten Assoziativ—, Kommutativ— und Distributivgesetz, in der Rechnerarithmetik in M
gilt im allgemeinen nur die Kommutativitiat fiir Addition und Multiplikation.

Beispiel 1.21 M(10,5,1)

Assoziativitdit
0.98765 + 0.012424 — 0.0065432 = 0.9935308
0.98765 @ (0.012424 © 0.0065432) =
0.98765 @ 0.00588(08) = 0.99353(08)
(0.98765 @ 0.012424) © 0.0065432 =
1.000074 ©0.0065432 = 0.99351
—_—

1.0001
Distributivitit

(4.2832 — 4.2821) % 5.7632 = 0.00633952

(4.2832 & 4.2821) ® 5.7632 =

0.0011 ® 5.7632 = 0.0063395(2)

(4.2832 © 5.7632) © (4.2821 © 5.7632) =
24.684(93824)  ©24.678(59872)
N——

24.685624.679=0.0060000

Folgerung: Mathematisch dquivalente Algorithmen zur Auswertung eines rationalen Aus-
drucks kénnen bei Durchfithrung auf dem Rechner zu wesentlich verschiedenen Ergebnissen
fithren, selbst wenn die Eingabedaten Maschinenzahlen sind. Nichtrationale Operationen wie



|/ Sin, exp sind (nicht immer gut) softwareméBig realsiert. Auch hierfiir gilt im allgemeinen:
Das Maschinenergebnis ist Rundung des exakten Ergebnisses.

— Ubung.

Auf einigen Maschinen ist selbst <+ nicht fest realisiert (z.B. Cray) oder man hat die Wahl
zwischen (billig und schlecht oder teuer und gut).

1.3 Fehlerfortpflanzung

Ungliicklicherweise planzen sich einmal bereits gemachte Fehler (z.B. bei Rundung) auch noch
fort. Seien z,y mit Fehlern Az, Ay behaftet (‘% %‘ < 1). Was passiert bei exakter

Durchfiihrung einer elementaren Operation mit diesen Fehlern, d.h. fir V € {+, —, %, +} sei
xVy e M

)

Fortpflanzung des relativen Fehlers:

(x + Ax)V(y + Ay) = 2Vy + A(zVy)
N——
abs. Fehler des Ergebnisses

troty+ArtAy:

A(x + Ar+ A AN A
(wty) OLetly @ Ar, Yy Ly (1.22)
zty rty rty x zty y

Bemerkung 1.23 Ist |x £ y| sehr klein gegeniber |z| oder |y|, so kann der relative Fehler
ausserordentlich verstirkt werden, z.B. wenn zwei anndhernd gleich groffe Zahlen subtrahiert
werden. Dieser Effekt heisst Ausldéschung. Man muss bei der Aufstellung der Algorithmen
darauf achten, dass dies soweit wie mdoglich vermieden wird.

— Ubung

scxyt+rxAy+ylAa+AyAeo:

A(z+y)
AN AN A Ay A\ AN AN
Alexy) Ay ALz Aylz Ay Ao (1.24)
T kY y T Ty Y x
Die relativen Fehler addieren sich also im wesentlichen.
L.xtlz_x ylbhz-—zly
Yty oy y(y + Ay)
INCE= 1 Nx—x/\
Ty r+y \ yly+Ay)
_ yhAz—zAy ALz y Ay
 xly+ Ay oz y+ly y+ Ay
~ BT _ Ly
o )

Die relativen Fehler subtrahieren sich im wesentlichen. Bei *, -+ tritt also keine wesentliche
Verstéarkung des Fehlers ein.



n

Beispiel 1.26 Seien aq,...,a, Maschinenzahlen. Berechne Y a; auf Rechner mit Maschi-

i=1

nengenauigkeit eps. Verfolge die Fehler und deren Fortpflanzung.

— Ubung

o(50) S

i=1 =1

< eps (Z(n —i+ 1)|ai|>

=1

Wie beurteilt man nun numerische Verfahren?

a)
b)

b)

a)

Genauigkeit und Verldsslichkeit des Ergebnisses.

Zeitbedarf, Speicherbedarf, Programmlénge, Kosten, (neuerdings Vektorisierbarkeit +
Parallelisierbarkeit).

Héngt von der Architektur ab, bzw. von der Systemumgebung, i.a. kann man dieses gut
abschétzen oder testen. Siehe auch 1.5.

Die Verlédsslichkeit gibt an, wie ein Versagen eines Teilprogramms den Gesamtprozess
beeinflusst. Bei der Genauigkeit hat man alle moéglichen auftretenden Fehler zu
beriicksichtigen und ihren Einfluss auf das Ergebnis.

Fehler sind hier nicht Programmier— oder Hardwarefehler, sondern die Abweichung,
eines nach richtig angewendeter Vorschrift erzeugten Resultats, vom gewiinschten Er-
gebnis.

Es gibt verschiedene Fehlerarten:

1.

2.

Rundungs— oder Reduktionsfehler, s.o.

Datenfehler: Ublicherweise sind die Eingangsdaten ungenau, z. B. Messdaten mit
Messfehlern. Das Losen eines Problems entspricht dem Auswerten einer Funkti-
on f : D — W fir Datenwerte x € D. Anstelle von x hat man gestorten
Wert Z. Der Datenfehler ist dann f(z) — f(z). Die Empfindlichkeit der Lésung
des Problems (Auswertung von f, gegeniiber kleinen Anderungen in den Daten
(in z) heisst Kondition des Problems. Die gute oder schlechte Kondition ist eine
Eigenschaft des Problems und NICHT des Verfahrens. Spater mehr.

Verfahrensfehler: Exakte Verfahren enden nach endlich vielen Operationen (bei exakter
Rechnung) mit dem exakten Ergebnis y = f(z). Ndherungsverfahren (z.B. Iterationen)
enden in Abhéngigkeit von bestimmten Kriterien mit einer Naherung y fiir die Losung
Y.

Verfahrensfehler: § —y

Anwender- —  Math. Problem — Numer. Alg. —  Maschinenprog.
problem Daten mit Daten z gerundete
Daten z Unsicherheit Daten gi(Z)

3 \J 3 \

Losung — wahres Ergebnis —— FErgebnis des Alg. — Maschinen—



Datenfehler Verfahrensfehler Rundungsfehler
Gegeben sei eine Funktion f(ay, . . ., a,) und eine durch Fehler gestorte Funktion f(ay, ..., an).

Fehleranalyse: Verfolgung der Auswirkung aller Fehler, die in den einzelnen Schritten bei der
Berechnung von f auftreten kénnen.

Vorwirtsanalyse: Verfolge den Fehler von Schritt zu Schritt und schéitze fiir jedes Teilergeb-
nis den akkumulierten Fehler ab, d.h. verfolge den Fehler, so dass das Ergebnis die Form

flai,...,an) = f(a1,...,a,)+ 9 hat, wobei § akkumulierter Fehler ist.

Riickwértsanalyse: Die Verfolgung des Fehlers geschieht so, dass jedes Zwischenergebnis
als exakt berechnetes Ergebnis fiir gestorte Daten interpretiert wird, d.h. der akkumulier-

te Fehler im Teilergebnis wird als Datenfehlereffekt interpretiert. Also: f(al,...,an) =
f(ay,...,a,) mit gestorten Daten ai,...,ay. Uber den Fehler im Endergebnis erhélt man
so zunichst nur die Aussage, dass er einem Datenfehler bestimmter Grofie entspricht
(dquivalenter Datenfehler). Die Grofile der dquivalenten Datenfehler dient dann zur Beur-
teilung der Algorithmen.

triviales Beispiel:

flar,a2) = a1 + ag, f(a1,a2) = a1 ® as.

Vorwértsanalyse
a1 © ag = a1 +ag+e(ar +az) |e] < eps, [d] < eps(Jar| + [az])
f(a1,a2) s
Riickwirtsanalyse

= ai(l+¢)+ax(l+¢) |e] < eps
f(@,a2)

Vorwértsanalyse ist im allgemeinen kaum durchfiithrbar, fiir die meisten Verfahren ist, wenn
iiberhaupt, nur Riickwértsanaylse bekannt. Ein idealer Algorithmus im Sinne der Riickwérts-
analyse hat einen #dquivalenten Datenfehler von der Groflenordnung der Rundungsfehler oder
Eingangsfehler.
Aussagen iiber den Gesamtfehler erhélt man iiber sogenannte Storungssétze.
Vorteil dieser Vorgehensweise: Auswirkungen der Arithmetik und des Verfahrens getrennt von
der Kondition des Problems.

Beispiel 1.27 2?2 — 20124+ a2 =0 0<ay <1< ay.

Aufgabe: Finde die kleine Lisung
¥ = f(a,a2) = a1 — a% — a9

Kondition des Problems: Setze a = (a1, a2) und betrachte Taylorentwicklung von

fla+ Aa) =27"

fla+Ba) = fla) + gL(a) Dar+ gL(a) A as

1.28
+ Terme hoherer Ordnung in A ai, Nas. ( )
75 _ g _ df(a) a1 Lay n df(a) az Day L Tho.
T* da1 ¥ a1 das x* ao
—_——— ———



Verstarkungsfaktoren fiir

relativen Fehler in Daten.

ﬁ(a) 1_1 2a1 \/a%—ag—al B *

—x
Oaq 2\/a%—a2 B \/a%—ag B \/a%—ag
6f( ) 1 1
—(a f— F—

8&2 2‘/a%—a2

of , a1 ¥

— (g — = — -~ _1 d 1<

day (a):c* Va? —ag T a2 < “

of a2 as as

—(a = = ~1
AN e g -
A/ a%—aQ

Also ist das Problem gut konditioniert. Erwarten wiirden wir bei einem guten Algorithmus
einen relativen Fehler von c - eps, mit kleinem c.

Algorithmus: M(10,5,1)a; = 6.002, a2 = 0.01
Y1 1= a1 * ay y1 = 36.024
Yo 1= Y1 — Q2 1o = 36.014
Yys = \/% Ys = 6.0012

r:=ys=a1 —y3 | T=1yq4 = 0.00080000
ezakt 0.00083311
8T (.039747

T

Riickwdrtsanalyse:

[al - \/(a%(l +e1) —a2)(1+e2)(14e3)| (1+e4), |ei] < eps.

= a1(l14e4)— |a3(1+e0)2(Q+e1)(1+e2)(1+e3)? —az (1 +e2)(1+e3)%(1 +e4)?

-~

l4es 1+eg
leg|<4eps. leg|<5eps.

a3 (1 +e4)%es

az

= a1(1+€4) — <a1(1+54)>2 _a2((1+66) -

)

-~

l+er

a2
\ je71< eps (5+4 k)

Der Rechner liefert die exakte Losung von x? —2a1(1 + e4)x + az(1 +e7) = 0 mit |e4] < eps

2
und |e7| < eps (5 + 4%)), d.h. der Algorithmus ist ungeeignet.
as —

grof8
— Ubung : besserer Alg.

Definition 1.29 FEin Algorithmus fir den die Rickwdrtsanalyse liefert, dass das berechne-
te Ergebnis das exakte Ergebnis eines gestorten Problems mit Storungen der Griflenordnung
c- eps ist, heisst numerisch rickwdrts stabil. Ein Algorithmus fir die Vorwdrtsanalyse lie-
fert, dass das berechnete Resultat einen relativen Fehler der Grdfienordnung c - eps hat,

10



heisst numerisch vorwdrts stabil. Ansonsten ist der Algorithmus nicht numerisch stabil. (An-
dere Stabilititsbegriffe.)

!

1.4

a)

Faustregel: Gut konditioniertes Problem und stabiler Algorithmus = gute Ergebnisse.
Schlecht konditioniertes Problem oder instabiler Algorithmus = 7 Ergebnisse.

Moderne Rechnerarchitekturen

Klassischer von Neumann—Rechner:
’ Steuerwerk‘ ’Rechenwerk‘ ’Speicher‘ ’I/ O Einheit‘

3 1
Programm—  Operationen mit
arbeitung Daten

Alle vorkommenden Operationen wie Ein/Ausgabe, Speicherzugriff, arithmetische Ope-
rationen, etc. werden seriell nacheinander ausgefiihrt. In modernerer Form kénnen Spei-
cherzugriff und arithmetische Operationen gleichzeitig ausgefithrt werden. Dies hat je-
doch noch wenig Einfluss auf numerische Methoden.

Vektorrechner arbeiten im allgemeinen nach dem SIMD Prinzip. (single instruction,
multiple date). In ihren Prozessoren ist ein Pipeline-Prinzip realisiert, d.h. verschiedene
Phasen einer Operation kénnen mit verschiedenen Operanden gleichzeitig durchgefiihrt
werden.

Beispiel 1.30 Addition zweier Dualzahlen
r=a-2P,y=1">-29q > p in normalisierter Darstellung. 4 Teilschritte

1. Ezponentenvergleich: q — p.

2. Verschieben der Mantisse x um q — p Stellen, so dass x = a29.
3. Addition der Mantissen a + b.

4. Normalisierte Darstellung von x + y.

Bei einen seriellen Rechner werden alle 4 Operationen nacheinander ausgefiihrt, erst
wenn Teil 4) fir ein paar Operanden fertig ist, wird mit Teil 1 fir das nichste Paar
begonnen. In einem Vektorprozessor wird das ndchste Paar in Teil 1 bearbeitet, sofort
wenn ein Paar in Teil 2 ist. Sei 7 die Zeit fir einen Zyklus

t = 0 11 zay2 | L1
L 1 ] — L Y1 |
t = T 1 z3,ys | L2 | L1
. y1 | — Ly n |
t = 21 x1 Tays | X3 | T2 | L1
L n i 7l Ys|y2 | n |
t = 3r " L1 z5ys | X4 | T3 | L2 | L1
- L Y1 | 7 L Ya|Ys| Y2 |y
t = 4r 2 1ty weye | U5 | T4 | T3 | T2 | x4y
L Y2 I Ly |ys jys |y ]
t = or T2 zryr | L6 | L5 | T4 | T3 | zotyo
i T
i b2 | | Y6 | Y5 | Ya | U3 |

11



Nach Start-up Phase, je Takt ein Ergebnis, gut falls vielfach dieselben Operationen
gemacht werden. Vektoradditon z.B.

Hohe Leistung beim Vektorrechner nur wenn der Datenfluss zum Prozessor gut funk-
tioniert.

Register—Register-Maschinen

Vektoren werden in Zwischenspeichern, Vektorregistern gehalten, so lange man mit Da-
ten aus dem aktuellen Register arbeitet sehr schnell, falls jedoch oft ein Register aus
dem Hauptspeicher geladen werden muss, schlechter.

Speicher—Speicher—-Maschinen
Vektorprozessor greift direkt auf Hauptspeicher. Im allgemeinen hohe Startup zeiten.
Sehr gut fiir lange Vektoren.

Parallelrechner
Mehrere Prozessoren fithren Operationen gleichzeitig aus. Verschiedene Modelle.

Shared memory Local memory
Speich Speich
S Pl PelC (e pelr: (e
p P1 P4
© P2
i
c
P2 P3
h P3
€ Speicher Speicher
r
P4

Falls ein zentraler Kontrollprozessor ein zentrales Programm abarbeitet und die Ope-
randen dabei auf die anderen Prozessoren verteilt und alle dieselbe Operation ausfithren
SIMD—-Rechner. Fiihrt dagegen jeder Rechner auch sein eigenes Programm aus MIMD
(multiple instruction, multiple data).

local memory bei vielen Prozessoren,

shared memory bei wenig Prozessoren.

Probleme: Verteilung der Loésung gleichméfig
Datenkommunikation.

typische Architekturen: p Anzahl Prozessoren
[ Anzahl links

12



Hypercube, p=8,1 =3 Bindrbaum p = 15,1 < 3

L L L 4 L L ]
@ L L @ @
¢ L @ & L
® L @ @ @
@ L @ @ @
Ring, p=28,1 =2 Gitter p = 16,1 < 4

In vielen Algorithmen kann man auf Parallelitdt und Vektorisierbarkeit mit Riicksicht
nehmen. Es ergeben sich unterschiedliche Beurteilungskriterien, je nach Rechnertyp. Es
ist schwierig, allgemeine Aussagen zu machen, aber man muss diese Punkte heute immer
mit berticksichtigen.

1.5 Die ’:’ Notation, flops und Normen

Im folgenden verwenden wir haufig die folgende Notation, die in vielen Softwareprogrammen
und bei einigen Programmiersprachen verwendet wird. Fiir eine m x n Matrix A = [a;;](A €
R™™ oder A € C"™") schreiben wir

A(k7 :) = [ak’lv te 7ak,’,n]7
dies ist also die k—te Zeile von A.

a1k
A k) =
A,k
ist die k—te Spalte von A. Allgemein steht 1:n fiir 1,...,n.

Um Algorithmen vergleichen zu kénnen werden vielfach Operationen gezdhlt. Ein bewéhrtes
Ma8, das oft verwendet wird ist ein sogenannter flop, d.h. eine Gleitkommaoperation (z, —*--).

13



Alle werden gleich gewichtet. Das war frither anderes. Frither wurden Additionen gegeniiber
Multiplikationen vernachléssigt oder die Kosten fiir die Anweisung

C(i,j) = Ci, ) + A(i, k) * B(k, j).
wurden als flop bezeichnet. Dies lésst sich bei den heutigen Rechnern nicht mehr rechtfertigen.

Normen:
Eine Vektornorm auf R" ist eine Funktion f : R” — R welche die folgenden Bedingungen
erfiillt

flx)y = 0 Ve e R" (f(x) =0<= 2z =0)
flety) < flo)+fly) Yo,y eR” (1.31)
flaz) = |a|f(x) Va e R,z € R”
Notation f(z) = ||z||
p—Normen:
1
lzlly = (22l + - lzal?) 7, p 21
[zl = fea] + |wo| + - + |2l
1 1
lzlls = (Jo1]* + |22 + - - + [an[*)2 = (aT2)2
l2lloo = max ||
Wichtige Ungleichungen:
Holdersche Ungleichung
o1 1
Tyl < llzllpllyllg, fir ~+ = =1 (1.32)
P q
lzTy| < ||z|]2)lyllz  Cauchy-Schwarz (1.33)

[zl < flaall < vl
2]l < Jzll2 € Vnllz|loo p Norméquivalenz (1.34)
[zlle < llzlli < nllzflo

f:R™" — R ist eine Matrix Norm, falls

fl4) = 0 VAeR™" (f(A) =0<= A=0)
f(A+B) < f(A)+ f(B) VA,BeR™" (1.35)
f(aA) = |alf(A) Va e R, A € R™"
Frobenius Norm:
1
lAlle = (X0 X lagl?)* (1.36)
(|| ® []2 = Norm auf R™")
— Ubungm
p—Normen
|| Azl
All, = sup =sup||[A——| = max | Az 1.37
H Hp 220 Hpr 220 ”pr , ”mezl H Hp ( )

— Ubung m

Die Matrix Norm ist abhiingig von der Dimension. || e [|o auf R3*? ist etwas anderes als || ® |2
auf R0,

14



Konsistente Matrixnorm
IABll, < [AllBllp

VA e R™", B e R™ 1.38
14Blr < llAl2BlF < |AlF| Bl r (138)
— Ubung [1.47
Nicht alle Normen erfiillen die Konsistenzbedingung.
Ungleichungen und Gleichungen
[All2 < [JAllF < v/nllAll2 )
Inax|a”| < ||A||2<\/mnmax\aij|
Al = 1%32%22 1|aw| (1.39)
1Alloe = max 35 lai|
\%?HAHOO < Al < vml|Alloo
Al < Al < vollAll

Die Matrix 2-Norm ist nicht so leicht zu charakterisieren wie || o ||1, || ® ||oo-
— Ubung

Satz 1.40 Sei A € R™". Dann gibt es einen Vektor z € R™ mit ||z||2 = 1, so dass
AT Az = %2, wobei p = ||Al|2, d.h. ||A||3 ist ein Eigenwert von AT A.

Beweis: Sei z € R™, ||z]|]2 =1 und ||Az||2 = ||A||2, dann maximiert z die Funktion
() 1|Az|3 127AT Az
Tr) = — = -
T =3 el ~ 2 aTa

also gilt 7g(z) = 0 (Vg Gradient von g)
B = [(2T2) Ty (AT Az — (2TATA2)z] /(272)2

ox; _
ATAZ = (T AT Az)z = 2.
2

I

Insbesondere gilt, dass ||A||3 der grofite Eigenwert von AT A ist.

Norminvarianz

[UAV ]2 = |[|A]l2

{TAV | 5 1Al UeR™ V eR™ orthogonal, A € R"™". (1.41)

Absolutbetrige fiir Matrizen

A e R™", dann ist ]A| = B mit b;; = |a;;|. Wir setzen
<A, falls bjj < ayy, Vi=1:m,j=1:n.
Fiir das Rechnen mit Betrédgen gelten folgende Regeln
|A+ B |A| + | B
|AB| Al B
A B. C,D>0= CAD <CBD
1Al 1Al

1A]] AV, fiar [off = o1, [|®[loc: [| @[~
|A] 1Bl = [[Allr < 1Bl[1; [Alloe < I1Blloos [All7 < |[Bllr )

(1.42)

AN IN NN N

15



— Ubung m

Wir haben gesehen, dass sich beim Speichern oder Runden ergibt
[91(A)];; = [9l(ai;)] = [ai;(1 + €ij)] mit [eg5] < eps

Dann folgt
1g(A) — A] < eps|A].

Dieses kann auch als Normungleichung umgeschrieben werden, ||gl(A) — A|l1 < eps||A|.
Heute werden vielfach fiir Fehleranalysen nicht Normabschédtzungen sondern elementweise
Abschitzungen (LAPACK) verwendet.

1.6 Ubungen zu Kapitel 1
Ubung 1.43 Stelle folgende Dezimalzahlen im Dual-, Hexadezimalsystem sowie im Zwélfersystem
dar (d.h. p=2,16,12, fir p = 12 verwende man A, B als Ziffern fir 10,11)

275,0.1,1/3,12.125

Ubung 1.44 ay,...,a, seien Maschinenzahlen und es sei flai,....an) = Y i, ai. Der Computer
habe die Maschinengenauigkeit eps. Auf dem Computer wird f in der Form f(a1,...,a,) = (... ((a1®
az) ®as)®...) D ay, berechnet.

e Mache eine Riickwirtsanalyse fir f. D.h. f(a1,...,an) = flar(1 4 61),...,an(1 4 8,)) und
[01], - - -, |0n| sind geeignet abzuschditzen.

o Mache eine Vorwdirtsanalyse fir f. D.h. f(ay,...,a,) = f(a1,...,an) + ¢ und || ist geeignet
abzuschdatzen.

o Zeige, daf$ fiir den Fehler zwischen f und f gilt:

n
[flar,... an) = flar,...,an)| < eps » |n—i+1]]a.
=1

3

Terme in der Grofenordung eps?, eps?, ... diirfen als niherungsweise 0 vernachlissigt werden.

Ubung 1.45 Ermittle in MATLAB die Realisierung von underflow/overflow sowie Tumin, Tmax, €DS -

Ubung 1.46 Gib fiir das Beispiel aus der Vorlesung zur Berechnung von z* = f(ay,a2) = a; —
a2 — ay einen besseren Algorithmus an. Begrimdung!

Ubung 1.47 Sei A € R™"™. Zeige:

Ll Allz < [[Allr < vl All2
2. [|[AB|r < [|All2[|BllF < [|AllF [ Bll#-

Ubung 1.48 Sei A € R™™. Zeige:

1. Ist B € R™! so0 gilt ||AB||, < || All,|Bll,
Tipp: Zeige die Behauptung zuerst fir l = 1 und nutzte die Def.
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m
2. | Al = max > ag].
1<j<n &

=
Tipp: Zeige zundchst || Az|1 < (max X --)||z|l1 und konstruiere dann ein x fir welches Gleichheit
gilt.

n

3. ||Aljcc = max E lagj].
1<i<m )
i=

4. Ist p(A) = max{|\| : X\ Eigenwert von A} eine Matriznorm?

Ubung 1.49 Sei A € R™", B € R¥!. Zeige:

1. Falls k =m,l =n, dann gilt |A+ B| < |A| + |B|.

2. Falls k =n, dann gilt |AB| < |A||B].

8. Falls k=m,l =n und A < B, dann gilt fir alle C € RP™ mit C > O: CA < CB.
4. Falls k =m,l =n und |A| < |B|, dann gilt || Al|cc < ||B||co-

Ubung 1.50 Fiir eine Matriz A € R™" ist die Matriz p-Norm definiert durch

[Az|
IAllp = sup 77+ = max |[|Az],
x#0 Hx”p [lz|lp=1
1. ||A]||p ist eine Norm
2. [ Az, < | Allp |1l
3. Ist ¢ eine Konstante, so dass | Az, < c||z||, fir alle x gilt, so ist ¢ = ||Allp, d.h. ¢ = | A, ist

die kleinst magliche Konstante, so dass ||Az|, < cllz||, gilt.
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Kapitel 2

Losung linearer (zleichungssysteme

Problem: Berechne Losung von AX = B wobei A € GL,,(C) = C™" (oder GL,(R) = R™")
und B € C™™ (oder R™") ist. Im folgenden K = C oder K = R. Wir betrachten zuerst
direkte Verfahren, d.h. Verfahren die bei exakter Rechnung in endlich vielen Schritten enden.

2.1 Gaufl—Elimination

Der immer noch in vielen Variationen am weitesten bekannte Algorithmus ist die Gaufl—
Elimination.

2.1.1 Lo6sung von Dreieckssystemen

Zur Vorbereitung betrachten wir zuerst einmal spezielle Dreiecksmatrizen und nur eine rechte
Seite. Sei nun L = [l;;] € K™" untere A-Matrix. Wir betrachten die Losung von Lz = b = [b;]
mit b € K”. Wir erhalten sofort als Losung

i—1
€Ty = bi*Zlijl‘j /ln i:1,~--,n (21)
7j=1

Dieses Verfahren heifit Vorwirts—Einsetzen und wird durch folgenden Algorithmus realisiert.

Algorithmus 2.2
Input: L € K™"™ untere A—Matriz, nichtsinguldr, b € K.
Output: Ldsung von Lx = b, tiberschrieben auf b.

b(1) = b(1)/L(1,1);
FOR i=2:n
b(i) = (b(i) — L(i,1:9—1)*«b(1:i—1))/L(i,17);

END

Achtung die Multiplikation L(é,1:4— 1) %b(1 :4 — 1) ist natiirlich eine Schleife.

— Ubung

Kosten fiir Algorithmus n? flops
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Fehleranalyse fiir Algorithmus [2.2} Die berechnete Losung von & erfiillt

(L + F)i = b, wobei |F| <n- eps - |L| + O(eps?). (2.3)

Der analoge Algorithmus fiir obere Dreiecksmatrizen heifit Riickwérts—Einsetzen. Sei U €
[ui;] € K™™ obere Dreiecksmatrix. Fiir die Losung von Uz = b = [b;] € K™" erhalten wir

n
Ty = bi— Z U5 T 5 /U,jj i:n,n—l,...,l (2.4)
Jj=i+1

durch den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 2.5
Input: U € K™" nichtsinguldre obere A—Matriz b € K™,
Output:  Ldsung von Ux = b, iberschrieben auf b.

b(n) = b(n)/U(n,n);
FOR i=n—-1:-1:1
b(i) = (b(i) —U(i,i+1:n)*xb(i+1:n))/U(i,i);

END

Es gilt wieder
Kosten Algorithmus n? flops
Fehleranalyse Algorithmus 7 erfiillt

(U + F)Z = b, wobei |F| <n- eps - |U| 4+ O(eps?). (2.6)

— Ubung m

Es gibt Varianten dieser Algorithmen fiir Parallel- und Vektorrechner (spaltenorientierte Ver-
sionen) und entsprechende Block—Versionen fiir mehrfache rechte Seiten. Die Algorithmen zum
Vorwirts— und Riickwérts—einsetzen bilden die Basis fiir die Losung von Gleichungssystemen
mittels L R—Zerlegung.

2.1.2 LR-Zerlegung

Wir kommen nun zur L R—Zerlegung einer Matrix A als A = LR, mit L untere und R obere A—
Matrix. Falls man so eine Zerlegung hat, so 16st man Ax = b mittels Algorithmus [2.5] und
indem man Ly = b, Rx = y nacheinander 16st. Die L R—Zerlegung wird mittels des Gaufischen
Eliminationsverfahrens erzeugt. Dazu verwenden wir sogenannte Gau3—Transformationen.
Sei x € K" mit xj # 0. Sei

0
k
t =tk = 0 ,ti:ﬁ, =k+1:n
Th+1 Tk
- tn’ -
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Setze

M :=1— t(k)e{ (Dyade, dufleres Produkt, e; k—ter Einheitsvektor), (2.7)
dann gilt i o i i i
1 X1 I
Mz = ! R (2.8)
—tgy1 1 Th+1 0 (- '
i —tn 1] zn | | 0]

My, heifit Gau—Transformation.

Algorithmus 2.9
Input: xr e K"z #0.
Output:  Vektor t der Linge n — 1, so daf$ fiir die Gaufi—Transformation M mit
M(2:n,1)=—t und y = Mx gilt: y(2 : n) = 0.

FUNCTION t= GAUSS(x)
n = length(x);
t=x(2:n)/z(1);

END GAUSS

Dieser Algorithmus benétigt n — 1 flops. Multiplikation mit einer Gaufi—Transformation
MC = (I —tPel)o = —tP (el o). (2.10)

Da t(1: k) = 0 wird nur C(k + 1 : n,:) verdndert. Die Multiplikation wird durch folgenden
Algorithmus durchgefiihrt:

Algorithmus 2.11
Input:  C € K™ M € K™" Gauf—Transformation mit M(2:n,1) = —t.
Output: C iiberschrieben mit MC.

FUNCTION C = GAUSSAPP(C,t)
n = size(C,1);
C2:n,:)=C2:n,:)—txC(1,:);
END GAUSSAPP

Dieser Algorithmus braucht 2(n — 1)r flops.
Fehleranalyse fiir 2.11} Der berechnete Wert ¢ fiir ¢t aus GAUSS erfiillt

t =t+e, wobei |e| < eps|t|. (2.12)
Damit erhélt man fiir das Ergebnis von GAUSSA PP
gl (I —te])C) = (I —te])C +E, (2.13)

wobei
[B] < 3 eps (IC] + [t [O(L,2)]) + O(eps?) (2.14)

Es ist offensichtlich, falls |t| grof ist, dann werden die Fehler in der Aufdatierung sehr grofl
gegeniiber |C/.
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— Ubung m
Mehrfache Anwendung von GAUSSAPP fithrt dann auf Dreiecksgestalt.
Im k-ten Schritt erhalten wir (falls alles glatt geht)

) ag’fk—_li ag’fn—l) 1
0 :
S P () ce o gD
AR = My MM A = k=1k—1 k=ln 1 (2.15)
: 0 gD k=1
kk kon
0 0 affk_l) A Gt ]

Wir fahren dann fort auf dem noch nicht reduzierten unteren Block. Die vollstéindige Drei-
ecksreduktion wird dann durch die folgende Schleife erzielt.

Algorithmus 2.16

n = size(A,1);

k=1;

WHILE A(k,k) #0 AND k < n
t=GAUSS(A(k :n,k));
A(k :n,:) = GAUSSAPP(A(k : n,:),t);
kE=k+1;

END

Die Elemente A(k, k), die wihrend des Algorithmus auf 0’ iiberpriift werden miissen, heiflen
Pivots. Thre relative Grofle ist von grofiter Bedeutung fiir die Fehleranalyse.

Matrizentheoretisch formuliert gilt, wenn Algorithmus [2.16] mit k& = n endet, da8
My_1---MiA='R

mit R obere A—Matrix ist.
Fiir jedes My = I — t(k’)efkr gilt M,;l =1+ t(k)ez, also folgt:
A= Ml_1 e Mn__llR =: L-R. Alle M}, sind untere A—Matrizen mit 1-Diagonale also auch L.

Eine Zerlegung A = L - R mit R obere A-Matrix und L untere A-Matrix mit 1-Diagonale
heifit L R—Zerlegung (engl. LU-Decomposition).

Satz 2.17 (Existenz und Eindeutigkeit der LR—Zerlegung)
A € K™" hat eine LR—Zerlegung genau dann, wenn

det (A(1: k,1:k))#0, firk=1:n—1. (2.18)

Falls die LR—Zerlequng existiert und A nichtsinguldr ist, so ist die LR—Zerlequng eindeutig
und det A = r11 - Tpn.

Beweis: Falls A eine L R—Zerlegung

1 7’11 oo o e Tln
l
A= 21
lpt - ln,n+1 1 Tn.n



besitzt, so gilt: alle rj;, ¢ =1:n — 1 sind # 0, da sie die Pivots in Algorithmus [2.16] sind.
k
det (A(1:k,1:k)) =det (L(1: k,1:k))-det (R(L: k,1:k))=1-]]ri #0.
i=1

Die Riickrichtung machen wir mit Induktion {iber k.
k = 1 ist klar. Angenommen k — 1 Schritte sind ausgefiihrt. A®—1) = M ;... M; A und

a,(ck,; R ist das k-te Pivot.

1 o
*
R | a1
Mk,l - My A= - A= A(k_l) — k—1,k—1 =
ME=1) : x| 1 Ak
| * * 1] L *
Es folgt, dafl
k
det (A(k_l)(l tk,1: k‘)) = Haz(f*l)
i=1
— det <M(k_1)(1 k1 k;),) “det (A(1: k,1:k)).

=1

Also folgt aus det (A(1: k,1:k)) #0, daB a,(fk_l) # 0 ist.

Zur Eindeutigkeit: Seien A = L1 Ry = LyRs zwei LR—Zerlegungen von A, A nichtsingulér,
dann sind L;, R;i = 1,2 auch nichtsingulér. Also folgt

Ly'Ly = RoRy!

NN

=I

= [ = Lg,Rl = Rs.

det A=detL -det R=1-det R =111 Tnn.

Die LR-Zerlegung lé8t sich auch iiber anderen Koérpern (Ringen) durchfiihren.
Einige praktische Details.

o Gaufli—-Transformation braucht nur auf Spalten k : n angewendet werden, und selbst bei
Spalte k kennen wir das Ergebnis. Also Anderung von Algorithmus

A(k :n,k+1:n)= GAUSSAPP (A(k:n,k+1:n),t);

e Die Multiplikatoren, d.h. die wichtigen Elemente von t; koénnen auf den entstandenen
Nullen von A gespeichert werden.
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Damit erhilt folgenden Algorithmus fiir die L R—Zerlegung.

Algorithmus 2.19 (AuBere-Produkt-Form der Gauf3—Elimination)

Input: A€ K™ mit A(1:k,1:k) nichtsingulir k =1:n— 1.

Output:  Faktorisierung M,_1---M1A = R, mit R obere A-Matriz und M; Gaufs—
Transformationen, R wird im oberen A\ von A und die Multiplikatoren aus My,
in A(k+1:n,k), dh. A(k+1:n,k)=—-Mi(k+1:n,k).

FOR k=1:n-1
t = GAUSS(A(k : n,k));
Alk+1:n,k)=t;
Ak :n,k+1:n) = GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);

END

2n3

Kosten =5- flops, jeder Durchgang durch die k—Schleife ist ein &ufleres Produkt. Wir haben
gesehen, dafl wir die Multiplikatoren aus t®) in A speichern kénnen. Wie erhalten wir nun L

(falls wir es benétigen)?
— Ubung m

L = (My_y---M)™? :Mfl"'MJ_ll

n—1
= [I+tWely. (14t Vel )y =T+ Zt(k)eg.
k=1

Also folgt L(k+1:n,k) = t*). Die Losung eines linearen Gleichungssystems folgt nun bas-
sierend auf der L R—Zerlegung wie oben beschrieben.

Im wesentlichen enthilt Algorithmus[2.19)3 Schleifen die ineinandergeschachtelt sind. Je nach
Rechnerarchitektur ist es eine andere als die beschriebene Anordnung. Dies kann zu erheb-
lichen Einsparungen fiihren. Als Beispiel sei hier die sogenannte GAXPY LR-Zerlegung
betrachtet:

GAXPY (y=Az+y yeR™" AcR™" zcR")
(general Az plus y)

(Dies ist eine Routine von den Basic Linear Algebra Subroutines(BLAS), die auf allen Stan-
dardrechnern in sehr guter Weise implementiert sind, vektor/parallel und auf die man seine
Codes aufbauen sollte.)

Betrachte die Schleifen von Algorithmus [2.19] ausgeschrieben.

FOR k=1:n-1
Alk+1:nk)=Ak+1:n,k)/A(k,k);
FOR j=k+1:n
FOR i=k+1:n
END
END
END

In der verdnderten Variante wird die Transformation mit M} nicht direkt ausgefiihrt wie in
Algorithmus sondern A(:, j) wird erst im Schritt j mit M;_; --- M1 A(:, j) tiberschrieben
und dann M; berechnet. Genauer, sei 1 < j<n—1und L(;,1:j—1),R(1:j—-1,1:j—1)
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seien bekannt. Um die j—ten Spalten von L, R zu erhalten, setzen wir die j—ten Spalten von
A = LR gleich

Al:j—1j) = LA:j-11:5-1)R(1:j5—-1,),

J

A(jing) = Y L(j:n,k)R(K,j).

k=1

Die erste Gleichung ist ein Gleichungssystem mit unterer A—Matrix, dafi gelost werden muf.
Die zweite Gleichung schreiben wir wie folgt.

v(j:n)

j—1
= A@j:n,j)— ZL(j :n, k)R(k,7)
k=1

Dann gilt R(j,7) =v(j) und L(j+1:n,j) =v(i+1:n)/R(j,7)-
Also ist L(j + 1 : n,j) nichts anderes als eine skalierte GAXPY Operation und wir erhalten:

FOR j=1:n
Solve L(1:j—1,1:5—1)R(1:j—1,7)=A1:j—1,75);
v(Gin) =A@ n ) —LG:n1:j—1)R(1:j—1,5)

R(j,5) = v(j);
L(j+1:n,j)=v(j+1:n)/R(j,j);

END

Zusammengefafit erhilt man dann

Algorithmus 2.20 (GAXPY Form der Gauf3—Elimination)
A e K™ mit A(1:k,1:k) nichtsingulirk=1:n—1

Input:

Output:

Kosten

2n3

3

Faktorisierung A = LR mit L untere A—Matrix mit 1-Diagonale, R obere A—
Matriz. Falls i > j, so ist L(i, ) in A(i,j) gespeichert. Falls i < j, so ist R(i,j)
in A(i,j) gespeichert.

FOR j=1:n

% Solve L(1:j—1,1:j—1)R(1:j—1,j) = A(1:5—1,5)

END

flops .

FOR

END
% v(j
FOR

END

k=1:7—1
FOR i=k+1:j—1

A(i, 7) = A(i, j) — A(i, k) = A(k, j);
END

n)=AG:n,j)—L(j:n,1:5—1)«R(1:5—1,7)

k=1:7-1
FOR i=j:n

Alirj) = A(i, ) — AG, k)  A(k, j);
END

% L(j+1:n,75)=v(F+1:n)/v(j)
A(+1:n,j) =A@ +1:n,5)/A(,4);

Weitere Varianten (andere Schleifenorientierung) Crout, Prolittle, Blockvarianten, siche Buch
von Golub/Van Loan: 'Matrix Computations’.
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2.1.3 Fehleranalyse der Gauf3-Elimination

Anwendung der dargestellten Algorithmen zur Losung von Ax = b. Fehleranalyse i.a. sehr
schwierig, bei Gauf sehr viel bekannt, fiir andere Algorithmen teils sehr wenig.

Zuerst miissen wir nun eine Storungsanalyse fiir Gleichungssysteme machen. Betrachte das
parametrisierte System

(A+eF)z(e)=b+ef, z(0) =z, FeR™, f eR"
Falls A nichtsingulér ist, so ist x(e) differenzierbar in einer Umgebung von 0 und es gilt:
&(0) = A7N(f — Fu).

Taylorentwicklung liefert
z(e) = x + ei(0) + O(?).

Also folgt fiir jede Vektornorm und konsistente Matrixnorm

J2(e) — | (I ,
Ll < u{, H+||Fu} ) (2.21)

Fiir quadratische Matrizen definiere die Kondition rjje|(A) := [|A||[|A™"], diese ist abhéingig
von der Norm, k(A) = oo fiir A singulidr. Mit der Konsistenzungleichung ||b]| < || Al|||z]| folgt

”x(ig < (A) (o + pn) + O, (2.22)
wobei
EL
Pk “Jlell

die relativen Fehler in A, b sind.
Die Abschitzung ([2.22) ist noch unbefriedigend, da sie auf e klein“ beruht, eine genaue
Analyse erhélt man mit den folgenden Resultaten.

Lemma 2.23 Sei F' € R™" und || o || eine konsistente Norm. Falls ||F| < 1, so ist I — F
nicht singuldr und es gilt

-1 _ Z F*  Neumannsche Reihe (2.24)

und
1

(7= F) "M < s
1—|F]

(2.25)

Beweis: Angenommen I — F singulér => Jz # 0 mit
(I = F)z=0= |zl = [Fz| < |Flll|lz]| = | F]| > 1
Widerspruch!

<ZF’“> I—F)=1-FN*
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Da ||F|| < 1 und ||F*|| < ||F||¥, so gilt lim F* = 0.
k—o00

- (mfr)un -

li F’c = (I-F)!
und
oo
I =F)H <Y 1P =
<2 =Tt
U
Mit diesem Lemma erhdlt man
Lemma 2.26 Sei
Axr = b, A e R™™ A nichtsinguldr,0 # b € R"
(A+LAAy = b+ Ab, AAeR™, AbeR",
mit || A A < SJA||, || A bl < I||b||. Falls 6 k(A) =r < 1, so ist A+ AA nichtsinguldr und
M < 1+ r
2 I
Beweis: |A™' A Al < S| A7 || Al = 7 < 1. = A+ AA nichtsinguléir nach Lemma [2.23]
(I+A YA Ay =a+ AL Abergibt
Iyl < I +A7 A AT (el + sl A7 o))
1 _
< (=l + 8l A7 [l Aw])
,
1 -1
< g =l gl A Al i)
- —_——
0
Damit haben wir jetzt ein genaues Storungsresultat:
Satz 2.27 Unter den Voraussetzungen von Lemma [2.20] gilt
lz—yll _ 27
(2.28)
] 1—r

Beweis:y—x=A"TAb— A1 A Ay

SILAT Bl + ST ATH A iyl
SIIATH AN ] + Sl AT AT Nyl = r(llzll + lly])

= [ly — 2|

NN

und damit ergibt sich mit Lemma [2.26]

— 1
looal (4 150
] -
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0

Es folgt, dafl der relative Fehler abhingig von der Kondition ist. Es kann allerdings sein, daf3
die Schranke in (2.28) eine grobe Uberschitzung ist.

o s ] =L | === 0]

Beispiel 2.29

-7
Koo(A) = [ Allwl|A~ o = 106. Sei Ab — [ 100 },AA — 0, s0ist 5 = 10°7,r = 0.1
. 10-7 2 2 .. - 0 - . . .
und (2.28) ergibt S5 < 0.1 = §. Jedoch fir Ab = [ 10-7 ] ,NA = 0 ist weiterhin
§=10"",7=0.1 und lautet 1{)0_01 < %, also fast Gleichheit.

Eine verbesserte Fehleranalyse ist moglich, wenn man komponentenweise Storungsresultate
verwendet.

Lemma 2.30 Sesi

Ar = b, A € R™"™ A nichtsinguldr,0 # b € R"
(A+AA)y = b+ Ab, AA€R™ AbeR",

mit | A Al < S|A|, | Ab] < §|b|. Falls §|||A7Y |A]|| = < 1, so ist A+ AA nichtsingulir und

Il 1+r
llf =1 =7

wobei || o || =1 o /oo, || ®1,] @] F-

— Ubung m

Satz 2.31 Unter den Voraussetzungen von Lemma gilt

(2.32)

wobei || o || = || oo, || @1, ]| @[ F-

— Ubung m
Alle Resultate lassen sich auch fiir C zeigen. Komponentenweise Abschitzungen sind i.a.

schwieriger aber oft aussagefidhiger.

Beispiel 2.33 Wir betrachten Beispiel [2.29. Hier ist |||AY|A||le = 1. Sei Ab =
-7
[ 10 } JAA =0, s0ist 6 =1 = 1077 und (2.39) ergibt % < 51077 ~ 2-107".

0
Fiir Ab = [

0
1077

Rell )

} JAA =0 st jetzt § =1 = 1071 und (2.39) ergibt 190_01 < %10_1 =
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Es gibt Bestrebungen, die Analyse von Algorithmen ganz auf komponentenweise Abschétzun-
gen zu basieren, dies ist noch im Flufl. Diese Storungssitze wenden wir nun an.
Zu Anfang betrachten wir nur gestorte Daten und exakte Rechnung;:

gl(A) = A+ E,gl(b) =b+e,

und angenommen

(A+ E)Z=b+e, wobel ||E|oc < eps||A|oo, [l€]loc < eps||b]]oo- (2.34)
Storungssétze ergeben mit eps koo (A) < %
Iz = #floo < deps koo (A). (2.35)
1]

Beides sind ,,bestmogliche* Norm-schranken, d.h. keine allgemeine || ® ||c—Analyse kann bes-
sere Schranken liefern.

Wir kénnen konsequenterweise keinen Algorithmus als schlecht abtun, der ein ungenaues Er-
gebnis fiir eine Matrix mit eps koo(A) & 1 liefert. Fiir schlecht konditionierte Probleme kann
also auch ein guter Algorithmus schlechte Ergebnisse liefern.

Nun zum Gaufi-Verfahren. (Auflere Produktversion, Analyse gilt auch fiir GAXPY.)

Satz 2.36 Sei A eine n x n Matriz von Maschinenzahlen. Falls kein 0—Pivot wdi}rezzd der
Ausfiihrung von Algorithmus auftritt, dann erfiillen die berechneten Faktoren L, R

LR=A+H (2.37)

|H| < 3(n—1)eps (|A| + |L||R|) + O(eps?) (2.38)

Beweis: Induktion iber n. n=1: V.
Angenommen Resultat sei richtig fiir alle (n — 1) x (n — 1) Maschinenzahl-Matrizen. Sei

A:[i ul)sT] ;11—1’

so wird im ersten Schritt von Algorithmus Z = gl(v/a) und A; = gl(B - zw") berechnet.
Also folgt

1
Z=—v+ f, mit |f] < epsM (2.39)
o «
und 3
Ay = B — 2w’ + F, mit |F| < 2eps (|B| + 2] [w|") + O(eps?). (2.40)

Dann wird die LR—Zerlegung von 1211 berechnet. Mit Induktion folgt fll = I:lf%l mit
LiR, = Ay + Hy, wobei [Hy| < 3(n—2)eps (|A1| + |L1] |R1|) + O(eps?). (2.41)

Also gilt



Aus (2.40) folgt
Mit (Z40), ([41) folgt

[Hi+ F| <3(n—1)eps (|B| + 2| [w]" + L] [R1]) + O(eps?)

[ A1] < (14 2eps)(IB] + |2] [w[") + O(eps?).

und da |af] < eps|v|, folgt

r<so-ves {00 WL g0 1 ‘%“}W(GPSQ)'

0

Nun haben wir eine Analyse iiber die L R—Zerlegung, jetzt miissen wir noch analysieren, was
die A-Loser machen.

Satz 2.42 Seien L,R die berechneten LR-Faktoren aus Algorithmus 2. 161 oder |2.19, Bei
Verwendung von Algorithmus (2.9 bzw. m zur Lésung von Ly = b und Rz = §j ergibt sich
(A+ E)x =b mit

|E| < neps (3|A| +5|L| |R]) + O(eps?). (2.43)

Beweis: Aus (2.3) und (2.6)) ergibt sich

(L+F)j=b |F|<neps|L|+ O(eps?),
(R+G)T =7 |G| <neps|R|+ O(eps?).

Also
(L+F)R+G)i=(LR+FR+LG+FQ)Z=b

LR = A+ H aus Satz mit
|H| < 3(n—1)eps (|A| + |L| [R]) + O(eps?).
Setze E := H+ FR+ LG + FG, so gilt
|E| < [H|+ |F||R|+|L||G] + O(eps?)
< 3neps (|A| + |L| |R|) + 2neps (|| [R]) + O(eps?).
U

Wire nicht der Term ]i| |R| in der Abschitzung, welcher grofl sein kann, so wire der Algo-
rithmus riickwérts stabil. Da wir jedoch nichts gegen kleine Pivots machen kénnen, falls diese
auftauchen, kann |L|, | R| sehr grof werden, und der Algorithmus ist NICHT riickwiirts stabil.
— Ubung

Ausweg ist Pivotisierung.

2.1.4 Partielle Pivotisierung (Spaltenpivotisierung)
Um zu vermeiden, dafl 0-Pivots oder sehr kleine Pivots auftauchen, wird jeweils in der momen-

tanen Spalte, das betragsméfiig maximale Element gesucht und durch eine Zeilenvertauschung
(Permutation) in die Diagonalposition gebracht.

29



Grundidee:

FOR k=1:n-1
Bestimme Permutationsmatrix P, so dafl fiir z = PkA(k_l)ek gilt:
1208)| = [12(k : 7)lloo-
Setze A=) = p, A1),
Bestimme GauB Transformation My, so daB fir v = M A* Ve, gilt:
v(k+1:n)=0.
Setze A% = M P, AR

END

Diese Vorgehensweise heifit Spaltenpivotisierung oder partielle Pivotisierung und garantiert,
daf} alle Multiplikatoren vom Betrag < 1 sind.

|(PkMk_1 N M1P1A)kk| = kma%l |(PkMk_1 . M1P1A)7,k| 5 k‘ =1:n-—1.

X

Falls das Pivot = 0 ist, so kann man einfach den Schritt der Elimination weglassen, da dann
alle Elemente in dieser Spalte = 0 sind.

Man erhilt dann den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 2.44 (GauB-Elim. mit partieller Pivotisierung, Auflere Produktversion)

Input:
Output:

A e Kmm,
Gaufs—Transformationen My, ..., Mp_1 und Permutationen Py,...,P,_1, so dafs
M,_1P,_1--- M1 PiA = R obere A—Matriz.
Keiner der Multiplikatoren hat Betrag > 1. A(k+1 : n, k) wird durch —M(k+1 :
n,k), k =1 : n— 1 dberschrieben, A(1 : k,k) wird durch R(1 : k,k), k =
1 : n dberschrieben. Im Pivotvektor piv(l : n — 1) werden die Vertauschungen
gespeichert. Py vertauscht die Zeilen k und piv(k), k=1:n — 1.
FOR k=1:n-1
Bestimme p (k < p<n) mit |A(u, k)| = || Ak : n, k)| o
A(k,k:n) «— A(p, k :n)
piv(k) = p;
IF A(k, k) #0
t=GAUSS(A(k : n,k));
Alk+1:n,k)=t;
Ak :nk+1:n)=GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);
END
END

Kosten Fiir die Bestimmung aller u’s: O(n?) Vergleiche, % flops .
Fiir das lineare Gleichungssystem Az = b macht man also

o y=M, 1P, 1--- M P1b

o Lose Rx =y.

Samtliche Informationen in A und piv.
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Beispiel 2.45

3 17 10
A = 2 4 -2
| 6 18 —12
[0 0 1
P = 010
| 100
(6 18 —12
PA = 2 4 =2 piv(l) = 3
| 3 17 10
1 0 0 6 18 —12
M, = —%10 M PlA = 0 -2 2
| -3 01 0 8 16
1 0 0
P, = 0 01 piv(2) = 3
[0 10
(1 0 0 6 18 —12
My = |0 1 0 R = |0 8 16
0 11 0 0 6

Was passiert mit L7

Satz 2.46 Man verwende GaufS—Elimination mit partieller Pivotisierung zur Berechnung
von

My_1Po_y---MiPIA=R (2.47)
mit Algorithmus so gilt
PA=LR,

mit P = P,_1--- Py (Permutationsmatriz), L untere A\-Matriz mit 1-Diagonale, |l;;] < 1.
Die k—te Spalte von L ist unterhalb der Diagonalen eine permutierte Version des k—ten Gauf-
Vektors.

Speziell fiir My, =1 — t(k)e;‘g gilt

Lk4+1:nk)=g(k+1:n), g=Po_1-- Ppyt®.

Beweis: Aus ([2.47) folgt .
-+ MyPA=R mit

Mnfl
Mnfl = Mnfla
My, Poo1- PopatMgPeyq - Py, k<n—2.

Da Pj nur Zeilen j und g > j vertauscht, so folgt Pj(1: 5 —1,1:j5—1) = I;_;. Also ist M;,
eine GauB-Transformation mit Gauf—Vektor {(¥) = P, q--- Pk+1t(k). O

Durch die einfache Ersetzung von

Ak : k:n)

A(p, k : n) durch
A(k,1:n) A

—
+— A(p,1:n) in Algorithmus
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gilt dann wieder A(i,j) enthélt L(4, ) fiir ¢ > j nach Ende des Algorithmus.
— Ubung Analoge GAXPY Version.

Fehleranalyse: Da Permutationen rundungsfehlerfrei durchgefiithrt werden kénnen, kann man
analog zeigen, daf die berechnete Losung & (A + E)Z = b erfiillt mit

[E| < neps (34] +5P7|L| \fz|) + O(eps?), (2.48)
wobei P, L, R die berechneten P, L, R sind.
Durch die Pivotisierung folgt
| L||oo < 7, also folgt

<
|Elloc < meps (3] Alloc + 50l Rllsc ) + O(eps?).

Problem: Schranke fiir || R||oc-
Definiere den Wachstumsfaktor p durch

~(k)|

p = max 4 (2.49)
igk [|Allo’ '
wobei A®) die berechnete Version von A®*) ist. Dann folgt
1E]loo < 81°p||Al|oc eps + O(eps?). (2.50)

Die Schranke hingt also wesentlich von p ab (n? ist i.a. vernachlissigbar in der Praxis, da
nicht auftretend).

p ist typisch von der Ordnung 10, kann aber 2"~ ! sein.
— Ubung m

Im allgemeinen ist Gaufl mit partieller Pivotisierung zuverldssig und kann relativ sorglos
verwendet werden.

2.1.5 Vollstindige Pivotisierung
Um den Wachstumsfaktor zu verkleinern gibt es eine Variante, in der das Pivot aus der
gesamten Matrix A®~D(k : n, k : n) ausgewihlt wird, d.h. wir bestimmen die Zerleung
My Py MiPLAQy - Qn—1 =R
mit Permutationsmatrizen P;, ();, die so bestimmt werden, daf3

(PAS Q)| = max |(BASDQu)y|.

k<i,j<n

Satz 2.51 Bei Verwendung von Gauf—Elimination mit vollstindiger Pivotisierung zur Be-
rechnung von
M, 1P,_1 '--M1P1AQ1'-'Qn,1 =R (252)
gilt
PAQ =LR

mit P = P, 1P, Q = Q1---Qn_1 und L ist untere A—Matriz mit 1-Diagonale und
;| < 1. Fiir My, = I —t®el gilt

Lk4+1:nk)=gk+1:n) mit g= Py_y--- Ppyprt®.
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Beweis: Analog zu Satz [2.46]

Algorithmus 2.53 (Gauf3—Elim. mit vollstéindiger Pivotisierung)
Input: A€ K™,

Output: LR-Zerleqgung von PAQ mit P,Q Produkte von elementaren Permutationsma-
trizen, A(1 : k,k) wird durch R(1 : k,k), k =1:n und A(k+1 : n, k) durch
L(k+1:n,k), k=1:n—1 dberschrieben. Py vertauscht Zeilen k und p(k), Qg

vertauscht Spalten k und q(k).

FOR k=1:n-1
Bestimme p, \, so daff |[A(p, A)| = max {|A(i,7)| : 4,7 =k :n}
A(k,1:n) «— A(u,1:n)
A(l:n,k) «— A(1:n,\)
p(k) = p;
q(k) = A;
IF Ak, k) #0
t =GAUSS(A(k : n,k));
Ak+1:n,k)=t;
Ak :n,k+1:n)=GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);
END
END

Kosten % flopsund Vergleiche. Vergleiche nicht vernachléssigbar.

e Vollstidndige Pivotisierung erlaubt L R—Zerlegung fiir rank A = r < n.
e In exakter Arithmetik gilt fiir Algorithmus [2.53]

o] < K3 (235 kT3 max fag).

Die Schranke ist sehr langsam wachsend mit k. Mit der empirischen Tatsache, daf}
p ~ 10, kann man aussagen, dafl Gaufi-Elimination mit vollstdndiger Pivotisierung

riickwérts stabil ist, d.h. die Methode 16st exakt
(A+E)t =10

fiir kleines E. Wilkinsons Vermutung Schranke = n ist nicht richtig.

2.1.6 Abschitzung der Genauigkeit

Das Residuum der berechneten Losung von Ax = b ist der Vektor b — AZ. Ein klei-
nes Residium bedeutet dal AZ eine gute Ndherung von b ist. Wenn man annimmt, dafl

(A+ E)Z =0, ||E||cc =~ eps ||Al|co, so folgt [|b — AZ|loc = €eps || Allcol|Z]|co-
Heuristik I Gauf—Elimination erzeugt eine Losung & mit relativ kleinem Residuum.
Jedoch kleine Residuen implizieren nicht hohe Genauigkeit, (nur bei kleiner Kondition).

17 = 2l

R eps Koo(A).
200 -

Heuristik I Falls eps ~ 10™% und ks (A) ~ 107, dann erzeugt Gau-Elimination eine Losung

mit ungefdhr d — ¢ korrekten Dezimalstellen.
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Beispiel 2.54

986 579 1 [ a1 ] [ .235 - _ |2
[ 409 .237} [@ } B [ -107]’ WAoo =700, = = [ 3]'

eps Z 7 |z—=]| [|b—A%| 00

! 2 E1 ATl oo
10~3 2.11 —-3.17 |5-1072|20-10"3
1074 | 1.986 —2.975 | 8-1073 | 1.5-107*

107° | 2.0019 | —3.0032 | 1-1073 | 2.1-10°6

1076 | 2.00025 | —3.00094 | 3-10~* | 4.2-1077

2.1.7 Skalierung

Eine weitere Verbesserung ist durch Skalierung der Daten zu erreichen.
Ax:b<:>Df1AD2y:Dflb, y:Dglx
Falls man fiir D, Dy Diagonalmatrizen aus Maschinenzahlen der Form
diag (P™,P"2,..., P™)

nimmt, so kann die Skalierung ohne Rundungsfehler in O(n?)flops durchgefiihrt werden.
Dann gilt
1Dy (@ — @)l _ 11T — oo
1D5 2|0 1Yl

~ eps Koo D] 1ADy). (2.55)

Wenn man also ke (D] AD3) gegen o (A) verkleinert, erwartet man eine Verbesserung des
Resultats.

Varianten:

a) Zeilenskalierung: Dy = I, Dy so, daf alle Zeilen ~ gleiche co-Norm haben.

b) Zeilen—Spalten—Gleichgewichtung: Wihle Dy, Do so, daf alle Zeilen und Spalten oo—
Norm im Intervall [%, 1} haben (p Basis der Maschine).

Beispiel 2.56
10 100000 x1 100000 0.0001 1 1 1
= < =
1 1 2 2 1 1 T2 2

0.00

Bei dreistelliger Arithmetik, p = 10 ergibt das erste System T = [ 1.00

[ 1.00

} und das zweite

1.00

) ~ | 1.0001...
} . Ezxakte Lésung © = [ 0.9999. .. ]
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2.1.8 Iterative Verbesserung

Angenommen, wir haben Az = b mittels GauB-Elimination mit partieller Pivotisierung
gelost, PA = LR, und wollen jetzt die Losungsgenauigkeit verbessern. Wir kénnten folgendes
ausfithren:

r=b— A% (doppelt genau) ,

Lose Ly = Pr,

Lose Rz =y,

Setze x = T + z,

(2.57)

so folgt bei exakter Rechnung
A=Az 4+ Az=(b—-r)+r=0.

Wenn man allerdings einfach so ausfiihrt, ist das Ergebnis nicht genauer als Z. Dies ist
zu erwarten, denn 7 = gl(b — AZ) hat im allgemeinen kaum richtige signifikante Stellen (siehe
Heuristik I). Also

% =gl(A~'r) = A71. Rauschen = Rauschen.

Um eine Verbesserung zu erhalten, sollte man daher » = b — Az in doppelter Genauigkeit
rechnen (doppelt so viele Stellen wie sonst). Dieser Prozef kann iteriert werden.

Heuristik 11T Bei Maschinengenauigkeit eps = 10~% und seo(A) ~ 109, hat nach k Schrit-
ten von ([2.57) (mit doppelter Genauigkeit fiir das Residuum) das berechnete z ungefihr
min{d, k(d — q)} korrekte Stellen.

Kosten O(n?) pro Schritt.

Bei Rechnung von PA = LR in einfacher Genauigkeit und eps - koo(A) < 1, ist die Losung
korrekt in einfacher Genauigkeit nach einer Iteration. Also kaum Verteuerung und Verbesse-
rung der Losung. Problem: maschinenabhiéingig, da an Genauigkeit orientiert.

— Ubung Konditionsschétzer

2.1.9 Ubungen zu Kapitel 2.1

Ubung 2.58 Schreibe einen. MATLAB -Algorithmus zur Lisung eines Gleichungssystems Lz = b
mit einer unteren Dreiecksmatriz L (Algorithmus der Vorlesung). Verfahre analog bei Ux = b
wobei U obere Dreiecksmatrix ist (Algorithmus der Vorlesung).

Ubung 2.59 Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung der Determinante einer nxn—
Matrixz mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes. Der Laplacesche Entwicklungssatz zur Deter-
minantenentwicklung (nach der ersten Zeile) lautet:

det A = Z?Zl(—l)j“alj det A(2:n,[1:j—1,5+1:n]). Diese Formel soll natiirlich rekursiv ohne
‘det” aus MATLAB angewendet werden.

Ubung 2.60 Vergleiche folgende vier Verfahren in MATLAB zur Losung von Az =b, A € R™" b €
R™. Messe die Rechenzeit fiir n = 4,6,8,10 und zufdllig erzeugte A, b.

1. den \’ aus MATLAB . (Hinter diesem steckt der Gaufs-Alg.)

2. FEinen selbstgeschrieben Gauf-Algorithmus entsprechend der Vorlesung
3. Die Cramersche Regel mit Hilfe der eingebautem ‘det’—Funktion

4. Die Cramersche Regel mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes
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Die Cramersche Regel fiir Ax = b ist wie folgt definiert:

x; =det[A(:,1:4—1),b,A(c,i+1:n)]/det A, i=1,...,n

Der Laplacesche Entwicklungssatz zur Determinantenentwicklung (nach der ersten Zeile) lautet:
det A = Z?Zl(—l)j“alj det A(2:n,[1:75—1,5+1:n]). Diese Formel soll natiirlich rekursiv ohne
‘det” aus MATLAB angewendet werden.

Ubung 2.61 Die exakte Lisung des Gleichungssystems
1 0.99 [ 1.99
099 098 )7 \ 197
ist x = (}) Mity = (0_0158259) gilt aber auch
1 0.99 _( 1.98995441
0.99 098 /Y~ \ 1.97004982 /-
Erkldre dieses Verhalten anhand der Storungstheorie der Vorlesung.

Ubung 2.62 Schreibe ein MATLAB —Programm, welches den Gauf-Algorithmus der Vorlesung oh-
ne Piwotisierung auf folgendes Gleichungssystem (Hilbertmatriz, in MATLAB ‘hilb(n)’) anwendet.

1
szb,Hz(_,) b=H(1,...,1)".
i+i =1/ =1, .m
Vergleiche die Ldosung des Algorithmus mit der exakten Lisung x = (1,...,1)T sowie der wvon

MATLAB mittels \ berechneten Lisung firn = 2,3,4,...,30. Was stellst Du fest? Erklirung!

Ubung 2.63 FEine Matriz A = (aij) ., heifst strikt diagonaldominant, wenn gilt

i5=1,...,

n

lajj;| — Z la;;| >0, firalle j =1,...,n.
i=1
i)

Zeige:

1. Ist A strikt diagonaldominant, dann ist A nicht singuldr.
2. Ist A strikt diagonaldominant, dann gilt das auch fir alle Hauptabschnittsmatrizen.

8. Ist A strikt diagonaldominant, dann besitzt A eine LR—Zerlegung.

Ubung 2.64 Sei

An—1,n
Gn,n—1 Gn,n

tridiagonal. Wieviel flops (4, —x, /) braucht der Gauf-Algorithmus, falls nicht permutiert werden muf
und der Algorithmus durchgeht? Wie teuer sind Vorwdirts— und Riickwdrtseinsetzen?

Ubung 2.65 Zeige Lemma aus der Vorlesung: Sei

Axr = b, AeR™™ 0#£beR”
(A+AA)y = b+ Ab, AAeR™™ AbeR",

mit | A A| < §|A|,| A b < O|b|. Falls §|||A7Y|A]||ee =7 < 1, s0 ist A+ AA nichtsingulir und

lylso _ 147
Jalloe S T

Tip: Verfahre analog zum Beweis des entsprechenden Lemmas iber Normen.
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Ubung 2.66 Zeige Satz aus der Vorlesung: Unter den Voraussetzungen von Lemma gilt

ly -2l _ 2

[EI T

wobei || o] = @ ||, || ® |1, ]| ® |- Tip: Verfahre analog zum Beweis des entsprechenden Satzes
tiber Normen.

Ubung 2.67 Seil>e >0,
A= R € R™™.

1. Zeige, es existiert eine singulire Matric B mit |B — Allco < €™. D.h. der Abstand von A zu
den singuldren Matrizen ist hochstens €™. Tip: man fige in der Position (n,1) einen geeigneten
Eintrag ein, so dass bei anschliefender Determinantenbildung eine Null entsteht.

2. Berechne A1

3. Bestimme fiir || ® || die Normen von A, A=, die Konditionszahl sowie die Skeel-Konditionszahl

IAHATH ).
4. Wende fiir € < i und § =e"/4, b= (1,....,1)T, Ab=06-b und AA =0 die Sdtze der

Vorlesung an. Wie scharf sind die Ergebnisse?

Ubung 2.68 Sei

0
1 0 k
L=| ™= = 0 k=1,...,n—1
: Uitk
lnl ln,nfl 1
ln,k

Zeige:

1. (I+ eI +1pel)) = I+ kel +1el fir alle k < m. Hier bezeichnen ex, . .., e, die Einheits-
vektoren.

2. L= (I + 116{) R (I + ln,leg_l),
3 L~1= (I — lnflegfl) ce - (I — lle{).

Ubung 2.69 Zihle die genaue Anzahl flops in der GAXPY-Version des Gaufi-Algorithmus (Algo-
rithmus der Vorlesung). Zeige dass 3n® + O(n?)flops bendtigt werden.

Ubung 2.70 Schreibe MATLAB - Programme, welche den Gaufi-Algorithmus der Vorlesung mit
partieller Pivotisierung sowie vollstindiger Pivotisierung realisieren. Verwende als Testbeispiel Hr = b
wieder die Hilbertmatriz H, x = (1,.. ., 1)T firm=2,3,4,...,30.
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Ubung 2.71 Bestimme den Wachstumsfaktor p = max
ik || Allo

aus der Vorlesung bei exakter Arith-

metik und partieller Pivotisierung fir die Matriz

1 o --- 0 1

-1 1 1

-1 -1 0

-1 v o -1 1
Ay A

Ubung 2.72 Sei A e R, A = ( ) und nehme an, dafi A und A1 € R¥F nicht singuldr

Ay Ago
seien. Das Schur—Komplement ist gegeben durch S = Ao — AglAﬁlAlg. Zeige:

1. A lgfst sich schreiben als

A I o Ay O I A'Ap
T\ AnAt T o S O I '

2. S ist nicht singuldr.

3. A71 Gt sich schreiben als A~! = ( : Sil ) (x heifst, die Eintrige interessieren uns hier
nicht).

4. Ist A symmetrisch, so ist S auch symmetrisch.

5. Ist A positiv definit d.h. xT Az > 0, Yo # 0, so ist S auch positiv definit, d.h. y* Sy > 0, Vy # 0.

6. Ist A invers nicht negativ, dann ist auch S invers nicht negativ (A heifit invers nicht negativ,
falls A=Y nur nicht negative Eintrige hat).

A A
Agp App
Schur—Komplement gegeben durch S = Asg — A21A1_11A12. Zeige:

fJbung 2.73 Sei A € R¥™, A = ( ) Falls Ay, € RFF nicht singulir ist, dann ist das

1. Ist A strikt diagonaldominant, dann (ist A1q nicht singuldr und) S ist strikt diagonaldominant.
Was bedeutet das fiir den Gaufi—Algorithmus mit partieller Pivotisierung?

2. Ist A eine M—Matriz, dann ist auch S eine M ~Matrixz. (A heifit M —Matriz, falls A invers nicht
negativ ist und alle Fintrige von A auferhalb der Diagonalen kleiner oder gleich 0 sind).
Tip: Aus der Definition M —-Matriz folgt bereits, dafS die Diagonaleintrige von A positiv sind.
Warum?

Ubung 2.74 1. Schreibe ein MATLAB —Programm, welches den Gaufi—Algorithmus der Vorle-
sung mit vollstindiger Pivotisierung sowie Zeilenskalierung und iterativer Verbesserung rea-
listert. Verwende als Testbeispiel Hx = b wieder die Hilbertmatrix H, x = (1,...,1)T fiir

n=2,3,4,...,30. (Siche Ubung .

2. Untersuche die Genauigkeitsverbesserung mittels iterativer Verbesserung dadurch, dass Daten
und Rechenoperationen mit zufilligen Werten der Form (1+¢) gestirt werden, wobei |e| < /eps
ist (einfache statt doppelte Genauigkeit).

Vergleiche die iterative Verbesserung mit und ohne gestirte Berechnung des Residuums.

Ubung 2.75 Gegeben sei eine nichtsingulire untere Dreiecksmatriz L € R™™.
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1. Nehme an, dassy € R™ gegeben ist und x die Gleichung Lz = y erfillt. Zeige: falls c||y||, < ||z,
gilt, so ist |L7Y, > c.

2. Nutze zur  Entwicklung eines Konditionsschitzers. Wihle ein y der Form y' =

(£1 .-+ +£1) und betrachte folgende Variante des Vorwdirtseinsetzens
p=0eR"
fork=1:n

Wiahle das Vorzeichen von y(k)
w(k) = (y(k) — p(k))/L(k, k)
plk+1:n)=pk+1:n)+Lk+1:nk)zk)
end
r = [l ol oo

(a) Schreibe ein MATLAB-Programm, in dem y so gewihlt wird, dass firk =1,...,n, |z(k)|
sukzessive mazimiert wird.

(b) Schreibe ein MATLAB-Programm, in demy so gewdhlt wird, dass firk =1,...,n, |z(k)|+
Ip(k+1:n)+ L(k+1:n,k)x(k)||1 sukzessive maximiert wird.

(c) Vergleiche beide Varianten in MATLAB mit der eingebauten Funktion condest sowie der
exakten Kondition cond. Was stellst du fest?

Ubung 2.76 Schreibe ein MATLAB —~Programm fir die GAXPY-Version des Gauf—Algorithmus

der Vorlesung mit partieller Pivotisierung. Verwende als Testbeispiel Hr = b die Hilbertmatriz H,
T .

x=(1,...,1) firn=23,4,...,30.

Ubung 2.77 Untersuche in MATLAB die Genauigkeitsverbesserung mittels iterativer Verbesserung
bei der GAXPY-Version des Gaufs—Algorithmus mit partieller Pivotisierung dadurch, dass Daten und
Rechenoperationen mit zufilligen Werten der Form (1 + ¢) gestort werden, wobei |e| < /eps ist
(einfache statt doppelte Genauigkeit).

Vergleiche die iterative Verbesserung mit und ohne gestirte Berechnung des Residuums. Verwende als
Testbeispiel Hx = b wieder die Hilbertmatriz H, x = (1,. .., l)T fiirn=2,3,4,...,30.

2.2 Der Cholesky—Algorithmus, Bandmatrizen

Ein guter numerischer Algorithmus sollte spezielle Eigenschaften des mathematischen Pro-
blems beriicksichtigen. Der Gaufi—Algorithmus ist auf allgemeine lineare Gleichungssysteme
zugeschnitten. Nun sind aber viele der Anwendungsproblem aus Ingenierwissenschaft oder
Physik, Chemie so, dafl die Gleichungssysteme eine spezielle Struktur haben, wie zum Beispiel
symmetrische, Hermitesche Matrizen, Bandstruktur etc. Wir betrachten nun zuerst Hermi-
tesch, postitiv definite Systeme

Ar=b mit A= A" d.h. Qjj = Gjj, (278)
und z* Az > 0, Vo € C" \ {0}

und untersuchen, wie wir den Gau3—Algorithmus verbessern kénnen.

Satz 2.79 (Cholesky Zerlegung)
Sei A € K" (K = C oder K = R), Hermitesch positiv definit. Dann existiert eine untere
A-Matriz G € K™™ mit positiven Diagonalelementen, so daf

A =GG™.
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Beweis: Da A positiv definit ist, sind alle Hauptabschnittsmatrizen
A1k, 1:k), k=1,...,n

positiv definit, haben also Determinante # 0. Also existiert eine eindeutige L R—Zerlegung
A = LR mit L untere A—Matrix mit 1-Diagonale, und R hat Diagonalelemente > 0
(gleich den Pivots). Also kann man R schreiben als DR, wobei R 1-Diagonale hat. Sei
D = diag(dy,...,d,). Die Pivots sind gerade die Determinanten der Hauptabschnittsma-

trizen, also reell positiv (alle Eigenwerte sind reell, positiv), also ist d; > 0, Vi = 1,...,n.
- - 1 1

Wir haben A = LDR = LD2D2R. D2 = diag (d?,...,d2).

Also folgt

B S N | 1~ 1
D 2L AL "D 2 =D2RL "D 2.
Links steht eine Hermitesche Matrix, rechts eine obere A—Matrix mit 1-Diagonale. Also muf
rechts die Einheitsmatrix stehen. Also gilt

DR =D3L" « R = L*.
Setze G := LD%. 0

Damit koénnen wir den GauB-Algorithmus verbessern und erhalten den Cholesky—
Algorithmus.

Algorithmus 2.80 (Cholesky Zerlegung GAXPY—Version)
Input: Hermitesch positiv definite Matriz A € K™,
Output:  Untere A—Matriz G € K™"™ mit positiver Diagonale, so daff A = GG*. Firi < j
tiberschreibt G(i,j) den Wert von A(i, j).
FOR j=1:n
IF j>1
A(G:in, ) =A( :n,j)—A(G:n,1:5—1)xA(j,1:5—1)%

END

A(Gin,g) = A 1, 5)/ AU, )
END

Kosten: n3/3 flops.
Fehleranalyse: Analog wie bei Gaufl—Zerlegung.

Wie im Fall der L R—Zerlegung kann man auch die Cholesky—Zerlegung anders aufbauen:

A @ vt | | B 0 1 0 g v*/p
v B | |v/B I, 0 B—w*/a 0 I,.1
B = \/a. Wenn die Cholesky Zerlegung von B — vv*/a = G1 G5 gegeben ist, dann erhélt man
die Zerlegung, A = GG* mit
G= [ 0 } .

’U/ﬂ G1
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Algorithmus 2.81 (Cholesky—Zerlegung: AuBere Produkte Version)
Input: Hermitesch positiv definite Matriz A € K™,
Output:  Untere A—Matrix G € K™" mit positiver Diagonale, so dafi A = GG*. Firi > j
tiberschreibt G(i,j) jeweils A(1, 7).

FOR k=1:n
Ak, k) = Ak, k);
Alk+1:nk)=Ak+1:n,k)/A(k,k);
FOR j=k+1:n
Ajin,j) = A(j :n,j) — A n, k) = A(G, k);

END
END

Kosten: n3/3 flops.

Fehleranalyse Analog wie bei Gauf3—Zerlegung.

Beachte: Die j—Schleife berechnet den unteren A—Anteil von
Ak+1:nk+1:n)=Ak+1:nk+1:n)—Ak+1:nk)A(k+1:n,k)"

Pivotisierung: Um Symmetrie zu erhalten, sollte man nur auf der Diagonalen pivotisieren.
Also Permutationen PAP* verwenden, die die Diagonalelemente vertauschen.

2.2.1 Verallgemeinerung fiir nicht positiv definite Systeme.

LDL*Zerlegung D blockdiagonal mit 1x1 oder 2x 2 Blécken. Hier mufl man i.a. permutieren,
d.h. man erzeugt P*AP = LDL*.
— Ubung.

Losung des Gleichungssystems dann wie bei Gaul mit Vorwérts— und Riickwértseinsetzen.
2.2.2 Bandsysteme
Eine weitere hdufig vorkommende spezielle Struktur ist die Bandstruktur. Eine Matrix heif3t

p — ¢ Bandmatrix mit unterer Bandbreite p und oberer Bandbreite g falls a;; = 0 fiir ¢ > j+p
und j > i+ q.

Beispiel 2.82

* % % 0 0
S I I : 2 untere Bandbreite 1
A= obere Bandbreite 2
0 0 % *x =x .
00 0 % * 1-2 Bandmatriz.
L0 0 0 0 0|

Satz 2.83 A € K™" habe eine LR—Zerlegqung A = LR. Fualls A eine p — q—Bandmatrix ist,
so hat L untere Bandbreite p und R obere Bandbreite q.

Beweis: Mit vollstandiger Induktion:
A @ w* | 1 0 1 0 a wr
v B | |va I, 0 B—ow*/a 0 In_1
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B — vw*/a ist p — ¢ Bandmatrix da nur die ersten ¢ Komponenten von w und die ersten p
Komponenten von v ungleich 0 sind. Sei Ly Ry die LR—Zerlegung von B — vw*/«. Nach I.V.
und der Sparsitédt von v, w folgt dafl

1 0 a w*
L_[v/a L1:| und R—[O 31]
die gewiinschten Brandbreiten haben und es gilt A = LR. 0

Es folgt also, dafl man die Bandstruktur optimal ausnutzen kann vorausgesetzt, die LR—
Zerlegung existiert!

Algorithmus 2.84 (Band Gauf3—Elimination, duflere Produkte Version)
Input: A € K""p — g—Bandmatriz, welches eine LR—Zerlegung besitzt.
Output:  Zerlegung A = LR, A(i, j) tberschrieben durch L(i,j) firi > j und R(i,j) sonst.

FOR k=1:n-1

FOR i=k+1:min(k+p,n)
A(i, k) = A(i, k) [A(k, k);

END
FOR j=k+1:min(k+q,n)
FOR i=k+1:min(k+p,n)
A(Zvj) = A(Zaj) - A(Z7k) * A(k,7);
END
END
END

Kosten: fiir n > p,q: = 2npq flops
Fehleranalyse: wie normaler Gauf.
Cholesky fiir Band analog.

— Ubung .

Spezielle Speichertechniken moéglich. Dann kann man auch den A-Loser verbessern.

Algorithmus 2.85 (Band—Vorwiérts—Auflésen)
Input: L € K" untere A—Matriz mit 1-Diagonale und unterer Bandbreite p,b € K.
Output: b tberschrieben mit der Ldsung von Lx = b.

FOR j=1:n
FOR i=j+1:min(j+ p,n)
b(i) = b(4) — L(i, j) * b(j);

END
END

Kosten: fiir n > p: ~ 2np flops.

Algorithmus 2.86 (Band—Riickwirts—Auflésen)
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Input: R € K™" obere A—Matriz mit oberer Bandbreite q,b € K.
Output: b tberschrieben mit der Losung von Rx = b.

FOR j=n:-1:1
b(j) = b(j)/u(j,);
FOR i=max(1l,j—q):j—1
b(i) = b(4) — L(i, j) * b(j);

END
END

Tridiagonalmatrizen werden als 3 Vektoren gespeichert, oder bei Hermitesch positiv definiten
Matrizen als 2 Vektoren.

Algorithmus 2.87 (Symmetrisch, positiv definiter tridiagonal Loser)
Input: A € R™™ symmetrisch, positiv definit, tridiagonal, b € R™. A gespeichert als
d(l:n),e(l:n—1).
Output: Lésung von Ax = b iiberschrieben auf b.

FOR k=2:n
t=e(k—-1);
e(k—1)=t/d(k—1);
d(k)=d(k) —txe(k—1);
END
FOR k=2:n
b(k) =b(k) —e(k—1)xb(k —1);
END

b(n) = b(n)/d(n);
FOR k=n-1:-1:1

b(k) =b(k)/d(k) —e(k) « b(k +1);
END

Kosten: 8n flops.
— Ubung [2.94

2.2.3 Ubungen zu Kapitel 2.2

Ubung 2.88 Sei

Zeige:

1. A besitzt eine LU —Zerlegung
2. partielle Pivotisierung fihrt zu keiner Anderung.

3. Es besteht die Beziehung U = DLT. Was bedeutet das fiir die LU ~Zerlegung?

A A
Azr Aso
Aqq € R¥F jst. Das Schur-Komplement ist gegeben durch S = Ao — A21A1_11A12. Zeige:

Ubung 2.89 Sei A € R™"™, symmetrisch positiv definit, A = ( ) und nehme an, dass
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1. A lafst sich schreiben als

_ Ay O T — 1 0]
A—L< 0 S)L,wobezL—<A21A111 I)'

2. Ist M € R™™ mit rang M = m, dann ist MT AM symmetrisch positiv definit.

8. S ist symmetrisch positiv definit

Ubung 2.90 Sei A € R™"™ symmetrisch positv definit und A = LLT die CholeskyZerlequng von A.
Zeige:

1. Firt=1,...,n gt

2> mi T Az 1
- min = .
Ear= N VA
2. Firi=1,...,n gilt
TA
ILT[3 = max =0 > 2

z#0 Tz

3. Fir die Konditionszahl in der 2—-Norm gilt

Lii
condy (L) > max | |

Ubung 2.91 Schreibe einen MATLAB ~Algorithmus zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung. Ver-
gleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der Funktion ’chol’ und dem
A\’ aus MATLAB fir n = 10,20,30,40,...,100 und zufillig erzeugten positiv definiten Matrizen
A= MDMT M = rand(n), D = diag(1,2,4,9,...,n?%).

Ubung 2.92 Sei A e R™" A = (@ij) , A= AT. Zeige folgende Aquivalenzen:

ij=1,...,n

1. A ist positiv definit, d.h. xT Az > 0, Va # 0.
2. Alle Figenwerte von A sind positiv.

3. Alle Hauptabschnittsmatrizen (a;j) o k< sind positiv definit.

i,5=1,..

4. Alle Hauptabschnittsdeterminanten det ((aij). - k), k < n sind positiv.

Ubung 2.93 Sei A € R™" und sei F € R™" mit r < n. Zeige:

1. Ist A positiv definit (d.h. x7 Az > 0 fiir alle x # 0), dann ist FT AF positiv definit genau dann,
wenn F vollen Rang hat.

2. Welchen Rang haben Matrizen der Form (f) , ({;) ?

3. Ist A positiv definit, dann ist auch A= positiv definit.
Ubung 2.94 1. Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung der Cholesky—
Zerlegung. Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der

Funktion ’chol’ und dem \’ aus MATLAB fir n = 10,20,30,40,...,100 und zufillig er-
zeugten positiv definiten Matrizen A = MDM?T, M = rand(n), D = diag(1,2,4,9,...,n2).
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2. Schreibe einen MIATLAB —Algorithmus zur Berechnung der Cholesky—Zerlegung fiir tridiago-
nale Matrizen. Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der
Funktion ’chol’ und dem ’\’ aus MATLAB fiir n = 10, 20, 30,40, ...,100 anhand der Matriz

A:

2.3 Householder und Gram—Schmidt—Orthogonalisierung

Wir haben bei der Fehleranalyse von GauB gesehen, daB die GréBe |L|, |R| der berechneten
Matrizen L, R in die Abschétzung des Fehlers eingeht . Nun kann natiirlich |I:| sehr grof3
sein, wenn wir ohne Pivotisierung arbeiten. Auflerdem haben wir gesehen, dafl die Losung
von Gleichungssystemen mit Gaufl auch bei Pivotisierung nicht numerisch riickwérts stabil
ist, wegen der Wachstumsfaktoren. In diesem Kapitel betrachten wir nun Methoden, die auf
Zerlegungen mit orthogonalen (unitédren) Matrizen beruhen und bei denen wir numerische
Stabilitéit zeigen kdnnen.

2.3.1 Householder Matrizen(Spiegelungen)

Sei v € K™"\{0}. Eine n x n Matrix der Form

(2.95)

heif3t Householder Matrix.

Eine Multiplikation mit P spiegelt einen Vektor x an der Hyperebene span(v)'. Householder
Matrizen sind Hermitesch und unitér (im reellen symmetrisch und orthogonal). Sie sind Rang
1 Modifikationen der Identitdt. Sie werden verwendet, um bestimmte Komponenten eines
Vektors zu eliminieren. (Analog wie bei Gau—Transformationen).

Angenommen z € K" \ {0} und wir wollen v bestimmen, so da§ Pz = ce; (P wie in (2.95)))

2uv* 20*
P:U:<I— v*v>$:x_<v*x>v
v*v v*u

Pz € span{e1} = v € span{z,e;}. Setze v = x + ey, dann gilt

vz = 2%z + axy,v*v = z*z + 2Real (ax;) + |af?.

Also

z*r + axq *x

v
_ 9t
x*z + 2 Real (az1) + \a|2> T

Px:<1—2

. . 1
Damit der Koeffizient 0 ist, brauchen wir also nur a = e'?||z||o = ¥ (z*z)2. Dann gilt

¥
*v

v =2+ c¥||e|se; = Pr = (z s ) I

v
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2.3.2 Berechnung der Householder—Matrix
Wichtige Details:

1. Wahl des Vorzeichens. Falls 2 = aej, dann hat v = x— sign(z1)||x||2e1 sehr kleine Norm
—> Ausloschung grofler relativer Fehler in f = 2/v*v. Wihle daher immer v = x+
sign(x1)||z||2e1, dann gilt ||v]j2 = ||z||2 und P ist fast perfekt unitér.

2. Normalisierung von v, auf v(1) = 1. Dies vereinfacht eine ganze Menge von Algorithmen,
die auf Householder—Vektoren beruhen.

Algorithmus 2.96 (Erzeugung des Householder Vektors)
Input: x e K",
Output: v € K" mit v(1) =1, so daf (I — M) T = aey.

FUNCTION —v= HOUSE(z)
n=LENGTH (x);

H = ”xH%
v=u;
IF uw#0

B ==z(1) + sign(z(1)) = u;
v(2:n)=v(2:n)/B;
END HOUSE

Kosten: ~ 3n flops. B
Fehler: Berechnetes P erfiillt | P — Pll2 = O(eps).

2.3.3 Anwendung von Householder—-Matrizen

Bei der Multiplikation mit Householder—-Matrizen kann an einigen Stellen die Struktur aus-

genutzt werden.
2uv*

PA:<I— >A:A+vw*

v*v

mit w = fA*v und B = 2.

v*v

Matrix—Vektor—-Multiplikation und duflere—Produkt Aufdatierung.

Algorithmus 2.97 (Vormultiplikation mit Householder—Matrix)
Input: A e K™ veK™v(l)=1.
Output: A dberschrieben mit PA = (I — 2””*) A.

FUNCTION A= ROWHOUSE(A,v)
B =—=2/v**v;
w=pFx A" xv;
A=A+v*xw*;

END ROWHOUSE

Kosten: 4mn flops.
Fehler: gl(PA) = P(A+ E), ||E||2= O(eps|Al2)
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Algorithmus 2.98 (Nachmultiplikation mit Householder—-Matrix)
Input:  AeK™" veK"v(l)=1.
Output: A tiberschrieben mit AP = A (I — 2U”*”;).

FUNCTION A=COLHOUSE(A,v)
B=-=2/v"*xv;
w=LpFxAxv;

A=A+ wxv*;

END COLHOUSE

Kosten: 4mn_flops.
Fehler: gl(AP) = (A+ E)P, |El|l2 = O(eps|Al2)-

Diese 3 Algorithmen werden verwendet um bestimmte Teile einer Matrix zu eliminieren.

Beispiel 2.99 Uberschreibe A € R™"(m > n) mit B = QT A wobei Q orthogonal, so daf
B(j+1:m,j) =0 fir ein j mit 1 < j < n. Sei weiter angenommen, daff A(j :m,1:j—1)=0
und wir wollen den nichtrivialen Teil von v in A(j +1:m,j) speichern.

v(j:m) = HOUSE(A(j:m,j));
A(j:m,j:n) = ROWHOUSE(A(j:m,j:n),v(j:m));
AG+1:mj) = v(i+1:m);
Mathematisch gesehen haben wir damit mit der m x m Householder—Matrix

) T
P:[Ij_l O]:Izvv

0 P vTw

multipliziert. Fehleranalyse (Wilkinson) sagt, dafi Berechnung und Anwendung von Househol-
der Matrizen numerisch rickwdrts stabil sind.

Faktorisierite Speicherung. Analog zur Gaufi—Transformationen speichert man meistens die
Produkte von P;’s als v;’s ab, wie im Beispiel.

2.3.4 Die QR—Zerlegung.

Die QR—Zerlegung einer Matrix A € K"™"(m > n) ist gegeben durch

A=QR

mit @ € K"™™ unitar, R € K"™" obere A—Matrix R = :

0]
Falls A vollen Rang hat, dann bilden die ersten n Spalten von @Q eine Orthonormalbasis fiir
Bild (A). Mit Hilfe der QQR—Zerlegung kann man also Orthonormalbasen fiir Mengen von
Vektoren bestimmen.

Losung von Gleichungssystemen.

Ax = b A e Kmn
QRr = b <= c=Q"b, Rx=c
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Anwendung von QY auf b nur Matrix—Vektor Multiplikation oder in faktorisierter Householder
Form, mehrere innere Produkte. Rx = ¢ durch riickwérts Auflésen.

Losung von Ausgleichproblemen als néchstes:

Wie erhélt man eine QQ R—Zerlegung?
Nacheinander Anwendung von Householder—Matrizen.

PLA = PP A =

, USW.

E R I SR I
EE S S SR S
* X X X X ¥
EE SR SR G
L I SR S
O OO OO ¥
L I SR G S
EE S S SR S
* X X X X ¥
* K K X K ¥
OO O O O ¥
SO O O *x ¥
L I SR G
EE I S SR S
* X X X X ¥

Algorithmus 2.100 (Householder () R—Zerlegung)

Input: A e K™™ mit m > n.

Output:  Householder-Matrizen Py,...,P,, so daf fir Q = P,---P,,Q"A = R obere
A—-Matriz. Der obere AN—Teil von A wird durch R iberschrieben und die Kompo-
nenten j+1:m des j—ten Householdervektors werden auf A(j+1:m,j), 7 <m
tiberschrieben.

FOR j=1:n
v(j:m)=HOUSE(A(j: m,j));
A(j:m,j:n)=ROWHOUSE(A(j:m,j:n),v(j:m));
IF ji<m
A(G+1:m,5)=v(f+1:m);

END
END

Kosten: 2n*(m — %) flops.

Fehleranalyse: Q*(A+ E) = R, wobei berechnetes @) exakt unitir und Q*Q = I+ F, ||F|j2 =
eps, || Ell2 ~ eps || Allz.

A sieht am Ende des Algorithmus wie folgt aus

riL Tia - . T1n
’Uél) T92
vél) v§2)
Tn—1n-1
U7(’Ln_1) Tn,n
vq(ﬁk)1
R N

Die j-te Komponente von v1) ist jeweils 1. Falls Q benétigt wird, kostet das

n3

4(m*n —mn* + 3) flops .
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2.3.5 Eigenschaften der ()R—Zerlegung

Der obige Algorithmus beweist die Existenz.

Satz 2.101 Ist A = QR eine QR-Zerlequng einer Matriz A € K™™ von vollem Rang und
Q=lq, - qu),A=la1,...,a,], dann ist

span{ay, -, ax} = span{q, -+, qx}, k=1:n.
Fir@Qi=Q(1:m,1:n),Q2=Q(1:m,n+1:m) gilt:

Bild (A) = Bild(Q,),
Bild (4A)* = Bild (Qy)

und A = Q1Ry mit Ry = R(1:n,1:n).

Beweis: i
ap = Zn‘qu‘ € span{qi,...,qx}
i=1
= span {ala e ,CLk-} g Span{Qla cee 7C_Ik}
rank (A) = n = dim(span{ai,...,ar}) =k, Vk <n
= span {ala s ,(Lk;} = Span ((hv cee 7Qk)
Rest trivial. 0

Satz 2.102 A € K"™" habe vollen Rang. Die ,diinne“ QQR—Zerlegung
A=Q1R1 mit Q1 € Km,n’ R e K™"

obere A—Matriz r;; € R,r;; > 0, ist eindeutig. G = Ry ist der Cholesky Faktor von A*A.

Beweis: A*A = (QlRl)*(QlRl) = RTRI-
Ry ist eindeutig und da A vollen Rang hat auch Q1 = ARl_l. 0

2.3.6 Gram—Schmidt Orthogonalisierung

Klassischer Gram—Schmidt (CGS): Die Q1 R; Zerlegung wie in Satz[2.102|kann man natiirlich
auch iiber Gram—Schmidt erhalten. Sei rank (A4) = n. Der klassische Gram—Schmidt ist dann
gegeben durch

Tk = qag, i=1:k—1
k—1

G = (ak =Y rindgi)/The
i=1

Numerisch gesehen ist dieser Algorithmus sehr schlecht, da die Orthogonalitéit der g durch
Rundungsfehler zerstort wird. Eine leichte Umsortierung ergibt den sogenannten modifizierten
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Gram-Schmidt (MGS), der numerisch wesentlich besser ist.
Definiere A®) € K™n=k+1 qurch

k—1 n
A= St = Yt =0 4%
1=1 i=k

Mit A®) = [z B ) gilt: rie = ||2]l2, ax = 2/ und [1g gg1, - - - Thn] = GB.
1 n—=k

Damit konnen wir
ARD — B g lrhkrts - Thon)

als Auleres Produkt bestimmen und weitermachen.

Algorithmus 2.103 (Modifizierter Gram—Schmidt)
Input: A€ K™" Rang (A) = n.
Output: Zerlegung A = Q1R1,Q1 € K™™ mit orthonormalen Spalten, Ry € K™™ obere
A-Matriz.
FOR k=1:n
R(k7k) = HA(l sm, k)HQ;
Q(l:m,k)=A(1l:m,k)/R(k,k);
FOR j=k+1:n
R(k,j) = Q1 :m,k)* x A(1:m,j);
A(l:m,j)=A1:m,j) —Q(1:m,k)* R(k,j);

END
END

Kosten: ~2m~n2 flops.
Fehler: Q7Q1 =1+ E, || E||2 ~ epska(A)
Zum Vergleich bei Householder ||E||2 = eps.

Kostenvergleich: Zur Berechnung einer Orthonormalbasis fiir Bild(A) ist der modifizierte

Gram—Schmidt schneller als QR.

2.3.7 Ubungen zu Kapitel 2.3
Ubung 2.104 Zeige:
1. Fiir jedes V€ R™™, Rang V. =m ist S = I =2V (VIV)"VT symmetrisch und orthogonal und
es ist S? = 1.
S ist eine Spiegelung am orthogonalen Komplement von Bild V.
S hat nur Eigenwerte -1 m—fach, 1 n — m—fach.
P=1-V({VITV)7WT ist symmetrisch und erfiillt P?> = P.
P ist eine Projektion auf das orthogonalen Komplement von Bild V.
P hat nur Eigenwerte 0 m—fach, 1 n —m—fach.

Jede orthogonale Matriz obere Dreiecksmatriz ist bereits eine Diagonalmatriz.

o NS G e e

Jede orthogonale Matriz lGft sich als Produkt von Elementarspiegelungen S (d.h. m =1 in (a))
schreiben.
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Ubung 2.105 Sei G = orthogonal und nehme an, dass wir fir vorgegebenes v = (“1),

va
¢, s so bestimmen kénnen, dass Gv = (S) ist. Zeige:

(a) Ist A eine obere Hessenbergmatriz (d.h. a; ; = 0 fir alle i > j+ 1), dann besitzt A eine QR-
Zerlegung, die in 3n? + O(n) flops berechnet werden kann (ohne explitzite Berechnung von Q).
Welches Belequngsmuster hat Q¢

(b) Ist A eine beliebige n x n—Matriz, dann braucht die QR-Zerlegung mit Hilfe von G, 2n® +
O(n?)flops (ohne explitzite Berechnung von Q).

Ist das besser oder schlechter als die QR-Zerlegqung mit Hilfe wvon Householder—
Transformationen?

Ubung 2.106 Zeige:

(a) Ist eine orthogonale Matrixz gleichzeitig eine obere Dreiecksmatriz, dann ist sie bereits diagonal.
Wie sehen die Diagonaleintrige aus? Gilt ein analoges Ergebnis auch fiir unitire Matrizen?

(b) Jede orthogonale Matrix lisst sich als Produkt von Elementarspiegelungen (Householdertransfor-
mationen) schreiben. Gilt das auch, wenn man Elementarspiegelungen durch Rotationen ersetzt?

Ubung 2.107 Betrachte fiir ¢ > 0,s = /1 — ¢ die Matriz

1 —c¢ —c
Tn:dlag(l,s,...,s ) e R™™,

. '. ‘.‘ 70

0 0 1

Zeige:

1. maxyghen 1T (s F)ll2 = 170 D]l2-

n—1

2. O'n(Tn) = l’ninuﬂ‘z:l HTnl‘HQ < c(c‘:—lﬁ

3. Was bedeutet das fiir den QR-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung (d.h. in der Restmatriz wird

die Spalte mit mazimaler 2-Norm mit der fiihrenden Spalte vertauscht) und fiir die Rangbestim-
mung von T, ? (Betrachte z.B. n = 100,c¢ = 0.2)

Ubung 2.108 Sei G(0) = ( g?;g _CS;HHH ) = ( Z —cs ) Zeige:

1. die Abbildung G beschreibt eine Drehung um den Winkel 0 gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene.
G(0)v

0 v

2. Bestimme fiir vorgegebenes v = (51), ¢, s so, dass Gv = (3) ist. Wie miissen c, s bestimmt
2

werden, damit ein Hochstmafl an numerischer Stabilitit gesichert ist? Begrindung!

Ubung 2.109 Schreibe einen MATLAB ~Algorithmus zur Berechnung der QR-Zerlegung mittels
Householder—Transformationen.

Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der Funktion ‘qr’ aus
MATLAB fiir n = 10,20, 30,40, ...,100 und zufdillig erzeugten Matrizen
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Ubung 2.110 Seien A € R™™, v, w € R™. Vergleiche den Rechenaufwand folgender Algorithmen zur
Berechnung von B = (I —vw™)A.

1. P:=1—vwT,B:=PA

2. z:=wlA,B:=A—vz

Unterscheidet sich der Rechenaufwand wesentlich?

Ubung 2.111 Sei Q = [q1,...,¢,] € R™™ mit QTQ = 1.

1. Was bedeutet das fiir q1,...,q, ¢
2. Zeige:

n

1-QQ" =] - ad)),

i=1

dabei ist die Reihenfolge, in der das Produkt gebildet wird, beliebig.
3. Seia € R™. Zeige (I — QQT)a steht senkrecht auf q1,. .., qn
4. Berechne b= (I — QQT)a auf zwei Weisen

1. forj=1:n

R, = qua
end
b:=a
forj=1:n
b = b—g;*R;
end
2. b:=a
forj=1:n
R; = qub
b = b—qj‘*Rj

end

Nach einer etwaigen Normierung von b am Ende, welcher der beiden Algorithmen entspricht
dem klassischen und welcher dem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren. Wie kann man das
hinsichtlich Teil (b) interpretieren?

Ubung 2.112 Seien A und B = QA gegeben, wobei Q orthogonal. Nehme an, dass vy
| (@ik);ey o |13, fir k=1,...,n gegeben ist. Wie lassen sich vy, = || (big),_y . |13, firk=2,....n
mdoglichst schnell aus vs, ..., v, berechnen? Welche Auswirkungen hat das auf Anzahl flops bei der

QRP-Zerlegung?

Ubung 2.113 Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung

1. der QRP—Zerlegung (Spaltenpivotisierung) mittels Householder—Transformationen (hierzu wird
in jedem Schritt vor der Elimination die Spalte mit der grifsten 2-Norm in die fiihrende Position
gebracht. D.h., ist A(j : m,j : n) die Restmatriz im j—ten Schritt, so berechne p mit | A(:, p)||2 =
max;j<i<n ||[A(, || und vertausche A(:,7) mit A(:, 1)),

2. der QR—Zerlegung mittels klassischem Gram—Schmidt Verfahren.
3. der QR—Zerlegung mittels modifiziertem Gram—Schmidt Verfahren.
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Untersuche die Algorithmen fiir das lineare Ausgleichsproblem ||Ax — bl|2 < min und vergleiche
sie beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit mit dem Cholesky—Verfahren fir die Norma-
lengleichungen AT Ax = ATb. Zur Generieung der Beispielaufgaben kann auf ein entsprechendes
MATLAB -Scriptfile im WWW zuriickgegriffen werden.

Ubung 2.114 Sei

¥ OK X K X X X X
*

* ok ko ox ok kX

Bestimme Permutationen U,V , so dass bei einer QR—Zerleqgung von UAV mdglichst wenig Fintrige
in R entstehen.

Ubung 2.115 Zeige:
1. Fiir jedes V€ C™™, Rang V = m ist S = [ — 2V(VHEV)='WH Hermitesch und unitir und es
ist 5% = 1.
2. S ist eine Spiegelung am orthogonalen Komplement von Bild V.
3. S hat nur die Figenwerte -1 m—fach, 1 n — m—fach.

4. Sei x € C™\ {0} und schreibe die erste Komponente x1 von x in Polarkoordinaten als x1 =

21| €. Setze v = x + €”||x|2 e1. Dann ist S = I — —fF—vv* eine Spiegelung mit Sz =

—e|z]|2 e.

Ubung 2.116 Sei G(0) = ( g?;g _cz;nﬁe ) = < z _CS ) Zeige:

1. die Abbildung G beschreibt eine Drehung um den Winkel 0 gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene.
G(0)v

0 v
2. Fir vorgegebenes v = (Z;) bewirkt die Wahl
U1 —V2

B -
2 2’ 2 2’
VUi + U3 VU1 + 03

dass Gv = (3) ist (Givens—Rotation). Wie sollten c, s berechnet werden, um ein Héchstmafl an
numerischer Stabilitdt zu sichern? Begrindung!

8. Seiv € R™. Dann lisst sich v durch Anwendung von n — 1 eingebetteten Givensrotationen aus
Teil[3 auf ein Vielfaches von ey transformieren.

Ubung 2.117 Schreibe einen MATLAB -Algorithmus zur Berechnung der QR-Zerlegung mittels
Givens—Rotationen aus Aufgabe [3

Vergleiche den Algorithmus beziiglich Rechengenauigkeit und Rechenzeit mit der Funktion ‘qr’ aus
MATLAB fir n = 10,20, 30,40, ...,100 und zufillig erzeugten Matrizen

93



Cc

Ubung 2.118 Sei G = o8 ) orthogonal und nehme an, dass wir fir vorgegebenes v = (“1),

va

¢, s so bestimmen kénnen, dass Gv = (;) ist. Zeige:

Ist A eine obere Hessenbergmatriz (d.h. a; ; =0 fir alle i > j+1), dann besitzt A eine QR—-Zerlegqung,
die in 3n% + O(n) flops berechnet werden kann (ohne explitzite Berechnung von Q).

Welches Belegungsmuster hat Q?

2.4 Ausgleichsprobleme

Bei vielen wissenschaftlichen Versuchen geht es darum, aus Messungen die Werte von Kon-
stanten x1,...,x, zu bestimmen. Oft kann man x; nicht direkt messen sondern nur eine
leichter zugéngliche Grofle y, die als Funktion von x und anderen Parametern z abhéngt,

y=f(z,21,...,2p).

Beispiel 2.119 Begtz’mmung von g.
Fallversuche h = g%, h — Fallhéhe, t — Fallzeit, g — Gravitation.

Um x; zu bestimmen, fiihre m > n verschiedene Experimente durch und erhalte
Yk = f(zkamly-“?xn), k= 1,...,m.

Dies ergibt iberbestimmtes Gleichungssystem. Dies ist i.a. nicht losbar. Daher nur beste Ap-
proximation moglich. Zum Beispiel minimiere:

m
(Yo — f(zr, 21, ..., @), kleinste Quadrate (least square), (|| o ||2) (2.120)
k=1
oder
lgi:agin ‘yk - f(zkaxla v 7xn)‘ ) (H i Hoo)
fiir ergibt sich die notwendige Bedingung fiir Minimierung durch
8 m
B (;(yk = fe(z1,. .. ,«’En))2> =0,i=1:n, (2.121)
wobet fr(x1,...,xn) = f(2k, T1,...,Tp).

Dies sind die sogenannten Normalengleichungen. Ein wichtiger Spezialfall, das lineare Aus-

gleichsproblem, liegt vor falls fx(z1,...,2zy) linear in xy,...,x,, d.h.
fi(zy, ... m)
: = Az, Ae K"™". (2.122)
fm(z1, .. Ty)

Dann sind die Normalengleichungen

grad, ((y — Az)*(y — Az)) = 2A" Az — 2A™y = 0. (2.123)
Also man hat das lineare Gleichungssystem
A*Ax = A%y (2.124)
zur Losung von
min ||Az — y|2. (2.125)
zeKkn”
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Satz 2.126 Das lineare Ausgleichsproblem hat mindestens eine Lisung xq. Ist x1
eine weitere Losung, so gilt Axg = Ax1. Das Residuum r = y — Axq ist eindeutig bestimmt
und erfillt A*r = 0. Jede Liosung xqo erfillt auch (2.124) und umgekehrt.

Beweis: K™ = Bild (4) @ Bild (4)~.
~—_—— ~——
L Lt
Daher gibt es eine eindeutige Zerlegung

y=s+r mitse Lrelt (2.127)

und es gibt ein xg mit A*zg = s. Da A*r = 0, so folgt A*y = A*s = A*Axgy. Also 16st xg
die Normalengleichungen.

Umgekehrt sei 1 Lésung von . Dann hat y die Zerlegung y = s + r mit s = Az, r =
y— Az, s € L,r € L'-. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt Az, = Axy.

Weiter erfiillt jede Losung xg von das Ausgleichsproblem . Denn fiir beliebiges
x setze z = Ax — Axg, r =y — Azg, dann gilt wegen r*z = O:

ly = Az |3 = [Ir = 215 = 713 + 1|215 > 713 = lly — Azol3-
0

Falls A vollen Rang hat, so ist A* A positiv definit. Nun kénnte man einfach folgenden Algo-
rithmus verwenden:

Algorithmus 2.128 (Normalengleichung)
Input: A€ K™" mit rank (A) =n, und b € K™.
Output: Lésung x des Minimierungsproblems )

Berechne das untere Dreieck von C' = A*A.
d = A*b.

Berechne Cholesky Zerlegung von C' = GG*.
Léose Gy =d und G*x = y.

Kosten: (m +n/3)n? flops.
Fehleranalyse: Angenommen, keine Fehler bei C' = A*A und d = A*b. Dann gilt wegen der
Analyse der Cholesky Zerlegung:
(A*A+ E)T = A™b,

mit [|Elj2 = eps|A*||2]|A|l2 = eps||A*A||2., d.h. wir erwarten

[z — Z[2

1|2

d.h. das Quadrat der Kondition geht ein. Schlecht!

~ eps ko(A*A) = eps ka(A)?,

Beispiel 2.129

1 1 2 1
A=1[10"3 0 ,b=11073 |, z = [ 1 } , ka(A) =1.4-10%
0 1073 1073

Mit 6-stelliger Arithmetik ist A*A = [ 1 i } singuldr. Mit T-stelliger Arithmetik folgt

. [ 2.00001 :| — M R eps HQ(A)2~
0 lzlla =

10-6 106
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Normalengleichung kann also zu sehr schlechten Ergebnissen fithren. Verwende daher QR-
Zerlegung. Bilde

QA = R= [ ]31 } Zl—n , R1 obere A —Matrix
v c| n
Qb = [d} m-—n

Dann gilt
1Az = ]| = (|Q* Az — Qb3 = || Raz — c[|3 + [|d]}3,

da @ unitér, fur alle z € K”. Falls rank (4) = rank (R;) = n, so gilt fiir die Lésung Rz = c.
Also hat man:

Algorithmus 2.130 (QR Losung des Ausgleichsproblem)
Input: A € K™™ mit rank (A) =n, und b € K™.

Output: = € K", so daf ||[Az — b2 = min.

Verwende Algorithmus um A mit seiner QR—Zerlegung zu tiberschreiben.
FOR j=1:n
v(j) =1;
o(j+1:m) = A(G +1:m,j);
b(j:m)=ROWHOUSE(b(j : m),v(j: m));
END
Lése R(1:m,1:n)x = b(1:n) mit Rickwdrts—Einsetzen.

Kosten: 2n*(m — %) flops.
Fehleranalyse: Das berechnete & 16st min [[(A + dA)z — (b + 0b)||2 wobei

|6Alr < (6m —3n+41)neps| Al r + O(eps?)
[6bll2 < (6m — 3n +40)neps ||blla + O(eps?)

1

s oder natiirlich wenn

Vorsicht! Probleme tauchen auf, wenn ko(A) = ko(R) =~
Rang(A) < n.

Abhilfe schafft hier die sogenannte Singuldrwertzerlegung A = UXV* mit U,V unitér, > =
o] 0

0 . Dies kann zu diesem Zeitpunkt hier nicht gemacht werden.
On

2.5 Iterative Verfahren

Fiir viele der Gleichungssysteme, die in der Praxis auftauchen, gilt n > 10000 und typischer-
weise a;; = 0 fiir > 90% der Eintrége. Wenn man derartige Probleme mit Gaufl oder QR 16st,
kann es passieren, das in den Faktoren L,Q, R alle Eintrige # 0 sind. Extrembeispiel Gauf}
fiir die Matrix

* % *
* % 0
x* 0 *
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Die Matrix lduft total voll. Es gibt sparse Varianten von Gaufl/Cholesky/QR. Dies ist Thema
einer Spezialvorlesung. Eine wichtige Idee, die insbesondere im Zusammenhang mit Vektor-
rechnern und Parallelrechnern von grofiter Bedeutung ist, ist die Konstruktion von Verfahren,
die die Matrix an sich nicht verindern, und wenn moglich auf Matrix * Matrix oder Matrix
* Vektor-Operationen aufgebaut sind. Das fiihrt auf iterative Verfahren. Im wesentlichen
betrachten wir hier 2 Ansitze.

2.5.1 Splitting—Verfahren

Zerlege A additiv
A=DM—N, (2.131)

wobei M~! eine Approximation an A~! ist, die leicht invertierbar ist, z.B. diagonal, block-
diagonal, A-Matrix,... Ersetze Ax = b durch

Mz =Nz+b<=ax=M"'Nz+ M1 (2.132)

Dies ist eine Fixpunktgleichung.

Kanonisches Fixpunktverfahren:

*+D = MIN2®) 4 Mh, mit gegebenen (9. (2.133)

Satz 2.134 Das Fizpunktverfahren konvergiert fir alle Startwerte (0 gegen die
Lésung von Ax = b genau dann, wenn der Spektralradius p(M~1N) < 1 ist, wobei p(T) =
max{|\| : A\ Eigenwert von T'}.

Beweis: Banachscher Fixpunktsatz oder:
Sei e®) =z — 2(*) der Fehler in der k-ten Iterierten, so gilt:

k+1) g (kD)

6( xr
= (M 'Nz+M'b) — (M~ 'Nz® 4+ M~1p)
= M7 'N(z—2W)

M~ Ne)

(M™IN)ke©),

Wenn Konvergenz fiir alle () (also auch fiir alle 6(0)) gelten soll, dann ist dies dquivalent zu
lim (M~IN)* = 0.

k—o0

Sei M~'N = PJP~! die Transformation auf Jordan-Normalform, d.h.

J1

so gilt lim (M IN)* =0 <= lim J* = 0.
k—o0 k—oo
J ist obere A-Matrix mit Eigenwerten auf der Diagonale.
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Also muB (\)F — 0= |\i| <1 = p(J) <1 = p(M~IN) < 1.
Umgekehrt, falls p(J) < 1, so folgt klim J¥ = 0. Man schaue sich dann die Form von J* an.
—00

U
Mogliche Wahlen fiir M, N. Setze
A = D - L - U
D Diagonale, L unteres A\, U oberes A.
M =D, N =L+ U ergibt das Verfahren
2 ) = DYL +U)2® + D1 (2.135)
Algorithmus 2.136 (Jacobi oder Gesamtschrittverfahren)
Input: A e K" be K" a; #0,i =1,...,n und Startvektor z(©) = [x(o) ...,x%o)]T

sowie Abbruchgrenze §.
Output: Ndiherung & fir Losung Ax = b

FOR k=0,1,2,...
FOR i=1:n

i—1 n
:L“Z(»k+1) = bl — Za”ﬂ?gk) — Z aijxg-k) /aii;
=1 j=i+1
END
IF |2+ — )| < 5, STOP
END

Kosten: im wesentlichen ein Matrix—Vektor Produkt (unter Ausnutzung der Sparsitét), 1 Vek-
toraddition pro Iterationsschritt.

Fehleranalyse: Wie bei Matrix * Vektor, Vektor+Vektor. Verfahrensfehler abhingig von
5, p(D~YHL +U)).

M =D — L, N =U ergibt das Verfahren

L) (D — L)_lUx(k) +(D—-L)" ' (2.137)

Algorithmus 2.138 (Gauf3—Seidel oder Einzelschrittverfahren)
Input: A e K" be K" aj; #0,i =1,...,n und Startvektor z©) = [m(o) _”’1,7(10)]T
sowie Abbruchgrenze §.
Output: Ndiherung ¥ fiir Losung Az = b

FOR k=0,1,2...
FOR i=1:n

i—1 n
$§k+1) = bi — Zaij$§k+1) — Z aijmg-k) /aii;
j=1 J=i+1
END
IF [|z®*+D) — 20)|| < 5, STOP
END
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Kosten: im wesentlichen wie Jacobi, nur schwerer als Vektoroperation zu implementieren.

Fehleranalyse. Fehler abhéngig von Fehler in Losung von (D — L)z = ¢ sowie Verfahrensfehler
abhingig von p((D — L)~'U), 6.

Beide Verfahren sind einfach, aber konvergieren i.a. sehr langsam, insbesondere bei den Proble-
men die in der Praxis auftauchen. In Spezialfillen gilt: Falls Jacobi konvergiert, so konvergiert
Gaufi—Seidel schneller, falls Jacobi divergiert, so divergiert Gaufi—Seidel schneller (Satz von
Stein/Rosenberg).

Satz 2.139 (Ostrowski/Reich) Sei A € R™" symmetrisch positiv definit, so konvergiert
das Gauf-Seidel Verfahren fir alle z(9).

Beweis: Siehe Stoer 2, Golub/Van Loan. 0

2.5.2 Konvergenzbeschleunigung

Eine Moglichkeit, die Konvergenz zu beschleunigen ist die sukzessive Uberrelaxation (SOR).
M=D-wL N=(1-w)D+wlU,we(0,2), (M —-N)=w(D—L—U) ergibt Verfahren
c* ) — (D — wL) (1 — w)D + wU)z® + (D — wL) " wb. (2.140)

Algorithmus 2.141 (SOR)
Input: A e K" be K" aj; #0,i =1,...,n und Startvektor z(©) = [xgo), . .,:L‘,(QO)]T
sowie Abbruchgrenze §.
Output: Niherung T fir Losung Ax = b
FOR k=0,1,2...
FOR i=1:n

i—1 n
xEkH) =w | b — Zaijxgkﬂ) — Z aijxg-k) Jai + (1 — w)acl(k);
j=1 j=it1
END
IF [|z®+D) — 20)|| < 5, STOP
END

Kosten und Fehler wie oben (w = 1: Gaufi—Seidel).

In einigen Spezialfillen von strukturierten Matrizen aus partiellen Differentialgleichungen gibt
es Konvergenzbeweise, optimales w, etc. Weitere Beschleunigungsmethoden: Tschebyschow—
Beschleunigung, semiiterative Verfahren, unvollstéindige Dreieckszerlegungen.

2.5.3 Konjugierte Gradienten

Grundidee: Betrachte quadratisches Funktional
1

O(x) = §$TA$ —2Tb, A € R™" symmetrisch, positiv definit, b € R™.

Minimum von ® ist der Wert —b7 A=1b/2. Dieser wird erreicht bei x = A~!b. Also ist Mini-
mierung von ®(z) dquivalent zur Losung von Az = b.

99



Methode des Steilsten Abstiegs: In jedem Schritt lege die Richtung des steilsten Abstiegs fest
und gehe in diese Richtung so weit wie mdglich. Beim Punkt z. angelangt, ist die Richtung
des steilsten Abstiegs die Richtung des negativen Gradienten.

— V®|, =b— Ar. =1, Residium von z.. (2.142)
Falls . # 0, dann gibt es ein «, so dal ®(z. + ar.) < ®(z.). Wihle

rlr,
o= .
rI Ar,
Das ergibt Minimum von ®(c, + ar.) iiber ce. Man hétte damit folgende Methode des steilsten
Abstiegs.

k=0;20=0;79 =b;
WHILE 7 #0
k=k+1;
o = rf,lrk_1/rf,1Ark_1;
Tk = Th—1 + QkTE—1;
T = b— Awk;

(2.143)

END

Sehr langsame Konvergenz wenn ro(A) grofl. Besser ist es, die Suchrichtungen so zu wihlen,
da die Residuen senkrecht aufeinanderstehen, so dafl man in exakter Rechnung in < n
Schritten fertig ist.

Algorithmus 2.144 (Konjugierte Gradienten—Verfahren)
Input: A € R™™ symmetrisch, positiv definit, b € R", kyax (Mazimum an Iterations-
schritten), € > 0 Toleranz.
Output: Ldésung von Az = b.

k=0; 2o =0; ro =b; po = |rol|3;
WHILFE \/pTC > 6\/,% AND k < kpmax

k=k+1;
IF k=1

p=r;
ELSE

B=pr—1/pr—2; % (=1}_1re1/Ti_oTh—2)
p=r+8p; % (= pr)

END

w = Ap;

a = pr—1/pTw; % (= r{_yre-1/p} Apk)

r=x+ap; % (=)

r=r—aw; % (=rg)

pr = |Irl3: % (= ri{re)

END

Kosten: 1 Matrix * Vektor-Multiplikation + 2 Skalarprodukte + 2 GAXPY pro Schritt.
Fehleranalyse: Rundungsfehler zerstéren Konvergenz in n Schritten und Orthogonalitéit der
Residuen. Bemerkung;:

e Fiir die Vektoren p = pi, r = r aus Algorithmus [2.144] gilt: pZApl = O,r,{rl = 0 fir
alle k > 1> 0.
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e Fiir die Funktion ® gilt mit py,...,p; aus Algorithmus [2.144}

k k
i [6)) = mi ] ) .
win 0o+ Y o g&( win <x+lzlalpl>>

Ay, O € Ay, 0 1€

— Ubung[2.153

Satz 2.145 Sei A € R™"™ symmetrisch positiv definit und b € R. Fir die Iterierten in Algo-
rithmus qgilt:

lo—ailla = (@ —e)TA - o)

k
HQ(A) -1
< 2z —zolja | —V7—=——==] . 2.146
Beweis: Siehe Golub/Van Loan. 0

Genauigkeit ist oft beser als vorhersagt. Je niher ko(A) an 1, je schneller die Konver-
genz. Konvergenzbeschleunigung durch Prikonditionierung.
Lose

(CrACTTY(CTx) =C™ (2.147)
anstatt Az = b, wobei C nicht singulir und so gewihlt, daB ko(C~'AC™T) moglichst nahe
an 1 liegt. Best mogliche Wahl:

Cl=A"2 = ky(C1ACT) = 1.

Das ist natiirlich genau so schwierig wie urspriingliches Problem.

In vielen Anwendungen wie etwa Partielle Differentialgleichungen, Finite Element Methoden
hat man natiirliche Prakonditionierer. Prikonditioniertes Kongugiertes Gradientenverfahren
fiir symmetrisch positiv definite Systeme i.a. das Beste.

2.5.4 Ubungen zu Kapitel 2.5

Ubung 2.148 Sei A € R™" und € > 0. Zeige:

1. Fiir jede nicht singulire Matriz X € R™" und jede Matriznorm || e | ist |||A]]| := || X 1AX]||
wieder eine Matriznorm.
Al
2. Ist A = \ , dann existiert zu jedem € > 0 eine Diagonalmatriz D, so dass
1

A
D1 AD|s < p(A) + <.

3. Es existiert zu A eine Norm || e ||, so dass ||A|| < p(A) +e.

4. Sei p(A) < 1. Dann konvergiert fiir jeden Startwert xo € R™ die Iteration xy1 = Axy.

Ubung 2.149 FEine Matriz A € R™" heisst M ~Matriz, falls es eine nichtnegative Matriz N € R™"
und ein s > p(N) gibt, mit A= sI — N (p(N) = max{|\| : X\ Eigenwert von N} ist der Spektralradius
von N ). Zeige: A ist nicht singulir und A= ist nicht negativ.
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Ubung 2.150 Sei

2 -1
-1
A= e R™™.
—1
-1 2
Zeige
1. Die Figenwerte von A sind A\j =2 — 2cos nj—f:l, und die zugehorigen Eigenvektoren lauten v; =

(Uij)i:L,,,,n = (Sin :::1)1_:1 ,,,, . firallej=1,...,n.
Hinweis: sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny, cos(—x) = cosx, sin(—z) = —sinx.

2. Fir jede mit der Matrizmultiplikation vertrdgliche Norm || e || gilt: p(A) < ||A]l.

8. In der Standard—Zerlequng A = D — L — U ist das Einzelschrittverfahren definiert durch
M =D —L,N = U und die Iterationsmatrizr Ty = M~'N. Zeige: Ty = (I + DL+ -+
(D) YHD-1U.

4. Bestimme/schitze den Spektralradius von Gesamt—/FEinzelschrittverfahren. Was kann man iber
die Konvergenzgeschwindigkeit des cg—Verfahrens sagen?

Ubung 2.151 Sei A € R™", A = D — L — U Standardzerlequng, d.h. D ist Diagonale von A, —L
striktes unteres Dreieck und —U striktes oberes Dreieck von A. Sei w € R und betrachte die Zerlegung
wA=M~—-Nmit M =D —wL, N=(1-w)D+wU.

Zeige: Ist pf(M~IN) <1, s0ist 0 < w < 2.

Ubung 2.152 Schreibe MATLAB ~Programme fiir das Jacobi-Verfahren, Gaufi-Seidel-Verfahren,
sowie das cg—Verfahren ohne Vorkonditionierung. Vergleiche die Verfahren beziiglich Rechenzeit und
Iterationszahl anhand des Beispiels Ax = b,

() =0, n = 10,100, 1000. Als Abbruchkriterium nehme man ||ry11l|2 = ||[b—Azpi1llz < 1078, kmax =
600.

Ubung 2.153 Sei A € R™" symmetrisch, positiv definit und b, zo € R™. Betrachte das cg—Verfahren
ohne Vorkonditionierung aus der Vorlesung (zur besseren Analyse mit Indizes).

k=0,70="b— Ao, po=r{ 70
while \/p, > e\/po and k < knax

k=k+1
ifk=1
P1=To
else
Br = pr—1/pr—2
Pk = Tk—1 + BrPr—1
end

wi = Apr, o = Pk71/w;;rpk
Tl = Th—1 + QkPk
Tk =Tk—1 — QpWg
Pk =Ty Tk
end
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Zeige:

1. pgApl =0, fir alle k >1>0.
Tipp: Zeige durch Induktion tber k, r,;r_lrl,l = O,p,;'—Apl =0, fir alle k > 1> 0.

2. Nehme an, es sei pgApl =0, fiur alle k > 1> 0, dann ist

V1,..., 0 ER v ER \ v1,...,v5_1ER

k k
min Dz + Zplvl) = min < min  ®(zo + ZPWZ)) ,
=1 =1

wobei O(x) = %CCTACU —x"b. Was passiert mit dem cg—Verfahren nach mazimal n Schritten?

Ubung 2.154 Sei A € R™" symmetrisch, positiv definit und b € R™. Definiere ® : R* — R durch
®(z) = 22T Az — 2 Tb. Zeige:

1. ® besitzt ein eindeutiges Minimum in x = A~'b

2. Sei xg € R" und P = [p1,...,pr] € R™F s0, dass PTAP = D = diag(dy,...,dy) mit von
Null verschiedenen dy, ..., dy. Dann besitzt die Funktion ¥ : R¥ — R, ¥(v) = ®(x¢ + Pv) ein

i
eindeutiges Minimum in v = D7'PT(b— Axg) = (W) .
K i=1,...,

Ubung 2.155 Sei A € R™" symmetrisch, positiv definit und b, g € R™. Betrachte das cg—Verfahren
ohne Vorkonditionierung aus der Vorlesung (zur besseren Analyse mit Indizes).

k=0,r9g=0b— Axg, POZTOTTO
while \/pr, > €\/po and k < kpay

k=k+1
ifk=1
b1 =To
else

Br = Pr—1/pr—2
Pk = Tk—1 + BrPr—1
end
wy, = Apy,
ay = pr—1/wy;
Tp = Tp—1 + QrDk
Th = Th-1 — QKW
Pk = T;Tk
end

Zeige:

1. span{rg,...,rp—1} = span{p1,...,px}

2. span{rg,...,rp_1} = span {rq, Arg, ..., A¥"1rg}

fir alle k =1,...,n, sofern der Algorithmus nicht vorher abbricht.
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Kapitel 3

Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Neben den linearen Gleichungssystemen fithren viele Anwendungsprobleme auf die Losung
von nichtlinearen Gleichungssystemen. Gegeben

f:E — F (z.B. hier E = F =R")

I fl(xl,...,xn)

Tn falx1, ..o xn)

Gesucht: Vektor [z1,---,x,]" so daB f;(z1,--,2,) =0, fiir allei = 1,---,n.

E, F konnen auch unendlich dimensionale lineare Rdume sein, etwa Ridume von Funktionen
und f kann auch ein Differentialoperator sein. Hier betrachten wir nur den Fall £ = F' = R".
Im allgemeinen ist die Losung nur durch Naherungsverfahren zu bestimmen. Nullstellenpro-
bleme sind eng verwandt mit Minimierungsproblemen wie

Bestimme fiir h: R" — R mIiRn h(zx). (3.1)
zeR?

In iiblicher Weise mufl zur Bestimmung des Minimums

Oh

o1

grad (h(z) = | : [=0

Oh

OTn
berechnet werden, welches wiederum ein Nullstellenproblem ist. Neben Optimierungsproble-
men treten Nullstellenbestimmungen in fast allen Anwendungen auf. Gewéhnliche oder par-
tielle Differentialgleichungen, Ausgleichsrechnung, ...

3.1 Fixpunktverfahren

Wandle das Nullstellenproblem in ein Fixpunktproblem um.
x = ®(z). (3.2)
Dies ist im allgemeinen auf viele Arten mdglich, die dquivalent oder nicht dquivalent sein

konnen.
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Beispiel 3.3 e* —sinz =0
Mégliche Fixpunktgleichungen (nicht alle dquivalent)

a) = e —sinzr+x
b) sine —e®” + 2
c) = arcsin(e®), firz <0

d) xz = In(sinz), fir (—2nm,2n7m+7),n=1,2,3,...

8 8 8
I

Alle haben unterschiedliche numerische Eigenschaften.

— Ubung
Die Idee des Fixpunktverfahrens ist es, die Folge
2D = o(29), i=0,1,2,... (3.4)

mit gegebenem Startwert 1 zu erzeugen.

Satz 3.5 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei D C Dg C R™ ein abgeschlossenes Gebiet
und ® eine kontrahierende Abbildung von D in sich, d.h.

a) : D — D
b) ® kontrahierend, d.h. 3 o < 1 und eine Norm || e ||, so dafs
() — ()| < aflz —yll, Vz,yeD. (3.6)
Dann gilt:
i) Es gibt genau einen Fixpunkt & von mn D.
ii) Die Fizpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert (9 € D gegen .
iit) Es gelten die Fehlerabschdtzungen

& —2™] < |z — 2O 4 priori (3.7)

1l -«
o

|2 — ™| < |z — 2=V q posteriori (3.8)

11—«

Beweis: z0) € D = 2" = @(x("*l)) e D, firallen=1,2,...

|l — 2 1@ (™) — 2(2"1))

< Oé”l‘(n) - x(n—l)H < O[2||£C(n_1) o x(n—2)H
< oz~ 20
k . .
Hm(nJrk) _ x(n)H < Z Hx(n+z) o :L,(nJrzfl)”
=1
k
< ZanJrilel,(l) _ x(O)H
=1
k
< aon(l) o 33(0)” Zai—l
=1
am
< — M — 40
< 2 e o)
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— Folge konvergiert, da Cauchy—Folge und R™ vollstindig.

® ist stetig. Dies folgt bereits aus der Kontraktionseigenschaft (3.6)). Somit ist der Grenzwert
Fixpunkt von ®, wegen

# = lim 2™ = lim &™) = &( lim ) = &(2).

n—00 n—0o0 N 00

Eindeutigkeit. Seien z,Z Fixpunkte von ®.
12 —zl| = [|®(2) — (z)]| < all —z].

Wegen o < 1 kann nur £ = Z gelten.

la™ ) 2™ < o™ — 2]
an

k—oo

=2 Iz —2™| < |2V — 2O = (3.7)

l1-«a
n=1=[&-a®] < ;7" — 2|
l-—a

ersetze (1) durch (™, 2(© durch ("1 so folgt 1) 0

Graphik 3.9  Graphische Veranschaulichung der Konvergenz m = 1.

Definition 3.10 Fin Fixpunkt & heifst anziehend, wenn die Iteration fiir alle geniigend
nahe bei & gelegenen Startwerte (%) #£ & gegen & konvergiert.

FEin Fizpunkt & heifst abstoflend, wenn es eine offene Kugel U. um T gibt, so daf fir alle
20 € U\ {&} ein m existiert, so daff (™ & U..
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Graphik 3.11  Abstoflender Fixpunkt / Anziehender Fixpunkt.

y=x y=x

Satz 3.12 Sei D C Dg C R™ abgeschlossen und konver und nehme an, dafs

0P () 0P (z)
ox1 e OTm
Do = : : existiert und stetig ist. Falls es eine Norm gibt, so dafl
0®Pm(z) . O0Pm(2)

Oxm

o1
|ID®(x)|| < a < 1, so ist & in D kontrahierend mit Lipschitzkonstante c.

Beweis: => Ubung 0

Ist D®(z) stetig und || D®(z)|| < 1 so ist & anziehend. Ein Fixpunkt ist im allgemeinen nicht
anziehend, falls einer der Eigenwerte von D®(z) vom Betrag grofer 1 ist.
= Ubung.

Definition 3.13 Eine Iterationsfolge {2V}, die fir p > 1
o+ — gl < el — g i =0,1,2 (38.14)

und ¢ < 1 fir p =1 erfillt, heifst Folge von mindestens p—ter Ordnung.

Korollar 3.15 Das Fixpunktverfahren sofern es konvergiert, ist konvergent von min-
destens 1. Ordnung (linear konvergent).

Kosten fiir Iteration (3.4)): eine Auswertung von ®(z) pro Iteration, Anzahl der Iterationen
aus Fehlerschéitzung ablesbar.
Versuche hohere Konvergenzordnung zu bekommen.
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3.2 Das Newtonverfahren

Idee: Taylorentwicklung von Nullstelle & von f(x), fiir 2(© aus Umgebung.

0= /(@)= f(=) + Df ()@~ 2) + O(|& — V7).
—_——

weglassen

Ersetze durch
0= =) + DfEO) ) - 2l?)

Angenommen D f(z(?)) nichtsingulér, so folgt

D)) - 2®) = — (=)

hat eindeutige Losung 609 = z(1) — 29 und wir erhalten () = 2 4 §(),

— Ubung.

Graphik 3.18  Newtonschritt

Atz A1 ik

(3.16)

(3.17)

Satz 3.19 Sei D C R” offen und sei Dy konvex mit Dy C D. f: D — R" sei fiir alle x € Dy
differenzierbar und fiir alle x € D stetig. Sei (9 € Dy, so dass es Konstanten r, o, 3,7, h

gibt mit
S, (z©) = {xy |z — 2@ < 7«} C Dy
h = apvy/2<1
ro= Oé/(l - h)a

und f(x) erfiille
IDf(z) = DfW)ll < vllz —yll, Yz, y € Dy.

Df(x)™! ezistiere VY € Dy und sei |Df(x)™Y| < 8, Va € Dy,
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sowte

IDf (@) @) < a. (3.22)
Dann gilt

a) Ausgehend von 2O ist jedes £, welches durch
) = 20 — D)@y, i =0,1,2,...
gegeben ist, wohldefiniert und es ist (V) ¢ Sr($(0)), Vi=0,1,2,...

b) lim 2 = & existiert und es ist f(2) = 0,& € S, (z(©).

71— 00
h2¢—1
1—h2

¢) Fiir alle i >0 gilt ||z% — 2| < o
Das Newton—Verfahren ist also mindestens quadratisch konvergent.

Beweis: a) Da Df(x)~! fiir alle x € Dy existiert, so ist 1) fiir alle i dann wohldefiniert,
wenn () € S,.(x(?) fiir alle i > 0. Wegen Voraussetzung (3.22) gilt dies fiir 2(0), z(1),
LV. Sei nun zU) € S, () fiir j =0,1,...,k,k > 1, so folgt aus (3.21)

2®D — 2B = = Df®) @) < Bl P
Bllf(x®) = fa® D) — Df (a1 (@®) — 2D,
da f(z® =) 4+ Df(z®FD)(z®) — £(==1) = .

Wende das folgende Lemma an: 0

Lemma 3.23 Df(x) existiere fir alle x € Dy, Dy C R™, Dy konver und es gebe ein vy, so
dass

IDf(x) = Dfy)l <7l —yl, Va,y € Do.
Dann gilt Vx,y € Dy die Abschdtzung

I£(@) = £(y) = DF) @ =)l < S llz =yl
Beweis: Sei ¢ : [0,1] — R™ gegeben durch ¢(t) := f(y + t(x — y)). ¢ ist differenzierbar
Vit € [0,1),Va,y € Do und ¢'(t) = Df(y +t(x —y))(z — y)
= [l¢'(t) = 'Ol < IDf(y + t(x —y)) = D) Iz =yl < vtz —yl*.

Nun ist
1
P = f(x) = fy) = Df(y) (= —y) = ¢(1) —p(0) — ¢'(0) = /(w’(t) — ¢'(0)) dt,
0

also folgt
1

1P| < / I¢(6) — &) dt

0
1
< vrr:c—yu?/tdt
0
Y 2
< = — .
e —
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Weiter im Beweis von Satz Anwendung des Lemma liefert

By -
Hx(kJrl) _ x(k)H < 7ch(k) _ (K 1)H2 (3.24)
— [a®D — 2 ®)| < ah? L (3.25)

Diese letzte Abschitzung folgt aus (3.22)) fiir £ = 0 und mit Induktion fiir k¥ + 1 aus (3.24).
Aus (3.25) folgt

2D — 2O < l2® D — W) 4o 2™ — 2O
< a(l+h+mP+hT+.p¥ < 1fh =
also 21 € S, (zp).
b) Aus 1) folgt, dass ©(*) Cauchy—Folge ist, denn
k
|’x(n+k) - x(n)H < Z ||x(n+z) - x(n+i71)”
=1
k s
g azh2n t=1_1q
i=1
< a4+ F (B2 4
h2"—1
< i“_ o <& (3.26)

fiir gentigend grofles n > N(¢g), weil 0 < h < 1.

— lim 2™ =2 € S, ()
k—o0
Aus (3.26) folgt:
) e () )y < R
o= o = Tim [l — o] < L

Noch zu zeigen ist, dass Z Nullstelle von f in S, (o) ist. Da z*) € S,.(z(?) ¥k > 0, folgt
IDf(2*)) = Df )| < 7l|2® — 2O <.

= |Df (@) <7 +IDf (D) =: k.

Aus der Iterationsgleichung folgt:
1£ @) < klla® — 2B,
— lim ||f(z™)] =0
k—o0
und wegen [ stetig gilt klim f(z®) = f(z). 0
— 00

Man kann unter noch stérkeren Voraussetzungen mit dem Satz von Newton—Kantorovich zei-
gen, dass & die einzige Nullstelle in S, (2(?)) ist.
Voraussetzung dafiir, dass das Newton—Verfahren konvergiert, ist, dass der Startwert
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!

geniigend nahe bei der gesuchten Losung liegt. Um globale Konvergenz zu erzielen, wird
das Newton—Verfahren durch Einfithrung eines Parameters modifiziert. Setze

g+ = 28 _ 2\ d®) gk = D ()7L () (3.27)

Die )\ werden dabei so gewihlt, dass die Folge {h(z®)} mit h(z) = f(z)T f(x) streng
monoton fillt und die z(*) gegen ein Minimum von h(z) konvergieren.

— Ubung.

Was hat das mit Nullstelle zu tun? Da

h(z) >0 Ve,
h@)=0 <= f(@)=0 (f@)f()=|f@)3),

WV

so ist jedes lokale Minimum & von h mit h(Z) = 0 auch globales Minimum von h und Nullstelle
von f.

Definiere Menge

D(v,z) = {s € R"| ||s|| = 1 und Dh(z)Ts > ~| Dh(z)||},v > 0. (3.28)

Lemma 3.29 Sei h: R™ — R eine Funktion, deren Gradient Dh(x) fir alle x € V(z) (V(Z)
Umgebung von &) definiert und stetig ist. Sei ferner Dh(Z) # 0 und v > 0. Dann gibt es eine
Umgebung U(z) C V(&) von & und ein A > 0, so dass

h(x — ps) < hiz) = S Dh()],

fir alle x € U(2),s € D(y,x) und 0 < pu < .
(zeigt wann man h(y) < h(x) finden kann.)

Beweis: Sei

U'(2) = {z € V(@)| | Dh(z) - Dh(2)| < %IIDh(ﬂ?)H}-

Da Dh(Z) # 0 und Dh(x) stetig auf V (&), so folgt U(£) # @ und U! ist Umgebung von .
Aus demselben Grund folgt auch, dass

U*(&) = {a € V(2)| D(v,2) € D(.)}
eine Umgebung von & ist. Wéhle nun A > 0, so dass
Soa(2) = {=| |z — &[| < 2A} C U (&) N U*(%)

und setze

U(2) = Sx(#) = {z [z — 2[] <A}
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Graphik 3.30

S 3lanida ¢

Dann gilt fiir alle z € U(2) mit 0 < u < A\, s € D(v, ), dass

h(z) — h(z — ps) = pDh(z —0us)s
- & [(Dh(:p — Qus) — Dh(2))T s + Dh(#)7s]

fiir ein # mit 0 < 6 < 1. Mit =z € U(2) gilt auch
x,x — ps,x —Ous € Uuln UQ,
also folgt
h(x) = h(z—ps) > —HL|Dh(@)| +nDh(z)"s
> —Z|Dh(@)| + pg | Dh()]

wy .
= L pn@).

Algorithmus 3.31
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Input:  Differenzierbare Funktion h(x) : R™ — R, und Zahlen oy, Vi, k=0,1,2,... mit

iréf('yk) > 0, i%f o > 0,

sowie einen Startwert z©) € R™,
Output:  Folge ®) k=0,1,2,..., die gegen Minimum von h(z) konvergiert.

FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
Sei s € D(vyg, zF),

D) = gk) _ \ (k) (3.32)
wobei Ny, € [0, o || Dh(z")|]], so dass

A) = min{h(@® — psM)| 0 < p < o[ DD},
o

END

Graphik 3.33 [ L

-5 (e lambda 4

D.h. gesucht wird min ¢ () = min h(z® 4+ pus®), u € [0, 01| Dh(z*)]|]. Suche Minimum iiber
M. Das ist jetzt eine eindimensionale Minimierung, und damit zwar einfacher als min h(x)
aber immer noch sehr aufwendig. Dies wird spéter noch vereinfacht.

Konvergenz von ([3.32]).

Satz 3.34 Seien h: R" — R und (9 € R™, so dass

a) K := {z| h(z) < h(z®)} kompakt.

b) h stetig differenzierbar in einer Umgebung von K.

Dann gilt fiir jede Folge {z*)} in

1) %) e K fiir alle k =0,1,2,. ...
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2) {az(k)} besitzt mindestens einen Hdaufungspunkt & in K.

3) Jeder Hiufungspunkt & von {x®)} erfillt Dh(%) = 0. (Stationdrer Punkt)

Beweis: Aus der Definition von z(®) folgt h(z(®) > h(z(V) > ... = ) € K fiir alle k und
wegen K kompakt gibt es eine Hiufungspunkt & in K. Also folgt 1), 2).
Nun zu 3). Mit Widerspruch. Angenommen Dh(Z) # 0, und sei 0.B.d.A. lim z(*)

k—00

=z
nehme Teilfolge). Setze v = i%f Y > 0,0 = ir];f or > 0. Nach Lemma [3.29 gibt es U(Z) und
A >0, so dass

(sonst

W — 1) < h(z) = p2 | DR@)], Y2 € U(3), 5 € D(y,2), 0< p< A (3.39)

Da lillcrn ) = 2 und Dh(z) stetig ist, gibt es ko, so dass fiir alle k > ko gilt

2™ e U(#), |[Dh(z™)|| > %HDh(fE)H-
Sei nun
A = minfA, ol DA},
e = A%HDh(ﬁ:)H >0

Wegen o, > o folgt
[0,A] € [0, 0% || DR(2)]], Yk = ko,

also h(z**+D) < min{h(z® — us®)|[ 0 < u < A}
n

3.35
h(z D)) < h(z®)) — %HDh(ﬁ:)H = h(z®) —¢, VE < ko,

da A <\ z®) e Uz), s® € D(vy, 2®) C D(r, ™).

— lim h(z®) = —co, Widerspruch!

k—oo
Denn h(z®) > h(z*+D) > ... > h(z). 0

Dies ist ein allgmeines Minimierungsverfahren, was sehr viele Anwendungen hat, benétigt wird
noch die eindimensionale Minimierung. Diese wird in Algorithmus [3.31] durch einen endlichen
Suchprozess ersetzt.

a) Wihle s¥) € D(v;,2*)) und definiere

pr = oul|DR(zW)]|
hi(n) = h(e® — ps®)

und bestimme die kleinste Zahl j > 0 mit

hi(pr2 ) < hi(0) = pr2 I | D).
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b) Bestimme A\; und damit

2D = 2R N B g0 dass gilt
1)y ) —i
A(a™TD) = min h(pr2)-

Das gesuchte j existiert. Ist (%) stationir, so ist j = 0, andernfalls wende Lemma
auf & = z® an. In jedem Fall kann j und damit auch Ay, in einem endlichen Suchprozess
bestimmt werden und es gilt Satz auch fiir die so bestimmte Folge.

— Ubung.

3.2.1 Anwendung auf modifiziertes Newtonverfahren

Wir wenden nun zur Losung von f(x) = 0 das Minimierungsverfahren auf h(z) =
f(a)" f(z) an.
Als Suchrichtung s*) in Punkt #*) wihlen wir den nomierten Newtonvektor

d(k)
~ la®]

k) mit d*) = Dz~ f(a®).

(Immer definiert falls D f(z®))~1 existiert.)
Lemma 3.36 Seix so, daf d(x) = Df(x)~'f(x) existiert und nicht verschwindet. Dann gilt

s(x) = € D(v,x), fir alle 0 < v < 7(x),

wobes
1 1

~ condy(Df(z)) ~ [IDF @)D F )2

Beweis: Dh(x) = 2f7(2)D f(z). Submultiplikativitit von || e ||o liefert

IF7@Df @)l < IDf@)ll2 1f(@)l2
IDf (@)~ @)l < IDf(@) " 2 £ (@)l2

und daher
Dh(z)s _  f(x)"Df(z)Df(x)""f(z)
| Dh(z)| IDf(x)= L f @) L/ () D f ()]
1
conds (D f(z))
> 0.
Fiir alle v mit 0 < v < m gilt also s € D(v, z). 0

Falls Df(z)~! existiert folgt also, da8 Dh(x) = 0 <= f(z) = 0. Damit erhalten wir das
modifizierte Newtonverfahren.
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Algorithmus 3.37
Input: Differenzierbare Funktion f(z):R™ — R™ sowie Startwert z©) e R™,
Output: Folge 2| k =0,1,2,... die gegen Nullstelle von f konvergiert.

FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
Berechne  d®) = Df(z)=1f(2®)), (lineares Gleichungssystem mit QR)

k= m; fast frei aus QR
Setze hk(T) = h($(k) — 7-d(k)) _ f(:L'(k) _ Td(k))Tf(a:(k) B Td(/f))‘
Bestimme j >0, so dafs hk(Q_j) < hk(()) — 2_J%Hd(k)‘| ”Dh(x(k))”

Bestimme A\ und x5t = 2*) — X\ .d®) | 50 dafl gilt

(k1) —
h(x ) = Jnin, hi(27%).

END
Kosten: Pro Schritt

a) Berechnung von D f(x(*))
b) Losung von D f(zF)d*) = f(z*)

c¢) eindimensionale Minimierung.

Fehleranalyse: b) mit QR Kklar. a),c) hingt von f ab.

Uber dieses Verfahren hat man die folgende Konvergenzaussage:
Satz 3.38 Gegeben sei f: R™ — R™, 20 ¢ R™ mit

a) K = {z| h(z) < h(zo)}, h(z) = f1(x)f(x) ist kompakt.
b) f ist auf Umgebung von K stetig differenzierbar.

c) Df(x)~" emistiert fiir alle v € K.
Dann ist die Folge {x(k)}, die in Algorithmus erzeugt wird, wohldefiniert und es gilt

a) 2% e K, Yk =0,1,2,...,{z®)} besitzt mindestens Hiufungspunkt i € K.

b) Jeder Héiufungspunkt & von {x®)} ist Nullstelle von f.

Beweis: hier nicht, siche z.B. Stoer. 0

— Ubung.
Die Voraussetzungen geben die Klassen von Funktionen an, auf die Alg. [3.37 anwendbar ist.
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3.2.2 Praktische Realisierung des modifizierten Newton—Verfahrens

Problem bei der Berechnung ist, daf in jedem Schritt D f(z(*)) ausgerechnet werden mus.
Idee: approximiere D f(z®)) durch Af(z®)) = (A1f, -+, Anf)(z®)) (Differenzenquotienten-
matrix), wobei

f(xlv"' y Li—1, T4 +hiaxi+17' "7'%.77,) - f(xla"' 71.77,) f(x+hzez) - f(.%')

Nif(z) = I, = I,

Schwierigkeiten: h; zu groi — schlechte Approximation an D f(z), h; zu klein, dann f(x +
he;) = f(x).

Wihle h; so, daB f(z) und f(z+he;) ungefihr die & ersten Stellen gemeinsam haben (¢-stellige
Rechnung)

|hil = Veps| f @)/l i f ()]l
Ausloschung is dann noch ertréglich.
Im allgemeinen ist jedoch auch die Berechnung von Af zu teuer daher verwende folgende
Vereinfachung mit Satz von Broyden:

Satz 3.39 Seien A, B € R, b € R" F : R" — R" gegeben durch F(u) = Au+b, z,2' € R"
und p = x —a', ¢ = F(2') — F(z) = Ap. Dann gilt fir die Rang—1-Modifikation B’ =
B+ ﬁ(q — Bp)p" die Abschitzung

|B'— Allz < | B — All2

und B'p = Ap = q.

Beweis: (B' — A)p = Bp+ (¢ — Bp) — Ap = 0.
Fiir jedes u € R™ mit ||u/ls = 1 existiert ein v mit

u=oap+uv, vip=0, |lv]s < 1.
Also folgt mit [jull2 =1
|(B" = A)ullz = [[(B" = A)vlla = (B — A)vll2 < [|B = All [[v]l2 < | B — Al|2.
Also auch fiir || B’ — Al|2, welches das Supremum iiber alle u ist. 0

Also folgt, dafl DF(x) = A von B’ genau so gut approximiert wird wie von B. B’ und DF(x)
transformieren p in denselben Vektor. Die Idee ist nun, f(z) durch eine affine Abbildung zu
approximieren (in der Nihe einer Nullstelle) und diese Idee anzuwenden.

Ersetze in Algorithmus den Teil in der Schleife.

Algorithmus 3.40 (Broyden—Rang 1—Verfahren)
Input:  f(z) : R® = R" differenzierbar und (%) ¢ R"
Output: Folge 2™ k& =0,1,2,...

FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED

dk) = kalf(x(k))

D) = 2 (B) _ N, 4k

q®) = e — p(a) .
B+l — B, 4 Wlp(k)(q(k) — Bypp®)pk)
END
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A, wird durch néherungsweise Minimierung von || f(z*+D)||? ~ r/{1>161 £ (z® — Xd®))||2 be-

stimmt wie vorher.

By~ Af (x(o)). Praktische Erfahrung zeigt, dafl man diese Wahl von By 1 nur fiir 0.5 < A; <
1 machen sollte, sonst besser Bxyr1 = Af(xgi1).

Die Losung des linearen Gleichungssystems

Bpd® = f(z¥)

kann iiber Rang 1 Aufdatierungsformel sehr leicht gemacht werden.
— Ubung Sherman—Morrison Formel
— Zusammenhang modifiziertes Newton — Sekantenverfahren — andere Verfahren.

3.3 Nullstellenbestimmung fiir Polynome

Vieles vereinfacht sich, falls f(z) skalares Polynom ist. Dies ist praktisch fast nicht mehr
relevant aufler in speziellen Fillen.
Gegeben: Polynom

p(z) = apz™ + a1zt + -+ ap_17 + ap.
Gesucht: reelle (alle) Nullstellen.

Newtonverfahren:

k
Probleme:
1. Preiswerte Auswertung von p,p'.
2. Wahl der Startwerte.

3. Deflation von Nullstellen.

4. Komplexe Nullstellen.

Zu Punkt 1: Horner Schema
Auswertung von p(z) durch Algorithmus

bOICLO

by = bpiz+ar k=1,2,....n (3.42)

p(2) = ((--- ((aoz + a1)z +ag) - -+ an-—2)z + an-1)z + ayn
kostet nur 2n flops und es gilt der folgende Satz:

Satz 3.43 Sei p(x) = agz™ + - - + a,, und py(z) = box" ' + -+ + b1, b; wie in fiir
p(2). Dann gilt:
p(x) = (z — 2)p1(x) + p(2), (3.44)

P'(2) = pi(2). (3.45)
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Beweis:

b, = p(z)
= (z — 2)p1(x) + p(2) xp1(z) — zp1(z) + p(z)
box"™ + bzt 4 by + by — (2™ 4+ 2byg)
apx" + -+ -+ ap
= p(x).

= p'(2) =p1(2) + (2 = 2)p(2)
Einsetzen von z gibt (3.45). 0

Durch 2-faches Anwenden des Hornerschemas kann man also p(z),p’(z) mit 4n — 2 flops
bestimmen.

Zu Punkt 2: Wahl der Startwerte

Satz 3.46 Flir alle Nullstellen &; eines Polynoms p(x) = agz™ - - + ay, gilt

a Ay — a
) lal < max{\"\,m n 11,...,1+\1r}
ap ag agp
b | < il
) tel < mmefr 3|
=1
a Ap—1 aj
0 ll < max{\ 1| 9 \,...,2\1}
an—1 anp—2 ao

Qi1
0 I8l < LI

a2 a3 a
e) [& < 2max{\]\/‘> 3‘7 N QZ‘}

Weitere Sétze in Geometry of Polynomials von M. Marden. Damit konnen Kreise bestimmt
werden, in denen die Nullstellen liegen.
— Ubung [6.50 Gerschgorin-Satz angewendet auf Begleitmatrix.

Zu Punkt 3: Deflation

Falls man Nullstelle Z bestimmt hat, kénnte man Polynom p; bestimmen, pi(z — &) = p(x)
bilden und weiterrechnen.

Im allgemeinen numerisch sehr schlecht, besser mit rationaler Funktion p;(z) = % weiter-
rechnen.

— Ubung [3.56

Zu Punkt 4: Komplexe Nullstellen, Bairstow—Verfahren
Fiir reelle Polynome will man komplexe Nullstellen mit reeller Rechnung bestimmen. Mit
zj € C\ R ist dann auch z; Nullstelle und (z — z;)(z — Z;) = 2? — 7z + s reeller Faktor von

p(x).

r r
Re(z;) = —g Im(zj) =1/s— T
Wende Polynomdivision mit Newtonverfahren auf p(z)/(z? + ux + v) an
p(x) Az + B

= Q(z) + (3.47)

22 +ux +v 2 +ux +v
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Die so definerten A, B sind eindeutig. A, B kénnen mit dem Hornerschema berechnet werden.
— Ubung

Wende nun 2-dimensionales Newtonverfahren an, um r, s so zu bestimmen, dafl
A(r,s) | _
4097y .

Dies ist das Bairstow—Verfahren.

— Ubung

— Sekantenverfahren fiir Polynome.

Weitere Verfahren wie Bisektion und Sturmsche Ketten spéter bei Eigenwertproblemen.

3.4 Ubungen zu Kapitel 3

Ubung 3.49 Sei ® : K — R", K C R" offen, konvez, ® differenzierbar und nehme an, daf das totale
Differential D® auf K beschrdinkt ist. Zeige:

12(z) = @(WY)llco < [DP]loc| [l = Ylloos Yo,y € K.

Ubung 3.50 Fiir welche der folgenden Gleichungen und welche Startwerte konvergiert die zugehérige
Fizpunktiteration?

1. z=e*—sinz+x
2. x=sinx—e*+zx
3. x =arcsine®, x <0

x =lnsinz,x € (0,)

Ubung 3.51 Sei p(z) = apa™ + -+ + a1z + ag, a, # 0, Polynom n—ten Grades. Zeige:

1. Die Nullstellen von p sind die Eigenwerte der Begleitmatriz

0 1
A= :
0 1
_ % _a ., _8n-1
an an an

2. Die Nullstellen &1,...,&, von p erfillen fir allet =1,...,n die Ungleichungen

n—1
a; ao ay QAp—1
|§i|<max{172|i|}’ |£i‘gmax{|7‘71+|7|7"'71+| = |}’
=0 a Qp, a a

n n n

(Hinweis: Fir jeden Eigenwert A\ von A und jede mit der Matrizmultiplikation vertrdigliche Norm
gilt: [A] < [|A[])

Ubung 3.52 Sei A € R™" und

T

(A —zpial) :

fl@r, .o @, Tpyr) = Tn
3 (i lwil? = 1)

Zeige:
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1. (z1,...,@ny1) ist Nullstelle von f, genau dann wenn x,1 Eigenwert und (x1,... ,xn)T nor-
mierter FEigenvektor von A sind.

2. Sei (x1,...,2n+1) Nullstelle von f. Dann ist die Ableitungsmatriz Df (x1,...,Zpnt1) nicht sin-
guldr, genau dann wenn .41 ein einfacher Eigenwert von A ist (Tip: Jordan—Form). Was
bedeutet das fiir das Newton—Verfahren?

Ubung 3.53 Schreibe ein MATLAB ~Programm fiir das Newtonverfahren zur Bestimmung einer
Nullstelle einer Funktion. Wende das Verfahren auf die Funktion e® — sinx an und vergleiche das
Programm beziiglich Rechenaufwand und Genauigkeit mit der Fizpunktiteration angewandt auf die
Funktionen aus Aufgabe [3.50]

Ubung 3.54 Sei p(z) = apx™ +a12" ' +- - - +a,. Bestimme den Rechenaufwand fiir die Berechnung
von p(x), falls man gerade durchrechnet, d.h. ohne Horner—Schema.

Ubung 3.55 Seip Polynom n—ten Grades. Zeige:

1. Zu gegebenem x € R lisst sich p(x) mit dem Hornerschema in 2nflops berechnen.

2. Zu gegebenem x € R lassen sich p(x),p'(x) mit einem angepassten Hornerschema in 4n — 2 flops
berechnen, d.h. es werden gegeniiber der Berechnung von p(x) zusditzlich 2n — 2flops fir die

Berechnung von p'(x) benétigt (Tip: Satz der Vorlesung).

Ubung 3.56 Schreibe ein MATLAB ~Programm fiir das Newtonverfahren zur Bestimmung der reel-
len Nullstellen einer rationalen Funktion f(x) = p(z)/q(x), wobei p,q Polynome seien. Vergleiche das
Programm beziiglich Rechenaufwand und Genauigkeit mit der Funktion ‘roots’ aus MATLAB anhand
des Beispiels pp(x) = [y (z — i), n=2,4,6,...,20, g(z) = 1.

Ubung 3.57 Sei p(z) = agz™ + a1z~ + - -- + a,, Polynom n—ten Grades mit n > 3. Zeige:

1. Bestimme in Abhdngigkeit von gegebenen r,q € R nacheinander die Koeffizienten by, ..., by, so
dass
p(z) = q(z)(2® =1z = q) + bp1(z = 1) + by.

Dabei ist q(x) = box™ "2 + bya™ 3 + -+ + b,_o. Was stellst Du fest?

2. Setze cj_1 = %, dj_o = %—lg, j=0,....n. Dann gilt fir die partiellen Ableitungen der Koeffi-
zienten by, ..., by
c_1 = 0, Co = bo, Cji—1= bj,1 + rCji—2 + qcj—3, ] = 2, ey
sowie

dj = Cy, j=—1,...,n.
Was kostet die Berechnung der partiellen Ableitungen von b, _1,b, ?

3. Das 2—-dimensionale Newton—Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen von ®(r,q) = (bp—1,bn)
lautet
-1
()= Co)- (e az) (O0)
k+1 qk Cn—1 Cp—2 by,

Ubung 3.58 1. Sei Ac R*™, A =S — fg¥ mit f,g € R" und S € R™" nicht singulir. Setze
S. =1—gTS~1f. Dann ist A nicht singulir genau dann, wenn S, # 0 ist und es gilt (Sherman—
Morrison—Formel):

A71 _ S*l + S*lfsigTsfl

Tip: multipliziere die rechte Seite an A heran.
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2. Was kostet das Ldsen von m linearen Gleichungssystemen mit A verglichen mit dem Ldsen m
linearer Gleichungssysteme mit S ?

8. Ldsst sich die Formel auf Blocke verallgemeinern? D.h. F,G € R™".

Ubung 3.59 Ist A(z) stetige nichtsinguldre Matrizwertige Funktion, dann gilt das auch fir ihre In-
verse. Tip: Cramersche Regel.

Ubung 3.60 Schreibe ein MATLAB ~Algorithmus zur Lisung einer nichtlinearen Gleichung ®(z) =
0 mit Hilfe des Newton—Verfahrens bei gegebenen Startwert x(©) und Ableitungsmatriz D®(x). Teste
das Verfahren fir die Funktion ®(x) = ¢(z)—x mit ¢(x) aus Aufgabe sowie an folgender Funktion
U fiir n = 10 mit Startwert (1,...,1,0)7.

o 2 1
(A= znpa) 1 9
\I’<x17"'7$naxn+1): Tn )A: . .
51— fif?) .

Was stellst du fest?

Ubung 3.61 Schreibe ein MATLAB ~Algorithmus zur Lisung einer nichtlinearen Gleichung d(x) =
0 mit Hilfe des Newton—Verfahrens bei gegebenen Startwert x(©) und Ableitungsmatriz D®(x). Teste
das Verfahren fiir die Funktion ®(x) = ¢(x)—x mit ¢(x) aus Aufgabe sowie an folgender Funktion
U fiir n = 10 mit Startwert (1,...,1,0)7.

o 2 1
(A= znpal) 1 9
U(L1, ...y Ty, Tpp1) = T , A= ' .
-2, [zl s

Was stellst du fest?

Ubung 3.62 Schreibe ein MATLAB ~Algorithmus zur Lisung einer nichtlinearen Gleichung O(x) =
0 mit Hilfe des MODIFIZIERTEN Newton—Verfahrens bei gegebenen Startwert z(9) und Ableitungs-
matriz D®(z). Teste das Verfahren fiir die Funktion ®(z) = ¢(z) —z mit ¢(z) aus Aufgabe[3.6( sowie
an folgender Funktion ¥ fiir n = 10 mit Startwert (1,...,1,0)7.

‘gl
(A —zp41)
U(L1, ..., Ty, Tpp1) = Tn , A= ' .
31— 0 Jif?) o)

Was stellst du fest?

Ubung 3.63 Es sei
3z + 1
ren = (51 1).
Ty Tz

1. Man finde eine Teilmenge I C R?, in der f bzgl. der || o ||oo—Norm den Voraussetzungen des
Banachschen Fizpunktsatzes geniigt.
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2. Man fihre mit (zo,y0) = (2,2) zwei Iterationen durch und gebe eine a—posteriori Fehlerschranke
fiir (z2,y2) an.

3. Wieuviele Iterationsschritte sind hinreichend, um ausgehend von (xo,y0) = (2,2) den Fizpunkt
mit einer Genauigkeit von 10™* zu berechnen
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Kapitel 4

Interpolation

Ein Interpolationsproblem ist eine Aufgabe: Finde ay, ..., a, so dafl
P(:J:,',ag,...,an):fi i:O,...,n (4.1)

fiir gegebene (z;, f;) = (zi, f(x;)), i = 0,...,n und eine vorgebene Funktion P. (x;, f;) heiflen
Stiitzpunkte/Knoten.
Wichtigste Beispiele:

Polynominterpolation

P =ap+ a1z + asz® + - - + apa™

Trigonometrische Interpolation

P =ag+ a1e™ + ase®™ + -+ + a,e™

Rationale Interpolation

p_ ap + arx + - - - + apa?

- hier nicht .
Bot Bz + -+ Bz TME

Splines
stiickweise Polynome.

Anwendungen:
Approximation von Funktionen, Quadratur, Losung von gewohnlichen oder Partiellen Dif-
ferentialgleichungen, CAD, numerische Differentiation, Bildverarbeitung, Signalverarbeitung,

Beispiel aus alten Zeiten:

Logarithmentafel:
In Tafel: log9 1.0
logg1.1
gesucht: log 1.05

Losung lineare Interpolation: Berechne Gerade und werte diese bei 1.05 aus.
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4.1 Polynominterpolation

Notation II,, = { reelle oder komplexe Polynome vom Grad < n}.

Satz 4.2 (Lagrange Interpolation) Seien n + 1 Stitzpunkte (x4, f;), i = 0,...,n beliebig
mit x; # xy, fir i # k. Dann gibt es ein eindeutiges Polynom P € 11,,, mit

Beweis: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Angenommen es gibe Py, Py € 11,
Pi(zi) = Poai) = f; i=0,...,n.

Sei P =P — P, € II,. P hat grad < n und mindestens n + 1 verschiedene Nullstellen
l‘i,izo,...,n.:>P50:>P1 = P.

Die Existenz folgt per Konstruktion. Sei
n
Liz) =[] (‘”C__ixﬂ) (4.4)
i
Es gilt wegen a), da8 L; die eindeutigen Losungen der Aufgabe

1 i=k
Lz(xk):élk:{o z#k ,/‘JIO, N (45)

( x - x]] ) (4.6)

16st die Interpolationsaufgabe. 0

sind. Dann folgt

:]:

P(l‘): Zfz

ZZO 1=0

o

j=
J#i

Li(x) in heiflen Lagrange—Interpolations—Polynome. Sie bilden Basis fiir 1I,,.
Andere Basis 20, 2!, ..., 2"

Fiir die praktische Berechnung sind die L;(x) nicht geeignet, genauso wie die Standardbasis.
Fiir numerische Zwecke besser Neville-Aitken—-Methode oder Newton’sche Interpolationsfor-

mel. Dazu fiithre zuerst dividierte Differenzen ein.

Definition 4.7 Seien (z;, f;), i = 0,...,n gegeben. Der Ausdruck

f[xiuxi-i-l) sy xi—i—k]?

welcher durch die Rekursionen

flai] = fi (4.8)
floivt Tive, - Tigk] — flos, Tigas - T

iy Tidly .- X = 4.9
f[xla Ti+1, ?m2+k] Titk — T P ( )
i = 0,....,n, k = 0,...,n — i gegeben ist, heifit k-te dividierte Differenz wvon
(Tiy fi)s ooy (Tis, firk). Es gibt ein einfaches Schema zur Berechnung der dividierten Dif-

ferenzen.
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Tabelle 4.10 (Schema der dividierten Differenzen)

k=20 k=1 Lo L
zo | fo = flzo]
flxo, 1] = w
r1 | fi = flzi] < flwo, x1, 2] <
fler, w2l = % < flzo, ..., x3]
T2 | fo = fl2] < flw1, z2, 23] <
flzo, z3] = % < )
z3 | f3 = flzs] <
T4 .

Einfach rekursiv zu berechnen.
— Ubung
Bei der Newtoninterpolation verwendet man eine andere Basis: Ny(z) = 1

i—1

Ni@) =[] -2z)=@-z0)(@—21)- - (x—2i1) i=1,...,n
j=0

Das Interpolationspolynom ist dann
n
=0

Die Koeffizienten a; konnen aus den Formeln

fo = P(xo) = ao
fi ap + a1 (x1 — xo)
fo = P(x2) = ao+ai(ws —x0)+ az(xe — xo)(x2 — 1)

Il
v
—~
8
—
Il

bestimmt werden.
Es gilt sofort, dafl

k
Py.x(x) = a;Nj(z)
=0

die Interpolationsaufgabe fir (z;, fi) @ =0,...,k erfiillt, fir k =0,...,n.

Sei P;it1,. itk das Polynom das die Interpolationsaufgabe fiir (x;, f;), j =4,i+1,...
erfiillt.

Dann gilt

Satz 4.15

Piiti,. ivk(x) = flo + fleg zip)(e —2) + -+
+flxi Tig1, i) (@ —x) - (T = Tigp—1)
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Beweis: [Vollstandige Induktion]| Richtig fiir £ = 0. Induktionsvor.: Richtig fiir £ — 1 > 0.
Nun gilt
P, ivk(x) = P, itk—1(x) +alx —x;) - (x — Tiqpp—1) (4.16)

per Konstruktion, wobei a gerade der Koeffizient von z* in P; i1, i+k(x) ist. Zu zeigen ist,
daf

0= fli, . 7 (4.17)
Nach IV sind die héchsten Koeffizienten von P; i1 x—1 und Piq it gerade flx;, ..., Tiyp—1]
und f['x’H*l? cee xi-ﬁ-k]v also

P ivk1(x) = - flri, . w2t

Pt k() = oo flmist, ..ozl

Nun erfiillen die P; ;1 gerade die Rekursionsformel (Neville-Formel)

Pi,...,iJrk(x) _ (‘73 l'z—l-k) i,...0+k 1(37) (fE xz) z+1,...,z+k($) ’ (418)
Titk — T4

wie man sofort durch Einsetzen und Satz erhilt. Also folgt, da8 der Koeffizient von x*

flxivt, - xivk) — floiy .o, Tivk—1]
Tipk — T4

nach (4.9)) 0

Also sind die Werte in der ersten Zeile des Dividierten Differenzen Schemas gerade die Koef-
fizienten des Newton—Polynoms.

= fl@i, ... Tisa] (4.19)

zi=|0]1]3]
fi=11]3]2]

Dividierte Differenzen Schema

Beispiel 4.20

xo=0| flzo] =1

hY
.%'1:1 f[$1]:3 <
/

T2 =3 | flre] =2

Auswertung von Py . ,(z) mit Hornerartigem Schema.
Vorteile der dividierten Differenzen und des Newton—Schemas.

o Weitere Stiitzstellen moglich.

e Man erhilt Interpolationspolynom, welches mit Hornerartigem Schema leicht zu berech-
nen ist.

e flxog,...,xx] symmetrisch in z;, d.h. auf Anordnung kommt es nicht an. Siehe Numeri-
sche Mathematik, Stoer.
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e Rundungsfehlereinflul 148t sich durch Umordnung reduzieren.

o flzo,...,xn] = %, fiir ein € € Clxo, . .., Tp].

— Ubung einfache Interpolationsaufgabe, mehr zu Dividierten Differenzen.

Dividierte Differenzen lassen sich auf zusammenfallende Stiitzstellen erweitern falls f(z;) =

f(xi).
h — !/
Pl = iy P )
h, 2h| — , h
flog, g, ze) = lim Flok + x;kt 2}1 - ka zy + h]
— lim flzk + 2h] — 2f [z + h] + flxg]
N h—0 2hH2
1
= §f"(371c)
fleg, ...,z = %f(m)(a:k).
m-+1 mal '

Damit kann man dann allgemeine Hermite Interpolation durchfiihren, bei der fiir mehrfache
Stiitzstellen jeweils die entsprechenden Ableitungen mit interpoliert werden.

Beispiel 4.21

&)

zo | flzo] a

N
flzo) c2
zo | flzo] < %f”(m) N c3
f'(zo) < flwo, o, mo, w1] cq
zo | flzo] < flzo, zo, 21] < flzo,xo, o, w1, 1] cs
flzo, z1] < flzo,zo, 1, x1] < flzo, zo, 0, z1, ®1, 1]
z1 | flz1] < flro,z1, 1] < flzo, 0,21, 21,21) 7
f'(z1) < flzo,z1, @1, 1] 7
oy | fle) < 3@y 7
f/(Il) e
a1 | flza] 7
Das Interpolationspolynom ist damit
Pgoonl(x) = ¢+ (33 — $0) + Cz(x — 330)2 + c;;(x — 330)3
tea(z — x0)2(x — 1) + es5(x — 20)> (2 — 20)%
— Ubung
Beispiel 4.22 zg,z9,z1,x1,... Schema ergibt
Pootiza. kk(z) = [co +e1(z — 20)] + [ea + e3(z — 21)](x — 20)?

+ea + c5(z — @2)] (2 — z0)?(x —x)2 + -+

+leak + cop—1(z — zp)](x — 20)* -+ (w — 1)
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Es gilt die Bedingung
Poo..ke(zi) = f(zi) } ,
1=0,...,k
Poo.we(@s) = f'(@:)

— Ubung

Fehlerabschdtzung: Angenommen f; = f(z;) i=0,...,n.

Wie gut ist die Approximation?

Satz 4.23 Fs sei f n + 1-mal differenzierbar, so gibt es zu jedem & eine Zahl & aus dem
kleinsten Intervall I, daf$ alle x; und & enthdlt (konvexe Hiille Clx;, &]), so dafs

£t

(n+1)! (424)

f(Z) — Po1..n(2) = w(Z)
wobei w(z) = [ o(x — ;).

Beweis: Sei fir & # x;

F(z):= f(z) — P(z) — kw(z).
Bestimme k derart, da F(2) = 0. Dann hat F(z) in Clxo,...,zn, 2] n + 2 Nullstellen
TQy e e ey Ty e
Nach dem Satz von Rolle hat dann F’(z) mindestens n + 1 Nullstellen, ..., F"*+1(z) minde-
stens eine Nullstelle £ € C[xo, ..., x,Z].

Py =0 = FOH(©) = fOH() —k(n+ 1) =0

(n+1)
L)
(n+1)!
0
Wie sieht w(z) aus?
o wix, n=10, Tschebyschow—Stuetzstellen
1 T T T
08
DEF
=10 wix), n=10, acquidistante Stuctzstellen
. 04l
vzf
. ~ 0
i j: -02F
i o
b B - ° 08
-0&F
1 1 1 1 I I
-1.5 -1 -05 0 05 1 15
X
Wichst auBerhalb von Clzo,...,z,] stark an = Verwendung des Interpolationspolynoms
auBerhalb von Clx, ..., z,] vermeiden.
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Sei nun f : [a,b] — R gegeben, f geniigend glatt. Dann kann ich f beliebig genau durch
Polynome interpolieren. Man kénnte nun vermuten, daf die Interpolationspolynome gegen f
konvergieren, falls ich die Intervallunterteilung feiner und feiner mache.

Betrachte Folge von Unterteilungen

DNy = {a::ngm) <:Egm) <"'<ZE7(.ZZ) =b}
|2l = maxfeff (™)

Satz 4.25 [Satz von Faber] Zu jeder Folge von Intervalleinteilungen A\, von [a,b] kann man
eine auf [a, b] stetige Funktion f finden, so dafi die Polynome Pp, die auf (xz(m), f(a:gm))),z =
0,...,ny interpolieren fiir m — oo NICHT gleichmdfig gegen f(x) konvergieren.

Nur fiir ganze Funktionen gilt fiir alle || Ay, || = 0, Py, — f gleichméfig.

Fiir beliebige stetige Funktionen gibt es spezielle A\, i.a. nicht dquidistant.

— Ubung Tschebyschowknoten fiir f(z) = mﬁ
— Ubung: Orthogonale Polynome fiir Approximation.
Rationale Interpolation, hier nicht, Ubung?

4.2 Trigonometrische Interpolation

Interpolation durch trigonometrische Polynome
Betrachte Intervall [0, 27], Stiitzpunkte (xg, fx), K =0,...,n — 1.

2
Tk = ki fr € C,n fest .
n
P(x) = 60 + 516“ + 6262” 4+ ﬁnile(n—l)xi

soll die Interpolationsbedingungen

p(zx) = f(zx), k=0,...,n—1 (4.26)
erfiillen. Periodizitdt =—
p(zk) = flzx), k=...,—2,—1,.... (4.27)
Setze ‘ ‘
w=e" wp=e"k (4.28)

Dann ist die Interpolationsaufgabe identisch mit der komplexen Interpolationsaufgabe

p(wg) = fx (4.29)

mit
p=P00+Brw+ -+ Brjw !

Also folgt aus Satz [4.2] sofort
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Satz 4.30 Sei xp, = %, fr beliebig fir k=0,...,n—1,n € N. Dann gibt es ein eindeutiges
trigonometrisches Polynom p(w) = Bo + frw + -+ + Ba1w™ ! mit p(wy) = fr, fiir wy, =
e k=0,...,n—1.

Zusdatzlich gilt

. e n firj=I1
i) ,gowkwk { 0 firj#1,0<51l<n—1.
Beweis: 1) trivial, ii) fiir alle k = Z ist wy eine Wurzel von

" l=(w-1)Ww" w4+ +1)=0

fir k # 0, +n, +2n, ist wi # 1, also folgt

Zw n k=0,£n,42n,.
k= sonst.

Die n—Vektoren ®; = (wg, . ,wflfl), j=0,...,n—1 bilden eine Orthonormalbasis von C"
unter dem Skalarprodukt

n—1
g] = %ij?}j (4.31)
=0

(diskrete Version von (f,g) = = f(x)g(z)dz). Denn es gilt wegen (4.27

:l‘%ﬁ

1=l
(5, ‘{ 0 jAL 0<jl<n—1

Damit erhélt man eine explizite Formel fiir die Koeffizienten ;. 0

n—1 .
Satz 4.32 Sei p(x) = 3 Bre’*® das interpolierende trigonometische Polynom fiir p(xy) =

k=0
fe, k=0,...,n—1, so gilt

12 iy —2mikj .
Bj:ﬁkawa— kae { },j:O,...,nl. (4.33)
k=0

Beweis: Aus dem Skalarprodukt [e, e] folgt
- Z frwy? = [f, ®5] = [Bo®o + -+ + Bn1®Pn1, B5] = B;.
Es gilt die folgende Minimaleigenschaft der trigonometrischen Interpolation. 0

Satz 4.34 Unter allen trigonometrischen Polynomen qs der Form qs(x) =7 + 1€ + Sy
V€, s < n— 1, minimiert das s—te Abschnittspolynom ps(x) = Bo + fr1e™* + - - - + s’ fiir
s=0,...,n—1 die Fehlerquadratsumme

n—1
O =2 |fe = as(aw)? (4.35)
k=0
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Beweis: Ordne ps, qs die n—Tupel

bs = (ps(l'O)a cee 7ps(33n—1))
s = (¢s(0),- .., qs(wn-1))
zu, die psg, g5 eindeutig festlegen. Dann gilt
15(%) =[f—qs, f— ] Da aber
Br = [f, ®g] fiir k = O — 1 folgt fiir f € C™

If - Ps, ] If — Zﬂkq’k, ] Bj —B;j=0,7=0,...,5 und

f=Ds;ps — 45| = Zj:[f—&, (B; —7;)®;] =0,

+S(gs) = [f - qs,f gs) = [(f = ps +ps — s), (f —ps +Dps —
:[ p37f ps]+[g_iv&_%]
>[f ps’f ps]:% ( )

und Gleichheit nur fiir p; = ¢s da [e, e] eine Norm definiert.

Reelle Version: Beachte €™ = cosz + i sin z. Setze

P 27k
A = fokcos T
n 1

2mik
B; = 75 fisin "
n

k=0

fiir reelle fi, sind A;, B; reell und es gilt

— Ubung
1 n—1 i 1 n—1 ;
Bn—j:ﬁz.fkw wy, = ﬁkawk
k=0 k=0
1 , 1 .
Bj = 5[A; = iBj], Bu—j = 514 +iBj]

ﬁjwi + ,Bn_jwz_j = Ajcos jxi, + Bjsin jxy,

ds)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Damit erhélt man die reelle diskrete Fouriertransformation. A;, B; sind diskrete Approxima-

tionen an die Fourierkoeffizienten

(x)cos(kx)dx, k=0,...,n—1

@
B
|
3|
—- =

=
ES
|
3 =

(x)sin(kx)dzx, k=1,...,n—1.

$%ﬁ$%ﬂ

— Ubung bei Quadratur

Satz 4.40 Gegeben (xg, fr), k=0,...,N —1 mit z, = % Man setze fiir j € Z

, N1

A = F kzof i cos(kxj)
N—1

B = % frsin(kx;)
k=0
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Definiere fiir ungerades N = 2M + 1
A M
=2y Z(Ak cos kx + By, sin kx)
k=1

und fir gerades N = 2M

A M-—1 AM
_7-1- }; Akcoskx—i-Bksinka:)—i—TcosMx
so gilt
\I/(:Ek):fk, ]{:ZO,...,N—L
Beweis: N = 2M —>
M—-1

N-1
fu="_ By =
§=0
mit (4.38), [{4.39) folgt

N-1

By=% 3 fisinZ0 =,
k=0
o NS orka
_ 2 T _
By = & kzosm - =0.

Analog fiir ungerades N.

Berechnung von Fouriertransformation
Fast Fourier Transformation (FFT) fiir N = 27

=

—2mikg
N

B = Jre

2=
Z =
Le

kj
kaN

2=
Bl
I
o

=273

mit ey = e N . i
Der Trick ist die Tasache auszunutzen, dafl die e~

Z (Bjw), + By—jwi ) + Brwd!

n > 0. Was ist zu berechnen?

(4.42)

(4.43)

eine N—te Einheitswurzel ist, d.h. alle

Potenzen liegen auch auf dem Einheitskreis und die Exponenten lassen sich nach N reduzieren.

Betrachte als Beispiel N =4

[ Bo ] B G I G fo 1 1 1 1 fo
sl & A l|n| 14 & alln
B2 N & ey & fa N1 & 1 € fa
I B3 ] I & e & e f3 1 & & ev ] L fs
Bo 11 1 1 1 110 0 1 011 0
Bo|l 1|1 & 1 & | 1|1 &&1]0 0 0 170 1
Bi| N1l ew & & | NM|l0o o011 1 0] O
| B3 | |1 € & en 0 0|1 € 0 en| 0 €
Bilde Teilschritte: erst
20 1 0 1 0 fo
21 . 0 1 0 1 f1
2 1 0 €& 0 fo
23 0 ey O 6?\7 f3

Jo
N1
f2
f3



Verwende E?v = -1, ei])’v = —€enN

20=/[fo+fo z22=/fo—fo
z1=f+f3 zz=en(f1— f3)

Bo 1 1 0 0 20 1
Bo | 1 1 € 0 0 2| 1)1
Bi| N 0 0 1 1 | N

B3 0 0 1 € 23

; 2
2 komplexe FT der Ordnung 2 mit e},

NBo =20+ 1z1, NP1 =22+ 23

=
Nps =20 —21, Nf3=2 — 23

Es findet jeweils eine Riickfithrung einer FFT der Ordnung N = 2% auf 2 FFT der Ord-
nung & = 2771 statt +O(N) Arbeit. Anstatt N? fiir Matrixmultiplikation erhélt man dann

$Nlogy N =2""1 x (n — 1) Operationen.

Da die FFT halber Dimension unabhéingig laufen kénnen lassen sie sich gut auf Parallelrechner

implementieren.
— Ubung

Allgemeine Formeln:

N
Sei M = 5 Setze j = 2l

2M -1 M-1
B = D feed =D (fu+ fun)ey”
k=0 k=0
M-1
= (fr + Frrr) (e3)™,
k=0

wobel wir benutzen
e%(MJrk) = e%ke%M = e?\l/‘”.
Mit Hilfswerten
2k = fr + fusk, E=0,...,M -1

und mit e?v = ¢y folgt
M—1
P = Z zpeil (1=0,...,M —1).
k=0

Fiir die ungeraden Indizes gilt analog

M-1
Bory1 = Z ZM+1€6§€\£[ [=0,....,m—1
k=0
mit Hilfswerten
avsk = (fe = fusreh), k=0,...,M —1
Algorithmus von Cooley/Tukey (1965)

— Ubung

Weitere Tricks moglich.
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4.3 Spline Interpolation

Idee: Anstatt Polynome zu verwenden zur Interpolation, verwende stiickweise Polynome. Spli-
ne kommt aus Schiffbau.

Latte um Schiffsrumpf

Anwendungen: CAD, numerische Losung partieller + gewdhnlicher Differentialgleichungen.
Mehr in Numerik III, Numerik IV; hier nur Grundlagen.

4.3.1 Allgemeine Eigenschaften
Durch A :={a =29 < x1--- < x,, = b} sei Unterteilung von [a, b] gegeben.

Definition 4.49 Unter einer zu /\ gehdrenden Spline—Funktion S versteht man eine reelle
Funktion Sn : [a,b] — R mit

a) Sp € C*[a,b]  (2k mal stetig differenzierbar).

b) Auf jedem Teilintervall [x;, x;y1] stimmt San mit Polynom 2k + 1-ten Grades iiberein.

Hier im folgenden k& = 1, kubische Splines. Fast alles 148t sich iibertragen.
Definition 4.50

K"(a,b) = {f [0, 8] - R: f(i), 1=1,...,n—1, existiert und ist absolut stetig, }

f™ existiert fast diberall auf [a,b] und f € L?[a,b]

(f absolut stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 so daf$ fir jedes endliche System von
Intervallen [a;,b;] mit a < a1 < by < ag < by < apy < by, < b mit > |b; — ai| < 6 gilt:
i

21 (bi) = flai)| <e.)

kp(a,b) = {f€r"(a,b),f, f'oo o F Y b — a periodisch, d.h.
fD%) = D0 i=0,...,n—1}.
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Es folgt, daf Sn € k**1(a,b).
FEine Spline—Funktion heif$t periodisch falls

Sa € k2 (a,b).
Wir wollen mit Splines interpolieren, d.h. wir wollen, dafi Sa(x;) = fi = f(x;), i =10,...,n.

Dann Sg. Fiihre Maf w(f) := f If"(z)|? dz ein.
w(f) = 0 jedoch w(f) =0 Vfa:cx—i—l.

Satz 4.51 Sei f € k%(a,b),A = {a = x9 < --+ < 1, = b} und Sp kubischer Spline zu A.
Dann gilt

w(f—SA):w(f)—w(SA)—Qlf S8 Z (f = Sa)SKI:
=1
Beweis:

b
w(f - Sa) = / 7~ SY P de

b b b
= /\f”\Qda;—2/f//5gda:+/|sg|2dx
a
b
= / — SR)SK dx — w(Sp).

Partielle Integration in Teilintervallen.

[ =snshar = (7 -swsal - [ (- su)skds
Ti—1 Ti—1

T

/ (f = 52)SY da.

Ti—1

= (f'=SA)SA

oy~ (F=Sa)SELL +

S@ =0 auf allen [€;—1,z;] und

Z (f' = SA)SA
=1

impliziert Beh. 0

xT

= (f' = Sh)S4

7
Ti—1

Dies ist Grundlage fiir Minimaleigenschaft der Splines.

Satz 4.52 Sei A ={a=x0 <z <z =Db}.
F={fo,...,fa}, f € &*(a,b) mit f(x;) = f;, i =0,...,n. Dann gilt

w(f = S8) = w(f) —w(sh) >0 (4.53)
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fiir alle interpolierenden S£ die einer der 3 folgenden Bedingungen erfiillen.

a) Si(a)=SX(b)=0. (4.54)
oderdb) fe /ﬁ;(a, b) Sa periodisch . (4.55)
oder ¢) f'(a) = Sx(a), f'(b) = Sk (b). (4.56)

Fiir jeden dieser Fille ist Sa eindeutig bestimmt.

Beweis: In jedem dieser Félle verschwindet

(= S0)SK)y = D2 (f = Sm) AL =0,

i=1

Eindeutigkeit folgt so. Angenommen es gibe 5‘£ mit den gleichen Eigenschaften. Dann kann
ich f(z) = gﬁ(m) setzen. =

w(8L (x) =S4 (2)) = w(SL () — w(SL(x)) = 0 und genauso w(S% (z)) — w(SL (x)) >0
b ~ ~ ~ ~
also [(S% — S%)%dz = 0 beide S”,S" stetig = SX = Sh = S£ = S£ + cx + d, wegen

a

S4 (x) = S4 () fiir a,b folgt ¢ = d = 0. O

Dieser Satz besagt, dafl die Splines unter allen Funktionen aus x?(a,b) die interpolierende
Funktion mit der geringsten Kriimmung sind.

K(z) = ﬁ ~ f(x) fiir f/(x) Klein.

Analoge Figenschaften fiir gelten andere Splines.

4.3.2 Berechnung der Splines

Setze hjy1 = xj1 —xj, j=0,...,n—1 und
M; = Sk(z;), 5=0,...,n. (4.57)

M; heiflen Momente (aus Physik 2. Ableitungen). Berechne Splines die (4.54)), (4.55]) oder
(4.32)) erfiillen mit Hilfe der Momente.
Da Sa kubisch in [z, 2;41] ist, folgt da8 S linear in [z, z;41] und es gilt

Sh(x) = MjM + Mj_l,_lx - xj, x € [zj,xj41] (2 Punkte Formel) (4.58)
hj+1 hj+1
Integration
2

x x T — X,
SIA(ZL‘) —Mj( j;}t ) +Mj+1( o ]) + a; (4.59)

Jj+1 Jj+1

()41 — @) (x — a5)°
Sa(z) M + M + Oéj(l‘ — $j) + Bj' (4.60)

6hj1 6hj11
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Interpolationsbedingungen

Salzj) = fj
2 n
= Mj——+06; = fi=Fi=Ffi-M-p
Sa(zjr1) = fin
h? o f R
= Mj+17j+1 + Oéjhj+1 + 5]' = fj+1 = a; = f]+1 fJ _ Dt (Mj+1 — Mj),
6 hjt1 6
und damit
Sa(x) =aj +bj(x — zj) + ¢j(x — :L'j)2 +dj(x — mj)3 (4.61)
mit
M; M;h;iq
o = fiej= 55k = =5 +a; = Sa(z) (4.62)
fio = f5 M+ My My — M SA(z})
hjt1 6 Y 6h,+1 6
Wir brauchen also nur die M; zu berechnen. Wir haben gefordert, dafi S’y (z) an den Knoten
x=2xj5, j=1,...,n—1 stetig sein soll. = n — 1 Gleichungen. Es gilt
)2 _ )2 o f
S/ T - _M; (xj'f'l LL’) + M; (LI,’ CC]) + f]+1 fJ 4.63
A( ) J 2hj+1 Jj+1 2hj+1 hj+1 ( )
hjt1
L (Mg - M)
wenn man die Werte einsetzt. Damit ergibt sich fir j =1,...,n —1
o=\ fi—Jfica | by . hj .
. _ f. h 1 h i1
S/ + _ f]—i—l f] g+ M. — J M.
A(x] ) hj+l 3 J 6 J+1
Gleichsetzen wegen Stetigkeit =
h; hj 4+ hjt hjv1 fin—fi  fi—fia
M J J M. J M. — J J 4 J 4.65
6 Jj—1 + 3 J + 6 Jj+1 hj+1 h] ( )
= f[l‘j,ﬂfj_;,_l] — f[ﬂjj_l, Ij], ] = 1, e, — 1

Das sind n — 1 Gleichungen fiir My, ..., M,.
Die zwei weiteren notwendigen Bedingungen erhéilt man aus (4.54)), (4.55)), (4.56]).

Aus (@E59)

S (a) = My = M, = S%(b) = 0.

Aus (L5
Sh(a) = SA(b) = My = M,.
SA@)=SA0) = Mg+ T 4 By,
I Bl O el [
hi I
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Aus f, = fo und mit der Setzung
hnt1:=h1 Mypyq := My, fny1 := f1 erhilt man wieder Gleichung (4
Aus (L56)

h h
Sh@)=f = Mgy My N0 g
3 6 hi
h h
a0) =i = Mgy g < gy T
6 3 hn
Fiihre nun folgende Abkiirzungen ein:
hiiy b
A= 2t =1l =N =t
J hj + hjt1 Hi J hj 4 hjt1
Dann erhilt man das System von linearen Gleichungen
pi M1+ 2Mj + XMy = 6f[zj1, 25, x51] =: dj (4.66)
d.h. die folgenden Gleichungssysteme:
[ 2 N 1M ] [ do]
1251 2 )\1 :
' ' =] : (4.67)
>\n—1
i P 2| My | | dn
im Fall von Bedingung (4.54)), wobei
Ao :=0,dyp =0, py, :=0,d,, := 0 gesetzt wurde.
2 N mo|T M ] [ dy ]
p2 2 Ao : :
H3 = : (4.68)
/\nfl :
L An Un, 2 | L M, i L dy, i
im Fall von Bedingung (4.55)), wobei
A & 1— Ap,dn = 6f] ]
= =1- =6f[rp_1,Tn,x
n hn+h1aﬂn ny an n—1,2Tn, L1
Im Fall von Bedingung (4.56) erhilt man wiederum System (4.67) nur mit
Mo =1, 0n = 1do = 2= (flxo, 1] = fo) s dn = 3= (f}, = flan-1,20]) -

Fiir alle 3 Gleichungssysteme gilt A\; > 0, u; = 0, A; + p; < 1 und der Satz

Satz 4.69 Die Matrizen der Systeme , sind fir jede Zerlegung A wvon |a,b]
nichtsinguldr.
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Beweis: Sei

Anfl
Hn 2
Sei ,y € R"! mit Az = y und setze \, = jo = 0. Dann gilt

max |z;| < max |y;| (A ist monoton).
(2 (2

Denn sei r der Index fiir den max |z;| angenommen wird.
K3

Dann gilt
UrXp_1 + 2z, + )\rxr—i—l = Yr
== m?X il = el = 2|ze] — pr|zr—1] — A |Trga]
= 20ze| — (e + )|
> |z = max |z
A

Angenommen A singuldr = x # 0 mit Az = 0.
Monotonie fithrt sofort zum Widerspruch. Anderes System analog. 0

Losung der Gleichungssysteme:

— Ubung: GauB8 ohne Pivot (Diagonaldominanz).
ZyKklische Reduktion, Sherman—Morrison, iterative Verfahren; alles geht sehr gut.
— Ubung!

Typischerweise werden jedoch Bandlser benutzt, da die Matrizen diagonaldhnlich zu einer
positiv definiten Matrix sind.

4.3.3 Fehlerabschitzung und Konvergenz bei Interpolation mit Splines

Sei A, ={a = x(()m) < xgm) << 967(;:1”) = b} eine Folge von Unterteilungen von [a, b] und

(m) _ (m)).

sei o = max(z,; | — 7,
7

N

)
m,j Ti+177%;
Kk < oo. Seien Sp,, die zu f gehorigen Splines, die die Interpolationsbedingungen
Sa.(0) = 1(Q)  fir(e A, o
San(e) = [x) fire=a.b '

erfiillen. Dann gibt es von A, unabhingige Konstanten C; < 2, so daf$ fir alle x € |a, b]

Satz 4.70 Sei f € C*a,b] und |f®(z)| < L Vz € [a,b], A, wie oben mit SUP Gty

m

FO@) = S (2)| < CiLrob . i =10,1,2,3. (4.72)

Beweis: Betrachte feste Zerlegung A von [a, b]. Die Momente M erfiillen fiir den Fall den wir
hier haben, das Gleichungssystem

2 )\0 MO dO
" 9 . .



)\0 hj+1

anla)‘j ,u,j:1—)\j,j:1,...,n—1

- h]’ + h]’+17
dj = Gg[xj_1,$j,.%’j+1], j = 1, e, — 1
dy = @ (flzo, 1] — f3) »
d, = hf (f{z - f[-xn—lyxn]) .
Definiere
f//(xo) MO
F = ,r=d—AF,M =
f"(n) M,

Dann gilt 7o = do — 2f"(z0) — f”(x1). Schiitze zuerst ||rg||oo ab. Taylorentwicklung um
liefert

6
o= g (flzo, 21] = fo) = 2" (x0) — f"(21)
_ 6 / hi oy h% " h? (4) /
= (o) + ) 4 ) + GO - )
h2
~2fan) = ( £(ao) + ") + O
h? h?
= Zlf(4)<7'1) — ?1]0(4)(7'2), fiir T, T2 € [wo,.%'l]
= |ro| < %LO’?,L. (4.73)
Analog gilt fiir r,, = d,, — f"(zpn—1) — 2f"(xy,) die Abschiitzung
|| < zLafn. (4.74)
und fiir j = 1,...,n — 1 mit Taylorentwicklung um z;.

rj = dj = pif"(wi-1) = 2f"(x5) = N f"(2541)

h; By
= 6 1, X, X o J ey _9 " ) — 7+ " oy
_ 1 1 hj+1 "e . h?-ﬁ-l "y, . h?—i—l 4.
bt {6 <f (i) 4 =y )+ =g ) & 5 10

) h? h3
—f'(z) + %f”(%’) - g]f"'(xj) + Qif(4)(7j2)>

h2
— (f”(wj) — hif"(x;) + 2]f(4)(7j3))
—2f"(25)(hj + hj41)
" " h2'+1 4
— hjyr | £ (@5) + hyr [ () + ij( )(75,)

(R B B B
= hi +hji1 ( ];lf(4)(7—j1)+zjf(4)(7j2)_?Jf(4)(7—js)_ j; (4)(Tj4) )
J J

101



mit 75, € [zj_1,z41], i =1,2,3,4.

hi .y +h3

3
< Lo,
S A S aom

Insgesamt gilt
3
Irlloe < 5 Lo% =

JAM ~ F)loe < 5L0% = M ~ Fllw < 5L0%, (1.75)

da A monoton.

Sei x € [z;_1,x;]. Dann folgt

M; — M;_
SX—["@) = = )
J
My — ) My — f ()
h; hj
/] M e
+[f (l']) [ ()] h[f ($]—1) f" ()] _ f"’(x).
J
Taylorentwicklung um z und (.75) =
3 0% 1 z; —x)?
S8) @) < 2n7m 4 - @) + B 0 — (g - )
J J
2
Li—_1 — X
BT 0 ) by ()
3 0% 102
< §th =+ 57[; T1,T2 € [.’/Uj_l,.ilfj]

< 2Lkoy,, wegen Vor. %ﬂ < K.
J
Hierbei wurde noch max ey, , »;{(z; — )+ (v —xj-1)%} = h? benutzt. Nun gibt es fiir
jedes z € (a,b) ein z; mit

1

27m

N

|zj — |
X

— () - S(x) = f"(;) - &un(/m%>s%»d

T
= mit der Abschétzung fir [ — S =
" " 3 2 1
‘f (JZ‘) — SA(.’IJ)} < ZLO'm + §O'm . 2LI€O’m
7
< ZLI{O' dax>1.

Damit haben wir die Abschétzung fiir f” — SX.
Es gilt f(zj—1) = Sa(zj-1), f(zj) = Sa(z;). AuBer den Randpunkten oy = a, 41 = b gibt
es also noch den Satz von Rolle n Stellen «; € (-1, ;) mit

f’(aj) = SIA(OCJ) j=0,....,n+1.
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Es gilt also fiir jedes = € [a, b] ein o mit |a; — x| < op,. Daher gilt fiir alle x € [a, b] :

Fa)=Sat@) = [ (£~ s4) de
aj(z)
/ / 7 2 7 3
= |f (x) — SA(J})‘ < ZLme SOy = ZLme.

Analog folgt fiir x € [a, b] (Hier wieder |z — z;| < %Um)

xT

f(x) - Sa(a) = / £1(t) — Sh (t)dt

T
und damit
7 31 7 4
|f(z) — Sa(x)| < —Lko,,=0om = < Lko,,.
4 2 8

0
Es géibe noch viel mehr zu Splines zu sagen.
4.4 Ubungen zu Kapitel 4
Ubung 4.76 Seien zo, ...z, € R paarweise verschieden und fo, ..., fn € R zugehirige Funktions-
werte. Definiere die dividierten Differenzen flx;, xiy1,...,xirg) Tekursiv durch

f[ml] :fi, i:Oa"'7na
sowie
Sl mige, @ik = flr v, - Tk
f[xiaxi—‘rla"'vxi-l—k] L )
Titk — T4
1=0,...,n, k=0,....,n —1i. Nehme an, daf
f[-rk]a f[xkt—l?mk)L f['rk—ank—hxk]a ey f[m(h e axk]

bereits vorhanden sind. Wie kann man daraus f[zo,...,zr11] berechnen? Was folgt daraus insgesamt
fiir die Berechnung von f[xy], fltn—1,Zn], f[Zn—2,Tn-1,Tn]s -, f[Z0y- -, Tn]?
Ubung 4.77 Seien xq,...,z, € R paarweise verschieden und fo, ..., fn € R zugehorige Funktions-

werte und p(x) = apx™ + ap_12" 1 + -+ + ag das eindeutige Polynom n—ten Grades mit p(z;) = fi,
1=0,...,n.

1. Bestimme den Rechenaufwand (flops ) zur Bestimmung von p fiir die Newtondarstellung von
p (d.h. die dividierten Differenzen) sowie fiir die Berechnung der Koeffizienten von p durch
Losen des linearen Gleichungssystems Va = f. Dabei ist 'V die Matriz aus Aufgabe 3 und

a:(GOaw~aan)T7 f:(fo,...,fn)T'

2. Wie teuer ist die Auswertung von p in der Newtondarstellung bei gegebenen dividierten Diffe-
renzen, bzw. bei gegebenen Koeffizienten aq, . . . , a, verglichen mit der Lagrange—Darstellung von

p?

3. Welche der drei Varianten ist die billigste, wenn man p(x) ein einziges Mal auswerten will. Wie
sieht es fir eine grofle Anzahl von Werten x (Griffenordnung n) aus?
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Ubung 4.78 Zeige, daf8

(b—x)? [, 2x+b—3a
b—a) |"' b-

(a —x)? 2x +a — 3b
(a—1b)? [ —b

das eindeutige Polynom dritten Grades ist, welches fiir a < b und vorgegebene Werte f1,51, fo, 52 € R
die Interpolationsaufgabe

—I—sl(x—a)] + + so(x — b)

p(a) = flapl(a) = Slap(b) = anp/(b) = 52
erfillt ("Hermite—Interpolierende’).

Ubung 4.79 Seien g, ..., 2z, € R und

2 n

1z xg g
n

1 z; ¥ ]

V= )

2 n

1 =, =z T,

Zeige, dass V' (Vandermonde-Matriz) invertierbar ist genau dann, wenn xq, . . . , T, paarweise verschie-

den sind.

Ubung 4.80 Zu vorgegebenen Stiitzstellen tg < t; < --- < t, mit Funktionswerten fo, ..., fn ist das

Neville-Schema zur Berechnung des zugehdorigen Interpolationspolynoms p an der Stelle x wie folgt

definiert: Pio:= f;, n>1¢ 2> 0.

(x —tik)Pik—1 — (& — t;)) Pic1 k-1
t; —ti—k

Firk=1,...,n setze P, := ,m=12k.

Dann ist p(x) = Py, 4.

a) Lisst sich das Neville-Schema in einem dhnlichen Schema wie die dividierten Differenzen auf-
schreiben?

b) Wie teuer ist die Berechnung von P, , im ginstigsten Fall und ist dies ginstiger oder teurer als
die Newton—Darstellung mittels dividierter Differenzen?

c) Nehme an, dass x = 0, t; = h?47% i = 0,...,n. Schreibe das Neville-Schema fiir diesen Fall
um.

Ubung 4.81 Schreibe ein MATLAB ~Programm, welches fiir beliebige Vorgabe tg < t1 < --- < t,

von Stitzstellen mit Funktionswerten fo,..., fn das zugehorige Interpolationspolynom p an der Stelle

x mit Hilfe des Neville-Schemas auswertet, welches wie folgt definiert ist:

Pig:=fi,n=>i>0.

(= ti—k)Pix—1 — (& — t;) Pi1 k-1
ti —ti—k

Dann ist p(x) = P, . Wende das Programm auf f(t) = logyo(t) — ‘51,2 = 5.25 und folgende Stiitz-

stellenverteilung an und interpretiere die Ergebnisse.

Firk=1,...,n setze P, := ,m=1 =2k,

a) 1.0,2.0,4.0,8.0,10.0
b) 2.0,4.0,8.0,10.0

c) 4.0,8.0,10.0

d) 2.0,4.0,8.0

Ubung 4.82 Bestimme mit dem Newtonschema die Interpolationspolynome p zu den Funktionen

f) = H-Zﬁ und g(t) = \/|t|. Als Stiitzstellen verwende jeweils
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i) t;=—1+ih, i=0,...,n; h=

(2 + )7

4 ti: )
i) cos 3+ 1)

1=0,...,n,

fir n = 2,4,6,...,20. Werte das Polynom an den Stellen y; =t + j%, j =1,...,20 aus.
Vergleiche als Schitzung fiir den mazimalen Fehler |[p — f|l (=1.1]

i€{0,..., njrll}a,;{e{l ..... 20} Ip(y;) = F(5)1-

Plotte die Interpolationspolynome zu den Stiitzstellen in i), ) fiir n = 20. Erliutere die Ergebnisse.

Ubung 4.83 Gegeben sei die Funktion f : R — R durch

- 1 fir0<t<m
f‘[0,27r) (t) '_{ -1 firmr<t<2rm

und f(t+2kmw) = f(t) fir alle k € Z. (Rechteckimpuls erster Art)

i) Bestimme die zu f gehérige Fourierreihe

1 o 1 2m 1 2m
—ag + Z(ak coskx + by sinkzx), ap = — f(x) coskx dx, by, = — f(x)sinkzx dx.

2 ™ ™
k=1 0 0

ii) Zeichne (oder Plotte) die ersten fiinf Partialsummen und vergleiche mit f.

Ubung 4.84 Seien xg, 1,20 € R mit xg # xo. Zeige:

1. es gibt eindeutige Polynome p1,po,ps3,ps dritten Grades , welche den Bedingungen

pi(ze) = 1 p2(zg) = 0 p3(zo) = 0 pa(zo) = 0
pi(z2) = 0 p2(r2) = 1 p3(z2) = O pa(x2) 0
pi(z) = 0 pa(z1) = 0 ps(z1) = 1 pu(z1) = 0
pi(z1) = 0 pa(z1) = 0 ps(z1) = 0 pi(z1) = 1

gentigen.

2. FEs existiert ein eindeutiges Polynom p dritten Grades gibt, daf fir die Werte fo, fa, f1, f1 die
Interpolationsaufgabe

p(xo) = fo, plxa) = f2, P(x1)=f1, p"(x1)=f
erfillt.

Ubung 4.85 Seice C",J € C"*" definert durch

co 0 1
a1

c:= . ,  J= 1
Cn-1 1 0

Definiere die Matriz C' € C™"*™ durch
C:= (c, Je, JQC,...,J”_lc)

(C' bezeichnet man auch als Zirkulante).

Sei wy, 1= e~ und W e € definert als W =
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i) WW =1, d.h. W ist unitdr.

i) W*CW st eine Diagonalmatriz. (Tip: Zeige zuerst, daff W*JW diagonal ist und nutze dann
die Def. von C).

iii) Was sind die Figenwerte von C' und wie lassen sie sich berechnen?
iv) Sei n = 2%. Zeige, daf sich das Gleichungssystem Cx = b, b € C" gegeben, durch drei FFT
berechnen lifit. Bestimme die wesentliche Rechenzeit.
Ubung 4.86 Gegeben die Werte

Yo =0.580 y1 =0.951 yo =0.786 ys = 0.298
ys = 0.454 y5 =0.006 yg=0.276 y; =0.306

Fiihre eine FFT durch, d.h. berechne

cp = Zwﬁmym, firk=0,...,n—1

m=0

mittels FFT, wobei w, = e i .

Ubung 4.87 Seient_3 < t_g < -+ < thye < tngs und tiy1 —t; = h fir allei = —3,...,n + 2.
Definiere fiiri = —1,...,n+ 1 die Funktion

, (t—ti_o)® € [ti2,ti-1)
1 h3 4+ 3R2(t —t;_1) + 3h(t —t;_1)% = 3(t —t;_1)® t€[ti1, )
Bi(t) = 3 R34+ 3h2(ti 1 —t) + 3h(tigr — )2 = 3(tig1 — 1)3 € [titiz1)
(ti+2 — t)3 [ i+1 z+2)
0 sonst

Zeige:

1. Bj(t) ist zweimal stetig differenzierbar.
2. Skizziere B;(t).

3. Betrachte fir p(t) = Z?L:'_ll a;B;(t) und Funktionswerte fo,..., fn die Interpolationsaufgabe

K2

p(t;) = fi,i=0,...,n, p"(to) = 0= p"(t,). Lisst sich die Aufgabe eindeutig ldsen und wenn

ja, wie teuer ist die Berechnung von ao,...,a,? Wie teuer ist die Auswertung von p(x) bei
gegebenen aq, ..., an?
4. Was dndert sich bei der abgewandelten Aufgabe p(t;) = f;, i =0,.. P (to) = i, p'(tn) = f,

bei zusditzlichen Funktionswerten f{, f} ¢

Ubung 4.88 Sei A € R™™.

0 0 b,
1. Sei Be R™™, B = 0O 0 O Finde U,V € R*?, s0 dass B=UVT.
bp1 0 0

2. Zeige die Sherman—Morrison—Woodbury Formel, d.h. sind A und A+UV' T nicht singulir, dann
ist auch C = I + V' T A= U nichtsinguldr und es gilt:

(A+uvht=aA1t_Alyc-lvTat

3. Betrachte das lineare Gleichungssystem (A + B)x = b, wobei A und A + B nichtsinguldr seien
mit B aus Teil [l Nehme an, dass A tridiagonal ist und A und A + B eine LU~Zerlegung
besitzen (ohne Pivotisierung). Wie teuer ist die Lésung von (A + B)x = b wenn man einmal
eine LU—Zerlequng von A + B macht verglichen mit der Variante, bei der man zundchst eine
LU ~Zerlegung von A macht und dann die Sherman—Morrison—Woodbury Formel verwendet.

106



Ubung 4.89 Bestimme die kubischen Splines Sa zu den Funktionen f(t) =

mﬁ und g(t)
[t], wobei SX(—1) = SX(1) = 0 (natiirliche Splineinterpolation). Als Stitzstellen verwende t;

—1+4dh, ¢ = 0,...,n; h = - fir n = 2,4,6,...,20. Werte den Spline an den Stellen y; =
t; + j%, J=1,...,20 aus. Vergleiche als Schitzung fiir den mazimalen Fehler |[Sa — flloo [=1,1]
max 1Say;) — F(y;)l-

i€{0,....,n—1} j€{1,...,20}

Plotte die Splines zu den Stiitzstellen fiir n = 20. Erldutere die Ergebnisse.

Ubung 4.90 Seien a, 8 € R und die Funktion sq.p : [~1,2] — R definiert durch

(z+1)*+a(z-1D*+1 ze€[-1,0]
Sap(r) =< —a®—8az+1 x € (0,1]
Ba® +8z% + 4 r € (1,2]

Bestimme o, 8 so, dass sq.p ein kubischer Spline beziiglich der Knotenverteilung A = {—1,0,1,2} ist.
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Kapitel 5

Numerische Integration

Aufgabe der numerischen Integration (Quadratur) ist die Berechnung von

b
/f(a:)da:, a,b < oo

Typischerweise ist f nicht direkt integrierbar.

Idee: Approximiere f(z) durch Funktion, die einfach zu integrieren ist; Polynome, trigonome-
trische Polynome, Splines, rationale Funktionen, Exponentialsummen, ...

5.1 Newton—Cotes Formeln

Die Idee der Newton—Cotes Formeln ist f(z) durch ein Polynom zu interpolieren und dieses
zu integrieren. Bilde dquidistante Unterteilung von [a,b] z; = a+ih i = 0,---,n, mit
h= b_T“ n > 0 n € N und bilde Interpolationspolynom in II,, das

Py (z;) = f(z;) i=0,---,n (5.1)
erfiillt. Satz (4.2) =

P, (z) = Z fiLi(z). (5.2)

b b
/Pn(x)daf = / i mit © = a + hs

_ / a3 (5.3)

=09
= hZfiai =
=0

Gewichte «; sind unabhéngig von f;, a,b jedoch abhéngig von n.
Die Gewichte liegen tabelliert vor. Diese Formeln heiflen Newton—Cotes—Formeln.

fi o € Z.
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Fehler:

b
[ (Pata) = f(a)) da =0 19(6). € € (@) (5.4)
n | o; ns | Fehler Name
111 2 % @) (¢) Trapezregel
21141 6 % @ (&) Simpsonregel
Tabelle 5.5 3 | 1331 8 | W3 r((¢) | 3/8 Regel
473212327 90 | BELT8 () (&) | Milne Regel
5| 1975 50 50 75 19 288 | 17275 ¢(6)(¢) | -
6 | 41 216 27 272 27 216 41 | 840 | 222 F®)(¢) | Weddle Regel

groflere n = negative Gewichte.
Wegen der schlechten Approximationseigenschaften (global) von Polynomen werden die Re-
geln stiickweise auf Teilintervalle angewendet und dann aufsummiert.

Beispiel 5.6 (Summierte Trapezregel: stiickweise lineare Interpolation)

e 8 o
L S - I T - I
S R T

-]
s
[

Teilintervalle [z, x;y1],zi =a+ih i=0,--- N h= IFT“. Dann ist die summierte Trapez-
regel
N-1 h
T(h) = Z 5 (w3) + f@ig1)] (5.7)
=0
b
— h f(; + fla+h)+ f(b—h)+f(2)
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Fiir jedes Teilintervall ist der Fehler

Tit1
h h? )
5 ) = flaas) = [ fladde = 1576 fir & € (or,in). (59
Insgesamt ergibt sich also
b -1
A (2) 5.9
T(h) — = i .
)~ [ fa)da > /) (59)
3 b—a
< TN sup f1(€) = 2.
12 ¢€la,bl 12
=M
Fehler geht mit h% gegen 0, Verfahren 2. Ordnung.
Beispiel 5.10 (Mittelpunktregel)
1 T T T T T
D&ar
DE-
04fF
o2/
il
=02
04t
-DEF
08
o - ? 3 s 5 6 7
Beispiel 5.11 Sei N gerade und verwende Simpsonregel auf [xo;, x2i41, T2it2], 1 =0, -, %—
1. Der Ndherungswert auf jedem der Teilintervalle ist
h
3 [f(@2) +4f (22i41) + f(22i42)]
Summation ergibt
h
S(h) = 3 [(f(a)+4f(a+Db)+2f(a+2h)+4f(a+ 3h)+ (5.12)
+2f(b—2h) +4f(b—h) + f(b)]
und als Fehler
b
h> N
S~ [ f@ys| < g5o 5 s 199 (5.13)
90 2 ¢y
a ————

=M
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Verfahren 4. Ordnung.

Weitere Quadraturformeln erhélt man durch andere Approximationsaufgaben fiir f(x).
Zum Beispiel Gauss—Quadratur fiir Integrale der Form

b

/w(:n)f(x)da: ~ > wif ().
=1

wobei w;, f; so gewéhlt werden, dafl der Fehler

b

/w(x)f(:n)dx - Zwif(x).
i=1

a

fiir Polynome méglichst hohen Grades verschwindet — Ubung.
Andere Ideen spéter bei der Losung von Dgl.

5.2 Extrapolation

Untersuche das asymptotische Verhalten der Trapezsumme T'(h) fir h — 0. Dazu brauchen
wir zuerst einige Eigenschaften der Bernoulli-Polynome, die wie folgt rekursiv definiert sind.

Definition 5.14 Die Polynome By(x),k =0,1,2,---, die durch die rekursive Folge

Bo(z) =1,B(x) =k - Bi_1(z) k=1,

1
1
[ Bi(z)dz =0, k>1 (5.15)
0
definiert sind, heiffen Bernoulli—-Polynome.
Eigenschaften der Bernoulli—-Polynome:
x
0
1
wobei ap so zu bestimmen ist, daf f By(z)dx = 0. Man erhdlt sofort
0
Bi(z)=2—3,Bo=a2?—a+§,Bs(z) =23 — 32° + 2 (5.17)

By(z) =" —22% + 2% — &5,

und es gilt das folgende Lemma.
Lemma 5.18
i) Br(0) = Bk(1) fiir k > 2.

111



ii) Die Polynome Py(z) = By(3 + x) sind fir gerades k gerade, d.h. P(z) = P(—z) und
fiir ungerades k ungerade Polynome, d.h. P(x) = —P(—x) in x.

i11) Baog+1(0) =0 fiir alle k > 1.
Beweis:

i) Aus (5.16)

1
Bk(l) - Bk(O) = k‘/Bk_l(t) dt =0 fur k > 2.
0

ii) Pp(x) =1 ist gerade. Sei Py () fiir k > 0 gerades Polynom. Zeige, dass Pag42(z) wieder
gerade ist. Es gilt

1 1
Py q(z) = B§k+1(§ +x) = (2k + 1)32k(§ + ) = (2k + 1) Py (2)
Also

Pyiq(z)dx = 0.

\ww

N

Aus Py (x) gerade folgt, dafl

q(x) :=(2k+1) [ Po(t)dt
/

ein ungerades Polynom ist und es gilt

|
S
+
[SIES
[NIE

1
3
Weiterhin ist ¢/(z) = (2k + 1) Py (z) und [ g(z)dz = 0 = q(x) = Paj+1 () ungerade.

Pojio(x) = (2k + 2) [ Popy1(t) dt + a = Pop42 ist wieder gerade. = ii).
0
iii) Fiir k > 1 gilt

Bokt1(1) = Bog41(0) = Pagy1(—2) = —Popy1(3) = —Bog1(1)
— BQk+1(O) = BQk-I—l(l) =0.

U
Br = (—1)k*1 By (0) heiBen Bernoullische Zahlen.
51 = %762 = 3710753 = %764 = %
Wir definieren nun neue Funktionen
Sp(z) == By(x —i) firz € B :={zli <x <i+ 1}, i < k. (5.19)
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Diese Funktionen sind periodisch mit Periode 1 und durch die folgende Rekursion bestimmt.
Sk(x) = Sk(0) + k:/Sk_l(t) dt, k> 2 (5.20)

S ist stiickweise linear mit Sprungstellen bei ¢ € N und Nullstellen bei H—% und es gilt wegen

Lemma [5.18]
By(0) = Sk(0) = S(1) = Sk(2) =

5.21
Sok+1(0) = 0, Sor,(0) = (—1)FF1 3. (5:21)
Damit kénnen wir nun die Euler-MacLaurin’sche Summenformel beweisen.
Satz 5.22 Fiir f € C*™*2[a,b] hat T(h) die Entwicklung
T(h) =10 + 11h® + 1oh* + - -+ + Tn W™ + a1 () RZ™H2 (5.23)

b

mit 7o := [ f(z)dz. Dabei sind die T; von h unabhingige Konstanten und |au,41(h)| < M fiir
a

alle h="% neN.

Beweis: Betrachte ¢(t) := f(a + th). Damit kénnen wir nun das Integral

/ S)(t)g' (t) dt
0

durch partielle Integration umformen. S (x) stiickweise linear aus By (z) = z —

1

1 1 1
[ si0g@yat= [ Baong 6t = Biyg®)ls ~ [ Borattyde = 3 la1) + 90)) - [ alt)at.
0 0 0

0
Analog

i+1

1
/SﬁmﬁMt: /Bﬁmw+wﬁ
7 0

i+
= L lgli+ 1) +gli)] - /g(t)dt,z':(),...,n—l
:>g(20)—|—g(1)—|—-~+g(n—1)+g(2) /9 t)dt = /51 dt (5.24)
0

Fiir die rechte Seite gilt

[siogma = 5 [ s0d0k - [swg' e
0 0

A1



B
g1 AT

3! 3!
0
1 n
= S -]+ [si0gar
0

2m mal partielle Integration ergibt

9D 4+ g(1) + - +gln— 1)+ L0 — [g(t) dt
0

m (5.25)
— Z(_l)k+1(2ﬁTk!) [g(%—l)(n) _g(2k—1)(0)] + Ry
k=1
mit
Rpy1 = (2m1_'_1)!/52m+1(t)g(2m+1)(t) dt
0
= (2m1+2), (Som+2(t) — Sam+2(0))g* ™ (1) Z
Gz | Bamsa(t) = Sansa O] g2 1)
0
_ L (2m+2)
- T @2m+t2) /[52m+2(t) — Som+2(0)] g (t)dt (5.26)
0
Es ist fg(t) dt = %fbf(x)dw und g®)(t) = W) (a +th) k=0,1,2,---
0 a
— 10 g+ 8 = Yy g gy LD
= 2T,
Also folgt
T(h) =79+ 11h* 4+ - + T h*™ + 1 (R)R2™H2 (5.27)
mit 79 = fbf(as)d:c
‘ _1)k+1
T = ((;])ﬁ)lﬁk [f(Qk—l)(b) _ f(Qk—l)(a)} (528)
. b
Qm41 = M/f(2m+2) () [52m+2 (x — a> — 52m+2(0)] dx (5.29)

Da Sop,42 stetig und periodisch, folgt, dal es eine von h unabhéngige Schranke fiir |O‘q(:3r1|
gibt. 0

Die Euler-MacLaurinformel ld8t sich nun zur Extrapolation verwenden (Romberg/Bulisch).
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Wenn man das Restglied vernachlissigt, ist T'(h) ein Polynom in h?, das fiir h = 0 den Wert
b
10 = [ f(z) dx liefert.

Idee: Bestimme fiir verschiedene Schrittweiten
ho=b—a,h; = Z—g, coe s hy, = 7?—0, n; € N, bestimme die zugehorige Trapezsumme

T%}o = T(hi), 1= O, ce, M (5.30)

und dann durch Interpolation das Polynom

Trnm(h) = ag + arh® + - - - + a, h*™, (5.31)

dafl die Interpolationsbedingungen

T (hi) =T(h), i=0,...,m (5.32)

erfiillt. Werte dann dies Polynom bei h = 0 mit dem Neville-Schema aus, dies liefert i.a. sehr
gute Néherung fiir Integral.
Sei T; x(h) das Polynom vom Grad k in h?, daf

erfiillt. Damit gilt fiir die extrapolieren Werte T j, := Ti,k(o)-

Tig—1—Ti—1k—1

B\ 2
(%) -

Tigp =Tig—1+

)

L 1<k<i<m (5.34)

.. ho=b—ah =% ...—= Ty, Simpsonregel.
— Ub 42 ’ 2’
Ubung|5 { hozb—a,hlz%, = TN %— Regel

Extrapolationsfolgen

a) hg=b—a,h; =10 hy =1 hs = %2, (Romberg Folge)
b) ho=b—a,h; = %,hg = %,hg = %,h4 = %,h5 = %, (Bulirschfolge).

b) besser, da Rechenaufwand weniger schnell ansteigt. Vorherige Werte konnen verwendet
werden. — Ubung m

Fehlerbetrachtung: Fiir ein & € [a, b

b b
T = [ $@)de = —tg 04200) [ K@) da (5.35)
mit o
K(x) = Z Cm; h?m+2 [S2m+2 (a:; a> — S2m+2(0)] (5.36)
i=0 !
b
= T = [ F@)de = (b= g1t 21 (537)

Details siehe z.B. Stoer, Numerische Mathematik.
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5.3 Ubungen zu Kapitel 5

Ubung 5.38 Bestimme fiir eine auf dem Intervall [a,b] stetig differenzierbare Funktion f eine Qua-
draturformel fiir f; f(t)dt, indem Du Stiitzstellen a = xg < x1 < «-+ < x, = b einfihrst und auf dem
Intervall [z, x541] die Funktion f durch die (stickweise) Hermite—Interpolierende aus Ubung 12, Nr.2
ersetzt (neben f(xg),..., f(zy) sollen auch f'(xo),..., f'(x,) gegeben sein).

Ubung 5.39 Sei f : [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
a) Sei F' Stammfunktion zu f, d.h. F' = f. Seien x,h € R mit [x — h,x + h] C [a,b]. Zeige:

he f(04) + f(6-)
24 2

F(x—i—ﬁ)—F(x—

h
2 2

) =hf(z)+
fiir geeignet zu wihlende 64,0_ € [a,b].
b) Zeige: Seil € N\ {0}, 61,...,0, € [a,b]. Dann existiert ein 6 € [a,b], so daff

l
f”(@) _ %Zf//(ek)
k=1

15t.
¢) Seiz;=a+ih,i=0,...,N, h= b’T". Zeige:
Zi41 2 + Zit1 h3 "
¢y EELy g,
s nr T =
fiir ein geeignetes 0; € [a,bl,i =0,...,N — 1.
d) Sei M(h) = hZf\;Bl f(LZZ”l) (Summierte Mittelpunktregel) Zeige:

7']0//(9)’

b
[ a2 = - )3,

wobei 0 € [a,b] geeignet zu wdhlen ist.

Ubung 5.40 Bestimme fiir eine auf dem Intervall [a,b] stetig differenzierbare Funktion f eine Qua-

draturformel fiir fj ft)dt, indem Du Stiitzstellen a = xg < 1 < -+ < x, = b einfihrst und f
durch den kubischen Spline S ersetzt (neben f(xo),..., f(xn) sollen auch f'(xo) und f'(x,) gegeben
sein). Tipp: Interpretiere S als Hermite—Interpolierende, bei der s; = S'(x;),0 < i < n als Unbekannte
auftritt.

Ubung 5.41 Verwende zur Berechnung der Integrale
z 1 1 1
/ sinx dz, / Vz dz, / zv/T dz, / =2z dx
0 0 0 0

a) die summierte Trapezregel fir N = 1,2,4,8,16,...,2 und folgende Unterteilung:

™

;=i h, i=0,1,...,N, h=—.
X 1 1 2N

b) die summierte Mittelpunktregel fiir N =1,2,4,8,16,...,2° und der Unterteilung aus a).

c) die summierte Simpsonregel fir N = 2,4,8,16,...,2° und der Unterteilung aus a).
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Vergleiche die Verfahren beziiglich Genauigkeit und Rechenaufwand.

Ubung 5.42 Verwende zur Berechnung des Integrals aus Aufgabe das Extrapolationsverfahren
zur summierten Trapezregel fir k =0,1,2,...,9 mit der Rombergfolge

™

hl:wﬁa

1=0,...,k

Untersuche das Verfahren beziiglich Genauigkeit und Rechenzeit.

Ubung 5.43 Zu einer gegebenen stetigen Funktion p : [—1,1] — R betrachte folgende Quadraturformel

[1p<x> dxwp(—%wp(%).

Zeige: Die Formel ist fiir Polynome p vom Grade hochstens 3 exakt.
Tipp: Zerlege p als p(x) = L(x)q(z) + r(x), wobei L(x) ein quadratisches Polynom ist, welches :I:%
als Nullstelle hat und r ein hochstens lineares Polynom ist.

.. o 1 ,

Ubung 5.44 Gegeben sei eine Quadraturformel [~ f(z)dx = Q(f) + Ro(f), wobei Q(f) =
Sijwif(&), -1 <& < <& < lundw >0, Y ! w; = 2. Sei ausserdem eine stetige
F:[-1,1]> = R gegeben.

1. Konstruiere mit Hilfe der Quadraturformel @ eine Kubaturformel K, d.h. eine Vorschrift zur
Berechnung von

/_ 11 /_ 11 Flz,y)dzdy = K(F) + Ri(F),

wobei Ry (F') zugehériger Approximationsfehler.

2. Zeige, dass fiir den Fehler Ry (F) der Kubaturformel die folgende Abschitzung gilt.

Ryc(F) <2 ( s [Ro(F(a,o)| + max, |RQ<F<-,y>>|) |

ze[-1,1] ye[-1,1
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Kapitel 6

Eigenwertprobleme

6.1 Grundlagen (Wiederholung)

Eigenwerte einer Matrix A = [ay],;_, , € C™" sind die n Nullstellen Ay,---, A, des
charakteristischen Polynoms. p(z) = det(zl — A).

O'(A) = {)\1’...7)\n} :Spekﬂ
) = My Ao S (4) = 35 = 3
i=1 i=1

= -
Sei A € 0(A), dann heiflen Vektoren z € C" \ {0} die Az = Az erfiillen, Eigenvektoren.

Ein Unterraum S € C" mit der Eigenschaft x € S = Az € S heifit invariant. Falls
AX = XB B e CFF, X € C™F, rank X = k, so spannen die Spalten von X einen k
dimensionalen invarianten Unterraum auf und By = Ay = AXy = A Xy.

Falls X vollen Spaltenrang hat gilt daher o(B) C o(A). Falls X quadratisch, so folgt o(B) =
o(A), und A, B = X ' AX heiflen shnlich. X ist Ahnlichkeitstransformation

Lemma 6.1 Sei A € C""B € C** X € C"*AX = XB und rang (X) = k, dann gibt es
unitdre Matriz Q € C™", so dafs

T Tio ] k (6.2)

QAQ:T:{O Ty | n—k

und J(TH) = U(A) N J(B)

Beweis: Sei X = @ [ g ] die QR—Zerlegung von X. Es folgt:

R\ R . Rl [R I AT AT R D
R e R ML A | s
R ist nichtsingulér da Rang (X) = k. Aus To; R = 0- B = 0 folgt T5; = 0 und aus 711 R = RB
fOlgt O'(TH) = O'(B) O'(A) = U(T) = O’(T11> U O’(TQQ) — Beh. O

Damit erhélt man den folgenden Satz

Satz 6.3 (Satz von Schur (1909)) Sei A € C™". Dann gibt es Q € C™" unitir so dafs
Q*AQ =T =D + N, (6.4)
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mit D = diag (A1, -+, ), N strikte obere A—matriz. Q kann so gewdihlt werden, dafi Eigen-
werte in beliebiger Folge auf der Diagonale stehen.

Beweis: Mit Induktion n = 1 trivial. Induktionsvor.: Sei Beh. richtig fiir n — 1. Sei Az = Az,
fiir  # 0. Mit Lemma [6.1] B = A gibt es unitéres U so daf

« A Wt 1
vrAU = [ 0 ¢ } n—1
Mit Induktion gibt es U so daB U*CU obere A-Matrix.
Sei Q@ =U [ g wU ] dann ist Q*AQ obere A—Matrix. 0
Sei @ = [q1," -+, qn], ¢ heilen Schur—Vektoren, und spannen Sy = span {qi,-- -, qr} invariant

auf. Eine Matrix heif3t normal falls A*A = AA*.

Korollar 6.5 A € C™" st normal <= 3 wunitires @ € C™", so daffi Q*AQ =
A1

An
Beweis: A normal <= Q*AQ normal Y@ unitir, denn
(QTAQ)"(QTAQ) = QTATAQ = Q"AA™Q = (Q"AQ)(Q"AQ)".
Q*AQ =T obere A—matrix, normal. <= T diagonal. 0

Es gibt eine reelle Variante des Satzes von Schur:

Satz 6.6 Sei A € R™". Es gibt orthogonale Matrix @ € R™" so daf

Ry -+ Rim

QTAQ = :
Rm’m

wobei jedes R;; entweder 1 X 1 oder 2 X 2 mit komplez—konjugierten Eigenwerten ist.

Beweis = Ubung.

Satz 6.7 (Jordan’sche Normalform) Sei A € C™". Dann gibt es X € C™" so daf
XYAX = diag (J1,---,J;), wobei

Ji = R e Cmomi
und my + -+ +mp =n.
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Beweis: bekannt ekelhaft. 0

Die Summe der Dimensionen m; zu einem Eigenwert A heifit algebraische Vielfachheit,
falls diese 1 ist, so heiit A einfacher Eigenwert. Die Anzahl der Jordanblécke zu
A heiflt geometrische Vielfachheit. Es gilt immer algebraische Vielfachheit > geometri-
sche Vielfachheit. Falls algebraische Vielfachheit > geometrische Vielfachheit, so heifit A
defektiver Eigenwert und A defektiv.

Korollar 6.8 A € C™" ist nicht defektiv genau, wenn es X € C™" nicht singuldr gibt, so

daf
XYAX = diag(M1,. .., \n). (6.9)

Beweis: Klar am Satz Jordanform numerisch schwer zu berechnen. Kleine Stérungen in der
Matrix &ndern Jordanform stark, numerisch ist jede Matrix diagonalisierbar, diagonalisierbare
Matrizen liegen dicht in der Menge der Matrizen. Matrizen die fast defektiv sind, konnen
schlecht konditionierte Eigenvektormatrizen haben. Und dies kann drastische Folgen haben,
falls man nichtunitire Transformationen zur Eigenwertberechnung verwendet. Denn es gilt

fIXT'AX)=X"'AX + F (6.10)

wobei
[E]l2 2 eps ra(X)[|All2 (6.11)

Falls X nicht unitér ist , kann E sehr grofl werden.

Beispiel 6.12

(5 —1

A_ i 2 2 :| J(A> - {374}7
[ 0.6 0.8

Q=1 _os 0.6] r2(Q) =1,
[ 1.0 1.01

X = B 2.00] ko (X) = 167.

Sei = 10,t = 3 dann ergibt sich mit Rundung

/(X TTAX) = X1 AX
IF1(Q*AQ — Q*AQls = 107%.

1%
—_
©

Satz 6.13 (Satz von Gerschgorin) Sei
A=D+F mit D= diag(dy,---,dy)

und F' habe Nulldiagonale, dann gilt

wobes
n

D;={z€eC: |z—di|<2‘fij’

J=1

120



Beweis: — Ubung O

Satz 6.14 (Satz von Bauer—Fike.) Seiu ein Eigenwert von A+E € C»" und X 1AX =
D = diag (M1, -+, \n) diagonal, dann gilt

in |\ — | < Ky (X)||E
Agﬁﬂ pl < rp(X)IE]lp

Beweis: — Ubung 0

Der Satz von Bauer—Fike besagt, daf k(X )-|| E|| groBe Storungen in den Eigenwerten auftreten
konnen. X orthogonal = k2(X) = 1. Resultate fiir invariante Unterrdume im allgemeinen
sehr schwer.

Satz 6.15 (Satz von Stewart) Sei Q) unitir

« Y ATR AT P
QAQ_|: 0 T22:| n—p

eine Schur—Zerlegung mit Q = [ Q1 Qo ] . Sei sep (T11,Tae) = %;%W und sei

E € C™" eine Storung. Sei

* Ey Erg ] p
EQ = .
@EQ [ Ey FEz | n—p

2 .
Falls § = sep (T117T22) — HE11||2 — HE22H2 > 0 und HE21||2(HT12||2 + HE21||2) < %, so gibt es

P e C" k% mit | Py < 2||Faill2/8 und die Spalten von Q = (Q1 + Q2P)(I + P*P)_% bilden
eine Orthonormalbasis fir invarianten Unterraum von A+ E.

6.2 Der (QR—Algorithmus fiir unsymmetrische Matrizen

Wir betrachten hier nur den reellen Fall, der Berechnung der reellen Schur—Form. Der beste
Algorithmus zur Berechnung der Schur—Form ist der Q R—Algorithmus von Francis, der im
Prinzip die folgende Iterationsschrift ausfiihrt.

Hy = Q§ AQo

FOR k =1,2,---
Hi, 1 = QiR QR-Zerlegung
Hy = RiQ

END

Diese Iteration wiirde pro Schritt @(n3) flops brauchen (ungefihr 2n Iterationen) also O(n*)
insgesamt. Um das zu verbessern benutze (g, um A auf sogenannte Hessenbergform zu trans-

QFAQu=H = \
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Dies geschieht mit Hilfe von Householder—Transformation (HOUSE, COLHOUSE,
ROWHOUSE)

88 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
88 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
88 8 8 8 8
88 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8

S oo OoOK R

PIPTAPP, =

8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8
88 8 8 8 8

S oo OoOo8K R
cooOo8 8 8

PTPRPT AP, PPy = — PTPTPTPT AP\ P,P3Py = ..

cCo o o8 8
o o8 8K
oo 8 8 8 8
88 8 8 8 8
88 8 8 88
88 8 8 8 8

Algorithmus 6.16 (Householder—Reduktion auf Hessenberg—Form)
Input: A e R
Output: H € R""H = QTAQ,Q Produkt von Householder—Transformation gespeichert
auf unterem Teil von H.
FOR k=1:n-2
v(k+1:n)= HOUSE (A(k+1:n,k));
Ak+1:n,k:n)= ROWHOUSE (A(k+1:n,k:n),v(k+1:n));
A(l:n,k+1:n)= COLHOUSE (A(1:n,k+1:n),v(k+1:n));
Ak+2:n,k)=v(k+2:n);

END

Kosten: 20n3/3 flops +% flops falls @) gebraucht wird.
Fehleranalyse: H = QT(A+ E)Q mit QTQ = I und ||E||r < en?eps || A| .

— Ubung

Die Hessenberg—Reduktion ist nicht eindeutig. Falls Hessenberg—Matrix unreduziert ist, d.h.
alle Elemente in der ersten unteren Nebendiagonalen # 0 sind, so ist die Hessenreduktion fast
eindeutig durch die erste Spalte von @) bestimmt, d.h. wird diese festgelegt, so ist der Rest
eindeutig bis auf Vorzeichenmuster.

Satz 6.17 (Implizites Q—Theorem) Sei A € R™, seien Q = [q1,...,qn,V =
[v1,---,vn] orthogonale Matrizen , so daf QTAQ = H,VTAV = G beides Hessenbergma-
trizen. Sei k der kleinste Index so daf$ hgy1 5 =0 (k =n, falls H unreduziert). Falls vi = ¢
50 gilt v; = £q; und |hi;—1| = |gii—1] firi=2,k. Falls k <n so gilt gy4+1,x = 0.

Beweis: Sei W = VT Q. Dann gilt GW = WH. Also folgt fiir i =2 : k

i—1
hii—1w; = Gw;—1 — E hji—1w;
i=1
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Da w; = e; folgt, daf [wy,---,w;] obere A-Matrix ist. w; = v;fqi und h; ;1 = wiTGwi_l
implizieren
v; = £¢4, |hii—1| = |gii—1| filr i« = 2 : k. Falls hy_q 1 = 0 so folgt (bis auf Vorzeichen)

Ge—1k = €141Ger, = e} \GWep = (ef W) (Hey,)

k k
_ T _ T —
= 6k+1 Zl hz‘kWGi = Zl hik6k+1e’i =0.
1= 1=

O

—> Erste Spalte festlegen ergibt im wesentlichen gleiche Hessenbergreduktion (bis auf Vor-
zeichen).
Damit kann man nun eine praktische Variante des Q R—Algorithmus machen.

H= QgAQO Hessenberg—Reduktion

FOR k=1,2
H=QR QR-Zerlegung
H = RQ

END

H bleibt Hessenberg, denn da H = QR und R obere A-Matrix folgt, dal Q = HR™! obere
Hessenberg—Matrix = das neue H = R(@) ebendfalls obere Hessenbergmatrix.

Im folgenden kann man annnehmen, dafl h;y1; # 0 fiir die Hessenberg—Matrix. Sonst kann

man das Problem zerlegen.
Falls

Hyi | Hyo P
H —
[ 0 | Hoo } n—p

mit z. B.
’hp+17p| < ceps (|hpp’ + ’hp+17p+1|) (6.18)

so spaltet man H in zwei Teilprobleme auf: Hy1, Hos.

Beschleunigung durch Shifts

Satz 6.19 Seip ein Eigenwert einer unreduzierten oberen Hessenbergmatriz H. Sei H —pl =
QR QR Zerlegung und H = RQ + pl so gilt hpp—1 = 0, hpp = p.

Beweis: H unreduziert = H — pl unreduziert UL (H — pl) = R ist singulér und da man
zeigen kann, dafl |ry;| > |hit1| = rm = 0. = letzte Zeile von H ist 0. 0

Idee ist also mit Naherungen an Eigenwerte zu shiften z.B. mit einem Eigenwert von

hnfl,nfl hnfl,n
hn,n—l hn,n

falls der reell ist oder mit zwei aufeinanderfolgenden komplex konjugierten Shifts A, .
(A—AI)(A — M), um komplexe Arithmetik zu vermeiden.

Ai— XM = Q1R (A; — MN)(A; — /_\I) = (Q1Q2)(R2Ry)
Aipi = RiQi+ A
Aip1 =AM = Q2R

Aiys = RoQa+ A
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— Ubung (A; — M)(A; — M) = A2 + 2Re(M\)A; + |A|? ist reell auch wenn A nicht reell.
Man kénnte A% — 2Re(\)A; + |A1|* berechnen und davon QR-Zerlegungen Q;R; bilden und
dann A;1o = Q;TFAZ«Qi. Dies ist zu teuer. Besser nutze implizites (Q—Theorem.

i) Berechne erste Spalte z = (A; — \I)(A4; — \iI)e.

ii) Bestimme Householder-Matrix Py, so da§ Pyz = aey.

iii) Bestimme Householder—-Matrizen Py, Ps,-- -, P,_5 so daf} PE—Q ‘e PgAiPO - Py o wie-
der obere Hessenbergmatrix.

Algorithmus 6.20 (Francis QR—Schritt)

Input:

Output:

Unreduzierte obere Hessenbergmatrix H € R™"™, dessen untere rechte 2 x 2 Matrix
die Figenwerte a1, as hat.
ZTHZ wobei Z = Py - - - P,,_s Produkt von Householder—Matrizen ist und ZT(H—
a1 I)(H — aol) obere A—Matriz.
m=n-—1
s =H(m,m)+ H(n,n)
t=H(m,m)* H(n,n) — H(m,n) * H(n,m)
r=H1,1)«H(,1)+ H1,2)«H(2,1) —s*x H(1,1) + ¢t
y=H(2,1)xH(1,1)+ H(2,2) + s
z=H(2,1)* H(3,2)
FOR k=0:n-3
v= HOUSE ((x,y,2)T)
H(k+1:k+3,k+1:n)= ROWHOUSE (H(k+1:k+3,k+1:n),v)
r = min{k + 4,n}
H(l:r,k+1:k+3)= COLHOUSE (H(1:r,k+1:k+3),v)
r=Hk+2,k+1)
y=H(k+3,k+1)
IF k<n-3
z=Hk+4,k+1)
END
END
v= HOUSE ([z,y]")
Hn—1:n,n—2:n)= ROWHOUSE(H(n—1:n,n—2:n),v)
H(l:n,n—1:n)= COLHOUSE(H(1:n,n—1:n),v)

Kosten 10n? flops + 20n? flops fiir Akkumulation von Q.
— Ubung

Algorithmus 6.21 (QR—Algorithmus)
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Input: A e R™™ Toleranz tol > eps

Output: Reelle Schurform QTAT = T. A wird mit Hessenbergform von A dberschrieben.
Falls Q, T gebraucht werden, so wird T in A gespeichert. Falls nur Eigenwerte ge-
braucht werden, so werden die Diagonal Bldcke in den entsprechenden Positionen
gespeichert.

(1) Verwende Algorithmus zur Transformation auf Hessenbergform.
UNTIL q==n

END

Setze alle Subdiagonalelemente zu Null, die |h;;—1| < tol (|hi| +
\hi—1i-1|) erfillen.
Finde griftes ¢ > 0 und Kleinstes p > 0 so dafs

Hyy Hiyip Hiz | p
H = 0O Hy Hey | n—p—gq,
0 0 Hsz | ¢

wobei Hsg quasi obere AN—Matriz und Hoy unreduziert.
IF qg<n
Mache einen Francis QR-Schnitt mit Hog, Hoy = ZT HooZ
IF  Q bendtigt wird
Q=Q: diag(Iy,Z, 1)
Hyo = Hi2Z
Hys = ZT Hog
END

END

Bringe alle 2 x 2 Blocke mit reellen Figenwerten auf obere N—Form und akkumu-
liere ggf. Transformationen

Kosten: 10n? fiir Eigenwerte sowie 25n2 fiir Q und T

Beispiel 6.22

D

Il
©C ook
oo wkw
= I NG T
—= 00~ & ot
© 0w~ o

125



Tteration /(‘hgl‘) /(|h32|) /(‘h43‘) /(“’L34|)

1 10° 100 100 100
2 10° 10° 10° 10°
3 10° 100 1071 100
4 10° 10° 1073 1073
5 10° 10° 106 107°
6 1071 10° 101 10713
7 1071 100 10728 10718
8 1074 109 conv. conv.
9 1078 10°

10 108 100

11 1016 100

12 1032 100

13 conv. conv.

Fehleranalyse: Algorithmus berechnet T = QT (A + E)Q
QTQ=1 |E|2= eps[|A]2
Q fast orthogonal QTQ=1+F |F|2~ eps

Was macht man nun wenn man nur bestimmte Eigenvektoren zu bestimmten Eigenwerten
will, nicht den invarianten Unterraum.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten; entweder man sortiert um oder man verwendet die soge-
nannte Inverse Iteration. Sei p eine Eigenwertniherung und sei (A — pu1) nicht exakt singulir,
so ist der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert von (A — ul)~! gerade der gesuchte.

Algorithmus 6.23 (Inverse Iteration) Gegeben A € C""u € C FEigenwertniherung und
Startvektor ¢(¥)

FORk=1,2,---
Lose (A — pI)t®) = ¢(k=1) qg® = 2B /)12,
AE) = (qUNT Ag(k)

END

Kann das iiberhaupt klappen? A — ul ist doch fast singulér.
Angenommen A hat Basis aus Eigenvektoren {z1,---,z,} und Az; = Ax;, i =1,---,n. Falls

¢ = Zn: Bixi
i=1

so ist ¢*) ein Vektor in der Richtung

- Bi

Y A (U e
@ =ul)™a e

(6.24)

Das Hauptgewicht liegt also in der Richtung von z;, der zu A\; =~ p gehort. In diese Richtung
ist das Gleichungssystem auch l6sbar, da x; im Bild von A — ul liegt.

Abbruchkriterium Sei 7*) = (A — uI)¢® das Residuum. Man bricht die Iteration ab wenn

[r®]|oe < - eps || Allso. (6.25)

126



Falls man Transformation auf Hessenbergform schon hat, so braucht jeder Schritt nur 0(n?)
flops.

Fiir symmetrische Matrizen kann man man QR genau so anwenden. Man braucht weniger
Speicher und flops, symmetrische Speicherung und man erhélt schnellere Konvergenz. Dop-
pelshifts sind nicht notwendig. Viele Tricks und Varianten. Fiir ausfiihrliche Inhalte siehe B.
Parlett, The Symmetric Figenvalue Problem.

6.3 Der (QR—Algorithmus fiir symmetrische Matrizen

— Ubung |6.56l Reduktion symmetrischer Matrizen auf Tridiagonalgestalt.
— Ubung Symmetrischer Q R—Algorithmus mit Wilkinson—Shift.

6.4 Die Singulidrwertzerlegung

Eines der wichtigsten Hilfsmittel in allen Bereichen der numerischen Mathematik ist heutzu-
tage die Singuldrwertzerlegung einer Matrix.

Satz 6.26 Sei A eine reelle m x n Matrixz. Dann g¢ibt es orthogonale Matrizen U =
[Ut, U] € R™™ und V= [vy,---,v,] € R™™, so daf

UTAV = diag (01,--+,0p) € R™", p = min(m, n) (6.27)

wobei oy = 09> -+ = 0p = 0.

Beweis: Seien z € R",y € R™ Vektoren mit ||z]|2 = ||y|l2 = 1, so dal Az = oy,0 = ||A]]2.
Dies ist moglich, da [[All2 = sup|,=1 [[Az|2 angenommen wird.

Da jede Menge von orthogonalen Vektoren zu einer Basis des ganzen Raumes erginzt werden
kann, gibt es Vi € R™("=1 und U; € R™(m=1 5o daB

V =[z,V1] e R"" U = [y,U;] € R™™ orthogonal sind. Dann gilt

T y’ y’
UTAV = [UlT}A[m Vl]:[UlT}[ay, AV ] (6.28)
o wl
A
Da
s I
‘ Aq [ } > (0% 4+ wlw)?, (6.29)
W Tl
so folgt, daB
|A1]15 = 0% + whw. (6.30)
Aber 02 = || A||3 = ||A1]|3. Also folgt w = 0. Per Induktion folgt das Resultat. 0

Die Werte o; heiflen Singularwerte, die u;, v; linke und rechte Singuldrvektoren. Es gilt

A’U'L‘ = O;Uq, ATUi = 04V, 1= ]-7 T min(m7 n) (631)
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— Ubung

Die Singuldrwerte sind die Langen der Halbachsen der Hyperellipsoide E = {Az : ||z| = 1}.
— Ubung

Seioy =20, > 0,41 = =0, =0, s0 gilt

rang (A) = r

Kern (A) = span {vp41, -, vn}
Bild (A) = span {uj,---,u,}
IAIZ = o+ +02 p=min{m,n}
[Allz = o
cond 9(4) = %

Die Singuldrwertzerlegung wird daher zur Rangbestimmung verwendet. Weitere Anwendun-
gen, Bildverarbeitung, Ausgleichsprobleme, Abspaltung von Kern und Co-Kern.

Satz 6.32 Sei A =UXVT die SWZ von A € R™". Sei k <r = rang (A) und

k
A = Z ouvl . (6.33)
i=1

Dann gilt

mln ||A Bll2 = ||A — Akll2 = og41- (6.34)
rang(B)

Beweis: UT A,V = diag (01, -+, 0%,,0---,0) => rang (A) = k und
UT(A — Ak)V = diag (0,-~ . ,O,U]H_l,' '-,O'p) — ||A—Ak||2 = Ok+1-

Angenommen rang (B) = k fiir B € R"". Dann gibt es orthonormale Vektoren x1,-- -,z &
die Kern (B) aufspannen. Kern (B) = span {z1,- -, x,_¢}. Aus Dimensionsgriinden gilt
w = span{x1, -, Tp_} Nspan{vy,---,vp11} # {0} (6.35)

(z=> v «a; = ’UZTZ)
Sei z € W, ||z||2 = 1. Da Bz =0 und
k+1
Az =3 oy(vl 2)uy, so folgt
i=1
k+1
|4 = BI3 > [I(A - B)z|3 = [|A=]3 = ZU vi 2) 2 0f 4. (6.36)

6.4.1 Die Berechnung der Singulidrwertzerlegung

Man koénnte die Berechnung der Singuldrwertzerlegung direkt auf ein symmetrisches Eigen-
wertproblem zuriickfithren, denn falls A = ULVT € R™", m > n, so gilt

AAT = UxvTysTuT = UZQUT U diag (02, -, n)UT und da AAT symmetrisch ist dies
eine Schurform mit spezieller Anordnung Analog
ATA = v¥2vT = V diag (02,---,02,0,---,0)VT. Man konnte also A”A und AA” bilden,

aber wie wir schon beim Ausgle1chsproblem gesehen haben, wiirde dieses zur Quadrierung
der Kondition fiithren.
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Besser ist daher der Algorithmus von Golub/Kahan der auf den symmetrischen QR-
Algorithmus aufbaut.

(1) Schritt transformiere A auf Bidiagonalform mit Householder—Transformationen.

Algorithmus 6.37 (Householder—Bidiagonalisierung)
Input: A eR™" m>=n
Output: Der obere Bidiagonalteil von A wird dem oberen Bidiagonalteil von B = UT AV
tiberschrieben, B obere Bidiagonalmatriz.

U= Ul"'Un—l('Un)y V= Vl"'vn—2

Produkt von Householder—Matrizen. Der wesentliche Teil von U; ist in A(j + 1 :
m, j) und der wesentliche Teil von V; in A(j,j+ 2 :m) gespeichert.

FOR

END
IF

END

j=1:n—-1

v(j:m)=HOUSE(A(j :m,j));

A(j:m,j:n)=ROWHOUSE(A(j:m,j:n),v(j:m));

A(+10m,5) = v(j+1: m);

IF j<n—2
v(j+1:n)=HOUSE(A(j,j+1:n)T);
A(j:m,j+1:n)=COLHOUSE(A(j:m,j+1:n),v(j+1:n));
A, j+2:n)=v(G+2:n)7;

END

m>n

v(n:m)=HOUSE(A(n:m,n));

A(n:m,n) = ROWHOUSE(A(n: m,n),v(n:m));
An+1:m,n)=v(n+1:m);

Kosten: 4mn? — 4n3/3 flops
Falls U, V explizit bendtigt werden, diese erhilt man mit 4m?n — 4n3/3 fiir U und 4n3/3 fiir

V.

Fehleranalyse: B =

Vorgehen:

UT(A+ E)V mit UTU = I,VTV = I, ||E||r < cn? eps ||A|F.

r r T x r r T
r T T x 0 z =z
mxmxiOxwm&
r T T x 0 z =z
T T x T | | 0 2 = x|
z x 0 07 [z 2 0 0] z x 0 0
0 2 =z =z 0 z =z x 0 = O
OCC.TCCE)OOCCxﬁ()OxCC
0 =z =z 0 0 z x 0 0 z =z
0 =z =z z | | 0 0 = =z | 0 0 z z
z x 0 O z x 0 O
0 =z O 0O = O
OOxxEOOx:U
0 0 0 =z 0 0 0 =z
0 0 0 =z 0 0 0 O
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(2) Wende symmetrischen QR-Algorithmus implizit auf 7= BT B (tridiagonal) an,

I dl fl i d% f1d1 i
R fidi d5+fE fady

7 BTB — L L L

dn fn—ldn—l

0 L fnfldnfl d% + fg_l |

Berechne Eigenwert A von

2 2
T(n—1:n,n—1:n)= [ R ]

dp-1fa1 A2+ [

der nither an d2 + f2_, liegt.
Berechne die beiden Elemente von

d? — A
T—X)ep=| ¢
(T = A)es { . ]
und eine Givensrotation G = [ RO ]
—S51 G
a s " N
—S51 G d1f1 0
und transformiere ] ]
*
® *
BG, =

wieder auf Bidiagonalform.
— Ubung

Berechnung und Anwendung von Givensrotationen

Bestimme ¢, s € R mit ¢ + s? = 1, so daB

Wichtige Details:

Stabilitit der Berechnung von ¢, s. Im Prinzip ist ¢ = +b/va? + b, s = Fa/va? + b*>. Man
berechnet aber den Quotienten ¢ = a/b bzw. t = b/a und macht Fallunterscheidung. Aus
Stabilitatgriinden sollte [¢t| < 1 gelten.
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Algorithmus 6.38 (Erzeugung der Givens—Parameter)
Input:  a,b€R.

Output: c,sERmith—st—l,sodaﬂ[Z _S] [Z]—[g]

Cc

FUNCTION ¢, s] = GIVENS(a,b)

IF |b] > |al
t=—a/b;
s=1/V1+1¢;
c=8x*t;

ELSE
t=—b/a;
c=1/V1+1t;
s=cxt;

END

END GIVENS

Kosten: 5 flops, 1 V-

Algorithmus 6.39 (Vormultiplikation mit Givens—Rotation)
Input:  AcK?>" ¢ seR,?+s>=1.

Output: A 1tiberschrieben mit [ Z _CS ] A.

FUNCTION A= ROWROT(A,c, s)
A=ec,—s;s,c] % A;
END ROWROT

Kosten: 6n flops.
Fehler: gl(GA) = G(A+ E), ||E||2 = O(eps||Al2)

Algorithmus 6.40 (Nachmultiplikation mit Givens—Rotation)
Input:  AcKm2 ¢ seR,?+s%=1.

Output: A dberschrieben mit A [ _CS z } .

FUNCTION A= COLROT(A,c,s)
A= Ax|c,s;—s,c;
END COLROT

Kosten: 6m flops.
Fehler: gl(AG) = (A+ E)G, |E|lz = O(eps||A|2)

Diese 3 Algorithmen werden verwendet um bestimmte einzelne Eintrdge einer Matrix zu
eliminieren.

Dieses ist ideal fiir den SWZ-Schritt.
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Algorithmus 6.41 (Golub/Kahan SWZ—Schritt)

Input: Bidiagonalmatriz B € R™", die keine Nullen auf Diagonale und Superdiagonale
hat.

Output: B tberschrieben mit der Bidiagonalmatric B = UTBV,U,V orthogonal und V
st im wesentlichen die orthogonale Matrixz die man erhalten wiirde, wennman die
symmetrische Version des QR-Algorithmus auf T = BT B anwenden wiirde.

Sei pu der Eigenwert der rechten unteren 2 x 2 Matriz von BT B der niher am
letzten Diagonalelement von BT B ist.
y = B(1, 1)2 —H
z=B(1,1) * B(1,2)
FOR k=1:n-1
[c,s] = GIVENS(y, z);
[ =max{l,k—1}
B(l:k+1,k:k4+1)=COLROT(B(l:k+ 1,k :k+1),¢,5);
y = B(k, k);
z=B(k+1,k);
[c,s] = GIVENS(y, z);
[ = min{k + 2,n}
Bk:k+1,k:1)=ROWROT(B(k:k+1,k:1),c,s);
IF k<n-—1
y = B(k,k+1);
z = B(k,k+2);
END
END

Kosten: 30n  flops, 2n
Akkumulation von U  6mn flops
Akkumulation von V' 6n? flops
Fehler: Wie bei QR.

Deflation wie bei Q R—Algorithmus

Die Anfangsreduktion auf Bidiagonalform und die Iterationsfolge zusammen mit Deflation
wird zusammengefaat im SWZ—-Algorithmus.

Algorithmus 6.42 (SWZ Berechnung—Golub/Reinsch)
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Input:
Output:

AeR™" m>n,e=c- eps,c klein.
A iiberschrieben mit U'AV = D + E U,V orthogonal, D diagnonal, ||E||2
eps || All2.
Bidiagonalisiere A mit Algorithmus @ q=0;
WHILE q<mn
Setze A(i,i+ 1) zu Null, falls
|[A(i,i+ 1) <e(JAG )|+ |AGE+1,i+ 1)), i=1:n—1.
Bestimme grifites q und kleinstes p, so daf in
B 0 0 D
B= 0 By 0 n—p—q
0 0 Bass qg+m—n
bp n—p—q ¢
Bss diagonal ist, und Bao nur Nebendiagonalelemente # 0 hat.
IF g<n
Setze in Bao alle A(i,i) zu Null, falls |A(i,1)| < €||Baz]|-
g Diagonalelement von Bog Null
mache Spezialschritt (unten)
END
Wende Algorithmus auf Bao an
END
END
Spezialschritt:

~
~

Sei k der griéfite Index, so daf fir die Fintrige in Bay A(k,k) = 0 ist und
A(l, 1) #0,1> k.
Schiebe Eintrag an Position (k,k + 1) nach rechts heraus

FOR

END

j=k+1l:n—p—q

Eliminiere Eintrag in Position (k, j)
[¢,s] = GIVENS(A(j, ), A(k, j));
A((j, K], §) = ROWROT(A(j, k], ), . 5);

Neuer FEintrag in Position (k,j 4+ 1) kommt herein
IF j<n—p—q

A([,k],j+1) = ROWROT(A([5, k], 7+ 1),¢,s);

END

Schiebe Eintrag an Position (k — 1,k) nach oben heraus

FOR

END

j=k—1:—-1:p+1

Eliminiere Eintrag in Position (j, k)

e, 8] = GIVENS(A(, ), A, k)):

A(j, 5, k]) = COLROT(A(j; [j; k), ¢, 5);

Neuer Eintrag in Position (j — 1,k) kommt herein
IF j>p+1

A(] - 1a [.]7 k]) - COLROT(A(J - 17 [.77 k])7cv 3);

END
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‘ flops

b))
Koten:

3,V
2, U
U,V

4mn? — 4n3/3
4mn? + 8n3

4m?*n — 8mn?
4m2n + 8mn? + In?

Den Spezialschritt verdeutlichen wir an folgendem Beispiel
Zuerst schieben wir den Eintrag (k, k 4+ 1) nach rechts heraus

Beispiel 6.43

o O O =

x| ®
® — 0]0 ® | — 0 0
ok ® ® ® ®
* * ] L ®
Dann schieben wir den Eintrag (k — 1, k) nach oben heraus
x % x ®|® i [ 0
* ® 10 0
0 0 |+~ 00 0 |~ 00 0
® @ ® @ ® @
® ® | i ®
Iteration | O(ag1) | O(ags) | O(ass)
1] 10° 109 109
2 | 10° 10° 10°
3| 100 10° 10°
4| 10° 107! 1072
5| 100 1073 108
00
0 —1 —27
10 6| 10 10 10
3 1 71 100 107! -
0 4 8 | 109 10~* -
910! 100714 | -
10 | 1071 - -
11| 107* - -
12110712 | - -
13 - -

S O N =

Also kubische Konvergenz.
Weiteres siehe Golub / van Loan.
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6.5 Der Bisektionsverfahren zur Berechnung der Eigenwerte

symmetrischer tridiagonaler Matrizen

Sei T die fithrende Hauptabschnittsmatrix von

ar b
b1 as b2
T= by =T*
7' " bn—l
bn—1 Qn

und sei p,(x) = det(T,, —xI), r=1:n dann gilt

pr(x) = (ar — 2)pr—1(x) = (by—1)’pr—2(z) r=2:n
— Ubung Man kann p,(x) in 0(r) flops auswerten.

Algorithmus 6.46 Biscktion zur Berechnung der Eigenwerte von T.

6.44

Input: T wie in
2, n(y)pn(z) < 0.

symmetrisch, tridiagonal,

WHILE |y — z| > tol (Jy| + |2])

€r =
IF pp(z)pn(z) <0
=X

ELSE

y=x

y+z
2

END

END

Kosten: 0(h) flops. Fehler halbiert sich pro Schritt, lineare Konvergenz.
Parallel auswertbar.

Toleranzgrenze tol,

(6.44)

(6.45)

Y,z € Ry <

Satz 6.47 (Sturm’sche Kette) SeiT in unreduziert dann separieren die Eigenwerte

von T._1 die Figenwerte von T,.
)\T(Tr) < )\Tfl(Trfl) <0 < )\Q(Tr) < )\1(T7~71 < )\1(Tr)

Falls a(X\) die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge {po(A), - -
Anzahl der Figenwerte von T < als x.

Beweis: z.B. Stoer

Damit kénnen wir einen weiteren Algorithmus zur Bisektion bekommen.

Algorithmus 6.49 (Sturm’sche Ketten, Bisektion) Input: T wie in
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(6.48)

<, pn(A)} ist, so ist a(z) die

(6.44), Toleranz tol
und Polynomfolge wie in[6.43, [a,b], so daf alle Eigenwerte von T in [a,b]

.Setx=by=a.



WHILE |y — z| > tol (Jy| + |2])

= (y+2)/2
IF a(z) > k
z=zx

FELSE

y=u

END

END

Man kann y(\) auch mittels Cholesky—Zerlegung bestimmen.

6.6 Ubungen zu Kapitel 6

Ubung 6.50 a) Zeige den Satz von Gerschgorin: Sei A = (aij); j=1...n € C". Dann sind die

Eigenwerte von A enthalten in der Vereinigung der Kreisscheiben

n n
U Ki, Kl = {Z : |Z — GJZ'Z'| < Z |a”|}
=1 j=1
i
b) Zeige folgende verschdrfte Variante des Satzes von Gerschgorin: Sind i1,. .. ,1i, (paarweise ver-
schieden) so gewdihlt, daf

(L’JKik)ﬂ 0 x|
k=1

i=1

dann enthilt \J,_, K;, bereits r (nicht zwingend verschiedene) Eigenwerte von A
Hinweis: Die Eigenwerte einer Matriz hdngen stetig von den Koeffizienten der Matrix ab.

Ubung 6.51 Zeige den Satz von Bauer und Fike: Sei A = (aij)i,j:l,...,n e C™™ diagonalisierbar,
d.h., nehme an, daff A = XAX ™1 ist, wobei A = diag (\1,...,\n) ist und X nicht singulir ist. Sei
E € C™" irgend eine Matriz. Dann existiert zu jedem Eigenwert pn von A+ E ein Figenwert \; von
A derart, daf

s = ul < IX N IX N Ellp-

Dabei ist || o ||, die dbliche induzierte Matriznorm zur p-Norm fir Vektoren.
Hinweis: Betrachte 0.B.d.A. y # \; und betrachte (uI — A)X Y fiir ein geeignetes v.

Ubung 6.52 Schreibe ein MATLAB ~Programm fiir den QR-Algorithmus fiir symmetrische Ma-
trizen einmal mit Wilkinson—Shift und einmal ohne Shift (Der Wilkinson—Shift einer symmetri-

p—1,n—1 Gn—1n

schen Matrixz A ist der Eigenwert von , welcher dichter bei an, gelegen ist).

n—1,n Ann

Fiir die Reduktion auf symmetrische Tridiagonalgestalt darf die entsprechende Routine ’hess’ aus
MATLAB verwendet werden. Fir die Iteration reicht die explizite Variante.
Vergleiche beide Varianten beztiglich Rechenzeit und Genauigkeit anhand der Matriz A =

2 -1

-1 L .

fiir Dimension n = 10, 20, ...,100.
]

-1 2
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Ubung 6.53 Sei A € C™™ eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatriz und pu € C. Zeige:

1. Falls A— pl = QR eine QR—Zerlegung von A — ul ist, dann ist QQ eine obere Hessenbergmatrix
(d.h. qij =0,i>j+1). Ist u ein Figenwert von A, dann ist rpy = 0.

2. H = Q" AQ ist eine obere Hessenbergmatriz. Ist i ein Eigenwert von A, dann ist hy 1 = 0.
Was bedeutet das fiir die letzte Spalte von Q¢

3. Nehme an A sei reell. Dann ist auch (A — pl)(A — @) is reell.

4. Sei A reell und p = o + i3 ein Eigenwert von A. Falls A? — 2aA + (a® + %) = QR eine
1,n—1 Tn—1,n

QR-Zerlequng ist, dann ist (T”
0 Tnn

) s singuldr.

Ubung 6.54 Sei A € C*" obere Hessenbergmatriz und p ein Polynom. Nehme an, dass p(A) nicht-
singuldr ist. Zeige: Ist p(A) = QR eine QR-Zerlegung von p(A), dann ist B = Q7 AQ eine obere
Hessenbergmatriz. Gibt es eine Mdéglichkeit B zu berechnen, ohne das ganze Polynom p(A) auszurech-
nen?

Ubung 6.55 Schreibe ein MATLAB —~Programm fiir die Reduktion auf obere Hessenberggestalt mit-
tels Householder—Transformationen. Vergleiche das Programm beziiglich Genauigkeit und Rechen-

aufwand mit der MATLAB —Routine ’hess’ anhand zufdillig erzeugter Beispiele der Dimensionen
n = 10,20, ...,100.

Ubung 6.56 Schreibe ein MATLAB —Programm fiir die Reduktion symmetrischer Matrizen auf Tri-
diagonalgestalt mittels Householder—Transformationen. Vergleiche das Programm beziiglich Genauig-
keit und Rechenaufwand mit der MIATLAB —Routine ’hess’ anhand zufillig erzeugter Beispiele der
Dimensionen n = 10, 20,...,100.

Ubung 6.57 Schreibe ein MATLAB ~Programm fiir den QR-Algorithmus fir symmetrische Ma-
trizen einmal mit Wilkinson—Shift und einmal ohne Shift (Der Wilkinson—Shift einer symmetri-

p—1,mn—1 Gn—1n

schen Matrix A ist der Figenwert von ( >, welcher dichter bei ayy, gelegen ist).

Gn—1,n Ann
Fiir die Reduktion auf symmetrische Tridiagonalgestalt darf die entsprechende Routine ’hess’ aus
MATLAB verwendet werden. Fiir die Iteration soll die implizite Variante verwendet werden.

Vergleiche beide Varianten beztiglich Rechenzeit und Genauigkeit anhand der Matriz A =
2 -1
-1 L .
fiir Dimension n = 10, 20, ...,100.
=1
-1 2

Ubung 6.58 Schreibe ein MATLAB —Programm fiir den QR-Algorithmus fir allgemeine reelle Ma-

trizen mit implizitem Francis=Shift (Eigenwerte der Matrix agfl’"fl azfl’” ). Fiir die Reduktion
n,n—1 nn

auf Hessenberggestalt darf die entsprechende Routine ’'hess’ aus MATLAB verwendet werden.
Vergleiche das Verfahren beziiglich Rechenzeit und Genauigkeit mit der Funktion ‘schur’ aus
MATLAB anhand zufillig erzeugter Matrizen der Dimensionen n = 10,20, ..., 100.

Ubung 6.59 Gegeben sei eine symmetrische Tridiagonalmatriz

ar B

A= 62 Q2 c c R™™.
Brn an
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Zeige: Das charakteristische Polynom p,(t) = det(A — tI) von A lisst sich rekursiv berechnen durch

po(t) = 1
p(t) = a1 —t
pi(t) = (oy —t)pj—1(t) — Bipj—a(t), j=2,3,....,n.
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