Boris Springborn Sommersemster 06
Kurven und Flichen 1. Vorlesung

Einfiihrung

Kurven und Flidchen unterscheiden sich von Geraden und Ebenen dadurch, dass sie nicht gerade
sind sondern “gebogen” oder “krumm.” “Kriimmung” ist ein zentraler Begriff der Differential-
geometrie, und in dieser Vorlesung werden wir uns viel mit der Kriimmung von Kurven und
Fldchen beschiftigen. Die Kriimmung von ebenen Kurven ist noch einfach zu beschreiben: Sie
ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Tangente der Kurve dreht. Bei Kurven im Raum wird es
schon ein bisschen interessanter; aber richtig kompliziert wird es erst, wenn man die Kriimmung
von Fléchen beschreiben und verstehen will. Ein einfaches Beispiel soll andeuten, worum es geht.

Warum gibt es keine verzerrungsfreien Weltkarten? Betrachten wir die “Geometrie auf der
Sphéire”. Die kiirzeste Verbindung von zwei Punkten ist ein Grofikreisbogen. (Entgegengesetzte
Punkte habe unendlich viele kiirzeste Verbindungen.) Anders als in der Ebene ist die Winkel-
summe in einem sphérischen Dreieck nicht 7:

Satz. Die Winkelsumme in einem sphdrischen Dreieck in der Einheitssphdre ist m 4+ A, wobei
A der sphdarische Flicheninhalt des Dreiecks ist.

Eine verzerrungsfreie (bis auf Skalierung isometrische) Abbildung eines Teils der Sphére in die
Ebene wiirde sphérische Dreiecke auf euklidische Dreiecke mit gleichen Winkeln abbilden, was
aber wegen der unterschiedlichen Winkelsumme nicht geht. So kann man allein durch Messen
auf der Sphére feststellen, dass man sich auf einer gekriimmten Fliche befindet. Andererseits
kriegt man nicht alles durch Messen auf einer Fliche heraus: Wenn man z.B. ein Blatt Papier
verbiegt, erhédlt man eine gekriimmte Fliche, auf der die Geometrie trotzdem euklidisch ist. Man
unterscheidet innere und duflere Geometrie einer Fléche.

Kurven
Definition. Eine parametrisierte Kurve ist eine stetige Abbildung v : I — X von einem Inter-
vall I C R in einen topologischen Raum X.

In dieser Vorlesung interessieren wir uns nur fiir den Fall X = R", vor allem mit n = 2 oder
n=3.

Stetige Kurven koénnen sehr verschieden sein von dem, was man sich zunéchst anschaulich unter
einer Kurve vorstellt. So gibt es stetige Kurven v : [0,1] — R? mit ([0, 1]) = [0,1] x [0, 1], die
also ein Intervall (etwas eindimensionales) auf ein Quadrat (etwas zweidimensionales) abbilden.

Beispiele. (Die flichenfiillenden Kurven von Peano und Hilbert) Siehe

G. Peano. Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane. Mathematische Annalen 36 (1890),
157-160.

D. Hilbert. Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Fliachenstiick. Mathematische An-
nalen 38 (1891), 459-460.
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Bogenlinge

Sei v : [a,b] — R™ eine Kurve und U : a =ty < t; < ... < tx = b eine Unterteilung von [a, b].
Die lineare Interpolation von v beziiglich U ist die Kurve p, y : [a,b] — R” mit

tig1—t t—t; )
pru(t) = ——(tj) + ——L— y(tj31) fir t€ [t;,t541])
tiv1 —1; tiy1 —t;

Die Lénge der Kurve p, ¢ ist offensichtlich Zf;é lv(tjx1) — v(¢;)|l, wobei || - || die euklidische
Norm des R" ist.
Definition. Die Bogenlinge L(7y) ist der Grenzwert
k—1
lim D lan) = (@),

Uia=to<...<tp=b <
O(U)—0 J=0

sofern dieser existiert. Dabei sei ®(U) = max |t; 41 — ¢;| die grofite Intervallbreite in U.

Das heifit L(y) = [ bedeutet: Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir jede Unterteilung
Uta=ty<...<tp=>bmit ®U) <dgilt |> [|v(tj41) — ()| 1] <e.

Satz. Sei~y: [a,b] — R"™ stetig differenzierbar. Dann ist

L) = [ ol
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Bogenlinge (Fortsetzung)

Ab jetzt betrachten wir nur noch glatte Kurven, das heifit solche, die unendlich oft differenzierbar
(C®°) sind.

Beispiele. 1. Kreis. 7 : [0,27] — R2, y(¢) = 7 (cost,sint). ||y ()| = r. L(y) = 27r.
2. Helix. 7 : [0,27] — R3, 4(t) = (cost,sint,at). |¥ (t)|| = V1 + a?.

L(Wito,t21) = (t2 — to) V1 + a?.
3. Parabelbogen. v : [0,1] — R%, v(¢) = (¢, t2). |7/ (t)|| = V1 + 4¢2.

1 1 1o 1
StV 4 arsinh(?t)} = V5 -+ arsinh(2) = 1,4789...
0

L) = |3

4. Ellipse. 7 : [0,27] — R2, ~(t) = (acost,bsint). [|7/(t)| = Va2 sin® +-b2 cos2 ¢.

27
L(vy) = Va2 + (b2 — a2) cos? t dt.
0

Das ist ein sogenanntes elliptisches Integral. Es kann nicht in elementaren Funktionen integriert

werden kann, sondern nur mit Hilfe von elliptischen Funktionen (sieche Komplexe Analysis Vor-
lesung) oder numerisch.

Definition. Eine unparametrisierte (orientierte) Kurve ist eine Aquivalenzklasse von parame-
trisierten Kurven, wobei zwei Kurven ~ : I — R” und 7 : I — R" #quivalent sind, wenn es eine
(monoton steigende) umkehrbare C*°-Abbildung ® : I — I gibt, deren Inverse auch C'*° ist, so
dass v = 4 o ®. Ein Reprisentant in so einer Aquivalenzklasse heifit eine Parametrisierung der
Kurve.

Ein einfach durchlaufener Kreis und ein zweifach durchlaufener Kreis sind also zwei unterschied-
liche unparametrisierte Kurven. Ein rechtsherum und ein linksherum durchlaufener Kreis sind
zwei unterschiedliche orientierte Kurven.

Satz. Seien v : [a,b] — R™ und ¥ : [a,b] — R™ zwei Parametrisierungen der selben Kurve.
Dann ist L(y) = L(7).

Definition. Eine unparametrisierte Kurve heifit reguldr, wenn fiir eine (und damit auch fiir
jede) Parametrisierung v : I — R™ gilt: 7/(¢) # 0 fiir alle ¢ € I. Ferner heifit v eine Parametri-
sierung nach der Bogenlinge, wenn ||v/(t)|| = 1 fiir alle ¢ € I.

Satz. Jede regulire orientierte Kurve kann nach der Bogenlinge parametrisiert werden. Zwei
Parametrisierungen nach der Bogenlinge, v1 und 72, unterscheiden sich nur durch eine Para-
meterverschiebung: v1(s) = v2(s — so).
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Geschwindigkeit und Beschleunigung, Tangential- und
Kriimmungsvektor

Sei v : I — R™ ¢+ ~v(t) reguliir, to € I. Dann ist

t
s= [ Il du
to

die Bogenlinge der Kurve von t aus, und

d 1 d 1 d

ds = ds qt |l dt

ist die Ableitung nach der Bogenlinge. Der Geschwindigkeitsvektor ist 4/(t), und ||+/(¢)] ist die
Geschwindigkeit. Der Einheitstangentialvektor (oder auch nur Tangentialvektor) ist der normierte
Geschwindigkeitsvektor, oder auch die Ableitung der Kurve nach der Bogenldnge:

1
IEEOI

Die Tangente der Kurve in t ist die Gerade y(t) + RT(t) = v(t) + R~/ ().

T(t) 7 ().

Die Beschleunigung der Kurve ist 4"/ (¢t). Der Krimmungsvektor ist die Ableitung von T nach

der Bogenlénge, also
1
Kt)= ——
v @I

Weil (T, T) = 1, ist (T, T") = 0. Also steht K (¢) senkrecht auf T'(t). Wenn + nach der Bogenlidnge
parametrisiert ist, dann ist die Beschleunigung gleich dem Kriimmungsvektor, K(t) = ~"(¢).

Allgemein erhilt man
1 7N\ Y
K = ’7// _ <’YH, > )
7112 ( [od e ol

Der Kriimmungsvektor ist also die zu T orthogonale Komponente der Beschleunigung geteilt
durch das Quadrat der Geschwindigkeit. Die Absolutkrimmung ist ||K(t)||. Der Krimmungs-
radius ist der Kehrwert der Absolutkriimmung, r(t) = Wenn die Absolutkriimmung

T'(t).

1
Ol
verschwindet, wird der Kriitmmungsradius unendlich. Sonst heifit der Kreis

K(t)
K@)l

K(t)
K@)l

ci(a) = ~v(t) + r(t) ( — cos(a) + sin(«) T(t))

Schmiegkreis oder Krimmungskreis. Er geht bei a = 0 durch «(¢) und hat da den selben
Tangential- und Kriimmungsvektor wie v. Wenn die Kriimmung verschwindet, artet der Kriitmmungs-
kreis in eine Gerade aus (ndmlich die Tangente).
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Ebene Kurven

Sei v : I — R? eine regulire ebene Kurve und J = (0 Bl) die 90°-Drehmatrix. Der um 90°
gedrehte Tangentialvektor
N@t)=J -T(t)

heifit der Normalenvektor. Tangential- und Normalenvektor bilden eine positiv orientierte Or-
thonormalbasis des R2.

Weil der Kriitmmungsvektor K senkrecht auf T steht, gibt es eine Funktion x : I — R so dass
K(t) = k(t)N(t).
Sie heifit die (orientierte) Krimmung der Kurve. Wegen det(T, N) = 1 und der Formel fiir K

aus der letzten Vorlesung gilt

1
k= det(T, K) = EiE det(v',~").

Wenn k identisch verschwindet, dann ist das Bild von « in einer Geraden enthalten. Wenn &
konstant ist aber # 0, dann ist das Bild von « in einem Kreis einthalten.

Beispiel. Die Kriimmung der Ellipse v(t) = (a cost, bsint) mit Hauptachsen 2a > 2b > 0 ist
ab

(a2sin®t + b2 cos2 )3

K(t) =

Das Maximum der Kriimmung r ist also a/b?,
und das Minimum ist b/a?. Die Stellen einer
Kurve, an denen k lokale Extrema annimmt,
heiflen Scheitel einer Kurve. Das Bild rechts
zeigt eine geometrische Konstruktion der Schei-
telkriimmungskreise der Ellipse.

Evolvente und Evolute

Sei v : I — R? regulir mit Tangentialvektor 7" und Normalenvektor N. Um die Rechnungen
abzukiirzen, nehmen wir an, - sei nach der Bogenldnge parametrisiert. Das ist aber fiir die
Definitionen nicht notwendig.

Eine Evolvente von 7 ist eine Kurve n : I — R?, die die Tangenten von v senkrecht schneidet.
Genauer:

n(s) =7(s) + A(s)T(s) und (n'(s),T(s)) =0.
Wenn man die erste Gleichung ableitet und den Ausdruck fiir 7" in die zweite Gleichung einsetzt,

erhilt man X = —1, also ist A(s) = so — s fiir ein so € R. Es gibt also eine 1-parametrige Familie
von Evolventen

Nso(8) = v(s) + (5 = 50) T'(s).
Die Ewvolute von ~y ist die Kurve 7, die tangential an die Normalen von v verlduft. Genauer:

i(s) = 7(s) + A(s) N(s) und  (7'(s), T(s)) = 0.
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Die zweite Gleichung gilt weil 7/ || N <= 7/ L T. Wenn man wieder die erste Gleichung ableitet

und den Ausdruck fiir 7 in die zweite Gleichung einsetzt, erhélt man A = X, also

1
n(s) = —— N(s).
5) = 9(6) + 173 M)
Der Punkt 7(s) ist also der Mittelpunkt des Kriimmungskreises von v an der Stelle s.
Satz. Die Evolute einer Evolvente ist wieder die urspringliche Kurve.

Bemerkung. Man kann Evolventen und Evoluten auch fiir Kurven im R?® (auch im R™) defi-
nieren. Fiir die Evolventen #ndert sich garnichts. Aber die Evoluten sind nicht mehr eindeutig,
weil die Normalen nicht eindeutig sind. (Siehe z.B. Blaschke & Leichtweiss.)

Traktrix

Allgemeine Traktrix-Konstruktion
Sei v : I — R"™ eine Kurve. Eine (allgemeine) Traktriz n zur Leitkurve v ist eine Kurve mit

[y =nll=1 ud 75 =X~vy-n)

fiir eine Konstante ! € R und eine Funktion A : I — R. Wenn man A eliminiert (indem man
|lv—nl|? = 12 ableitet und dann den Ausdruck fiir ' einsetzt) erhélt man die Differentialgleichung
fiir eine allgemeine Traktrix:

_ 1
Iy = nll?
(Wenn 7 diese Differentialgleichung erfiillt, dann ist [ = ||y — || konstant.)

/

n (sv=m) (v =n).

“Die” Traktrix
Fiir v(t) = (¢,0) und 7n(0) = (0,1), also I = 1, erhélt man eine Kurve, die einfach die Traktriz
genannt wird.

Wir bestimmen eine Parametrisierung der Traktrix, indem wir die Differentialgleichung 16sen.
Sei n(t) = (x(t),y(t)). Die erste Komponente der Traktrix-Differentialgleichung lautet dann

= (t—2)2

Daraus erhilt man
B 1—2 _d
Sl (t—2)?2  dt

also t = artanh(t — x). (Wegen z(0) = 0 verschwindet die Integrationskonstante.) Daher ist

1 artanh(t — z),

z(t) =t — tanht.
Die Gleichung fiir y(t) erhélt man aus 1 = ||y — 9> = (z — t)? + y? = tanh? ¢ + y*:

1
y(t) = V1 —tanh®t =

cosht’

Die Traktrix ist also die Kurve

n(t) = (t — tanht, ﬁ) .
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Was ist euklidische Geometrie?

Dieser Abschnitt bezweckt zweierlei: 1. Eine Antwort auf die Frage der Kapiteliiberschrift zu
geben. 2. Einige Begriffe und Sétze aus der linearen Algebra zu wiederholen.

Betrachte R™ mit Skalarprodukt (v, w) =Y, v;w; und Norm [|v|| = / (v, v).

Definition. Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit Isometrie, wenn || f(p) — f(q)|| = |lp — ¢l| fiir
alle p,q € R™.

Lemma. Fine Isometrie f : R® — R™ mit f(0) = 0 ist linear und erhdlt das Skalarprodukt,
d.h. (f(v), f(w)) = (v,w) fir alle v,w € R".

Dieses Lemma ist eine ziemlich einfache Folge aus der sogenannten Polarisationsformel fiir das

Skalarprodukt:
1
(v, w) = 5 ([VI* + llw]* = flv = w]?).

Eine Matrix A € R™*™ heiflt orthogonal, wenn (Av, Aw) = (v,w) fiir alle v,w € R™. Die Men-
ge O(n) der orthogonalen n x n-Matrizen bildet eine Untergruppe—die sogenannte orthogonale
Gruppe des R"—der allgemeinen linearen Gruppe GL(n) = {A € R™*™| det A # 0} aller inver-
tierbaren Matrizen.

Sei A € R"*™. Dann gilt:

A € O(n) <= Die Spalten A, ..., A, von A bilden eine Orthonormalbasis des R".
= A'A=1,

wobei ()¢ Matrixtransposition bedeutet und I die Einheitsmatrix ist.
Aus dem Lemma folgt einfach:
Satz. Die Isometrien des R™ sind die Abbildungen p — Ap+b mit A € O(n) und b € R™.

Wir unterscheiden noch zwei Typen von Isometrien, die orientierungserhaltenden und die orien-
tierungsumkehrenden.

Satz. A€ O(n) = detA==£1.

Die Menge SO(n) = {A € O(n) | det A = 1} der orientierungserhaltenden orthogonalen Matrizen
bildet eine Untergruppe—die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe—sowohl von O(n) als auch
von der speziellen linearen Gruppe SL(n) = {A € R™*™| det A = 1}.

Definition. Eine Isometrie p — Ap+bmit A € SO(n) heifit euklidische Bewegung. Die Gruppe
der euklidischen Bewegungen heif3t die euklidische Gruppe.

Antwort auf die Eingangsfrage. Die euklidische Geometrie untersucht solche Eigenschaften
von Mengen M C R™ und Abbildungen X — R™ oder R® — X (und anderen Objekten), die
invariant sind unter euklidischen Bewegungen. Zum Beispiel der Abstand von zwei Punkten, der
Winkel zwischen zwei Geraden, die Lange einer Kurve, die Kriimmungsfunktion einer ebenen
Kurve, eben alles was man aus der euklidischen Geometrie so kennt.

Diese Betrachtungsweise der Geometrie geht auf Felix Klein zuriick. In seiner (allerdings schwer
zu lesenden) Antrittsvorlesung an der Universitéit Erlangen, bekannt geworden als Erlanger Pro-
gramm, stellte er dar, wie man die euklidische und die verschiedenen nicht-euklidischen Geome-
trien vereinheitlichend und systematisch behandeln kann als Theorien von Invarianten beziiglich
verschiedener Gruppenoperationen.



Boris Springborn Sommersemster 06
Kurven und Flichen 4. Vorlesung

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir ebene Kurven

Satz. Sei I € R™ Intervall und k : I — R eine C°°-Funktion. Dann existiert eine und bis auf
euklidische Bewegung nur eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve v : I — R2.

Bemerkung. Der Satz bleibt wahr (und der gegebene Beweis dndert sich nicht) wenn man
statt C> von der Kriimmung s nur fordert, dass sie C* ist. Die Kurven sind dann C*+2.

Gerahmte Kurven im R™

Sei v : I — R" reguldre C'>°-Kurve mit Tangentialvektor T = % v = ﬁ ~'.

Definition. Ein (orthogonaler) Rahmen fiir 7 ist ein C*°-Abbildung
F= (F1 o Fn) : I — S0(n)

mit Fy = T. Das Paar (v, F') heifit gerahmte Kurve. Die durch

d

—F=FA

ds ()
(wobei % die Ableitung nach der Bogenlinge von  ist) definierte matrixwertige Funktion A

heifit dielAbleitungsmatm':v des Rahmens F', und (*) heifit die Ableitungsgleichung.

Die Spalten F; des Rahmens F' bilden eine sich bewegende Orthonormalbasis. Die Ableitungsma-
trix A = (a;;) stellt die Ableitung der einzelnen Basisvektoren dar in der momentanen Basis F':

d
df Fz = auFl -+ agiFQ + ...+ am-Fn.
S

(Mit dieser Formel ist auch der folgende Satz leicht zu beweisen.)

Satz. Die Ableitungsmatriz A ist eine C*°-Funktion A : I — so(n), wobei
so(n) = {A e R"*"| A" = —A}

die Menge der schiefsymmetrischen Matrizen ist.

Rahmen von ebenen Kurven

Sei 7y : I — R? eine regulire ebene Kurve. Dann gibt es zu v genau einen Rahmen, niimlich

F=(T N).

0 —k
=)

und die Ableitungsgleichung d%F = F'A besagt ausgeschrieben

Die Ableitungsmatrix ist

%T:FLN,
%N:fmT.
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Gerahmte Kurven im R™ (Fortsetzung)

Rahmen von Kurven im R2

Sei v : I — R? eine regulire Kurve mit Rahmen
F= (T Ny Ng.)
Die Ableitungsgleichungen lauten

K=—T = k1N1 + Ko Ng
ds
d
— Ny = —r1T + 7N>3
ds
d
7N2 = —RQT—’TNl
ds
oder
d 0 —K1 )
% (T N1 NQ) = (T N1 NQ) K1 0 —T

K2 T 0

Dabei sind #1 und ko die Komponenten des Kriimmungsvektors K in der Basis F' (die Kompo-
nente in Richtung 7" ist 0), und 7 heifit die Torsion des Rahmens.

acost
Beispiel. Ein Rahmen fiir die Helix v(¢t) = | asint |. Sei v := ||7/|| = v/a? 4+ b2. Ein Rahmen
bt
fiir ~ ist
—%sint  —cost %sint
F= “cost  —sint —%cost
b
v 0 v
Die Ableitungsgleichung ist
d 0 —-% 0
—F=F|% 0 -%],
ds v b v
0 = 0
also ist k1 = ﬁ, ko =0und 7 = ﬁ

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gerahmte Kurven
Satz. Sei I CR ein Intervall und A: I — so(n) glatt. Dann existiert eine und bis auf euklidi-
sche Bewegung nur eine bogenlingenparametrisierte gerahmte Kurve
(v, F): I = R" x SO(n)
mit
F' = FA.
Wir benutzen zum Beweis folgenden Satz iiber lineare Differenzialgleichungen.

Satz. Seil CR ein Intervall, tg € I, V ein endlichdimensionaler Vektorraum, L : I — End(V)
stetig und yo € V. Das Anfangswertproblem

y = Ly, y(to) = yo

hat genau eine Losung. Wenn L eine C*-Funktion ist, dann ist y eine C*+1-Funktion.
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Frenet-Rahmen von Kurven im R?

Sei v : I — R3 regulir, v = ||9/| die Geschwindigkeit, T = %’y’ der Tangentialvektor und
K = 1T’ der Kriimmungsvektor.
Definition. Wenn K (t) # 0 fiir alle t € I (oder dquivalent: wenn 4’ und +"” linear unabhéngig
sind fiir alle t), dann heifit v eine Frenet-Kurve. In diesem Fall ist
F=(T N B)

mit 1

N=—K und B=TxN

K]l

ein Rahmen von 7, der sogenannte Frenet-Rahmen.

Die Ableitungsgleichung fiir den Frenet-Rahmen ist

d 0 —x O
d—F:F k 0 -7, K> 0.
5 0 7 0

Dabei ist k die (Absolut-)Kriimmung, und 7 heifit die Torsion der Kurve die Normalenvektoren
N und B heiflen Hauptnormale und Binormale.

Beispiel. Der oben angegebene Rahmen der Helix ist der Frenet-Rahmen der Kurve. Aus dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt: Die Helices (einschlieflich, fiir b = 0, der Kreise) sind
die einzigen Frenet-Kurven mit konstanter Kriimmung und Torsion. (Allgemeiner gilt: Helices,
Kreise und Geraden sind die einziegen Kurven, fiir die es tiberhaupt irgendeinen Rahmen mit
konstanter Ableitungsmatrix gibt.)

Lokale Reihendarstellung einer Frenet-Kurve

Satz. Sei~v : 0 € I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve und sei
F= (T N B) thr Frenet-Rahmen. Dann ist

v(s) =~(0) + (s - s )T(o) + (@52 + 5

5(0) 3

s )N(o) 4 #Or(0)

s3B(0)
+ Rest hoherer Ordnung.

Man nennt

o v(s) +RT(s) + RN(s) die Schmiegebene
e v(s) + RN(s) + RB(s) die Normalenebene
o v(s) + RT(s) + RB(s) die rektifizierende Ebene

von 7 bei s. Die Projektionen einer Frenet-Kurve in diese Ebenen sehen lokal so aus:

N B B

10
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Parallelverschiebung im Normalenbiindel & parallele Rahmen

Definition. Sei~y: I — R" eine regulire Kurve. Ein Normalenvektorfeld ldngs ~y ist eine glatte
Funktion V : I — R™ mit
(V(t),¥(#)) =0  firalleteI.

Ein Normalenvektorfeld heifit parallel, wenn
V'(t) e RY/'(t)  firalletel.

Lemma. Seien Vi, Vy parallele Normalenvektorfelder lings v. Dann ist (V1,Va) konstant. Das
heifst, die Linge eines parallelen Normalenvektorfeldes und der Winkel zwischen zweien sind
konstant.

Lemma. Seity € I und Vo € R™ mit (Vy,~'(to)) = 0. Dann gibt es genau ein paralleles
Normalenvektorfeld V : I — R™ mit V(to) = V.

Definition. Ein Rahmen F' = (T Ny ... Nn_l) heifit parallel, wenn Ny, ..., N, _1 parallele
Normalenvektorfelder sind.

Die Ableitungsgleichung eines parallelen Rahmens ist

0  —kK1 —Ko —Kn_1
K1 0 0 0
dp_pl ke 0 0 0
ds
Kn—1 0 0 0

Parallele Rahmen zeichnen sich durch verschwindende Torsion aus.

Satz. Seitoel, T° = m7l(t0> und F = (T° N ...NJ_,) eine Orthonormalbasis des

R™. Dann gibt es genau einen parallelen Rahmen F von v mit F(tg) = F°.

Bemerkung. Insbesondere ist damit auch gezeigt, dass es fiir jede regulire Kurve iiberhaupt
einen Rahmen gibt.

acost
Beispiel. Ein paralleler Rahmen fiir die Helix v(¢t) = | asint
bt

Sei F = (I' N B) der Frenet-Rahmen der Helix aus der 5. Vorlesung. Die Ableitungsgleichung
(multipliziert mit v) ergibt

7-%N N-=-%7ilp p__bn
v v v v

Wir setzen an: N = cosa N + sina B fir ein @ : I — R. Berechne N’ und setze die Normal-
komponente gleich 0. Es ergibt sich, dass N genau dann parallel ist, wenn «(t) = —% t + g fiir

irgendein o € R. Ein paralleler Rahmen ist dann F= (T, Ny, Nz) mit
~ b ) b
N1: COS(**t+0¢0)N1+SlH<**t+O&0>NQ
v v
~ ) b b
N2 = 78111(7 *t+0[0) N1 +COS<* *t+0&0> NQ.
v v

(Durch verschiedene Wahl von «q erhiilt man alle parallelen Rahmen von ~.)

11
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Kurven und Flichen 6. Vorlesung

Flichen im R3

Sei U C R? offen. Ein parametrisiertes Flichenstiick im R3 ist eine regulire C°°-Abbildung
fl (’LL7 ’U)
f:U—=R (u,0) — f(u,v) = | falu,v)
f3 (u7 U)

Regulir heifit: Fiir alle p € U sind f,(p) = %(p) und f,(p) = %(p) linear unabhiingig; oder,
was das gleiche ist, die Ableitung

ofr  8fr

ou ov
— | 8f2 O8f2

df - ou ov
Ofs  Ofs

ou ov

hat iiberall Rang 2.
Die Kurven u — 7,(u) = f(u,v) und v — 7, (v) = f(u,v) sind die Parameterlinien.

Die Tangentialebene des Fliachenstiicks in p € U ist die Ebene

£(8) + dfy (B) = o) + R 5L (p

of

(») +R 2 ().

Ein unparametrisiertes Flichenstiick ist eine Aqulvalcnzklassc von parametrisierten Fldchenstiicken,
wobei zwei solche, f : U — R3 und f U — R3, als dquivalent gelten, wenn es einen Dif-

feomorphismus ¢ : U — U gibt, so dass f = f o ng. Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive
C*>°-Abbildung, deren Inverse auch C'*° ist

Beispiele. 1. Parametrisierung der Sphére in Polarkoordinaten.

cos p cos
fiRx(-Z,2) > R?, f(p,0) = | singcosf

sin 0

Das Bild von f ist die Einheitssphére ohne Nord- und Siidpol. Bei § = 3 wére f nicht regulér.
Die Einschrénkung von f auf (—m,m) x (=7, §) ist injektiv. Ihr Bild ist die Einheitssphére ohne
einen Meridian.

2. Stereographische Projektion.

1 2u

f:R2—>R3, f(u,’l]):ﬁ 2v
u? +v?2+1 w4 ? — 1

Das Bild von f ist die Einheitssphire ohne den Nordpol. Diese Parametrisierung ist injektiv.

Definition. Eine eingebettete Fliche im R3, oder auch eine zweidimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R?, ist eine Teilmenge () # S C R3, fiir die gilt: Zu jedem p € S gibt es eine offene
Umgebung V' C R? und ein parametrisiertes Flichenstiick f : U — R3, U C R? offen, so dass
f(U)=5SNV, f injektiv ist, und die Inverse SNV — U stetig ist.

Satz. Sei W C R3 offen, h : W — R glatt, dh, # 0 fir alle p € W, und sei x € R mit
“Y(x) #0. Dann ist h=1(x) eine eingebettete Fliche.

Die Existenz von lokalen Parametrisierungen folgt leicht aus dem Satz iiber implizit gegebene

Funktionen. Dann muss man noch zeigen, dass die Inversen S NV — U stetig sind. Wir sparen

uns das jetzt. Vielleicht gibt es im Rahmen der Mannigfaltigleiten-Vorlesung Gelegenheit, darauf
zuriickzukommen. Sonst sieche Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups.

12
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Kurven und Flichen 7. Vorlesung

Die erste Fundamentalform

Sei f: U — R3, (u,v) — f(u,v) ein parametrisiertes Flichenstiick. Die Abbildung g, die jedem
p € U die symmetrische Biliearform

gy R*xR? = R, 9p(X,Y) = (dfp(X), df,(Y))

zuordnet, heifit die erste Fundamentalform von f. Fiir jedes p ist g, positiv definit, also ein
euklidisches Skalarprodukt. Eine Abbildung, die jedem p € U ein euklidisches Skalarprodukt
zuordnet, heifit Riemannsche Metrik auf U. Deshalb heifit die 1. Fundamentalform auch die von
f induzierte Riemannsche Metrik.

Die Komponenten von g in der Standardbasis e; = ((1)), ey = ((1]), werden nach Gauss traditionell
mit FE, F, G bezeichnet:

Fir X = Xqe1 + Xoea, Y = Yieg + Yoes ist dann wegen der Bilinearitét

E F\ (Y,
9(X,Y) = EX\Y) + F (X1Ys + XoY1) + G XoYo = (X1 Xo) <F G> (Y;> .

Fiir die quadratische Form X +— ¢(X, X) schreibt man traditionell auch

ds® = E du® + 2F dudv + G dv>.

Eine Kurve 7 : I — R? heifit Kurve auf dem Flichenstiick f, wenn es eine Kurve v : I — U gibt
mit ¥ = fo~. Sei also ¥ = f oy eine Kurve auf f. Die Lénge von 7 ist

/II t)| dt = /\/ dfyy) (Y (1)), df ) (7 (1)) dt = /\/gv(t) 7'(1)) dt.

Sei § = f on eine Kurve auf f, die 5 schneidet: v(t;) = n(tz) =: x. Der Schnittwinkel « ist
gegeben durch

<’Y (tl) 77/\/(t2)> _ gw(’yl(tl)anl(tQ)) )
REIEB] V92 (7 (1), 7 (1)) g0 (7 (12), 7 (12))

Ein Fldchenstiick heifit orthogonal parametrisiert, wenn F = (f,, f,) = 0. Dann schneiden sich
die Parameterlinien rechtwinklig. Ein Fldchenstiick heiflt konform parametrisiert, wenn zusétzlich
E =G, also ||fu|l = || fv||- Dann ist

gp(X7 Y) = E(p)<X, Y>7

wobei hier (-,-) das Skalarprodukt des R? ist; und Kurven auf der Fliche schneiden sich im glei-

chen Winkel wie die entsprechenden Kurven im Parameterbereich. Schlieflich heifit ein Flichenstiick

isometrisch parametrisiert, wenn auch noch £ =G = 1.

13
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Kurven und Flichen 7. Vorlesung

Normalenvektor und Gauss-Abbildung

Fiir p € U gibt es genau einen Einheitsvektor N(p) senkrecht auf f,(p) und f,(p), so dass
(fus fo, N) eine positiv orientierte Orthonormalbasis des R? ist:

1
N=——7—+—+f., -
o fu 77

Die Abbildung N : U — S? heifit die Gauss-Abbildung von f. (Sie ist im allgemeinen nicht
regulér.)

Fliacheninhalt
Der Fldcheninhalt von f ist
A(f) = /U det (fu fo N) dudo. )
Wegen det(a b ¢) = (a x b, ¢) gilt auch
A = [ 1 £l dud.

Auflerdem folgt aus

(fu fo N)t(fu Jo N>:

oMy
=N
= o O

die Formel det(f, fo N) = VEG — F2, und deshalb
A(f) :/ VEG — F?dudv.
U

Bemerkung. (Zur Definition des Flicheninhalts) Es wire natiirlich schén, die Formeln
fiir den Flidcheninhalt zu beweisen. Dazu miisste man den Flidcheninhalt erstmal definieren. Die
Lénge einer Kurve hatten wir definiert als Grenzwert der Linge von interpolierenden Poly-
gonziigen. Es liegt nahe, den Fliacheninhalt als Grenzwert des Flicheninhalts von interpolieren-
den polyedrischen Flichen zu definieren. Das einfache Beispiel von H. A. Schwarz! (die soge-
nannte Schwarz’sche Laterne) zeigt aber, dass das nicht ganz so einfach ist. Ein anderer Ansatz
stammt von Minkowski?: Sei S C R3 irgendeine Punktmenge. Fiir r > 0 sei S(r) die Menge
aller Punkte mit Abstand hochstens r von S. Definiere den Flécheninhalt von S als den Grenz-
wert von 3~ vol(S(r)) fiir 7 \, 0 (sofern die Volumen vol(S(r)) und ihr Grenzwert existieren).
Ist nun S = f(U), dann ist—abgesehen von Komplikationen am Rand und bei Selbstschnit-

ten, die aber (hoffentlich) nur zu Termen der Ordnung 72 fithren—S(r) = f(U X [=r,7]), wobei

~

flu,v,w) = f(u,v) + wN(u,v). Nun ist vol(S(r)) = fwe[fm] f(u’v)eU det(fu fo fuw)dudvdw,

und fiir 1{% £ vol(S(r)) = & —o vol(S(r)) erhélt man Gleichung (*).

1H. A. Schwarz. Sur une définition erronée de l'aire d’une surface courbe. Gesammelte Mathematische Ab-
handlungen, Band 2, Springer-Verlag, Berlin, 1890. S. 309-311.

2H. Minkowski. Ueber die Begriffe Linge, Oberfliche und Volumen. Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung 9 (1901), 115-121.
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Kurven und Flichen 8. Vorlesung

Flicheninhalt (Fortsetzung)

Satz. Seien f:U — R3 und f: U — R? zwei Parametrisierungen des selben Flichenstiicks,
also f = f o ® fiir einen Diffeomorphismus ® : U — U. Dann sind die Flicheninhalte gleich:

A(f) = A(F)-

Beispiel. (Lambert’s zylindrische Projektion) Fiir die Parametrisierung

cospV1 — 22
flo,z) = [ sinpv1— 22
z

der Sphére erhélt man
1
1— 22

E:<fg07f4p>:1722a F:<f<p7fz>:07 G:<fzafz>:

Somit ist EG — F? = 1. Die Parametrisierung ist also flichentreu.

Die Gauss’sche Kriimmung

Der vom Normalenvektor tiberstrichene orientierte Flicheninhalt ist
Av(1) = [ det(Ny, No, )
U

Die Gauss-Kriimmung in einem Punkt p € U ist
det(Ny, Ny, N A
K(p) _ € ( ) ) = lim N(f‘Dr(p))7
det(fuafva) ™0 A(ler(p))
wobei D, (p) = {z € U||lz—pl| <r}.

Beispiele. Fiir eine Parametrisierung f eines Teils einer Sphére mit Radius R ist die Gauss’sche
Kriimmung K = % konstant (weil f =m + RN, wobei m der Mittelpunkt der Sphire ist). Fiir
eine Parametrisierung eines Teils einer Ebene ist K = 0 konstant (weil N konstant ist).

Weingarten-Operator und zweite Fundamentalform

Der Weingarten-Operator ordnet jedem p € U die lineare Abbildung A, : R? — R? zu, fiir die
gilt
dN,(X) = df,(A,X)  fiir alle X € R%,

Die zweite Fundamentalform ist die (vom Punkt p € U abhéngige) symmetrische Bilinearform
hP(Xv Y) - 7<dNP(X)7 dfp(Y)> = <Nv D2f(X7 Y)>a
wobei D?(X,Y) = X1Y1 fuu + (X1Ya + XoY1) fuw + X2Ya £y, die zweite Ableitung ist. Die Kom-

ponenten der zweiten Fundamentalform beziiglich der Standardbasis e; = ((1)), €9 = ((1)) sind
l= h(elael) = 7<Nua fu> = <N7 fuu>
m = h(€1,€2) = _<Nu; fv> = _<Nv7fu> = <N7 fuv>
n = h(eg,e3) = —(Ny, fo) = (N, fou)-
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Lemma. 1. Die Matrix des Weingarten-Operators A beziiglich der Basis e, e ist
a b\ (E F\ [l m
c d) F G m n)’

2

2. Die Gauss-Kriimmung ist
In—m

K=detd =2
A= e

Gauss’ Theorema Egregium
Definition. Zwei iiber dem selben Definitionsbereich parametrisierte Flachenstiicke heiflen iso-
metrisch, wenn sie die gleiche erste Fundamentalform haben.

Satz. (Gauss’ Theorema Egregium) Zwei isometrische parametrisierte Fldichenstiicke ha-
ben die gleiche Gauss’sche Krimmungsfunktion.

Korollar. Fin Teil einer Ebene und ein Teil einer Sphire konnen nicht isometrisch parametri-
siert werden.
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Kurven und Flichen 9. Vorlesung

Gauss’ Theorema Egregium (Fortsetzung)

Der Beweis von R. Baltzer (nach Blaschke & Leichtweif) beruht darauf, folgende Formel fiir die
Gauss-Kriitmmung herzuleiten, in der nur die Komponenten E, F' und G der 1. Fundamentalform
und ihre Ableitungen vorkommen:

) E F F,-1ia, E F %EU
K=——=|det| F G la —det | F G G
_ 2)2 27V 2 u
(EG F ) %Eu Fu - %E'u Fuv - %Ev'u - %Guu %E’U %Gu 0

Abgesehen von diesem Beweis ist die Formel nicht sehr niitzlich. Will man die Gauss-Kriimmung
einer speziellen Fliche berechnen, dann gibt es fast immer einen einfacheren Weg, als diese Formel
anzuwenden.

Kriimmungsgroéflen

Zunichst ein bekannter Satz aus der linearen Algebra:

Satz. SeiV ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, g : V. xV — R ein euklidisches Skalarpro-
dukt (d.h. bilinear, symmetrisch und positive definit) und A : V. — V linear und selbstadjungiert

beziiglich g (d.h. g(AX,Y) = g(X, AY)). Dann gibt es eine Orthonormalbasis (beziiglich g) aus
Eigenvektoren von A.

Fiir jedes p € U ist der Weingarten-Operator A, selbstadjungiert beziiglich der 1. Fundamental-
form g,:
9p(ApX,Y) = (dfp(ApX), dfp(Y)) = (dNp(X), dfp(Y)) = —hp(X,Y) = —hy(Y, X)
=...=g,(4,,Y,X).
Die Eigenwerte k1(p), k2(p) von —A, heiflen die Hauptkrimmungen der Fliche in p. Sind die
Hauptkriimmungen gleich (in diesem Fall ist A, = kid fiir ein k¥ € R) dann heifit p, oder auch
f(p), Nabelpunkt. Ist X € R? ein Eigenvektor von A,, so heift der Unterraum RX, oder auch

dfp(RX), eine Hauptkriimmungsrichtung in p. Ist p kein Nabelpunkt, dann gibt es in p genau
zwei zueinander senkrechte Hauptkrimmungsrichtungen.

Die Gauss-Kriimmung ist das Produkt der Hauptkriimmungen,
K=detA= klkg.

Das arithmetische Mittel H der Hauptkriimmungen ist auch die halbe Spur von A und heift die
mittlere Kriimmunyg,

1 1
H= (ki +k)=-TrA
gkt ko) = 5 Tr

Kriimmung von Kurven auf Flichen

Seiy=forn:1I LU Ry L eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve auf dem parame-
trisierten Flichenstiick f und N : U — R3 der Normalenvektor von f. Der Rahmen

F:(T B Noy)

fiir Yy mit T =%’ und B = (N o~) X T heifit Darbouz-Rahmen. Den Rahmenvektor B nennt man
die Binormale des Darboux-Rahmens.
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Kurven und Flichen 10. Vorlesung
Rotationsflachen
Sei v = ; : I — R? eine reguliire ebene Kurve, v = ||7/||. Wenn man sie um die x-Achse dreht,
erhéilt man die Rotationsfliche
(u)
fu, ) = | y(u)cos
y(u)sing

Die u-Parameterlinien nennt man Meridiane, die p-Parameterlinien Breitenkreise. Die partiellen
Ableitungen von f(u,p) sind

x! 0
fu=|Ycose |,  fo=|-ysing
y' sin Y COS

Also erhilt man fiir die Komponenten der 1. Fundamentalform
E =2, F =0, G =2

Die Abbildung f ist regulir wo y # 0, weil det (£ £) = v?y? Im Folgenden sei y > 0. Die
Rotationsflache ist orthogonal parametrisiert, weil F' = 0. Sie ist sogar konform parametrisiert,
wenn v = y. Dies ist durch Umparametrisierung der Kurve zu erreichen, indem man als neuen

Parameter
B [ v(u)
t=>o(u) = / o) du

wahlt. Fiir Rotationsfliachen sieht man also leicht, dass sie konform parametrisiert werden kénnen.

Der Normalenvektor ist .

_ fuva :l —l‘l:léOSgO
Hfu X fv“ v —2’sinp

Fiir die Komponenten der 2. Fundamentalform erhilt man

1 1
l=—7(ac’y”—x”y')7 m =0, n=-ay.
v v

Der Weingarten-Operator ist also

A E F —1 I m\ U%(:C’y”—x”y') 0/
o F G m n) 0 —o7)

Der Weingarten-Operator ist diagonal. Die Hauptkriimmungsrichtungen sind also tangential
an die Parameterlinien. Die Meridiane und Breitenkreise sind Kriimmungslinien. Die Haupt-
kritmmungen sind die Eigenwerte von —A, also

",/ /1.1 ajl

ki == @y —2'y"),  ko=—.
vy

Die eine Hauptkriimmung, k1, ist (womoglich bis auf das Vorzeichen) die Kriimmung der erzeu-
genden Kurve v. Fiir die andere Hauptkriimmung gilt ke = % cos a, wobei a der Winkel zwischen
der Tangenten von - und der z-Achse ist (oder auch zwischen der Normalen und der y-Achse);
und % ist die Kriimmung des Breitenkreises.

Die Gauss-Kriimmung ist
x/
K = kiky = @(ﬁvuy/ —a'y"). (1)
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Rotationsflichen mit konstanter Gauss-Kriimmung

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die erzeugende Kurve v nach
der Bogenldnge parametrisiert ist, also v = 1, oder, was das selbe ist,
2 Hy? =1 (2)

1y, 1,01

Gleichung (1) vereinfacht sich geringfiigig zu K = %(x y' — 2'y”). Unter Verwendung von (2)
erhilt man daraus
y// + Ky — x/x//y/ + y/2y// _ y/%(xﬂ + y/2)/ =0.
Man kann also Rotationsflichen mit vorgegebener (nicht unbedingt konstanter) Kriimmungs-
funktion K(u) konstruieren, indem man zuniichst die lineare gewohnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung
yl/ + Ky — 0

16st und dann z(u) mittels (2) durch eine Integration bestimmt: z(u) = / Vv 1—y(u)?du.

Fiir konstantes K ist die Differentialgleichung leicht zu 16sen. Wir brauchen nur die Félle K = —1,

0 oder 1 zu betrachten. Wenn man némlich die Fliche f mit A skaliert, f = Af, dann skaliert
sich die Gauss-Kriimmung mit %, also K = %K .

e K = 0. Die Differentialgleichung y”" = 0 hat die allgemeine Losung y(u) = au + b. Es ergeben
sich drei Fille. Fiir a = 0 erhélt man Zylinder, fiir 0 < |a| < 1 erhilt man Kegel, und fiir a = +1
erhélt man Ebenen senkrecht zur Rotationsachse.

e K = 1. Die Differentialgleichung y"” +y = 0 hat die allgemeine Losung y(u) = acosu+bsinu =
Acos(u — ug). Nach Parameterverschiebung erhilt man

y(u) = Acosu, z(u) = / \/mdu

Das Integral ist ein elliptisches Integral, aufler wenn A = +1. Wieder ergeben sich drei Fille.
Fiir 0 < |A| < 1 erhilt man spindelfésrmige Flichen, fiir A = 41 erhilt man die Sphére, und fiir
|A] > 1 erhélt man tonnenformige Fldchen mit zwei Randkreisen.

e K = —1. Die Differentialgleichung " — y = 0 hat die allgemeine Losung y(u) = ae® + be ™.
Wieder ergeben sich drei Fille, je nachdem ob a und b das gleiche Vorzeichen haben oder nicht,
oder ob eine der Konstanten verschwindet. Ist ab > 0, so erhélt man nach Parameterverschiebung

y(u) = Acoshu,  z(u) = / V1~ AZsinhZudu

(wieder ein elliptisches Integral). Man erhilt Rotationsflichen mit zwei Randkreisen.

Ist ab < 0, so erhilt man nach Parameterverschiebung
y(u) = Asinhu, z(u) = / 1 — A2 cosh? udu

(ein elliptisches Integral). Die Flichen haben auf der einen Seite eine Spitze und auf der anderen
einen Randkreis.

Sei schliefllich ab = 0, z.B. sei b = 0. Nach Parameterverschiebung (und evtl. Spiegelung an der
2-Achse) erhilt man

y(u) = e, z(u) Z/\/1—62“du= V1= €2 — artanh /1 — e2v

Dies ist eine andere Parametrisierung der Traktrix. Diese Fliche mit K = —1, die man durch
Rotation der Traktrix erhélt, nennt man Pseudosphdre.
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Kriimmung von Kurven auf Fliachen
Seiq = foy: I LU 1, R3 cine Kurve auf dem parametrisierten Fliachenstiick f, sei N : U — R?
der Normalenvektor von f, und sei v = ||5]| = \/g4(7/,7’). Der Rahmen
F = (T B No 'y)

fiir ¥ mit 7 = 29" und B = (N o) x T heiit Darbouz-Rahmen. Den Rahmenvektor B nennt
man die Binormale des Darboux-Rahmens. Die Ableitungsgleichungen lauten

1
;T’: kg B+ kp N o~y
1
LB = kT 47, Noy

1
-(Nov) =—k,T—71,B.
v

Man nennt k4 die geoddtische Krimmung, x, die Normalkrimmung, und 74, die geoddtische
Torsion.

Definition. Eine Kurve auf einer Fléche heifit
o geodditische Linie, geodditische Kurve oder kurz Geodditische, wenn eine der folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt ist:
(a) kg =0
(b) T"eR- (N o)
(¢c) B eR-(No~)
o Kriimmungslinie, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) 74 =0
(b) (Noy) eR-T
(¢c) BeR-T
(d) Die Ableitung ' ist Eigenvektor des Weingartenoperators A
o Asymptotenlinie, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
(a) k=0
(b) (Novy) eR-B
(¢c) T"eR-B

Wir werden sehen:

e Durch jeden Punkt einer Flidche geht in jeder Richtung genau eine Geodétische.

e Durch jeden Punkt, der nicht Nabelpunkt ist, gehen genau zwei Kriimmungslinien.

e Durch jeden Punkt mit negativer Gauss-Kriimmung gehen genau zwei Asymptotenlinien.

Definition. Sei U € p, X € R?. Dann ist N(p) x df,(X) € R? sekrecht zu N(p), also enthalten
im Unterraum df), (R?). Definiere JIp R? — R? als die lineare Abbildung, die eindeutig bestimmt
ist durch

dfp(JpX) = N(p) x dfp(X).
Bemerkung. Die Abbildung J, ist die 90°-Drehung beziiglich des Skalarprodukts g, und der
Standardorientierung des R2.

Satz. Fir Normalkrimmung und geoddtische Torsion gilt
h / / h / J /
_ 7(7/,7/) wnd 7= v 1 'yI’Y)
9y (v, ) 9v(v,7)
Das heif§it, alle Kurve auf der Fldche, die durch einen bestimmten Punkt gehen und dort die
gleiche Tangente haben, haben dort auch die gleiche Normalkrimmung und geoddtische Torsion.

n
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Fir X € R? mit g,(X,X) = 1 nennt man deshalb h,(X, X) auch die Normalkriimmung der
Fliche im Punkt p in Richtung X.

Satz. (Meusnier) Sei nun die Kurve 3 auf f eine Frenet-Kurve, sei N = ”%,” T’ die Haupt-

normale von 7, und sei (N, N) = cosf # 0.
(i) Die Absolutkrimmung von 7 ist
1
cosf

(ii) Die Krimmungskreise aller Kurven auf der Fliche, die durch einen bestimmten Punkt gehen,
dort die selbe Tangente haben, und deren Hauptnormalenvektoren nicht Tangential an die Fliche
sind, liegen auf einer Sphire. (Der Radius dieser Sphdre ist der Kehrwert der Normalkrimmung
der Fliche in Richtung der gemeinsamen Tangente.)

Satz. (Euler) Sei (X1, X2) Orthonormalbasis beziiglich g, aus Eigenvektoren des Weingarten-
Operators Ay, so dass also gilt

Ap X1 =—-k1Xy und ApXo = —ka Xo,
wobei k1, ko die Hauptkriimmungen in p sind. Die Normalenkrimmung in Richtung
Y =cos¢ X1 +sinp Xs
ist dann
hy(Y,Y) = ki cos® ¢ + kg sin .

Die Hauptkrimmungsrichtungen sind also die Richtungen mit mazximaler und minimaler Nor-
malenkrimmung.

Auflerdem folgt: Wenn die Gauss-Kriimmung negativ ist, dann gibt es genau zwei Richtungen,
fiir die die Normalkriimmung verschwindet, die Asymptotenrichtungen. Die Hauptkrimmungs-
richtungen sind die Winkelhalbierenden der Asymptotenrichtungen.

Satz. (Nabelpunktssatz) Sei f : U — R3 parametrisiertes Flichenstiick, und sei U zusam-
menhingend. Wenn jeder Punkt des Flichenstiicks ein Nabelpunkt ist, dann ist das Bild f(U) in
einer Ebene oder in einer Sphdre enthalten.
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Der Satz von Dupin

Seien U,V C R3 offen und ® : U — V ein Diffeomorphismus. Man kann die Parameter w1, us, us3
eines Punktes p = ®(uy,us2,u3) € V als Koordinaten von p auffassen. Der Diffeomorphismus ®
bestimmt so ein krummliniges Koordinatensystem auf V. Wenn man je eine der drei Koordinaten
festhélt, bekommt man drei Einparameter-Familien von Flachen:

(w1, u2) — ®(uy,u2,us3),
(Uz,us) — ‘I)(uhUQvUB)»
(ug, u1) — ®(u1,uz,u3).

Durch jeden Punkt p € V' geht genau eine Fliche aus jeder Familie. Wenn die partiellen Ablei-
tungen 01 P, 0o P, 93P iiberall paarweise orthogonal sind,

(01D, 02D) = (02D, D3P) = (03P, 0, P) = 0,
dann schneiden sich die Flachen der verschiedenen Familien gegenseitig orthogonal. Man spricht
dann von einem dreifach orthogonalen Flichensystem.
Beispiele. (i) Kugelkoordinaten.
7 cOS ¢ cos 6

O(r,p,0) = | rsinpcosd
rsinf

Die Flachen mit konstantem r sind konzentrische Sphéren, die mit konstantem ¢ sind Ebenen
durch die 3-Achse, und die mit konstantem 6 sind Rotationskegel um die 3-Achse.

(ii) Zylinderkoordinaten.
T COS
O(r,p,0) = | rsing
z

Man iiberlege sich selbst, welche Flichen man erhélt, wenn man je einen Parameter festhélt.
(iii) Ein viel weniger triviales Beispiel wird im néchsten Abschnitt behandelt.

Satz. (Dupin) Die Flichen eines dreifach orthogonalen Flichensystems schneiden sich in ih-
ren Krimmungslinien.

Das soll heiflen: Die Schnittkurve von zwei solchen Flichen ist gleichzeitig Kriimmungslinie auf
beiden Flichen. Fiir die Beispiele (i) und (ii) liefert das nichts neues. Im néchsten Abschnitt
behandeln wir ein dreifach orthogonales Flichensystem, das uns Kriimmungslinienparametrisie-
rungen fiir Ellipsoide mit drei verschiedenen Hauptachsen liefert.

Konfokale Quadriken

Seien a > b > ¢ > 0 ein fiir alle mal fest gewihlt, und ¢ € R\ {a,b, c} ein Parameter. Betrachte
die Fliche, die implizit durch die Gleichung

gegeben ist. Sie ist
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o fiir t < c ein Ellipsoid mit drei verschiedenen Halbachsen va — ¢, Vb — t, v/c — ¢,
e fiir ¢ < t < b ein einschaliges Hyperboloid,

e fiir b <t < a ein zweischaliges Hyperboloid.

e Fiir a <t hat die Gleichung keine reellen Losungen.

Die Quadriken dieser Famile heiflen konfokal. Eine Erkldarung dieser Bezeichnung liegt darin, dass
die analoge Gleichung in der Ebene, d.h. wenn man den Term CZTQ weglésst, die konfokalen Kegel-

i
schnitte liefert: Eine Familie von Ellipsen und Hyperbeln mit den gleichen Brennpunkten. Mehr

iiber konfokale Quadriken und schéne Bilder findet man in Hilbert & Cohn-Vossen, Anschauliche
Geometrie.

Behauptung. Durch jeden Punkt (xq,vo,20)R? mit zg # 0, yo # 0, 20 # 0 geht genau eine
Fliche von jedem der drei Typen.

2 2 2
Um das einzusehen, betrachte die Funktion ¢(t) = % + % + % und zeige, dass die Gleichung
() =1, genau drei Losungen t; < t3 < t3 hat, wobei ¢t; € (—o0,¢), t1 € (¢,b), t1 € (b, a).
Behauptung. Die drei Quadriken durch (zo, Yo, 20) schneiden sich dort rechtwinklig.

Zum Beweis betrachte die einparametrige Familie von Funktionen ¢, (x,y, z) = a’”—jt + bLi + 2

Eine kurze Rechnung ergibt: Aus v
Vi, (70, Y0, 20) = P, (T0, Yo, 20) = Vi, (T0, Y0, 20) = 1
folgt, dass die Gradienten
grad i, (2o, Yo, 20), grad i1, (zo, Yo, 20), grad i, (2o, Yo, 20)
paarweise orthogonal sind.

Die konfokalen Quadriken bilden also ein dreifach orthogonales Flichensystem. Mit dem Satz
von Dupin erhélt man Kriimmungslinienparametrisierungen der Quadriken.

Dazu betrachten wir noch die Umkehrung der Abbildung (z,y,z) — (t1,t2,t3). Der Punkt
(z,y, 2) liege auf den drei Quadriken mit den Parameterwerten (1, ta,t3). Das heifit, es gelte

2 2 2
x Yy z
=1
a—t1+b—t1+c—t1
56'2 y2 22 _
aftg b*tg C*tg_
2 2 2
x z
Y =1

a — t3 b— t3 C — t3
Dies eine lineares Gleichungssystem fiir 22, 52, 22. Wenn man es 16st, erhilt man

o_(a—ti)la—t)la—t;) o _ (b-t)(b-ta)(b—t;) o _(c—ti)lc—ta)lc—t5)

T T a0 Y T T h—ob-a T (c—a)(c—D)

Je nach Wahl der Vorzeichen der Wurzeln erhélt man acht Diffeomorphismen
a—t1)(a—t2)(a—t3)
:l:\/ (la b)(a2 c) s

_ (b—t1)(b—t2) (b—t3)
Dy 1 1(t,t2,t3) = | £ W ’

((, tl)(c tg)(c t3)
LV (] =y R
die jeweils U = (—o0,c) x (¢, b) x (b,a) auf einen offenen Oktanten des R? abbilden. Hilt man
einen der Parameter t; fest, bekommt man Kriimmungslinienparametrisierungen von 1/8-Stiicken
der Quadriken.
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Geodaitische

Seiy = foy: 1 MRS JRERS X regulire Kurve auf dem parametrisierten Fliachenstiick f mit
Geschwindigkeit v = ||7’|| und Darboux-Rahmen (7, B,N o+) : I — SO(3). Die geodétische
Kriimmung der Kurve ist £, = (377, B). Per Definition ist die Kurve eine Geodétische wenn
kg = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn 7" € span(7y’, N o 7y), denn

' =T, und daher 7" =0'T +vT" = v'T 4+ v?kyB + v*k, N 0.

(Bis hier Wiederholung der 11. Vorlesung.)
Behauptung. Geoddtische auf der Sphdre sind GrofSkreisbégen.

Satz. Sei I = [sg,s1] ein kompaktes Intervall. Wenn 7 : I 2 U L R unter allen Kurven auf
der Fliche f mit den gleichen Endpunkten eine kiirzeste ist, dann ist 4 eine Geoditische.

Der Beweis ist ein Beispiel fiir die sogennannte Variationsrechnung und deshalb von exemplari-
scher Bedeutung. Aus diesem Grund nehmen wir ihn ausnahmsweise in das Miniskript auf. Er
besteht aus zwei Teilen: 1. der Variationsformel fiir die Bogenlidnge (siehe das folgende Lemma),
die man durch direkte Rechnung erhilt, und 2. einer typischen Schlussweise (siehe unten, “Beweis
des Satzes”). Zunichst einige Bezeichnungen. Eine Variation der Kurve 7 auf der Flidche f ist
eine 1-Parameterfamilie von Kurven auf der Flache, die fiir den Parameterwert ¢ = 0 die Kurve
~ enthélt; also eine Abbildung

e=foc:(~e,e)x I SULRS,  (ts)—at,s)
mit
C(Ov') =7

(also auch ¢(0,-) = 7). Die Variation ¢ heifit Variation mit festen Endpunkten, wenn
c(t,s0) =v(so) und c(t,s1) =~(s1) furalle te(—e¢)

(also auch ¢(t, sg) = 7(so) und €(t, s1) = v(s1)). Wir bezeichnen die partielle Ableitung nach dem
Variationsparameter ¢ mit einem Punkt und die partielle Ableitung nach dem Kurvenparameter
s mit einem Strich. Das Variationsvektorfeld der Variation ¢ ist

0

= 5o et, s) =¢(0, s).

V(s)

Wenn ¢ eine Variation mit festen Endpunkten ist, dann ist V(sg) = V(s1) = 0.

Lemma. (Variationsformel fiir die Bogenlinge) Sei? : [so, s1] — R? eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve auf f und ¢ eine Variation von 5y mit Variationsvektorfeld V. Sei

l(t) = L(/C\(t, ))

die Linge von c(t,-). Dann ist die Ableitung

wobei B die Binormale des Darboux-Rahmens ist.
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Beweis des Lemmas. Aus [(t) = f o V(@ (t,s),¢(t,s))ds folgt durch Ableiten unter dem
Integral

O s S1 N

( ) _ (V'(s),7'(s)) ds.

\/ Os (0, s)) 0

Wegen (V,7") = (V',7") + (V 7"y folgt weiterhin
i) = [ (v = (vi3) ds
So
N _/ 1 <Vﬁ”>ds

- (v7)

s S1
:<V,T> 1—/ <V,/€gB—|—/<nNoy>ds.

So S0

Daraus folgt die Variationsformel fiir die Bogenlédnge, weil das Variationsvektorfeld V' tangential
an die Flache ist und deshalb orthogonal zum Normalenvektor. |

Beweis des Satzes. Angenommen 7 ist eine kiirzeste Verbindung der Endpunkte. Dann gilt fiir
jede Variation ¢ mit festen Endpunkten, dass [(¢) bei ¢ = 0 minimal ist. Also verschwindet dort
die Ableitung:
51
0=i(0) =~ [y (V(5), Bl5) s (+)
S0
(Der Randterm in der Variationsformel verschwindet fiir Variationen mit festen Endpunkten,
weil flir sie V' am Rand verschwindet.) Wir zeigen durch einen Widerspruchsbeweis, dass kg = 0
ist. Nehmen wir also an, es existiere ein s* € I mit ky4(s*) # 0. Weil s, stetig ist, gédbe es dann
ein offenes Intervall (a,b) C I wo k4, > 0 oder k, < 0. Konstruiere eine Variation ¢ mit festen
Endpunkten, so dass fiir das Variationsvektorfeld V' gilt: Auerhalb von (a,b) verschwindet V;
auf (a,b) ist (V, B) > 0; und V verschwindet nicht iiberall. Fiir diese Variation wiire [(0) # 0, im
Widerspruch zu (). |

Bemerkungen. (1) Die kiirzeste Verbindung von zwei Punkten auf einer Fliche ist nicht immer
eindeutig, wie das Beispiel entgegengesetzter Punkte auf einer Sphére zeigt.

(2) Die Umkehrung des Satzes gilt nicht: Eine Geodétische ist nicht immer eine kiirzeste Ver-
bindung ihrer Endpunkte. Beispiel: der lingere Grofkreisbogen, der zwei nicht entgegengesetzte
Punkte auf einer Sphire verbindet. Es gilt aber Folgendes: Wenn 7 : I — R? eine Geoditische
ist, dann gibt es fiir jedes a € I eine offene Umgebung Iy C I von a, so dass fiir jedes b € I gilt:
Die Einschrinkung ﬁha’b] bzw. W‘[b’a] ist kiirzeste Verbindung der Endpunkte. Geodéatische sind

also kiirzeste Verbindungen, sofern man nicht zu weit geht.
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Tangentialrdume und Vektorfelder

Sei U C R™ offen. Ein Tangentialvektor an U ist ein Element (p,v) des Tangentialbiindels
TU =U x R™.
Der Punkt p € U heifit der Fupunkt des Tangentialvektors (p, v). Die FufSpunktabbildung ist
7:TU — U, 7(p,v)=p.
Fiir einen Punkt p € U ist der Tangentialraum im Punkt p der R-Vektorraum

TPU = W_l({p}) = {(p7 'U)"U € Rn}?

wobei die Vektorraumverkniipfungen nur auf der 2. Komponente operieren:

(P, 0) + (pw) = (v +w), Ap,v) = (p, Av).
Fiir Tangentialvektoren mit verschiedenen Fuflpunkten ist keine Addition definiert.

Sei V. C R™ offen und f : V — U eine differenzierbare Abbildung. Betrachte die Ableitung df
als Abbildung zwischen den Tangentialbiindeln:

df : TV — TU
(¢, 0) ¥ ((q), dfq(v)).
Jeder Tangentialraum T3,V wird linear in den Tangentialraum T, U abgebildet. Die Kettenregel

fir W% Vv EN U kann man dann einfach so schreiben:
d(fog)=df odg,
statt wie bisher

d(fog)e(v) = df«i(q)(dgq(v))-

Denn
df o dg(q,v) = df ((9(q), dgq(v))) = (F(9(a)), dfg(q)(dgq(v))) = ((f © 9)(q), d(f 0 g)q(v))).

Die Abbildung f heifit reguldr oder eine Immersion, wenn fir alle p € V die Ableitung df), :
T,V — T§,)U injektiv ist. (Das impliziert m < n.)
Fiir £ = (p,v) € T,U und ¢ : U — R schreiben wir auch & - ¢ (sprich: “Xi leitet ab Phi.”) fiir die

Richtungsableitung
£ ¢ =dpy(v) eR.

Ein Vektorfeld auf U ist eine differenzierbare Abbildung X : U — TU mit w o X = idy, also
X (p) € T,U. Ein Vektorfeld lings einer Abbildung f : V — U ist eine differenzierbare Abbildung
Y:V = TUmit moV = f, also Y(q) € TyU. Anders ausgedriickt: Ein Vektorfeld lings f ist
eine Abbildung Y, so dass folgendes Diagramm kommutiert:
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Beispiele und Bemerkungen

e Sei X ein Vektorfeld auf V und f: U — V. Dann ist df o X ein Vektorfeld ldngs f.

e Sei vy : I — R™ eine Kurve. Das Geschwindigkeitsvektorfeld (,~’) ist ein Vektorfeld lings ~.
Auch die einzelnen Spalten eines Rahmens kann man als Vektorfelder ldngs v auffassen, wenn
man die Fuflpunkte dazunimmt.

e Sei f: U — R? ein parametrisiertes Flichenstiick. Die Normalenabbildung ist ein Vektorfeld
lings f, wenn man die Fulpunkte dazunimmt.

e Ein Vektorfeld auf U ist ein Vektorfeld langs der Identitét idy .

Parametrisierte Flachen und Levi-Civita-Ableitung

Eine n-dimensionale parametrisierte Fliche im R™ ist eine reguldre Abbildung f : U — R™
wobei U C R™ offen. (Das impliziert m > n.) Wenn die Kodimension m — n gleich 1 ist, dann
heiflt f parametrisierte Hyperfliche. Fiir jedes x € R™ sei der Tangentialraum 7,R" mit dem
kanonischen Skalarprodukt versehen, das wir ebenfalls mit (-,-) bezeichnen: ((z,v), (z,w)) =
(v,w). Die von f induzierte Metrik auf U oder erste Fundamentalform von f ist die Abbildung

g: JTUXT,U =R, g(&n)— (df(€),df (n).
peU

Fiir jeden Punkt p € U ist gy, :
und 1 = (p,w) ist

= g’T Ut o €in euklidisches Skalarprodukt auf 7,U. Fiir § = (p, v)
P p

9(&m) = Y gis(p)viws, wobei gi5(p) = (9:f (p), 0 £ (p))-

ij=1

Bisher haben wir den Fall n = 2, m = 3 betrachtet und bezeichneten g11, g12 = g21 und goo mit
E, F und G.

Fiir jeden Punkt p € U ist der Vektorraum T},)R™ die direkte Summe aus dem Bild df (T,,U)
von T,U und dem orthogonalen Komplement df (T,U )t

TyR™ = df(T,U) @ df (T,U)*.

Seien PIU : Tp(R™ — df (T,U) und P;- : Tj(,)R™ — df (T,U)* die orthogonalen Projektionen.

Fortsetzung folgt.
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Parametrisierte Flichen und Levi-Civita-Ableitung (Fortsetzung)

Lemma. SeiY : U — TR™ ein Vektorfeld lings f. Dann gibt es ein eindeutiges (differenzier-
bares!) Vektorfeld X auf U, fir das

df(X) = Pl(y).

Existenz und Eindeutigkeit von X (p) in jedem Punkt p € U folgen direkt aus der Regularitit von
f. Fiir einen Beweis der Differenzierbarkeit von X siehe zum Beispiel das Skript von Prof. Ferus,
http://www.math.tu-berlin.de/~ferus/DG/Diffgeol.pdf.

Fiir ein Vektorfeld Y langs f mit Y (p) = (p, w(p)) und einen Tangentialvektor & = (p,v) € T,U
definieren wir

DeY = (p, dwp(v)).
Definition. Fiir ein Vektorfeld X auf U und einen Tangentialvektor £ € T,U ist die Lewvi-
Civita-Ableitung Ve X € T,U definiert durch

df (VeX) = Pl (Dedf (X))
Fiir zwei Vektorfelder X und Y auf U ist nach dem letzten Lemma VxY : p = Vx(,)Y wieder

ein Vektorfeld.

Lemma. Seien X, X1, X5,Y,Y1,Ys Vektorfelder auf U, und sei ¢ : U — R differenzierbar.
Dann gilt

Vx,+x,Y =Vx, Y +Vx,Y,
VoxY = ¢VxY,

Vx (Y1 +Y2) =VxY; + VxYs,
Vx(pY) = (X-9)Y +¢VxY.

Seien Fj,...,E, die kanonischen Basisvektorfelder auf U C R", d.h. E;(p) = (p,e;) wobei
e1,...,en, die kanonische Basis von R ist.

Definition. Die Christoffelsymbole Ffj :U—R,i,5,k=1,...,n, sind definiert durch

Vi By =) TiEk,
k=1

oder, dquivalent dazu, durch
n
0,0, f = Z Ffj O f + (Komponente senkrecht zu 01 f, ..., 0, f).
k=1

Lemma. Seié = (p,z) € T,U und sei Y Vektorfeld auf U mit Y (p) = (p,y(p)). Dann ist

n

VeY(p) = (p,2),  z=dyp(x)+ Y ziy;(p)T5(p) ek
i,k=1
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Lemma. (i) Fir drei Vektorfelder X,Y,Z auf U gilt

(i) Fiir die Basisvektorfelder Ey, ..., E, gilt
inEj = ijEi~

Lemma. Fir die Christoffelsymbole gilt

I
Iy = 5 > Gki(igsi + 939 — Digij)
=1

wobei die g;; die Elemente der Inversen der Matriz (gi;); ;= sind:

n
> Gikgr; = 0ij-
k=1

29



Boris Springborn Sommersemster 06
Kurven und Flichen 16. Vorlesung

Die Ableitungsgleichungen von Gauss und Weingarten

Sei f: R2 D U — R? eine parametrisierte Fliiche, sei N : U — TR? das Normalenvektorfeld
lings f, und seien X und Y Vektorfelder auf U. Dann ist df(Y) ein Vektorfeld lings f, das
tangential an die Fliche ist. Die Ableitung Dxdf(Y) ist im allgemeinen nicht tangential an f.
Die Ableitungsgleichung von Gauss beschreibt die tangentiale und normale Komponente von
Dxdf(Y) durch die Levi-Civita-Ableitung V und die zweite Fundamentalform h:

Dxdf(Y) = df(VxY) + h(X,Y)N. (Gauss)

Die Ableitungsgleichung von Weingarten beschreibt die Ableitung des Normalenvektorfeldes
durch die Weingarten-Abbildung A:

Dx N = df(AX). (Weingarten)

Wenn man fiir X und Y die Standard-Basisvektorfelder einsetzt, erhélt man folgende dquivalen-
ten Formen dieser Ableitungsgleichungen:

8¢6jf = Z Ffjakf + h,’jN (Gauss’)
k
O;N = Z Ajio; f (Weingarten’)

In vorigen Vorlesung hatten wir gesehen, dass die Metrik g allein schon die Levi-Civita-Ableitung
bestimmt. Ausserdem bestimmen Metrik g und zweite Fundamentalform h zusammen die Wein-
garten-Abbildung A, weil ja h(X,Y) = g(X, AY). Ebenso bestimmen umgekehrt Metrik und
Weingarten-Abbildung zusammen die zweite Fundamentalform.

Fundamentalsatz der Flichentheorie (Satz von Bonnet)
Teil 1: Eindeutigkeit

Satz. Sei U C R? offen und zusammenhingend. Zwei parametrisierte Flichen f,f : U — R3
haben genau dann die gleichen ersten und zweiten Fundamentalformen, wenn sie kongruent sind,
d.h. wenn es eine euklidische Bewegung x — Tx+b, T € SO(3), b € R3 gibt, so dass f = Tf +b.

Beweis. (nur “=", weil andere Richtung dann einfach) Seien g und h die erste und zweite Fundamen-
talform von f und f, und seien N und N die Normalenvektorfelder. Dann haben f und f auch dieselbe
Levi-Civita-Ableitung V und dieselbe Weingarten-Abbildung A. Betrachte die Koordinatenrahmen

F=(01f 0f N) und F=(8f 8f N)

von f und f. Fiir jedes p € U sind die Spalten von F(p) und F(p) positiv orientierte Basen des R®.
Auflerdem sind die eintspechenden Skalarprodukte der Spalten gleich:

(0uf,0,f) = gi = (0 f,0;f), (0if,N)=0=(dif,N), (N,N)=1=(N,N).
Deshalb gibt es fiir jedes p € U ein T(p) € SO(3) so dass F(p) = T(p)F(p).

Wir zeigen, dass T  konstant ist. Dazu schreiben wir die Ableitungsgleichungen von Gauss und Weingarten
wie folgt in Matrixform:
O F = FU,, 0F = FUs,

rél Féz Ay
Ui: Fil Fi? A2i .

hii hi2 0

wobei

30



Boris Springborn Sommersemster 06
Kurven und Flichen 16. Vorlesung

Ebenso gilt auch 81ﬁ' = FUl7 82F = FUQ. Es folgt
FU;, = 8;F = 8;(TF) = (;T)F + T(8;F) = (&;T)F + TFU,; = (;T)F + FU;,

also (8;T)F = 0 und somit auch 9;T = 0. Weil U als zusammenhéingend vorausgesetzt wurde, ist T
konstant.

Nun folgt leicht, dass f —T'f =: b konstant ist: 9;(f — T'f) = 8;f — T 0;f = 0, weil 8; f und 8; f die i-ten
Spalten von F und F sind. Also gilt f = T'f + b. ]

Levi-Civita- Ableitung von Vektorfeldern lings Kurven

Sei f: R? D U — R? eine parametrisierte Fliche, v : I — U eine Kurve, die nicht regulir
sein muss, und sei X : I — TU ein Vektorfeld lings v, also X (t) = (y(t),z(t)) € T, U. Dann
ist df o X ein Vektorfeld ldngs f o, ndmlich df o X(t) = (f o y(t), dfy ) (m(t))) Wir schreiben
D 4 df o X fiir die “gewohnliche” Ableitung von df o X:

Dgdf o X = (f oy, fdfyu(z(t)))-

Definition. Die Levi-Civita-Ableitung von X langs v ist das Vektorfeld V a X léangs v mit
df (Ve X) = PI(Dadf o X).
Bemerkung. Es gilt Dadf o X = df(V%X) + h(X,v)N.
Lemma. Sei V%X(t) =: (y(¢), 2(t)). Dann gilt
2(t) = 2'(t) + Y THE) @i () (1) ex
i,k
Lemma. Seien X, Y Vektorfelder lings v, ¢ : I — R. Dann gilt:
V%(X-i-Y):V%X-l-V%Y
Va(pX)=¢'X +¢VaX

d
ag()gy) = g(V%X7Y) +g(XaV%Y)

Definition. Ein Vektorfeld X ldangs v heifit parallel, wenn V 4 X =0.

Lemma. FEine Kurve 5 :1 -5 U I Rr3 auf f ist eine mit konstanter Geschwindigkeit parame-
trisierte Geoditische genau dann, wenn ' (aufgefasst als Vektorfeld lings ) parallel ist. Dabei
zdhlen wir auch die konstanten Kurven als Geoddtische mit Geschwindigkeit 0.

Korollar. Die Kurve 4 ist mit konstanter Geschwindigkeit parametrisierte Geoddtische genau
dann, wenn

n
WA Y T =o.
i,j=1
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fiir «v. Aus den Standardsétzen iiber
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewthnlicher Differentialgleichungen folgt:
Satz. Fir jedesp € U undv, € T,U gibt es eine mit konstanter Geschwindigkeit parametrisierte

Geoditische 4 : 03 I 5 U L RS mit 7(0) = p und +'(0) = v,. Zwei solche Geoditische stimmen
auf dem Durchnitt threr Definitionsbereiche iiberein. Das heif$t, es gibt eine eindeutige solche
Geoditische mit mazimalem Definitionsbereich.
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Vertraglichkeitsbedingungen fiir die erste und zweite Fundamentalform

Satz. Sei f:R? D U — R? eine parametrisierte Fliche mit erster Fundamentalform g, zwei-
ter Fundamentalform h, Weingarten-Abbildung A und Levi-Civita-Ableitung V. Dann gelten die
Vertrdglichkeitsbedingungen von Gauss und von Mainardi & Codazzi:

Riji = h(E;, Ex)AE; — h(Ej, Ex)AE;, (V-Gauss)
Ei . h(Ej, Ek) — h(Ej, VELEk) = Ei . h(E“ Ek) — h(El, VEJ'EIC)7 (V—Codazzi—l)
Vi, (AE;) = Vi, (AE). (V-Codazzi-2)

wobei

Rijr = Vg, Vi, Ex — Vg, Vg, By,
i,5,k € {1,2} und Ey, Es die Standardbasisvektorfelder auf U sind.

Diese Vertraglichkeitsbedingungen kann man herleiten, indem man merfach die Ableitungsglei-
chungen von Gauss und Weingarten (s. vorige Vorlesung) anwendet auf die Identitéten

Bemerkungen. e Weil die erste Fundamentalform allein die Levi-Civita-Ableitung und zu-
sammen mit der zweiten Fundamentalform die Weingarten-Abbildung bestimmt, driicken diese
Gleichungen indirekt (ziemlich komplizierte) Beziehungen zwischen der ersten und zweiten Fun-
damentform aus.

e Fiir viele Werte von 14, j, k sind die Gleichungen offensichtlich trivial erfiillt oder redundant:
Wenn sie fiir ¢ = 1, j = 2 gelten, dann gelten sie auch allgemein fiir ¢, j, k € {1,2}.

Satz. (Theorema Egregium von Gauss) Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt
9(Riz2, B1) = (911922 — 912) K, (TE-Gauss)

wobei K = det A die Gauss-Krimmung ist.

Bemerkung. Weil R nur von V und V nur von ¢ abhiingt, kénnte man aus (TE-Gauss)
eine (ziemlich komplizierte) Formel fiir die Gauss-Kriimmung in Abhéngigkeit allein von der
ersten Fundamentalform und ihren Ableitungen herleiten. Diese muss dquivalent zu der (ebenfalls
ziemlich komplizierten) Gleichung fiir K aus der 8. Vorlesung sein.

Fundamentalsatz der Flichentheorie (Satz von Bonnet).
Teil 2: Existenz

Satz. SeiU = (a,b) x (¢,d) C R%. Fir jedes p € U seien g, und h, symmetrische Bilinearfor-
men auf R?, wobei g, positiv definit ist und die Abbildungen p — g, und p — h,, differenzierbar
sind. Sei Ay : R? — R? die eindeutig durch hy(X,Y) = g,(A,X,Y) definierte lineare Abbildung,
und sei V die eindeutig durch g bestimmite Levi-Civita-Ableitung (s. 15. Vorlesung). Fine pa-
rametrisierte Fliche f : U — R3 emistiert genau dann, wenn fir h, A und V die Gleichungen
(TE-Gauss) und (V-Codazzi-1) gelten.

Beweis-Plan. Wenn f existiert, dann erfillt der Rahmen F' = (01f 0of N) die partiellen
Differentialgleichungen
O F = FUy, OoF = FUs
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wobei in den Ableitungsmatrizen U; die Christoffel-Symbole und die Komponenten von A und
A stehen (s. letzte Vorlesung). Wir kennen also die Ableitungsmatrizen und kénnen f (wenn es
existiert) wie folgt konstruieren:

Schritt 1. Finde eine Losung F' = (Fy Fy F3) dies Systems von partiellen Differentialgleichungen;
und zwar eine solche fiir die die Skalarprodukte zwischen den Spalten die richtigen Werte haben.

Schritt 2. Konstruiere die Flidche f als Losung von 0y f = Fy, 0o f = Fb.

Bei Schritt 1 werden wir das wichtige Maurer-Cartan-Lemma anwenden, um das es im néchsten
Abschnitt geht.

Das Maurer-Cartan-Lemma

Satz. (Maurer-Cartan-Lemma) Seien Uy, Us : (a,b) x (¢,d) — gl(n) differezierbar.
(i) Es gibt F : (a,b) x (¢,d) — GL(n) mit
(‘31F:FU1, 82F:FU2 (*)

genau dann, wenn
82U1 —81U2 :UlUg—UQUl. (**)

(ii) Ist F eine weitere Lisung von (%), dann gilt F = TF fiir ein festes T € GL(n).
Beweis. (i) “=”: Angenommen F : (a,b) x (¢, d) — GL(2) erfiillt (+). Dann ist

OWF = 01 (FUs) = (0. F)Us + FoLUs = F(ULUs + 01U3),
und ebenso 9200 F = F(UxUy + 02U1). Aus 0102F = 0201 F folgt ().

“<”: Angenommen U; und Us erfiillen (xx). Der Ubersichtlichkeit halber und 0.B.d.A nehmen wir an,
dass 0 € (a,b) x (¢,d). Wir definieren zunéchst F(z,y) fir y = 0: Sei x — F(z,0) die Lésung des
Anfangswertproblems

01F(z,0) = F(x,0)U1(x,0), F(0,0) = Fo

fiir irgendein Fy € GL(n). Fiir x € (a,b) sei nun y — F(z,y) Losung des Anfangswertproblems
02 F(x,y) = F(z,y)Ui(z,y), F(x,0) = wie schon definiert.

Wir miissen noch zeigen, dass o1 F = FU; gilt. Direkt aus der Konstruktion von F' folgt das nur fiir
y = 0. Nun gilt aber

82(81F — FU,) = 0201 F — FU U, — FO.Uy
=010 F — F(U2U1 + 82U1)

(2)61821'7 — F(U1U2 + (91U2)

= 01 (FU2) — F(U1Us + 01Us)

= (01 F)Uz + Edrt; — FU\U, — Eortz

= (0. F — FUL)Us.
Fiir festes z ist also y — (01 F — FU1)(z,y) =: G(z,y) eine Losung des Anfangswertproblems 0.G = GUs
mit G(x,0) = 0. Daraus folgt G(z,y) = 0 fiir alle y.

Wir miissen auch noch zeigen, dass F(x,y) € GL(n) ist. Auf die gleiche Art, wie wir eben F' konstruiert
haben, kénnen wir auch ein F konstruieren mit & F = —UyF, d3F = —UsF und F(0,0) = F;'.
(Beachte: Die U’s werden von der anderen Seite multipliziert.) Dann gilt 8;(FF) = FU;F — FU;F = 0.
Also ist F'F konstant und gleich F(0,0)F(0,0) = I.

(ii) Genau wie beim Beweis des Eindeutigkeitsteils des Fundamentalsatzes in der 16. Vorlesung. ]
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Beweis von Teil 2 des Fundamentalsatzes (Existenz)

Gegeben sind die Biliearformen g und h. Definiere A durch h(X,Y) = —g(AX,Y). Definiere
TE = 337 9k(0igji+ 0591 — Digij) und Vx Y = dY (X) + >k T XY By (siche 15. Vorlesung).
Dann gilt

Ve, Ej = Vg Ei  wnd  Ej-g(Ej, Ex) = 9(Vi, Ej, Ex) + 9(Ej, Vi, Ey). (1)
Nach Voraussetzung gelten fiir h, A, und V die Gleichungen (TE-Gauss) und (V-Codazzi-1).

Behauptung 1 Dann gelten auch die Gleichungen (V-Gauss) und (V-Codazzi-2).

Nun konstruieren wir zunéchst einen Rahmen F' und daraus eine Fliche f mit erster Fundamen-
talform g und zweiter Fundamentalform h. Definiere Uy,Us : (a,b) x (¢,d) — g¢i(3) durch die
Formel aus der 16. Vorlesung:

ry Tl An i, Ti, Ap
U= F%l F%Q An |, Uy = F%1 F%z Az | - (2)
hii hiz O hai haa 0

Behauptung 2 FEs gilt 82U1 — 81U2 = U1U2 — U2U1.

Dann gibt es nach dem Maurer-Cartan-Lemma ein F' = (Fy Fy F3) : (a,b) X (¢,d) — GL(3) mit
O F = FU; und 0o F = FU,. Fiir ein p € U koénnen wir F(p) € GL(2) beliebig vorgeben. Wihle
F(p) so, dass im Punkt p gilt

(F1, F1) = g1,  (F1, Fo) = gi2, (Fa,F2) = go9, (F1,F5) = (F»,F3) =0, (F3,F3)=1. (3)

Das geht, weil g positiv definit ist. (Warum?)
Behauptung 3 Die Gleichungen (3) gelten nicht nur in p sondern dberall.
Behauptung 4 FEs gilt 0, F) = 0, F5.

Deshalb gibt es ein f : (a,b) % (¢,d) — R® mit 9, f = Fy, 0o f = Fy. Offenbar ist g die erste Funda-
mentalform von f und F3 das Normalenvektorfeld. Aus den Ableitungsgleichungen oy F' = FUj,
0o F' = FU, folgt, dass h die zweite Fundamentalform von f ist. Damit wére der Fundamentalsatz
bewiesen. Es bleibt, die Behauptungen zu beweisen.

Beweis von Behauptung 1 Die Gleichungen (V-Gauss) gelten genau dann, wenn fiir m = 1
und m = 2 gilt
g(Rijka E77L) = g(h(E,L, Ek)AE] — h(Ej, Ek)AEIL, Em) . (4)

Beide Seiten sind schiefsymmetrisch in ¢ und j. Fiir ¢ = j steht also auf beiden Seiten 0 und der
Fall i = 2, j =1 folgt aus dem Fall i = 1, j = 2. Beide Seiten sind aber auch schiefsymmetrisch
in k und m. Fiir die linke Seite folgt das aus

E;-E;-g(Ey,En) =FE;-E;-g(Ey, En)
unter Benutzung von (1). Die rechte Seite ist nach der Definition von A gleich
—h(Ey, Ep)W(E2, Ep) + h(E2, Ex)h(Ey, Ey,).
Fiir £k = m steht also auf beiden Seiten 0 und der Fall £ = 1, m = 2 folgt aus k = 2, m = 1. Fiir

i=1,7=2,k=2 m=1ist Gleichung (4) aber (TE-Gauss), und die gilt nach Voraussetzung.
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Die Gleichungen (V-Codazzi-2) gelten genau dann, wenn fiir £ = 1 und k = 2 gilt
Q(VEI (AEJ), Ek) = g(VEJ (AEZ), Ek)
Diese Gleichungen folgen aus (V-Codazzi-1), denn

E;-WEj, BEy) = —E; - g(AE;, Ey) = —g(VE, AEj, Ex) — g(AE;, Vg, Ex)
—g(VEiAEj, Ek) + h(Ej7 inEk:)~

[ |
Beweis von Behauptung 2 Die Matrixgleichung 92Uy — 01Us = U Us — UsUy ergibt fiir die
einzelnen Matrixelemente die neun Gleichungen
0,1}y — 01Ty =TT — T35y + Arrhoy — hi1Aso
62]?%1 - 31F§1 = F%ll—‘%l + (F%QQ - F%1F§1 - F?1F§2 + A21h21 — hi1 A2
95Ty — O1Tgy = T Thy + T1ol5y — (T5)? — [0 + Arrhay — hia Ao

—~

5a)
)
)

— D
o Ot
o o

0Ty — 0115y = T3, Ty — T1oT5) + Asihoy — hia Ao (5d)
Dohiy — O1hoy = hii T3y 4+ hioT3, — Thihoy — T2 R (5e)
Oahiz — O1hag = h11 D5y + hiaT5y — Tighar — [ yhoo (5f)

OoA1y — 01 A1g = T} Arg + T Aoy — ATy — Ay T3, 5g)
09 Aoy — Oy Agg =TT Ag + 15 Ao — A5 — Agi T3, 5h)
0= hi11A12 + h1o Ay — A11hor — Agihao. (51)

—~ o~

Gleichungen (5a)—(5d) sind #dquivalent zu (V-Gauss). Gleichungen (5e) und (5f) sind #quivalent
zu (V-Codazzi-1). Gleichungen (5g) und (5h) sind dquivalent zu (V-Codazzi-2). Gleichung (5i)
ist dquivalent zur Gleichung h(E;, AE;) = h(E;, AE;), die sowieso gilt. ]

Beweis von Behauptung 3 Aus 9;F = FU; folgt fiir die einzelnen Spalten:
O;Fy =T} Fy + T3 Fy + hiy F,
OiFy =T} Fy + T4, Fy + hioF3, (6)
0iF3 = AyiFy + Agi Py,

Sei ¢;; = (F;, F;), das sind die linken Seiten der Gleichungen (3). Dann gilt

dip11 = 20 en +2I'7 12 +2hi1p13

2= Then +ThL+Th)e1  +THen  +hiopis  +hipas

Oitpan = +2T 5012 +2T 5000 +2hiapa3

dip1s = Anpn +A2:012 T3 +T5pes  +hiess
Oipas = +Aupiz Az +Tppis +lhpas  +hiwss
Oipss = +Anip1s +A2ip23

Dies ist ein System von partiellen Differentialgleichungen fiir ¢ vom Maurer-Cartan-Typ. Seien
©i; die rechten Seiten der Gleichungen (3), also @11 = g11, P12 = g12, P22 = a2, P13 = Pag =0,
p33 = 1. Aus (1) folgt, dass ¢ ebenfalls eine Losung dieses Systems von Differentialgleichungen
ist. Weil ¢ und ¢ an einem Punkt iibereinstimmen, gilt ¢ = ¢. |

Beweis von Behauptung 4 Das folgt aus (6) weil Ffj und h;; symmetrisch in ¢ und j sind. B
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Kriimmungs- und Asymptotenlinienparametrisierungen

Sei f : R2 D U — R3 eine parametrisierte Fliche mit Normalenvektorfeld N, erster Fundamen-

talform g, zweiter Fundamentalform h und Weingarten-Abbildung A. Sei 7 : I LU 7, R3 eine
reguldre Kurve auf der Flache f. Dann gilt:

4 ist Krilmmungslinie. <= (No~) e R-7'.
<= ~' ist Eigenvektor von A,.
7 ist Asymptotenlinine. <= (N o~) L7
= h(y,7) =0.
<= 7" ist tangential an f.

<= Die Schmiegebene von 7 (sofern definiert) ist die
Tangentialebene von f.

(Siehe 11. Vorlesung.)

Kriimmungs

Definition. Die Abbildung f heifit { Asymptoten

}linienpammetrisiemng, wenn die Parame-

Kriimmungs

terlinien u — f(u,v) und v — f(u,v) {Asymptoten

}hnien sind.
Satz 1 Sei pg € U kein Nabelpunkt. Dann gibt es eine Umgebung Uy von pg und einen Diffeo-
morphismus ® : R2 DV — Uy, so dass f o ® eine Kriimmungslinienparametrisierung ist.

Satz 2 Fiir pg € U sei die Gauss-Kriimmung K(pg) < 0. Dann g¢ibt es eine Umgebung Uy von
po und einen Diffeomorphismus ® : R2 DV — Uy, so dass f o ® eine Asymptotenlinienparame-
trisierung st.

Bemerkung. Diese Parametrisierungen sind nicht eindeutig. Wenn f : (a,b) x (c,d) — R3
eine Kriimmungs- oder Asymptotenlinienparametrisierung ist, und wenn ¢ : (a,b) — (a,b) und

¥ : (¢,d) — (c,d) Diffeomorphismen sind, dann ist auch die Abbildung f:(a,b) x (¢,d) — R?
mit f(u,v) = f(p(u),¥(v)) eine Kriitmmungs- bzw. Asymptotenlinienparametrisierung.

Die Sétze 1 und 2 folgen aus den folgenden Lemmas 1, 2 und 3. Wie iiblich verlangen wir von
allen Abbildungen, dass sie C* sind, auch wenn das nicht jedesmal explizit gesagt wird.

Lemma 1 Unter der Voraussetzung von Satz 1 gibt es eine Umgebung Uy von pg und zwei
Vektorfelder X1, Xo auf Uy, so dass fiir alle p € Uy gilt: X1(p) und Xa(p) sind linear unabhingige
Figenvektoren von A,.

Lemma 2 Unter der Voraussetzung von Satz 2 gibt es eine Umgebung Uy von py und zwei
Vektorfelder Y1, Yo auf Uy, so dass fiir alle p € Uy gilt: Y1(p) und Ya(p) sind linear unabhdingig
und h(Y1(p),Y1(p)) = 0 = h(Y2(p), Ya(p)).

Lemma 3 Sei U C R? offen, und seien X; und Xo zwei Vektorfelder auf U, so dass fiir alle
p € U die Vektoren X1 (p) und Xa(p) linear unabhingig sind. Dann gibt es fiir jeden Punkt pg € U
eine Umgebung Uy von py und einen Diffeomorphismus ® : R2 DV — Uy, so dass fir alleq € V
gilt: 1 P(q) € R+ X1(P(q)) und 02®(q) € R- X5(P(q)).

Lemma 3 beweisen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Lemma 4 Sei U C R? offen, und sei X ein Vektorfeld auf U, das keine Nullstellen hat. Fiir
alle po € U gibt es eine Umgebung Uy von py und eine Abbildung g : Uy — R, so dass fir alle
p € Uy gilt: dg(X (p)) =0, aber dg, # 0.
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Zum Beweis von Lemma 4 verwendenden wir folgenden Satz iiber gewohnliche Differentialglei-
chungen.

Satz 3 Sei U C R" offen, und sei X ein C*>-Vektorfeld auf U.
(i) Fiir jeden Punkt p € U gibt es ein € > 0 und eine C*°-Kurve v : (—e,e) — U, so dass

¥0)=p und ' =X(y).

(So eine Kurve, deren Geschwindigkeit stets gleich dem Wert des Vektorfeldes X an der momen-
tanen Position ist, heifst Integralkurve von X.)

(i) Fir jeden Punkt py gibt es eine Umgebung Uy von pg, ein € > 0 und eine C°-Abbildung
b (—e,e) x Uy — U, so dass

®(0,p) =p fir alle pe Uy

und 9
5¢WM=X@@M)WHMfwMGPa®X%»

d.h. fiir feste p € Uy sind die Kurven t — ®(t,p) Integralkurven von X. (Die Abbildung ® heifst
der lokale Fluss von X.)

Einen Beweis dieses wichtigen Satzes findet man z.B. in V. I. Arnold, Gewdhnliche Differential-
gleichungen, Kapitel 4. (Kapitel 1 behandelt iibrigens auch Tangentialrdume an Vektorrdume.)
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Ableitungsgleichungen fiir Kriimmungslinienparametrisierungen

Sei f:R2D U — R3, (u,v) — f(u,v) eine Kriimmungslinienparametrisierung ohne Nabelpunkte
und N das Normalenvektorfeld. Dann lauten die Ableitungsgleichungen von Weingarten

Ny = —k1 fu, N, = —kaofy, (Weingarten)
wobei k1, ko die Hauptkriimmungen sind.
Die Matrixelemente der ersten Fundamentalform sind
(fu, fu) = E =: €2, also || fu| = €e*.
(fu fo) =0, (1)
(fo, fo) = G =: €%, also || fo|| = €.

Statt £ und G verwenden wir hier die Logarithmen der Langen von f,, und f, fiir die Rechnungen;
das ist manchmal bequemer. Die Ableitungsgleichungen von Gauss sind dann:

fuu = aufu —ape?@2f, 42k N
fuv = Ay fu +buf1) (Gauss)
foo = *buezbizafu +by fo +e2bk2N~

Die Koeffizienten vor f,, f, und N leitet man her, indem man die Gleichungen (1) nach v und
v ableitet. So erhélt man z.B. aus

aue2a = %<fuafu>u = <fuuvfu>

den Koeffizienten vor f, in der ersten Gleichung. Die Vertriglichkeitsbedingungen fiir k1, ko, a, b
ergeben sich aus Nyy = Ny, fuue = fuvus foou = fouw. (Hausaufgabe.)

Rohrenflichen

Wir untersuchen jetzt Fldchen, bei denen eine Hauptkriimmung konstant ist. In diesem Ab-
schnitt behandeln wir den Fall, dass eine Hauptkriimmung konstant und # 0 ist. (Den Fall
einer Hauptkriimmung, die konstant = 0 ist, behandeln wir im néchsten Abschnitt.) Eventuell
nach Umorientierung und Skalierung der Fliche kann man erreichen, dass die konstante Haupt-
kriitmmung = 1 ist. Es reicht also, diesen Fall zu betrachten. Wenn die andere Hauptkriimmung
auch konstant = 1 ist, dann ist jeder Punkt Nabelpunkt und die Fliche ein Stiick einer Sphére
(siehe 11. Vorlesung). Betrachten wir den Fall, dass die Flidche keine Nabelpunkte hat. Dann
konnen wir sie lokal nach Kriimmungslinien parametrisieren.

Sei also f : U = (—a,a) x (—3,8) — R3 eine Kriimmungslinienparametrisierung ohne Nabel-
punkte. Die Hauptkriimmung ks sei konstant = 1. Die andere Hauptkriimmung &y =: k ist dann
iiberall # 1. Die Ableitungsgleichungen von Weingarten besagen

Nu:_kfu» Nv:_fv~

Es folgt (f+N), =0, d.h. f+ N hidngt nicht von v ab. Die Spitze des Normalenvektors beschreibt
also eine Kurve
v(u) :== (f + N)(u,v), v beliebig.
e Die Kurve v ist regulir, weil v/ = f, + N, = (1 — k) f, # 0.
e N(u,v) ist senkrecht zu ' (u), weil (N,~") = (N, (1 — k) f.) =0.
o Fiir festes v ist u — N(u,v) paralleles Normalenvektorfeld lings -,
denn N, = —kf, = — 1fk'y'. (Siehe 6. Vorlesung.)
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Sei T' = mv’, N(u) = N(u,0), B(u) = T(u) x N(u). Dann ist (T, N, B) eine paralleler
orthonormaler Rahmen fiir 7, und jedes parallele Normalenvektorfeld ist eine Linearkombination
von N und B mit konstanten Koeffizienten. Also ist

N(u,v) = cos (@(v))ﬁ(u) + sin (¢(v)) B(u).

Weil ¢’ keine Nullstellen hat (denn aus ¢'(v) = 0 folgte N, (u,v) = 0 und daraus f,(u,v) = 0
im Widerspruch zur Regularitit der Fliche), konnen wir auch ¢(u) statt u als Parameter von f
verwenden. Das ergibt

Fu,v) = f(u, ) = (u) = cosp N(u) — sing B(u).

Die Fléche f ist also eine Rohrenfliche um die Kurve . Umgekehrt gilt: Ist v eine reguldre Kurve
mit parallelem Rahmen (T, N, B), dann ist f(u, ) wie in der Formel oben eine kriimmungsli-
nienparametrisierte Fliche mit einer Hauptkriimmung konstant = 1, aufler an Stellen, wo fu
verschwindet. Dort ist f nicht regulir. (Beispiel: v ist ein Kreis mit Radius 7 > 1, 7 = 1 oder
r<1.)

Abwickelbare Flachen

Eine Flache heifit abwickelbar, wenn sie lokal isometrisch parametrisiert werden kann. Aus dem
Theorema Egregium folgt: Dann ist K = k1ky = 0. Wenn k; = ko = 0 in einer offenen Umgebung,
dann ist der Normalenvektor dort konstant, und die Fléche ist ein Stiick einer Ebene. Nehmen
wir nun an, es sei K = 0 und die Fldche habe keine Nabelpunkte. Dann kénnen wir lokal
Kriimmungslinienparametrisierungen einfithren. Es gilt der folgende Satz.

Satz. (i) Seif: (—a,a)x(—f,8) — R? Kriimmungslinienparametrisierung einer abwickelbaren
Fliche ohne Nabelpunkte. OBdA kénnen wir annehmen, dass || fu(u,0)|| =1 und || f,(0,v)| = 1.
Dann ist

f(u,v) =~(u) +vB(u), 2)

wobei y(u) = f(u,0) bogenlingenparametrisierte Kurve ist und B(u) = f,(u,0) ein paralleles
Einheitsnormalenvektorfeld lings .

(ii) Sei umgekehrt v : (—a, ) — R3 eine bogenlingenparametrisierte Kurve und B ein paralleles
Einheitsnormalenvektorfeld lings . Definiere f : (—a,a) x (=f,3) — R3 durch Gleichung (2),
wobei B klein genug gewdhlt sei, dass f requldr ist. Dann ist f abwickelbar.

Bemerkung. Abwickelbare Flichen werden in fast jedem Buch iiber Kurven und Flichen be-
handelt. Speziell fiir diesen Satz kenne ich aber nur eine Referenz: die von Dimitri Naumov
ausgearbeitete Vorlesungsmitschrift von Ulrich Pinkalls Kurven und Fldchen Vorlesung des Som-
mersemesters 2005, http://naumov.de/diffgeo.
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Flichen mit konstanter negativer Gauss-Kriimmung
(mit Cartans Methode des bewegten Rahmens)

Sei f: D = (—a,a) x (—=8,8) — R, (z,y) — f(x,y) eine Asymptotenlinienparametrisierung
einer Flidche mit konstanter Gauss-Kriimmung K = —1, und sei N das Normalenvektorfeld.
Asymptotenlinienparametrisierung bedeutet, dass

fez LN und fy, L N.

Seien a,b : D — Ry die Geschwindigkeiten der Parameterkurven und sei ¢ : D — (0,7) der
Winkel zwischen ihnen:

a=|fell  o=I1ll, = 4L(fe, fy)-

Die Matrizen der ersten und zweiten Fundamentalform sind dann

B a? abcos ¢ o (0 m
9= \abeos b2 ’ “\m 0

wobei m = (fyy, N). Die Gauss-Kriimmung ist

—~
—
~—

det h 2
Qg = m. —
det g a?b?sin®
Daraus folgt m = +absin¢. Die Umparametrisierung & = y, § = —x ist orientierungserhaltend

und kehrt das Vorzeichen von f,,, also auch von m, um. Wir kénnen also oBdA annehmen, dass
m = absin p. (2)

Satz. (i) Es gilt
ay =0, b,=0, ¢z =sing. (3)
(it) Wenn die Funktionen a,b : D — Rsg und ¢ : D — (0,7) die Differentialgleichungen (3)

erfillen, dann gibt es eine bis auf Kongruenz eindeutige Asymptotenlinienparametrisierung mit
K = —1, deren erste und zweite Fundamentalformen durch (1), (2) gegeben sind.

Definition. Eine Parametrisierung f : D — R3, (x,9) — f(z,y) heifit Tschebyscheff-Netz,
wenn || f,| nicht von y und || fy || nicht von x abhéngt.

Genau wenn f ein Tschebyscheff-Netz ist, kann man durch eine die Parameterlinien erhaltende
Umparametrisierung (ndmlich # = [“a(s)ds, § = [Yb(t)dt wobei a(z) = || fu(z,y)|, bly) =
I fy(z,y)|]) erreichen, dass alle Parameterlinien nach der Bogenlénge parametrisiert sind.

Korollar. Fine Asymptotenlinienparametrisierung einer Fliche mit konstanter negativer Gauss-
Kriimmung ist ein Tschebyscheff-Netz.

Beweis des Satzes. Sei der bewegte Rahmen F = (Fy, Fy, F3) : D — SO(3) definiert durch

[z za(cosfFl —siang),

2 2
fyzb(congl—i—sin%Fg), (4)
N = F3.

Das heifit, F; und F5 sind tangentiale Einheitsvektoren, die die Winkel zwischen den Asymptoten-
linien halbieren; sie sind also zueinander senkrecht und zeigen in die Hauptkriimmungsrichtungen.
F3 ist der Normalenvektor. Die Ableitungsgleichungen des Rahmens F' sind

F,=FU,  F,=FV,
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wobei die Ableitungsmatrizen U und V schiefsymmetrisch sind, weil F ein orthogonaler Rahmen
ist:

0 —ws weo 0 —n3
U= w3 0 —Ww1 s V= 13 0 —m
—Wy w1 0 —N2 0
Ausgeschrieben lauten die Ableitungsgleichungen
Fi, = w3ly  —wa 3
Foy = —w3l +wiF3
F3p = weFi —wiky

sowie entsprechende Gleichungen fiir die y-Ableitungen, in denen 7 statt w vorkommt. Aus 0 =

<fwm7N> = _<f:van> fOlgt

wlsinngwgcos%:O.

Aus 0 = <fyy7N> = _<fy7Ny> folgt

—m Sin§+n2cos§ =0.
Aus absing = m = (fuy, N) = —(fz, N,) folgt
—7)1 sin £_ 7] COS £ _ bsin .
2 2

Aus absing = m = —(f,, N, folgt

P o
w1 S — —CUQCOS§ = asme.

2
Nun hat man jeweils zwei lineare Gleichungen fiir wy, we und fiir 77 und 72. Man erhélt
wy = acos%, wo = —asin%, m = —bcosg, Ne = —bsing.
Mit den Gleichungen (4) ergibt sich
Jo = wi1F1 + waFy,
fy = —mF1 —naFy.
Aus fuy = fy. folgt nun
Wiy T Mz = WaN3 + wana, (5)
Way + Mog = —W173 — Wal1. (6)
SchlieBlich ergibt die Vertréglichkeitsbedingung U, — V, = UV — VU die drei Gleichungen
Wiy — Nz = w273 — W32, (7)
Woy — N2z = W31 — W1iN3, (8)
W3y — N3z = W12 — Wal1. (9)

Aus (5) und (7), und aus (6) und (8) erhilt man

Wiy = W23, MNig = W32, Wy = —WiN3, 72z = —W3M1,
und daraus o o
ay:O7 773:7:[}7 bw:O, w3:_7x'

Schlielich ergibt Gleichung (9), dass ¢, = absin ¢.

Damit ist Teil (i) des Satzes bewiesen. Den Beweis von Teil (ii) iiberlege man sich selbst. |
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Flichen mit konstanter negativer Gauss-Kriimmung (Fortsetzung)

Zusammenfassung der Ergebnisse: Fiir eine Asymptotenlinienparametrisierung f : D — R3 mit
K = —1 und Normalenvektorfeld NV gibt es einen orthogonalen Rahmen

F = (F1 F2 Fg) D — 50(3)

mit
fz = acos % Fi — bsin % b,
fy:bcongl —I—bsin%Fg, (1)
N = F;.
Die Ableitungsgleichungen lauten
Fo=-22F +asin 2 B, Fiy=2Y By + bsin £ Fy,
2 2 2 2
Fgm:%Fl +acos§F3, ngif%FlbeOS%Fg, (2)

N, = Fy, — fasin%Fl f acongQ, N, = Fy, = —bsin%Fl +bcos§Fg.

Die Vertraglichkeitsbedingungen sind
ay, =0, b, =0, (3)
P2y = absin p. (4)

Wenn umgekehrt drei Funktionen a, b und ¢ die Vertriglichkeitsbedingungen (3) und (4) erfiillen,
dann existiert die entsprechende Asymptotenlinienparametrisierung f mit K = —1. Die Glei-
chung (3) besagt, dass f ein Tschebyscheff-Netz ist; und das heifit, dass man durch eine Um-
parametrisierung x ~> g(z), y ~» h(y) erreichen kann, dass @ = b = 1. Aus (4) wird dann die
sogenannte Sinus-Gordon-Gleichung

Pgy = sin . (Sinus-Gordon)

Die folgenden Probleme sind also équivalent:

A. Finde parametrisierte Flachen mit K = —1.

B. Finde Losungen der Sinus-Gordon-Gleichung, die nirgendwo Werte in 7Z annehmen. (Wenn
¢ Werte in 7Z annimmt, existiert zwar die entsprechende Funktion f und ist differenzierbar;
sie ist aber an diesen Stellen nicht regulér.)

Zu B: Man kann ¢ auf zwei Geraden x = konst. und y = konst. beliebig vorgeben, und es existiert
dazu eine eindeutige Losung der Sinus-Gordon-Gleichung. (Charakteristisches Anfangswertpro-
blem fiir hyperbolische Differentialgleichungen.) Alternativ kann man auch ¢ und die Ableitung
dy auf einer Diagonalen z —y = 0 oder x +y = 0 vorgeben, und es existiert dazu eine eindeutige
Losung der Sinus-Gordon-Gleichung. (“Normales” Anfangswertproblem fiir hyperbolische Diffe-
rentialgleichungen.) Siehe z.B. Hilbert & Courant, Methoden der Mathematischen Physik (Band
IT) oder Tychonoff & Samarski, Differentialgleichungen der Mathematischen Physik.

Sinus-Gordon-Gleichung in Kriimmungslinienkoordinaten &
physikalische Interpretation

In Kriimmungslinienkoordinaten
s=x+y, t=x—1t,
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lautet die Sinus-Gordon-Gleichung

Pss — Pyt = Sin .

Die Gleichung pgs — @1+ = o heifit Klein-Gordon-Gleichung. Sie ist wichtig in der Quantenmecha-
nik. Urspriinglich wurde sie vorgeschlagen als relativistische Gleichung fiir das Elektron. Das hat
sich zwar als falsch herausgestellt (die Dirac-Gleichung ist die relativistische Gleichung fiir das
Elektron), aber die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt Teilchen mit Spin 0 (das Elektron hat
Spin 3). Die Sinus-Gordon-Gleichung ist eine nichtlineare Variante der Klein-Gordon-Gleichung.
Daher kommt der Name (englisch Klein-Gordon — Sine-Gordon). Die Sinus-Gordon-Gleichung
hat eine physikalische Interpretation als Gleichung fiir eine “kontinuierliche Pendelkette.” Die
Bewegungsgleichung fiir ein Fadenpendel ist —¢y; = sing. Eine Pendelkette besteht aus einer
Reihe von Pendeln, wobei jedes mit seinen Nachbarn z.B. durch Spiralfedern gekoppelt ist. Der
kontinuierliche Grenzfall (viele Pendel dicht nebeneinander) ist die kontinuierliche Pendelkette.

Gauss-Abbildung von Flichen mit konstanter negativer
Gauss-Kriimmung

Aus den Ableitungsgleichungen (2) folgt |N.|| = a und ||Ny|| = b. Die Gauss-Abbildung N :
D — S? ist also auch ein Tschebyscheff-Netz. Aufierdem folgt aus (1) und (2)

NxNz:fasingFg xFlfacongg X Fy = fu,
N><Ny:—bsinf Fy xFlercosf 3 x Fy = —f,.
2 ~—~— 2 ~—~—
=F, ——

Das heifit, die Gauss-Abbildung bestimmt schon die Ableitung von f und damit auch die Fliche
f selbst bis auf Translation. Es gilt:

Satz. Sei N : D — S? regqulir und ein Tschebyscheff-Netz. Dann gibt es eine bis auf Translation
eindeutige parametrisierte Fliche f: D — R3 mit

fz =N X Ny, fy=—N X Ny,

und f ist eine Asymptotenlinienparametrisierung mit Gauss-Krimmung K = —1.

Lie-Transformation

Wenn die Vertriiglichkeitsbedingungen (3) und (4) fiir Funktionen a, b und ¢ gelten, dann gelten
sie offensichtlich auch fiir a = Aa, b= %b und ¢, fiir beliebiges A € R+ (. Diese Transformationen
von Losungen der Vertriglichkeitsbedingungen bewirkt sogenannte Lie-Transformationen der
entsprechenden Fldchen mit K = —1.

Satz. Zu jeder Asymptotenlinienparametrisierung f : D — R3 mit K = —1 gibt es eine 1-
Parameter-Familie von Flichen fy : D — R3, mit f = f\ fir A = 1, so dass alle Flichen
der Familie in entsprechenden Punkten den gleichen Winkel ¢ zwischen den Asymptotenlinien
und die gleiche zweite Fundamentalform h = (ab C?)w ab ng) haben. Die erste Fundamentalform
andert sich:

[ Aa? 0
gx = 0 )\72b2 .
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Diskrete K-Flichen

Flachen mit konstanter negativer Kriimmung werden auch K-Flichen genannt. Diskrete K-
Flichen sind diskrete Analoga. Dies ist ein Beispiel fiir Differenzengeometrie oder diskrete Dif-
ferentialgeometrie, deren Ziel es ist, gut diskrete Analoga zu differentialgeometrischen Begriffen
und Objekten zu finden und zu untersuchen.

Eine diskrete parametrisierte Fliche ist eine Abbildung
f:ZZ;)D_)R?’a (Z7j>'_)f1]7

wobei D = {(i,j) € Z*|igp < i < i1,j0 < j < j1}. Man wird zusitzlich noch gewisse Regu-
laritdtsbedingungen fordern, die aber fiir verschiedene spezielle Klassen von diskreten Fléche
unterschiedlich sein kénnen. Eine diskrete parametrisierte Fliache besteht also aus Ecken f;;, aus
Kanten [fijvfi+1,j] und [fij»fi,j+1] und aus Vierecken fija fiJrLj, fi+1,j+1;fi,j+17 die im Allge—
meinen nicht eben sein miissen.

Eine diskrete Asymptotenlinienparametrisierung ist eine diskrete parametrisierte Fliche mit der
FEigenschaft, dass fiir jede FEcke die anliegenden Kanten in einer Ebene liegen. Unter geeigneten
Regularititsvoraussetzungen (welchen?) ist dann an jeder Ecke ein eindeutiger Normaleneinheits-
vektor N;; definiert.

Ein spezielles diskretes Tschebyscheff-Netz ist eine diskrete parametrisierte Fliche, deren Kan-
ten alle die gleiche Linge haben. Ein allgemeines diskretes Tschebyscheff-Netz ist eine diskrete
parametrisierte Fldche mit der Eigenschaft, dass die Langen ||f;11,; — fij|| der Kanten in i-
Richtung nicht von j abhéngen und die Langen | fi j+1 — fi;|| der Kanten in j-Richtung nicht
von ¢ abhéngen.

Ein allgemeine (spezielle) diskrete K -Fliche ist eine diskrete Asymptotenlinienparametrisierung,
die gleichzeitig ein allgemeines (spezielles) Tschebyscheff-Netz ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden spezielle K-Fliachen, aber alles gilt entspre-
chend auch fiir allgemeine K-Fldchen.

Fiir jede Kante einer diskrete Asymptotenlinienparametrisierung ist ein Torsionswinkel 7 €
(—m, ) definiert als der vorzeichenbehaftete Winkel zwischen den Normalen an den Endpunkten
der Kante. Das Vorzeichen richtet sich nach dem Vorzeichen der Determinante

det (fend - fanvaanfaNend)~

In speziellen K-Fliachen sind die einzelnen Vierecke symmetrisch beziiglich Spiegelung an den zwei
Ebenen, die jeweils eine Diagonale enthalten und die andere halbieren. Aus Symmetriegriinden
gilt deshalb: Benachbarte Kanten eines Vierecks einer speziellen diskrete K-Flédche haben entge-
gengesetzten Torsionswinkel und gegeniiberliegende Kanten haben gleichen Torsionswinkel. Fiir
das gesamte Netz bedeutet das, dass die Torsionswinkel auf den Kanten in i-Richtung alle gleich 7
sind und die Torsionswinkel auf den Kanten in j-Richtung alle gleich —.

Daraus folgt: Die diskrete Gauss-Abbildung N : Z2 D D — S2 C R? einer speziellen diskreten
K-Fliche ist ein spezielles diskretes Tschebyscheff-Netz (mit Kantenlinge 2sin 7).

Wie fiir glatte K-Fliichen gilt auch die Umkehrung: Wenn N : D — S? ein diskretes Tschebyscheff-
Netz ist, dann definiert

fiv1,5 — fij = Nij X Nijaj,
Jij+1 — fij = —Nij X N ji1,
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eine (bis auf Translation eindeutige) spezielle diskrete K-Flidche. Dabei ist einfach einzusehen,
dass die so erzeugte diskrete Fliche eine diskrete Asymptotenlinienparametrisierung ist und ein
spezielles diskretes Tschebyscheff-Netz. Es ist aber erstmal zu zeigen, dass diese Gleichungen fiir
die Kantenvektoren vertriglich sind, dass sie also tatséichlich eine diskrete Flache f;; definieren.
Dazu benutzt man: Wenn N;j, Niy1j, Nig1,+1, Vi j+1 die Ecken eines sphérischen Parallelo-
gramms sind, dann sind die Vektoren N;; + N;yq ;41 und Niyq ; + N; ;41 linear abhéingig.

Die Analogie zwischen diskreten und kontinuierlichen K-Flichen geht noch viel weiter. So gibt es
eine diskrete Sinus-Gordon-Gleichung, Lie-Transformationen fiir (allgemeine) diskrete K-Flichen
und noch viel mehr.

Literatur (und Software) zu diskreten K-Flichen

W. Wunderlich. Zur Differenzengeometrie der Flichen konstanter negativer Kritmmung. Osterr.
Akad. Wiss., Math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. IIa 160 (1951), 39-77.

R. Sauer. Differenzengeometrie. Springer-Verlag, Berlin, 1970.

A. Bobenko, U. Pinkall. Discrete surfaces with constant negative Gaussian curvature and the
Hirota equation. J. Differ. Geom. 43:3 (1996), 527—611.

A. Bobenko, U. Pinkall. Discretization of surfaces and integrable systems. In: A. Bobenko, R.
Seiler (Hrsg.). Discrete Integrable Geometry and Physics. Oxford University Press, 1999. Seiten
3-58.

U. Pinkall. K-surface touching a plane. Java webstart application. http://www.math.tu-berlin.
de/geometrie/webstart/function/real3/kSurfaceTouchingPlane/kSurfaceTouchingPlane.

jnlp.

U. Pinkall. K-surface with a cone point. Java webstart application. http://www.math.tu-berlin.
de/geometrie/webstart/function/real3/kSurfaceWithConePoint/kSurfaceWithConePoint.

jnlp.
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