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Sommersemster 06
1. Vorlesung

Einführung

Kurven und Flächen unterscheiden sich von Geraden und Ebenen dadurch, dass sie nicht gerade
sind sondern “gebogen” oder “krumm.” “Krümmung” ist ein zentraler Begriff der Differential-
geometrie, und in dieser Vorlesung werden wir uns viel mit der Krümmung von Kurven und
Flächen beschäftigen. Die Krümmung von ebenen Kurven ist noch einfach zu beschreiben: Sie
ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Tangente der Kurve dreht. Bei Kurven im Raum wird es
schon ein bisschen interessanter; aber richtig kompliziert wird es erst, wenn man die Krümmung
von Flächen beschreiben und verstehen will. Ein einfaches Beispiel soll andeuten, worum es geht.

Warum gibt es keine verzerrungsfreien Weltkarten? Betrachten wir die “Geometrie auf der
Sphäre”. Die kürzeste Verbindung von zwei Punkten ist ein Großkreisbogen. (Entgegengesetzte
Punkte habe unendlich viele kürzeste Verbindungen.) Anders als in der Ebene ist die Winkel-
summe in einem sphärischen Dreieck nicht π:

Satz. Die Winkelsumme in einem sphärischen Dreieck in der Einheitssphäre ist π + A, wobei
A der sphärische Flächeninhalt des Dreiecks ist.

Eine verzerrungsfreie (bis auf Skalierung isometrische) Abbildung eines Teils der Sphäre in die
Ebene würde sphärische Dreiecke auf euklidische Dreiecke mit gleichen Winkeln abbilden, was
aber wegen der unterschiedlichen Winkelsumme nicht geht. So kann man allein durch Messen
auf der Sphäre feststellen, dass man sich auf einer gekrümmten Fläche befindet. Andererseits
kriegt man nicht alles durch Messen auf einer Fläche heraus: Wenn man z.B. ein Blatt Papier
verbiegt, erhält man eine gekrümmte Fläche, auf der die Geometrie trotzdem euklidisch ist. Man
unterscheidet innere und äußere Geometrie einer Fläche.

Kurven

Definition. Eine parametrisierte Kurve ist eine stetige Abbildung γ : I → X von einem Inter-
vall I ⊂ R in einen topologischen Raum X.

In dieser Vorlesung interessieren wir uns nur für den Fall X = Rn, vor allem mit n = 2 oder
n = 3.

Stetige Kurven können sehr verschieden sein von dem, was man sich zunächst anschaulich unter
einer Kurve vorstellt. So gibt es stetige Kurven γ : [0, 1] → R2 mit γ([0, 1]) = [0, 1] × [0, 1], die
also ein Intervall (etwas eindimensionales) auf ein Quadrat (etwas zweidimensionales) abbilden.

Beispiele. (Die flächenfüllenden Kurven von Peano und Hilbert) Siehe

G. Peano. Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane. Mathematische Annalen 36 (1890),
157–160.

D. Hilbert. Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flächenstück. Mathematische An-
nalen 38 (1891), 459–460.

Postscript-Programm von Stefan Sechelmann.
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Bogenlänge

Sei γ : [a, b] → Rn eine Kurve und U : a = t0 < t1 < . . . < tk = b eine Unterteilung von [a, b].
Die lineare Interpolation von γ bezüglich U ist die Kurve pγ,U : [a, b] → Rn mit

pγ,U (t) =
tj+1 − t

tj+1 − tj
γ(tj) +

t− tj
tj+1 − tj

γ(tj+1) für t ∈ [tj , tj+1].

Die Länge der Kurve pγ,U ist offensichtlich
∑k−1

j=0 ‖γ(tj+1) − γ(tj)‖, wobei ‖ · ‖ die euklidische
Norm des Rn ist.

Definition. Die Bogenlänge L(γ) ist der Grenzwert

lim
U :a=t0<...<tk=b

Φ(U)→0

k−1∑
j=0

‖γ(tj+1)− γ(tj)‖,

sofern dieser existiert. Dabei sei Φ(U) = max |tj+1 − tj | die größte Intervallbreite in U .

Das heißt L(γ) = l bedeutet: Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass für jede Unterteilung
U : a = t0 < . . . < tk = b mit Φ(U) < δ gilt

∣∣ ∑
‖γ(tj+1)− γ(tj)‖ − l

∣∣ < ε.

Satz. Sei γ : [a, b] → Rn stetig differenzierbar. Dann ist

L(γ) =
∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt.
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Bogenlänge (Fortsetzung)

Ab jetzt betrachten wir nur noch glatte Kurven, das heißt solche, die unendlich oft differenzierbar
(C∞) sind.

Beispiele. 1. Kreis. γ : [0, 2π] → R2, γ(t) = r (cos t, sin t). ‖γ′(t)‖ = r. L(γ) = 2πr.

2. Helix. γ : [0, 2π] → R3, γ(t) = (cos t, sin t, at). ‖γ′(t)‖ =
√

1 + a2.

L(γ|[t0,t1]) = (t1 − t0)
√

1 + a2.

3. Parabelbogen. γ : [0, 1] → R2, γ(t) = (t, t2). ‖γ′(t)‖ =
√

1 + 4t2.

L(γ) =
[1
2
t
√

1 + 4t2 +
1
4

arsinh(2t)
]1

0
=

1
2

√
5 +

1
4

arsinh(2) = 1, 4789 . . .

4. Ellipse. γ : [0, 2π] → R2, γ(t) = (a cos t, b sin t). ‖γ′(t)‖ =
√
a2 sin2 +b2 cos2 t.

L(γ) =
∫ 2π

0

√
a2 + (b2 − a2) cos2 t dt.

Das ist ein sogenanntes elliptisches Integral. Es kann nicht in elementaren Funktionen integriert
werden kann, sondern nur mit Hilfe von elliptischen Funktionen (siehe Komplexe Analysis Vor-
lesung) oder numerisch.

Definition. Eine unparametrisierte (orientierte) Kurve ist eine Äquivalenzklasse von parame-
trisierten Kurven, wobei zwei Kurven γ : I → Rn und γ̃ : Ĩ → Rn äquivalent sind, wenn es eine
(monoton steigende) umkehrbare C∞-Abbildung Φ : I → Ĩ gibt, deren Inverse auch C∞ ist, so
dass γ = γ̃ ◦ Φ. Ein Repräsentant in so einer Äquivalenzklasse heißt eine Parametrisierung der
Kurve.

Ein einfach durchlaufener Kreis und ein zweifach durchlaufener Kreis sind also zwei unterschied-
liche unparametrisierte Kurven. Ein rechtsherum und ein linksherum durchlaufener Kreis sind
zwei unterschiedliche orientierte Kurven.

Satz. Seien γ : [a, b] → Rn und γ̃ : [ã, b̃] → Rn zwei Parametrisierungen der selben Kurve.
Dann ist L(γ) = L(γ̃).

Definition. Eine unparametrisierte Kurve heißt regulär, wenn für eine (und damit auch für
jede) Parametrisierung γ : I → Rn gilt: γ′(t) 6= 0 für alle t ∈ I. Ferner heißt γ eine Parametri-
sierung nach der Bogenlänge, wenn ‖γ′(t)‖ = 1 für alle t ∈ I.

Satz. Jede reguläre orientierte Kurve kann nach der Bogenlänge parametrisiert werden. Zwei
Parametrisierungen nach der Bogenlänge, γ1 und γ2, unterscheiden sich nur durch eine Para-
meterverschiebung: γ1(s) = γ2(s− s0).
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Sommersemster 06
2. Vorlesung

Geschwindigkeit und Beschleunigung, Tangential- und
Krümmungsvektor

Sei γ : I → Rn, t 7→ γ(t) regulär, t0 ∈ I. Dann ist

s =
∫ t

t0

‖γ′(u)‖‖ du

die Bogenlänge der Kurve von t aus, und

d

ds
:=

1
ds
dt

d

dt
=

1
‖γ′‖

d

dt

ist die Ableitung nach der Bogenlänge. Der Geschwindigkeitsvektor ist γ′(t), und ‖γ′(t)‖ ist die
Geschwindigkeit. Der Einheitstangentialvektor (oder auch nur Tangentialvektor) ist der normierte
Geschwindigkeitsvektor, oder auch die Ableitung der Kurve nach der Bogenlänge:

T (t) =
1

‖γ′(t)‖
γ′(t).

Die Tangente der Kurve in t ist die Gerade γ(t) + RT (t) = γ(t) + R γ′(t).

Die Beschleunigung der Kurve ist γ′′(t). Der Krümmungsvektor ist die Ableitung von T nach
der Bogenlänge, also

K(t) =
1

‖γ′(t)‖
T ′(t).

Weil 〈T, T 〉 = 1, ist 〈T, T ′〉 = 0. Also steht K(t) senkrecht auf T (t). Wenn γ nach der Bogenlänge
parametrisiert ist, dann ist die Beschleunigung gleich dem Krümmungsvektor, K(t) = γ′′(t).
Allgemein erhält man

K =
1

‖γ′‖2

(
γ′′ −

〈
γ′′,

γ′

‖γ′‖

〉 γ′

‖γ′‖

)
.

Der Krümmungsvektor ist also die zu T orthogonale Komponente der Beschleunigung geteilt
durch das Quadrat der Geschwindigkeit. Die Absolutkrümmung ist ‖K(t)‖. Der Krümmungs-
radius ist der Kehrwert der Absolutkrümmung, r(t) = 1

‖K(t)‖ . Wenn die Absolutkrümmung
verschwindet, wird der Krümmungsradius unendlich. Sonst heißt der Kreis

ct(α) = γ(t) + r(t)
(

K(t)
‖K(t)‖

− cos(α)
K(t)
‖K(t)‖

+ sin(α)T (t)
)

Schmiegkreis oder Krümmungskreis. Er geht bei α = 0 durch γ(t) und hat da den selben
Tangential- und Krümmungsvektor wie γ. Wenn die Krümmung verschwindet, artet der Krümmungs-
kreis in eine Gerade aus (nämlich die Tangente).
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Ebene Kurven

Sei γ : I → R2 eine reguläre ebene Kurve und J =
(

0 −1
1 0

)
die 90◦-Drehmatrix. Der um 90◦

gedrehte Tangentialvektor
N(t) = J · T (t)

heißt der Normalenvektor. Tangential- und Normalenvektor bilden eine positiv orientierte Or-
thonormalbasis des R2.

Weil der Krümmungsvektor K senkrecht auf T steht, gibt es eine Funktion κ : I → R so dass

K(t) = κ(t)N(t).

Sie heißt die (orientierte) Krümmung der Kurve. Wegen det(T,N) = 1 und der Formel für K
aus der letzten Vorlesung gilt

κ = det(T,K) =
1

‖γ′‖3
det(γ′, γ′′).

Wenn κ identisch verschwindet, dann ist das Bild von γ in einer Geraden enthalten. Wenn κ
konstant ist aber 6= 0, dann ist das Bild von γ in einem Kreis einthalten.

Beispiel. Die Krümmung der Ellipse γ(t) = (a cos t, b sin t) mit Hauptachsen 2a > 2b > 0 ist

κ(t) =
ab

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)
3
2
.

Das Maximum der Krümmung κ ist also a/b2,
und das Minimum ist b/a2. Die Stellen einer
Kurve, an denen κ lokale Extrema annimmt,
heißen Scheitel einer Kurve. Das Bild rechts
zeigt eine geometrische Konstruktion der Schei-
telkrümmungskreise der Ellipse.

Evolvente und Evolute

Sei γ : I → R2 regulär mit Tangentialvektor T und Normalenvektor N . Um die Rechnungen
abzukürzen, nehmen wir an, γ sei nach der Bogenlänge parametrisiert. Das ist aber für die
Definitionen nicht notwendig.

Eine Evolvente von γ ist eine Kurve η : I → R2, die die Tangenten von γ senkrecht schneidet.
Genauer:

η(s) = γ(s) + λ(s)T (s) und 〈η′(s), T (s)〉 = 0.

Wenn man die erste Gleichung ableitet und den Ausdruck für η′ in die zweite Gleichung einsetzt,
erhält man λ′ = −1, also ist λ(s) = s0− s für ein s0 ∈ R. Es gibt also eine 1-parametrige Familie
von Evolventen

ηs0(s) = γ(s) + (s− s0)T (s).

Die Evolute von γ ist die Kurve η̃, die tangential an die Normalen von γ verläuft. Genauer:

η̃(s) = γ(s) + λ̃(s)N(s) und 〈η̃′(s), T (s)〉 = 0.
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Die zweite Gleichung gilt weil η̃′ ‖ N ⇐⇒ η̃′ ⊥ T . Wenn man wieder die erste Gleichung ableitet
und den Ausdruck für η̃′ in die zweite Gleichung einsetzt, erhält man λ̃ = 1

κ , also

η̃(s) = γ(s) +
1

κ(s)
N(s).

Der Punkt η̃(s) ist also der Mittelpunkt des Krümmungskreises von γ an der Stelle s.

Satz. Die Evolute einer Evolvente ist wieder die ursprüngliche Kurve.

Bemerkung. Man kann Evolventen und Evoluten auch für Kurven im R3 (auch im Rn) defi-
nieren. Für die Evolventen ändert sich garnichts. Aber die Evoluten sind nicht mehr eindeutig,
weil die Normalen nicht eindeutig sind. (Siehe z.B. Blaschke & Leichtweiss.)

Traktrix

Allgemeine Traktrix-Konstruktion

Sei γ : I → Rn eine Kurve. Eine (allgemeine) Traktrix η zur Leitkurve γ ist eine Kurve mit

‖γ − η‖ = l und η′ = λ(γ − η)

für eine Konstante l ∈ R und eine Funktion λ : I → R. Wenn man λ eliminiert (indem man
‖γ−η‖2 = l2 ableitet und dann den Ausdruck für η′ einsetzt) erhält man die Differentialgleichung
für eine allgemeine Traktrix:

η′ =
1

‖γ − η‖2
〈γ′, γ − η〉 (γ − η) .

(Wenn η diese Differentialgleichung erfüllt, dann ist l = ‖γ − η‖ konstant.)

“Die” Traktrix

Für γ(t) = (t, 0) und η(0) = (0, 1), also l = 1, erhält man eine Kurve, die einfach die Traktrix
genannt wird.

Wir bestimmen eine Parametrisierung der Traktrix, indem wir die Differentialgleichung lösen.
Sei η(t) = (x(t), y(t)). Die erste Komponente der Traktrix-Differentialgleichung lautet dann

x′ = (t− x)2.

Daraus erhält man

1 =
1− x′

1− (t− x)2
=

d

dt
artanh(t− x),

also t = artanh(t− x). (Wegen x(0) = 0 verschwindet die Integrationskonstante.) Daher ist

x(t) = t− tanh t.

Die Gleichung für y(t) erhält man aus 1 = ‖γ − η‖2 = (x− t)2 + y2 = tanh2 t+ y2:

y(t) =
√

1− tanh2 t =
1

cosh t
.

Die Traktrix ist also die Kurve

η(t) =
(
t− tanh t,

1
cosh t

)
.
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Was ist euklidische Geometrie?

Dieser Abschnitt bezweckt zweierlei: 1. Eine Antwort auf die Frage der Kapitelüberschrift zu
geben. 2. Einige Begriffe und Sätze aus der linearen Algebra zu wiederholen.

Betrachte Rn mit Skalarprodukt 〈v, w〉 =
∑

i viwi und Norm ‖v‖ =
√
〈v, v〉.

Definition. Eine Abbildung f : Rn → Rn heißt Isometrie, wenn ‖f(p) − f(q)‖ = ‖p − q‖ für
alle p, q ∈ Rn.

Lemma. Eine Isometrie f : Rn → Rn mit f(0) = 0 ist linear und erhält das Skalarprodukt,
d.h. 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ Rn.

Dieses Lemma ist eine ziemlich einfache Folge aus der sogenannten Polarisationsformel für das
Skalarprodukt:

〈v, w〉 =
1
2
(
‖v‖2 + ‖w‖2 − ‖v − w‖2

)
.

Eine Matrix A ∈ Rn×n heißt orthogonal, wenn 〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ Rn. Die Men-
ge O(n) der orthogonalen n× n-Matrizen bildet eine Untergruppe—die sogenannte orthogonale
Gruppe des Rn—der allgemeinen linearen Gruppe GL(n) = {A ∈ Rn×n | detA 6= 0} aller inver-
tierbaren Matrizen.

Sei A ∈ Rn×n. Dann gilt:

A ∈ O(n) ⇐⇒ Die Spalten A1, . . . , An von A bilden eine Orthonormalbasis des Rn.

⇐⇒ AtA = I,

wobei (·)t Matrixtransposition bedeutet und I die Einheitsmatrix ist.

Aus dem Lemma folgt einfach:

Satz. Die Isometrien des Rn sind die Abbildungen p 7→ Ap+ b mit A ∈ O(n) und b ∈ Rn.

Wir unterscheiden noch zwei Typen von Isometrien, die orientierungserhaltenden und die orien-
tierungsumkehrenden.

Satz. A ∈ O(n) =⇒ detA = ±1.

Die Menge SO(n) = {A ∈ O(n) | detA = 1} der orientierungserhaltenden orthogonalen Matrizen
bildet eine Untergruppe—die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe—sowohl von O(n) als auch
von der speziellen linearen Gruppe SL(n) = {A ∈ Rn×n | detA = 1}.

Definition. Eine Isometrie p 7→ Ap+b mit A ∈ SO(n) heißt euklidische Bewegung. Die Gruppe
der euklidischen Bewegungen heißt die euklidische Gruppe.

Antwort auf die Eingangsfrage. Die euklidische Geometrie untersucht solche Eigenschaften
von Mengen M ⊆ Rn und Abbildungen X → Rn oder Rn → X (und anderen Objekten), die
invariant sind unter euklidischen Bewegungen. Zum Beispiel der Abstand von zwei Punkten, der
Winkel zwischen zwei Geraden, die Länge einer Kurve, die Krümmungsfunktion einer ebenen
Kurve, eben alles was man aus der euklidischen Geometrie so kennt.

Diese Betrachtungsweise der Geometrie geht auf Felix Klein zurück. In seiner (allerdings schwer
zu lesenden) Antrittsvorlesung an der Universität Erlangen, bekannt geworden als Erlanger Pro-
gramm, stellte er dar, wie man die euklidische und die verschiedenen nicht-euklidischen Geome-
trien vereinheitlichend und systematisch behandeln kann als Theorien von Invarianten bezüglich
verschiedener Gruppenoperationen.
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz für ebene Kurven

Satz. Sei I ∈ Rn Intervall und κ : I → R eine C∞-Funktion. Dann existiert eine und bis auf
euklidische Bewegung nur eine nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve γ : I → R2.

Bemerkung. Der Satz bleibt wahr (und der gegebene Beweis ändert sich nicht) wenn man
statt C∞ von der Krümmung κ nur fordert, dass sie Ck ist. Die Kurven sind dann Ck+2.

Gerahmte Kurven im Rn

Sei γ : I → Rn reguläre C∞-Kurve mit Tangentialvektor T = d
ds γ = 1

‖γ‖ γ
′.

Definition. Ein (orthogonaler) Rahmen für γ ist ein C∞-Abbildung

F =
(
F1 F2 · · · Fn

)
: I −→ SO(n)

mit F1 = T . Das Paar (γ, F ) heißt gerahmte Kurve. Die durch

d

ds
F = F A (∗)

(wobei d
ds die Ableitung nach der Bogenlänge von γ ist) definierte matrixwertige Funktion A

heißt die Ableitungsmatrix des Rahmens F , und (∗) heißt die Ableitungsgleichung.

Die Spalten Fi des Rahmens F bilden eine sich bewegende Orthonormalbasis. Die Ableitungsma-
trix A = (aij) stellt die Ableitung der einzelnen Basisvektoren dar in der momentanen Basis F :

d

ds
Fi = a1iF1 + a2iF2 + . . .+ aniFn.

(Mit dieser Formel ist auch der folgende Satz leicht zu beweisen.)

Satz. Die Ableitungsmatrix A ist eine C∞-Funktion A : I → so(n), wobei

so(n) = {A ∈ Rn×n |At = −A}

die Menge der schiefsymmetrischen Matrizen ist.

Rahmen von ebenen Kurven

Sei γ : I → R2 eine reguläre ebene Kurve. Dann gibt es zu γ genau einen Rahmen, nämlich

F =
(
T N

)
.

Die Ableitungsmatrix ist

A =
(

0 −κ
κ 0

)
,

und die Ableitungsgleichung d
dsF = FA besagt ausgeschrieben

d
ds T = κN,
d
ds N = −κT.
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Gerahmte Kurven im Rn (Fortsetzung)

Rahmen von Kurven im R3

Sei γ : I → R3 eine reguläre Kurve mit Rahmen

F =
(
T N1 N2.

)
Die Ableitungsgleichungen lauten

K =
d

ds
T = κ1N1 + κ2N2

d

ds
N1 = −κ1T + τN2

d

ds
N2 = −κ2T − τN1

oder
d

ds

(
T N1 N2.

)
=

(
T N1 N2.

)  0 −κ1 −κ2

κ1 0 −τ
κ2 τ 0

 .

Dabei sind κ1 und κ2 die Komponenten des Krümmungsvektors K in der Basis F (die Kompo-
nente in Richtung T ist 0), und τ heißt die Torsion des Rahmens.

Beispiel. Ein Rahmen für die Helix γ(t) =

a cos t
a sin t
bt

. Sei v := ‖γ′‖ =
√
a2 + b2. Ein Rahmen

für γ ist

F =

−a
v sin t − cos t b

v sin t
a
v cos t − sin t − b

v cos t
b
v 0 a

v

 .

Die Ableitungsgleichung ist

d

ds
F = F

 0 − a
v2 0

a
v2 0 − b

v2

0 b
v2 0

 ,

also ist κ1 = a
a2+b2 , κ2 = 0 und τ = b

a2+b2 .

Existenz- und Eindeutigkeitssatz für gerahmte Kurven

Satz. Sei I ⊆ R ein Intervall und A : I → so(n) glatt. Dann existiert eine und bis auf euklidi-
sche Bewegung nur eine bogenlängenparametrisierte gerahmte Kurve

(γ, F ) : I → Rn × SO(n)

mit
F ′ = FA.

Wir benutzen zum Beweis folgenden Satz über lineare Differenzialgleichungen.

Satz. Sei I ⊆ R ein Intervall, t0 ∈ I, V ein endlichdimensionaler Vektorraum, L : I → End(V )
stetig und y0 ∈ V . Das Anfangswertproblem

y′ = Ly, y(t0) = y0

hat genau eine Lösung. Wenn L eine Ck-Funktion ist, dann ist y eine Ck+1-Funktion.
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Frenet-Rahmen von Kurven im R3

Sei γ : I → R3 regulär, v = ‖γ′‖ die Geschwindigkeit, T = 1
vγ
′ der Tangentialvektor und

K = 1
vT

′ der Krümmungsvektor.

Definition. Wenn K(t) 6= 0 für alle t ∈ I (oder äquivalent: wenn γ′ und γ′′ linear unabhängig
sind für alle t), dann heißt γ eine Frenet-Kurve. In diesem Fall ist

F =
(
T N B

)
mit

N =
1

‖K‖
K und B = T ×N

ein Rahmen von γ, der sogenannte Frenet-Rahmen.

Die Ableitungsgleichung für den Frenet-Rahmen ist

d

ds
F = F

0 −κ 0
κ 0 −τ
0 τ 0

 , κ > 0.

Dabei ist κ die (Absolut-)Krümmung, und τ heißt die Torsion der Kurve die Normalenvektoren
N und B heißen Hauptnormale und Binormale.

Beispiel. Der oben angegebene Rahmen der Helix ist der Frenet-Rahmen der Kurve. Aus dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt: Die Helices (einschließlich, für b = 0, der Kreise) sind
die einzigen Frenet-Kurven mit konstanter Krümmung und Torsion. (Allgemeiner gilt: Helices,
Kreise und Geraden sind die einziegen Kurven, für die es überhaupt irgendeinen Rahmen mit
konstanter Ableitungsmatrix gibt.)

Lokale Reihendarstellung einer Frenet-Kurve

Satz. Sei γ : 0 ∈ I → R3 eine nach der Bogenlänge parametrisierte Frenet-Kurve und sei
F =

(
T N B

)
ihr Frenet-Rahmen. Dann ist

γ(s) = γ(0) +
(
s− κ(0)2

6
s3

)
T (0) +

(κ(0)
2
s2 +

κ′(0)
6

s3
)
N(0) +

κ(0)τ(0)
6

s3B(0)

+ Rest höherer Ordnung.

Man nennt

• γ(s) + RT (s) + RN(s) die Schmiegebene
• γ(s) + RN(s) + RB(s) die Normalenebene
• γ(s) + RT (s) + RB(s) die rektifizierende Ebene

von γ bei s. Die Projektionen einer Frenet-Kurve in diese Ebenen sehen lokal so aus:

T

N

T

B B

N

10
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Parallelverschiebung im Normalenbündel & parallele Rahmen

Definition. Sei γ : I → Rn eine reguläre Kurve. Ein Normalenvektorfeld längs γ ist eine glatte
Funktion V : I → Rn mit

〈V (t), γ′(t)〉 = 0 für alle t ∈ I.
Ein Normalenvektorfeld heißt parallel, wenn

V ′(t) ∈ R γ′(t) für alle t ∈ I.

Lemma. Seien V1, V2 parallele Normalenvektorfelder längs γ. Dann ist 〈V1, V2〉 konstant. Das
heißt, die Länge eines parallelen Normalenvektorfeldes und der Winkel zwischen zweien sind
konstant.

Lemma. Sei t0 ∈ I und V0 ∈ Rn mit 〈V0, γ
′(t0)〉 = 0. Dann gibt es genau ein paralleles

Normalenvektorfeld V : I → Rn mit V (t0) = V0.

Definition. Ein Rahmen F =
(
T N1 . . . Nn−1

)
heißt parallel, wennN1, . . . , Nn−1 parallele

Normalenvektorfelder sind.

Die Ableitungsgleichung eines parallelen Rahmens ist

d

ds
F = F


0 −κ1 −κ2 . . . −κn−1

κ1 0 0 . . . 0
κ2 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

κn−1 0 0 . . . 0

 .

Parallele Rahmen zeichnen sich durch verschwindende Torsion aus.

Satz. Sei t0 ∈ I, T 0 = 1
‖γ′(t0)‖γ

′(t0) und F =
(
T 0 N0

1 . . . N0
n−1

)
eine Orthonormalbasis des

Rn. Dann gibt es genau einen parallelen Rahmen F von γ mit F (t0) = F 0.

Bemerkung. Insbesondere ist damit auch gezeigt, dass es für jede reguläre Kurve überhaupt
einen Rahmen gibt.

Beispiel. Ein paralleler Rahmen für die Helix γ(t) =

a cos t
a sin t
bt

.

Sei F =
(
T N B

)
der Frenet-Rahmen der Helix aus der 5. Vorlesung. Die Ableitungsgleichung

(multipliziert mit v) ergibt

T ′ =
a

v
N, N ′ = −a

v
T +

b

v
B B′ = − b

v
N.

Wir setzen an: Ñ = cosαN + sinαB für ein α : I → R. Berechne Ñ ′ und setze die Normal-
komponente gleich 0. Es ergibt sich, dass Ñ genau dann parallel ist, wenn α(t) = − b

v t+ α0 für
irgendein α0 ∈ R. Ein paralleler Rahmen ist dann F̃ =

(
T, Ñ1, Ñ2

)
mit

Ñ1 = cos
(
− b

v
t+ α0

)
N1 + sin

(
− b

v
t+ α0

)
N2

Ñ2 = − sin
(
− b

v
t+ α0

)
N1 + cos

(
− b

v
t+ α0

)
N2.

(Durch verschiedene Wahl von α0 erhält man alle parallelen Rahmen von γ.)
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Flächen im R3

Sei U ⊆ R2 offen. Ein parametrisiertes Flächenstück im R3 ist eine reguläre C∞-Abbildung

f : U → R3, (u, v) 7→ f(u, v) =

f1(u, v)f2(u, v)
f3(u, v)

 .

Regulär heißt: Für alle p ∈ U sind fu(p) = ∂f
∂u (p) und fv(p) = ∂f

∂v (p) linear unabhängig; oder,
was das gleiche ist, die Ableitung

df =


∂f1
∂u

∂f1
∂v

∂f2
∂u

∂f2
∂v

∂f3
∂u

∂f3
∂v


hat überall Rang 2.

Die Kurven u 7→ γv(u) = f(u, v) und v 7→ γu(v) = f(u, v) sind die Parameterlinien.

Die Tangentialebene des Flächenstücks in p ∈ U ist die Ebene

f(p) + dfp(R2) = f(p) + R
∂f

∂u
(p) + R

∂f

∂v
(p).

Ein unparametrisiertes Flächenstück ist eine Äquivalenzklasse von parametrisierten Flächenstücken,
wobei zwei solche, f : U → R3 und f̃ : Ũ → R3, als äquivalent gelten, wenn es einen Dif-
feomorphismus φ : Ũ → U gibt, so dass f̃ = f ◦ φ. Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive
C∞-Abbildung, deren Inverse auch C∞ ist.

Beispiele. 1. Parametrisierung der Sphäre in Polarkoordinaten.

f : R× (−π
2 ,

π
2 ) → R3, f(ϕ, θ) =

cosϕ cos θ
sinϕ cos θ

sin θ

 .

Das Bild von f ist die Einheitssphäre ohne Nord- und Südpol. Bei θ = ±π
2 wäre f nicht regulär.

Die Einschränkung von f auf (−π, π)× (−π
2 ,

π
2 ) ist injektiv. Ihr Bild ist die Einheitssphäre ohne

einen Meridian.

2. Stereographische Projektion.

f : R2 → R3, f(u, v) =
1

u2 + v2 + 1

 2u
2v

u2 + v2 − 1

 .

Das Bild von f ist die Einheitssphäre ohne den Nordpol. Diese Parametrisierung ist injektiv.

Definition. Eine eingebettete Fläche im R3, oder auch eine zweidimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R3, ist eine Teilmenge ∅ 6= S ⊆ R3, für die gilt: Zu jedem p ∈ S gibt es eine offene
Umgebung V ⊆ R3 und ein parametrisiertes Flächenstück f : U → R3, U ⊆ R2 offen, so dass
f(U) = S ∩ V , f injektiv ist, und die Inverse S ∩ V → U stetig ist.

Satz. Sei W ⊆ R3 offen, h : W → R glatt, dhp 6= 0 für alle p ∈ W , und sei x ∈ R mit
h−1(x) 6= ∅. Dann ist h−1(x) eine eingebettete Fläche.

Die Existenz von lokalen Parametrisierungen folgt leicht aus dem Satz über implizit gegebene
Funktionen. Dann muss man noch zeigen, dass die Inversen S ∩ V → U stetig sind. Wir sparen
uns das jetzt. Vielleicht gibt es im Rahmen der Mannigfaltigleiten-Vorlesung Gelegenheit, darauf
zurückzukommen. Sonst siehe Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups.
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Die erste Fundamentalform

Sei f : U → R3, (u, v) 7→ f(u, v) ein parametrisiertes Flächenstück. Die Abbildung g, die jedem
p ∈ U die symmetrische Biliearform

gp : R2 × R2 → R, gp(X,Y ) = 〈dfp(X), dfp(Y )〉

zuordnet, heißt die erste Fundamentalform von f . Für jedes p ist gp positiv definit, also ein
euklidisches Skalarprodukt. Eine Abbildung, die jedem p ∈ U ein euklidisches Skalarprodukt
zuordnet, heißt Riemannsche Metrik auf U . Deshalb heißt die 1. Fundamentalform auch die von
f induzierte Riemannsche Metrik.

Die Komponenten von g in der Standardbasis e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
, werden nach Gauss traditionell

mit E, F , G bezeichnet:

E(p) = gp(e1, e1) = 〈fu(p), fu(p)〉,
F (p) = gp(e1, e2) = 〈fu(p), fv(p)〉,
G(p) = gp(e2, e2) = 〈fv(p), fv(p)〉.

Für X = X1e1 +X2e2, Y = Y1e1 + Y2e2 ist dann wegen der Bilinearität

g(X,Y ) = EX1Y1 + F (X1Y2 +X2Y1) +GX2Y2 =
(
X1 X2

) (
E F
F G

) (
Y1

Y2

)
.

Für die quadratische Form X 7→ g(X,X) schreibt man traditionell auch

ds2 = E du2 + 2F du dv +Gdv2.

Eine Kurve γ̂ : I → R3 heißt Kurve auf dem Flächenstück f , wenn es eine Kurve γ : I → U gibt
mit γ̂ = f ◦ γ. Sei also γ̂ = f ◦ γ eine Kurve auf f . Die Länge von γ̂ ist

L(γ̂) =
∫

I

‖γ̂′(t)‖ dt =
∫

I

√〈
dfγ(t)

(
γ′(t)

)
, dfγ(t)

(
γ′(t)

)〉
dt =

∫
I

√
gγ(t)

(
γ′(t), γ′(t)

)
dt.

Sei η̂ = f ◦ η eine Kurve auf f , die γ̂ schneidet: γ(t1) = η(t2) =: x. Der Schnittwinkel α ist
gegeben durch

cosα =

〈
γ̂′(t1), η̂′(t2)

〉∥∥γ̂′(t1)∥∥∥∥η̂′(t2)∥∥ =
gx

(
γ′(t1), η′(t2)

)√
gx

(
γ′(t1), γ′(t1)

)
gx

(
η′(t2), η′(t2)

) .
Ein Flächenstück heißt orthogonal parametrisiert, wenn F = 〈fu, fv〉 = 0. Dann schneiden sich
die Parameterlinien rechtwinklig. Ein Flächenstück heißt konform parametrisiert, wenn zusätzlich
E = G, also ‖fu‖ = ‖fv‖. Dann ist

gp(X,Y ) = E(p)〈X,Y 〉,

wobei hier 〈·, ·〉 das Skalarprodukt des R2 ist; und Kurven auf der Fläche schneiden sich im glei-
chen Winkel wie die entsprechenden Kurven im Parameterbereich. Schließlich heißt ein Flächenstück
isometrisch parametrisiert, wenn auch noch E = G = 1.
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Normalenvektor und Gauss-Abbildung

Für p ∈ U gibt es genau einen Einheitsvektor N(p) senkrecht auf fu(p) und fv(p), so dass
(fu, fv, N) eine positiv orientierte Orthonormalbasis des R3 ist:

N =
1

‖fu × fv‖
fu × fv.

Die Abbildung N : U → S2 heißt die Gauss-Abbildung von f . (Sie ist im allgemeinen nicht
regulär.)

Flächeninhalt

Der Flächeninhalt von f ist

A(f) =
∫

U

det
(
fu fv N

)
du dv. (*)

Wegen det(a b c) = 〈a× b, c〉 gilt auch

A(f) =
∫

U

‖fu × fv‖ du dv.

Außerdem folgt aus (
fu fv N

)t (
fu fv N

)
=

E F 0
F G 0
0 0 1


die Formel det(fu fv N) =

√
EG− F 2, und deshalb

A(f) =
∫

U

√
EG− F 2 du dv.

Bemerkung. (Zur Definition des Flächeninhalts) Es wäre natürlich schön, die Formeln
für den Flächeninhalt zu beweisen. Dazu müsste man den Flächeninhalt erstmal definieren. Die
Länge einer Kurve hatten wir definiert als Grenzwert der Länge von interpolierenden Poly-
gonzügen. Es liegt nahe, den Flächeninhalt als Grenzwert des Flächeninhalts von interpolieren-
den polyedrischen Flächen zu definieren. Das einfache Beispiel von H. A. Schwarz1 (die soge-
nannte Schwarz’sche Laterne) zeigt aber, dass das nicht ganz so einfach ist. Ein anderer Ansatz
stammt von Minkowski2: Sei S ⊂ R3 irgendeine Punktmenge. Für r > 0 sei S(r) die Menge
aller Punkte mit Abstand höchstens r von S. Definiere den Flächeninhalt von S als den Grenz-
wert von 1

2r vol(S(r)) für r ↘ 0 (sofern die Volumen vol(S(r)) und ihr Grenzwert existieren).
Ist nun S = f(U), dann ist—abgesehen von Komplikationen am Rand und bei Selbstschnit-
ten, die aber (hoffentlich) nur zu Termen der Ordnung r2 führen—S(r) = f̂(U × [−r, r]), wobei
f̂(u, v, w) = f(u, v) + wN(u, v). Nun ist vol(S(r)) =

∫
w∈[−r,r]

∫
(u,v)∈U

det(f̂u f̂v f̂w) du dv dw,
und für lim

r↘0

1
2r vol(S(r)) = d

dr

∣∣
r=0

vol(S(r)) erhält man Gleichung (*).

1H. A. Schwarz. Sur une définition erronée de l’aire d’une surface courbe. Gesammelte Mathematische Ab-
handlungen, Band 2, Springer-Verlag, Berlin, 1890. S. 309–311.

2H. Minkowski. Ueber die Begriffe Länge, Oberfläche und Volumen. Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 9 (1901), 115–121.

14



Boris Springborn
Kurven und Flächen
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Flächeninhalt (Fortsetzung)

Satz. Seien f : U → R3 und f̃ : Ũ → R3 zwei Parametrisierungen des selben Flächenstücks,
also f = f̃ ◦ Φ für einen Diffeomorphismus Φ : U → Ũ . Dann sind die Flächeninhalte gleich:
A(f) = A(f̃).

Beispiel. (Lambert’s zylindrische Projektion) Für die Parametrisierung

f(ϕ, z) =

cosϕ
√

1− z2

sinϕ
√

1− z2

z


der Sphäre erhält man

E = 〈fϕ, fϕ〉 = 1− z2, F = 〈fϕ, fz〉 = 0, G = 〈fz, fz〉 =
1

1− z2
.

Somit ist EG− F 2 = 1. Die Parametrisierung ist also flächentreu.

Die Gauss’sche Krümmung

Der vom Normalenvektor überstrichene orientierte Flächeninhalt ist

AN (f) =
∫

U

det(Nu, Nv, N) du dv.

Die Gauss-Krümmung in einem Punkt p ∈ U ist

K(p) =
det(Nu, Nv, N)
det(fu, fv, N)

= lim
r↘0

AN (f |Dr(p))
A(f |Dr(p))

,

wobei Dr(p) =
{
x ∈ U

∣∣ ‖x− p‖ < r
}
.

Beispiele. Für eine Parametrisierung f eines Teils einer Sphäre mit Radius R ist die Gauss’sche
Krümmung K = 1

R2 konstant (weil f = m+RN , wobei m der Mittelpunkt der Sphäre ist). Für
eine Parametrisierung eines Teils einer Ebene ist K = 0 konstant (weil N konstant ist).

Weingarten-Operator und zweite Fundamentalform

Der Weingarten-Operator ordnet jedem p ∈ U die lineare Abbildung Ap : R2 → R2 zu, für die
gilt

dNp(X) = dfp(ApX) für alle X ∈ R2.

Die zweite Fundamentalform ist die (vom Punkt p ∈ U abhängige) symmetrische Bilinearform

hp(X,Y ) = −〈dNp(X), dfp(Y )〉 = 〈N,D2f(X,Y )〉,

wobei D2(X,Y ) = X1Y1fuu + (X1Y2 +X2Y1)fuv +X2Y2fvv die zweite Ableitung ist. Die Kom-
ponenten der zweiten Fundamentalform bezüglich der Standardbasis e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
sind

l = h(e1, e1) = −〈Nu, fu〉 = 〈N, fuu〉
m = h(e1, e2) = −〈Nu, fv〉 = −〈Nv, fu〉 = 〈N, fuv〉
n = h(e2, e2) = −〈Nv, fv〉 = 〈N, fvv〉.
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Lemma. 1. Die Matrix des Weingarten-Operators A bezüglich der Basis e1, e2 ist(
a b
c d

)
= −

(
E F
F G

)−1 (
l m
m n

)
.

2. Die Gauss-Krümmung ist

K = detA =
ln−m2

EG− F 2
.

Gauss’ Theorema Egregium

Definition. Zwei über dem selben Definitionsbereich parametrisierte Flächenstücke heißen iso-
metrisch, wenn sie die gleiche erste Fundamentalform haben.

Satz. (Gauss’ Theorema Egregium) Zwei isometrische parametrisierte Flächenstücke ha-
ben die gleiche Gauss’sche Krümmungsfunktion.

Korollar. Ein Teil einer Ebene und ein Teil einer Sphäre können nicht isometrisch parametri-
siert werden.
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Sommersemster 06
9. Vorlesung

Gauss’ Theorema Egregium (Fortsetzung)

Der Beweis von R. Baltzer (nach Blaschke & Leichtweiß) beruht darauf, folgende Formel für die
Gauss-Krümmung herzuleiten, in der nur die Komponenten E, F und G der 1. Fundamentalform
und ihre Ableitungen vorkommen:

K =
1

(EG− F 2)2

det

 E F Fv − 1
2Gu

F G 1
2Gv

1
2Eu Fu − 1

2Ev Fuv − 1
2Evv − 1

2Guu

− det

 E F 1
2Ev

F G 1
2Gu

1
2Ev

1
2Gu 0

 .

Abgesehen von diesem Beweis ist die Formel nicht sehr nützlich. Will man die Gauss-Krümmung
einer speziellen Fläche berechnen, dann gibt es fast immer einen einfacheren Weg, als diese Formel
anzuwenden.

Krümmungsgrößen

Zunächst ein bekannter Satz aus der linearen Algebra:

Satz. Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, g : V ×V → R ein euklidisches Skalarpro-
dukt (d.h. bilinear, symmetrisch und positive definit) und A : V → V linear und selbstadjungiert
bezüglich g (d.h. g(AX,Y ) = g(X,AY )). Dann gibt es eine Orthonormalbasis (bezüglich g) aus
Eigenvektoren von A.

Für jedes p ∈ U ist der Weingarten-Operator Ap selbstadjungiert bezüglich der 1. Fundamental-
form gp:

gp(ApX,Y ) = 〈dfp(ApX), dfp(Y )〉 = 〈dNp(X), dfp(Y )〉 = −hp(X,Y ) = −hp(Y,X)
= . . . = gp(Ap, Y,X).

Die Eigenwerte k1(p), k2(p) von −Ap heißen die Hauptkrümmungen der Fläche in p. Sind die
Hauptkrümmungen gleich (in diesem Fall ist Ap = k id für ein k ∈ R) dann heißt p, oder auch
f(p), Nabelpunkt. Ist X ∈ R2 ein Eigenvektor von Ap, so heißt der Unterraum RX, oder auch
dfp(RX), eine Hauptkrümmungsrichtung in p. Ist p kein Nabelpunkt, dann gibt es in p genau
zwei zueinander senkrechte Hauptkrümmungsrichtungen.

Die Gauss-Krümmung ist das Produkt der Hauptkrümmungen,

K = detA = k1k2.

Das arithmetische Mittel H der Hauptkrümmungen ist auch die halbe Spur von A und heißt die
mittlere Krümmung,

H =
1
2
(k1 + k2) =

1
2

TrA.

Krümmung von Kurven auf Flächen

Sei γ̂ = f ◦ γ : I
γ→ U

f→ R3 eine nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve auf dem parame-
trisierten Flächenstück f und N : U → R3 der Normalenvektor von f . Der Rahmen

F =
(
T B N ◦ γ

)
für γ̂ mit T = γ̂′ und B = (N ◦ γ)×T heißt Darboux-Rahmen. Den Rahmenvektor B nennt man
die Binormale des Darboux-Rahmens.
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Rotationsflächen

Sei γ =
(
x
y

)
: I → R2 eine reguläre ebene Kurve, v = ‖γ′‖. Wenn man sie um die x-Achse dreht,

erhält man die Rotationsfläche

f(u, ϕ) =

 x(u)
y(u) cosϕ
y(u) sinϕ

 .

Die u-Parameterlinien nennt man Meridiane, die ϕ-Parameterlinien Breitenkreise. Die partiellen
Ableitungen von f(u, ϕ) sind

fu =

 x′

y′ cosϕ
y′ sinϕ

 , fv =

 0
−y sinϕ
y cosϕ

 .

Also erhält man für die Komponenten der 1. Fundamentalform

E = v2, F = 0, G = y2.

Die Abbildung f ist regulär wo y 6= 0, weil det
(

E F
F G

)
= v2y2. Im Folgenden sei y > 0. Die

Rotationsfläche ist orthogonal parametrisiert, weil F = 0. Sie ist sogar konform parametrisiert,
wenn v = y. Dies ist durch Umparametrisierung der Kurve zu erreichen, indem man als neuen
Parameter

t = Φ(u) =
∫
v(u)
y(u)

du.

wählt. Für Rotationsflächen sieht man also leicht, dass sie konform parametrisiert werden können.

Der Normalenvektor ist

N =
fu × fv

‖fu × fv‖
=

1
v

 y′

−x′ cosϕ
−x′ sinϕ

 .

Für die Komponenten der 2. Fundamentalform erhält man

l = −1
v

(x′y′′ − x′′y′), m = 0, n =
1
v
x′y.

Der Weingarten-Operator ist also

A = −
(
E F
F G

)−1 (
l m
m n

)
=

( 1
v3 (x′y′′ − x′′y′) 0

0 − x′

vy

)
.

Der Weingarten-Operator ist diagonal. Die Hauptkrümmungsrichtungen sind also tangential
an die Parameterlinien. Die Meridiane und Breitenkreise sind Krümmungslinien. Die Haupt-
krümmungen sind die Eigenwerte von −A, also

k1 =
1
v3

(x′′y′ − x′y′′), k2 =
x′

vy
.

Die eine Hauptkrümmung, k1, ist (womöglich bis auf das Vorzeichen) die Krümmung der erzeu-
genden Kurve γ. Für die andere Hauptkrümmung gilt k2 = 1

y cosα, wobei α der Winkel zwischen
der Tangenten von γ und der x-Achse ist (oder auch zwischen der Normalen und der y-Achse);
und 1

y ist die Krümmung des Breitenkreises.

Die Gauss-Krümmung ist

K = k1k2 =
x′

v4y
(x′′y′ − x′y′′). (1)
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Rotationsflächen mit konstanter Gauss-Krümmung

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass die erzeugende Kurve γ nach
der Bogenlänge parametrisiert ist, also v = 1, oder, was das selbe ist,

x′2 + y′2 = 1. (2)

Gleichung (1) vereinfacht sich geringfügig zu K = x′

y (x′′y′ − x′y′′). Unter Verwendung von (2)
erhält man daraus

y′′ +Ky = x′x′′y′ + y′2y′′ = y′ 12 (x′2 + y′2)′ = 0.

Man kann also Rotationsflächen mit vorgegebener (nicht unbedingt konstanter) Krümmungs-
funktion K(u) konstruieren, indem man zunächst die lineare gewöhnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung

y′′ +Ky = 0

löst und dann x(u) mittels (2) durch eine Integration bestimmt: x(u) =
∫ √

1− y′(u)2 du.

Für konstantesK ist die Differentialgleichung leicht zu lösen. Wir brauchen nur die FälleK = −1,
0 oder 1 zu betrachten. Wenn man nämlich die Fläche f mit λ skaliert, f̃ = λf , dann skaliert
sich die Gauss-Krümmung mit 1

λ2 , also K̃ = 1
λ2K.

• K = 0. Die Differentialgleichung y′′ = 0 hat die allgemeine Lösung y(u) = au+ b. Es ergeben
sich drei Fälle. Für a = 0 erhält man Zylinder, für 0 < |a| < 1 erhält man Kegel, und für a = ±1
erhält man Ebenen senkrecht zur Rotationsachse.

• K = 1. Die Differentialgleichung y′′+y = 0 hat die allgemeine Lösung y(u) = a cosu+b sinu =
A cos(u− u0). Nach Parameterverschiebung erhält man

y(u) = A cosu, x(u) =
∫ √

1−A2 sin2 u du.

Das Integral ist ein elliptisches Integral, außer wenn A = ±1. Wieder ergeben sich drei Fälle.
Für 0 < |A| < 1 erhält man spindelförmige Flächen, für A = ±1 erhält man die Sphäre, und für
|A| > 1 erhält man tonnenförmige Flächen mit zwei Randkreisen.

• K = −1. Die Differentialgleichung y′′ − y = 0 hat die allgemeine Lösung y(u) = aeu + be−u.
Wieder ergeben sich drei Fälle, je nachdem ob a und b das gleiche Vorzeichen haben oder nicht,
oder ob eine der Konstanten verschwindet. Ist ab > 0, so erhält man nach Parameterverschiebung

y(u) = A coshu, x(u) =
∫ √

1−A2 sinh2 u du

(wieder ein elliptisches Integral). Man erhält Rotationsflächen mit zwei Randkreisen.

Ist ab < 0, so erhält man nach Parameterverschiebung

y(u) = A sinhu, x(u) =
∫ √

1−A2 cosh2 u du

(ein elliptisches Integral). Die Flächen haben auf der einen Seite eine Spitze und auf der anderen
einen Randkreis.

Sei schließlich ab = 0, z.B. sei b = 0. Nach Parameterverschiebung (und evtl. Spiegelung an der
x-Achse) erhält man

y(u) = eu, x(u) =
∫ √

1− e2u du =
√

1− e2u − artanh
√

1− e2u

Dies ist eine andere Parametrisierung der Traktrix. Diese Fläche mit K = −1, die man durch
Rotation der Traktrix erhält, nennt man Pseudosphäre.
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Krümmung von Kurven auf Flächen

Sei γ̂ = f ◦γ : I
γ→ U

f→ R3 eine Kurve auf dem parametrisierten Flächenstück f , sei N : U → R3

der Normalenvektor von f , und sei v = ‖γ̂‖ =
√
gγ(γ′, γ′). Der Rahmen

F =
(
T B N ◦ γ

)
für γ̂ mit T = 1

v γ̂
′ und B = (N ◦ γ) × T heißt Darboux-Rahmen. Den Rahmenvektor B nennt

man die Binormale des Darboux-Rahmens. Die Ableitungsgleichungen lauten

1
v
T ′ = κg B + κnN ◦ γ

1
v
B′ = −κg T + τg N ◦ γ

1
v

(N ◦ γ)′ = −κn T − τg B .

Man nennt κg die geodätische Krümmung, κn die Normalkrümmung, und τg die geodätische
Torsion.

Definition. Eine Kurve auf einer Fläche heißt
• geodätische Linie, geodätische Kurve oder kurz Geodätische, wenn eine der folgenden äquiva-

lenten Bedingungen erfüllt ist:
(a) κg = 0
(b) T ′ ∈ R · (N ◦ γ)
(c) B′ ∈ R · (N ◦ γ)

• Krümmungslinie, wenn eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:
(a) τg = 0
(b) (N ◦ γ)′ ∈ R · T
(c) B′ ∈ R · T
(d) Die Ableitung γ′ ist Eigenvektor des Weingartenoperators Aγ

• Asymptotenlinie, wenn eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:
(a) κn = 0
(b) (N ◦ γ)′ ∈ R ·B
(c) T ′ ∈ R ·B

Wir werden sehen:
• Durch jeden Punkt einer Fläche geht in jeder Richtung genau eine Geodätische.
• Durch jeden Punkt, der nicht Nabelpunkt ist, gehen genau zwei Krümmungslinien.
• Durch jeden Punkt mit negativer Gauss-Krümmung gehen genau zwei Asymptotenlinien.

Definition. Sei U ∈ p, X ∈ R2. Dann ist N(p)× dfp(X) ∈ R3 sekrecht zu N(p), also enthalten
im Unterraum dfp(R2). Definiere Jp : R2 → R2 als die lineare Abbildung, die eindeutig bestimmt
ist durch

dfp(JpX) = N(p)× dfp(X).

Bemerkung. Die Abbildung Jp ist die 90◦-Drehung bezüglich des Skalarprodukts gp und der
Standardorientierung des R2.

Satz. Für Normalkrümmung und geodätische Torsion gilt

κn =
hγ(γ′, γ′)
gγ(γ′, γ′)

und τg =
hγ(γ′, Jγ γ

′)
gγ(γ′, γ′)

.

Das heißt, alle Kurve auf der Fläche, die durch einen bestimmten Punkt gehen und dort die
gleiche Tangente haben, haben dort auch die gleiche Normalkrümmung und geodätische Torsion.
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Für X ∈ R2 mit gp(X,X) = 1 nennt man deshalb hp(X,X) auch die Normalkrümmung der
Fläche im Punkt p in Richtung X.

Satz. (Meusnier) Sei nun die Kurve γ̂ auf f eine Frenet-Kurve, sei Ñ = 1
‖T ′‖ T

′ die Haupt-

normale von γ̂, und sei 〈Ñ ,N〉 = cos θ 6= 0.

(i) Die Absolutkrümmung von γ̂ ist

κ =
1

cos θ
κn.

(ii) Die Krümmungskreise aller Kurven auf der Fläche, die durch einen bestimmten Punkt gehen,
dort die selbe Tangente haben, und deren Hauptnormalenvektoren nicht Tangential an die Fläche
sind, liegen auf einer Sphäre. (Der Radius dieser Sphäre ist der Kehrwert der Normalkrümmung
der Fläche in Richtung der gemeinsamen Tangente.)

Satz. (Euler) Sei (X1, X2) Orthonormalbasis bezüglich gp aus Eigenvektoren des Weingarten-
Operators Ap, so dass also gilt

ApX1 = −k1X1 und ApX2 = −k2X2,

wobei k1, k2 die Hauptkrümmungen in p sind. Die Normalenkrümmung in Richtung

Y = cosϕX1 + sinϕX2

ist dann
hp(Y, Y ) = k1 cos2 ϕ+ k2 sin2 ϕ.

Die Hauptkrümmungsrichtungen sind also die Richtungen mit maximaler und minimaler Nor-
malenkrümmung.

Außerdem folgt: Wenn die Gauss-Krümmung negativ ist, dann gibt es genau zwei Richtungen,
für die die Normalkrümmung verschwindet, die Asymptotenrichtungen. Die Hauptkrümmungs-
richtungen sind die Winkelhalbierenden der Asymptotenrichtungen.

Satz. (Nabelpunktssatz) Sei f : U → R3 parametrisiertes Flächenstück, und sei U zusam-
menhängend. Wenn jeder Punkt des Flächenstücks ein Nabelpunkt ist, dann ist das Bild f(U) in
einer Ebene oder in einer Sphäre enthalten.
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Der Satz von Dupin

Seien U, V ⊆ R3 offen und Φ : U → V ein Diffeomorphismus. Man kann die Parameter u1, u2, u3

eines Punktes p = Φ(u1, u2, u3) ∈ V als Koordinaten von p auffassen. Der Diffeomorphismus Φ
bestimmt so ein krummliniges Koordinatensystem auf V . Wenn man je eine der drei Koordinaten
festhält, bekommt man drei Einparameter-Familien von Flächen:

(u1, u2) 7−→ Φ(u1, u2, u3),
(u2, u3) 7−→ Φ(u1, u2, u3),
(u3, u1) 7−→ Φ(u1, u2, u3).

Durch jeden Punkt p ∈ V geht genau eine Fläche aus jeder Familie. Wenn die partiellen Ablei-
tungen ∂1Φ, ∂2Φ, ∂3Φ überall paarweise orthogonal sind,

〈∂1Φ, ∂2Φ〉 = 〈∂2Φ, ∂3Φ〉 = 〈∂3Φ, ∂1Φ〉 = 0,

dann schneiden sich die Flächen der verschiedenen Familien gegenseitig orthogonal. Man spricht
dann von einem dreifach orthogonalen Flächensystem.

Beispiele. (i) Kugelkoordinaten.

Φ(r, ϕ, θ) =

r cosϕ cos θ
r sinϕ cos θ
r sin θ

 .

Die Flächen mit konstantem r sind konzentrische Sphären, die mit konstantem ϕ sind Ebenen
durch die 3-Achse, und die mit konstantem θ sind Rotationskegel um die 3-Achse.

(ii) Zylinderkoordinaten.

Φ(r, ϕ, θ) =

r cosϕ
r sinϕ
z

 .

Man überlege sich selbst, welche Flächen man erhält, wenn man je einen Parameter festhält.

(iii) Ein viel weniger triviales Beispiel wird im nächsten Abschnitt behandelt.

Satz. (Dupin) Die Flächen eines dreifach orthogonalen Flächensystems schneiden sich in ih-
ren Krümmungslinien.

Das soll heißen: Die Schnittkurve von zwei solchen Flächen ist gleichzeitig Krümmungslinie auf
beiden Flächen. Für die Beispiele (i) und (ii) liefert das nichts neues. Im nächsten Abschnitt
behandeln wir ein dreifach orthogonales Flächensystem, das uns Krümmungslinienparametrisie-
rungen für Ellipsoide mit drei verschiedenen Hauptachsen liefert.

Konfokale Quadriken

Seien a > b > c > 0 ein für alle mal fest gewählt, und t ∈ R \ {a, b, c} ein Parameter. Betrachte
die Fläche, die implizit durch die Gleichung

x2

a− t
+

y2

b− t
+

z2

c− t
= 1

gegeben ist. Sie ist
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• für t < c ein Ellipsoid mit drei verschiedenen Halbachsen
√
a− t,

√
b− t,

√
c− t,

• für c < t < b ein einschaliges Hyperboloid,
• für b < t < a ein zweischaliges Hyperboloid.
• Für a < t hat die Gleichung keine reellen Lösungen.

Die Quadriken dieser Famile heißen konfokal. Eine Erklärung dieser Bezeichnung liegt darin, dass
die analoge Gleichung in der Ebene, d.h. wenn man den Term z2

c−t weglässt, die konfokalen Kegel-
schnitte liefert: Eine Familie von Ellipsen und Hyperbeln mit den gleichen Brennpunkten. Mehr
über konfokale Quadriken und schöne Bilder findet man in Hilbert & Cohn-Vossen, Anschauliche
Geometrie.

Behauptung. Durch jeden Punkt (x0, y0, z0)R3 mit x0 6= 0, y0 6= 0, z0 6= 0 geht genau eine
Fläche von jedem der drei Typen.

Um das einzusehen, betrachte die Funktion ϕ(t) = x2
0

a−t + y2
0

b−t + z2
0

c−t und zeige, dass die Gleichung
ϕ(t) = 1, genau drei Lösungen t1 < t2 < t3 hat, wobei t1 ∈ (−∞, c), t1 ∈ (c, b), t1 ∈ (b, a).

Behauptung. Die drei Quadriken durch (x0, y0, z0) schneiden sich dort rechtwinklig.

Zum Beweis betrachte die einparametrige Familie von Funktionen ψt(x, y, z) = x2

a−t + y2

b−t + z2

c−t .
Eine kurze Rechnung ergibt: Aus

ψt1(x0, y0, z0) = ψt2(x0, y0, z0) = ψt3(x0, y0, z0) = 1

folgt, dass die Gradienten

gradψt1(x0, y0, z0), gradψt2(x0, y0, z0), gradψt3(x0, y0, z0)

paarweise orthogonal sind.

Die konfokalen Quadriken bilden also ein dreifach orthogonales Flächensystem. Mit dem Satz
von Dupin erhält man Krümmungslinienparametrisierungen der Quadriken.

Dazu betrachten wir noch die Umkehrung der Abbildung (x, y, z) 7→ (t1, t2, t3). Der Punkt
(x, y, z) liege auf den drei Quadriken mit den Parameterwerten (t1, t2, t3). Das heißt, es gelte

x2

a− t1
+

y2

b− t1
+

z2

c− t1
= 1

x2

a− t2
+

y2

b− t2
+

z2

c− t2
= 1

x2

a− t3
+

y2

b− t3
+

z2

c− t3
= 1.

Dies eine lineares Gleichungssystem für x2, y2, z2. Wenn man es löst, erhält man

x2 =
(a− t1)(a− t2)(a− t3)

(a− b)(a− c)
, y2 =

(b− t1)(b− t2)(b− t3)
(b− c)(b− a)

, z2 =
(c− t1)(c− t2)(c− t3)

(c− a)(c− b)
.

Je nach Wahl der Vorzeichen der Wurzeln erhält man acht Diffeomorphismen

Φ±,±,±(t1, t2, t3) =


±

√
(a−t1)(a−t2)(a−t3)

(a−b)(a−c)

±
√

(b−t1)(b−t2)(b−t3)
(b−c)(b−a)

±
√

(c−t1)(c−t2)(c−t3)
(c−a)(c−b) .

 ,

die jeweils U = (−∞, c) × (c, b) × (b, a) auf einen offenen Oktanten des R3 abbilden. Hält man
einen der Parameter ti fest, bekommt man Krümmungslinienparametrisierungen von 1/8-Stücken
der Quadriken.
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Geodätische

Sei γ̂ = f ◦ γ : I
γ→ U

f→ R3 reguläre Kurve auf dem parametrisierten Flächenstück f mit
Geschwindigkeit v = ‖γ̂′‖ und Darboux-Rahmen (T,B,N ◦ γ) : I → SO(3). Die geodätische
Krümmung der Kurve ist κg = 〈 1

vT
′, B〉. Per Definition ist die Kurve eine Geodätische wenn

κg = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn γ̂′′ ∈ span(γ̂′, N ◦ γ), denn

γ̂′ = vT, und daher γ̂′′ = v′T + vT ′ = v′T + v2κgB + v2κnN ◦ γ.

(Bis hier Wiederholung der 11. Vorlesung.)

Behauptung. Geodätische auf der Sphäre sind Großkreisbögen.

Satz. Sei I = [s0, s1] ein kompaktes Intervall. Wenn γ̂ : I
γ→ U

f→ R3 unter allen Kurven auf
der Fläche f mit den gleichen Endpunkten eine kürzeste ist, dann ist γ̂ eine Geodätische.

Der Beweis ist ein Beispiel für die sogennannte Variationsrechnung und deshalb von exemplari-
scher Bedeutung. Aus diesem Grund nehmen wir ihn ausnahmsweise in das Miniskript auf. Er
besteht aus zwei Teilen: 1. der Variationsformel für die Bogenlänge (siehe das folgende Lemma),
die man durch direkte Rechnung erhält, und 2. einer typischen Schlussweise (siehe unten, “Beweis
des Satzes”). Zunächst einige Bezeichnungen. Eine Variation der Kurve γ̂ auf der Fläche f ist
eine 1-Parameterfamilie von Kurven auf der Fläche, die für den Parameterwert t = 0 die Kurve
γ̂ enthält; also eine Abbildung

ĉ = f ◦ c : (−ε, ε)× I
c→ U

f→ R3, (t, s) 7→ ĉ(t, s).

mit
c(0, ·) = γ

(also auch ĉ(0, ·) = γ̂). Die Variation ĉ heißt Variation mit festen Endpunkten, wenn

c(t, s0) = γ(s0) und c(t, s1) = γ(s1) für alle t ∈ (−ε, ε)

(also auch ĉ(t, s0) = γ(s0) und ĉ(t, s1) = γ(s1)). Wir bezeichnen die partielle Ableitung nach dem
Variationsparameter t mit einem Punkt und die partielle Ableitung nach dem Kurvenparameter
s mit einem Strich. Das Variationsvektorfeld der Variation ĉ ist

V (s) =
∂

∂t

∣∣∣
t=0

ĉ(t, s) = ˙̂c(0, s).

Wenn ĉ eine Variation mit festen Endpunkten ist, dann ist V (s0) = V (s1) = 0.

Lemma. (Variationsformel für die Bogenlänge) Sei γ̂ : [s0, s1] → R3 eine nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve auf f und ĉ eine Variation von γ̂ mit Variationsvektorfeld V . Sei

l(t) = L
(
ĉ(t, ·)

)
die Länge von c(t, ·). Dann ist die Ableitung

l̇(0) = 〈V (s), T (s)〉
∣∣∣s1

s0

−
∫ s1

s0

κg 〈V (s), B(s)〉 ds,

wobei B die Binormale des Darboux-Rahmens ist.
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Sommersemster 06
13. Vorlesung

Beweis des Lemmas. Aus l(t) =
∫ s1

s0

√
〈ĉ′(t, s), ĉ′(t, s)〉 ds folgt durch Ableiten unter dem

Integral

l̇(0) =
∫ s1

s0

〈 ˙̂c′(0, s), ĉ′(0, s)〉√
〈ĉ′(0, s), ĉ′(0, s)〉

=
∫ s1

s0

〈V ′(s), γ̂′(s)〉 ds.

Wegen 〈V, γ̂′〉′ = 〈V ′, γ̂′〉+ 〈V, γ̂′′〉 folgt weiterhin

l̇(0) =
∫ s1

s0

(〈
V, γ̂′

〉′ − 〈
V, γ̂′′

〉)
ds

=
〈
V, γ̂′

〉∣∣∣s1

s0

−
∫ s1

s0

〈
V, γ̂′′

〉
ds

=
〈
V, T

〉∣∣∣s1

s0

−
∫ s1

s0

〈
V, κg B + κnN ◦ γ

〉
ds .

Daraus folgt die Variationsformel für die Bogenlänge, weil das Variationsvektorfeld V tangential
an die Fläche ist und deshalb orthogonal zum Normalenvektor. �

Beweis des Satzes. Angenommen γ̂ ist eine kürzeste Verbindung der Endpunkte. Dann gilt für
jede Variation ĉ mit festen Endpunkten, dass l(t) bei t = 0 minimal ist. Also verschwindet dort
die Ableitung:

0 = l̇(0) = −
∫ s1

s0

κg 〈V (s), B(s)〉 ds. (∗)

(Der Randterm in der Variationsformel verschwindet für Variationen mit festen Endpunkten,
weil für sie V am Rand verschwindet.) Wir zeigen durch einen Widerspruchsbeweis, dass κg = 0
ist. Nehmen wir also an, es existiere ein s∗ ∈ I mit κg(s∗) 6= 0. Weil κg stetig ist, gäbe es dann
ein offenes Intervall (a, b) ⊆ I wo κg > 0 oder κg < 0. Konstruiere eine Variation ĉ mit festen
Endpunkten, so dass für das Variationsvektorfeld V gilt: Außerhalb von (a, b) verschwindet V ;
auf (a, b) ist 〈V,B〉 ≥ 0; und V verschwindet nicht überall. Für diese Variation wäre l̇(0) 6= 0, im
Widerspruch zu (∗). �

Bemerkungen. (1) Die kürzeste Verbindung von zwei Punkten auf einer Fläche ist nicht immer
eindeutig, wie das Beispiel entgegengesetzter Punkte auf einer Sphäre zeigt.

(2) Die Umkehrung des Satzes gilt nicht: Eine Geodätische ist nicht immer eine kürzeste Ver-
bindung ihrer Endpunkte. Beispiel: der längere Großkreisbogen, der zwei nicht entgegengesetzte
Punkte auf einer Sphäre verbindet. Es gilt aber Folgendes: Wenn γ̂ : I → R3 eine Geodätische
ist, dann gibt es für jedes a ∈ I eine offene Umgebung I0 ⊆ I von a, so dass für jedes b ∈ I0 gilt:
Die Einschränkung γ̂

∣∣
[a,b]

bzw. γ̂
∣∣
[b,a]

ist kürzeste Verbindung der Endpunkte. Geodätische sind
also kürzeste Verbindungen, sofern man nicht zu weit geht.
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Tangentialräume und Vektorfelder

Sei U ⊆ Rn offen. Ein Tangentialvektor an U ist ein Element (p, v) des Tangentialbündels

TU = U × Rn.

Der Punkt p ∈ U heißt der Fußpunkt des Tangentialvektors (p, v). Die Fußpunktabbildung ist

π : TU −→ U, π(p, v) = p.

Für einen Punkt p ∈ U ist der Tangentialraum im Punkt p der R-Vektorraum

TpU = π−1({p}) =
{
(p, v), v ∈ Rn

}
,

wobei die Vektorraumverknüpfungen nur auf der 2. Komponente operieren:

(p, v) + (p, w) = (p, v + w), λ(p, v) = (p, λv).

Für Tangentialvektoren mit verschiedenen Fußpunkten ist keine Addition definiert.

Sei V ⊆ Rm offen und f : V → U eine differenzierbare Abbildung. Betrachte die Ableitung df
als Abbildung zwischen den Tangentialbündeln:

df : TV −→ TU

(q, v) 7−→ (f(q), dfq(v)).

Jeder Tangentialraum TqV wird linear in den Tangentialraum Tf(q)U abgebildet. Die Kettenregel

für W
g→ V

f→ U kann man dann einfach so schreiben:

d(f ◦ g) = df ◦ dg,

statt wie bisher
d(f ◦ g)q(v) = dfg(q)(dgq(v)).

Denn

df ◦ dg(q, v) = df
(
(g(q), dgq(v))

)
=

(
f(g(q)), dfg(q)(dgq(v))

)
=

(
(f ◦ g)(q), d(f ◦ g)q(v))

)
.

Die Abbildung f heißt regulär oder eine Immersion, wenn für alle p ∈ V die Ableitung dfp :
TpV → Tf(p)U injektiv ist. (Das impliziert m ≤ n.)

Für ξ = (p, v) ∈ TpU und ϕ : U → R schreiben wir auch ξ ·ϕ (sprich: “Xi leitet ab Phi.”) für die
Richtungsableitung

ξ · ϕ = dϕp(v) ∈ R.

Ein Vektorfeld auf U ist eine differenzierbare Abbildung X : U → TU mit π ◦ X = idU , also
X(p) ∈ TpU . Ein Vektorfeld längs einer Abbildung f : V → U ist eine differenzierbare Abbildung
Y : V → TU mit π ◦ V = f , also Y (q) ∈ Tf(q)U . Anders ausgedrückt: Ein Vektorfeld längs f ist
eine Abbildung Y , so dass folgendes Diagramm kommutiert:

TU

V U
?
π

�
���Y

-f

26



Boris Springborn
Kurven und Flächen
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Beispiele und Bemerkungen

• Sei X ein Vektorfeld auf V und f : U → V . Dann ist df ◦X ein Vektorfeld längs f .
• Sei γ : I → Rn eine Kurve. Das Geschwindigkeitsvektorfeld (γ, γ′) ist ein Vektorfeld längs γ.

Auch die einzelnen Spalten eines Rahmens kann man als Vektorfelder längs γ auffassen, wenn
man die Fußpunkte dazunimmt.

• Sei f : U → R3 ein parametrisiertes Flächenstück. Die Normalenabbildung ist ein Vektorfeld
längs f , wenn man die Fußpunkte dazunimmt.

• Ein Vektorfeld auf U ist ein Vektorfeld längs der Identität idU .

Parametrisierte Flächen und Levi-Civita-Ableitung

Eine n-dimensionale parametrisierte Fläche im Rm ist eine reguläre Abbildung f : U → Rm

wobei U ⊆ Rn offen. (Das impliziert m ≥ n.) Wenn die Kodimension m − n gleich 1 ist, dann
heißt f parametrisierte Hyperfläche. Für jedes x ∈ Rm sei der Tangentialraum TxRm mit dem
kanonischen Skalarprodukt versehen, das wir ebenfalls mit 〈·, ·〉 bezeichnen: 〈(x, v), (x,w)〉 =
〈v, w〉. Die von f induzierte Metrik auf U oder erste Fundamentalform von f ist die Abbildung

g :
⋃
p∈U

TpU × TpU → R, g(ξ, η) 7→ 〈df(ξ), df(η)〉.

Für jeden Punkt p ∈ U ist gp := g
∣∣
TpU×TpU

ein euklidisches Skalarprodukt auf TpU . Für ξ = (p, v)
und η = (p, w) ist

g(ξ, η) =
n∑

i,j=1

gij(p)viwj , wobei gij(p) = 〈∂if(p), ∂jf(p)〉.

Bisher haben wir den Fall n = 2, m = 3 betrachtet und bezeichneten g11, g12 = g21 und g22 mit
E, F und G.

Für jeden Punkt p ∈ U ist der Vektorraum Tf(p)Rm die direkte Summe aus dem Bild df(TpU)
von TpU und dem orthogonalen Komplement df(TpU)⊥:

Tf(p)Rm = df(TpU)⊕ df(TpU)⊥.

Seien P ‖p : Tf(p)Rm → df(TpU) und P⊥p : Tf(p)Rm → df(TpU)⊥ die orthogonalen Projektionen.

Fortsetzung folgt.

27



Boris Springborn
Kurven und Flächen
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Parametrisierte Flächen und Levi-Civita-Ableitung (Fortsetzung)

Lemma. Sei Y : U → TRm ein Vektorfeld längs f . Dann gibt es ein eindeutiges (differenzier-
bares!) Vektorfeld X auf U , für das

df(X) = P ‖(Y ).

Existenz und Eindeutigkeit von X(p) in jedem Punkt p ∈ U folgen direkt aus der Regularität von
f . Für einen Beweis der Differenzierbarkeit von X siehe zum Beispiel das Skript von Prof. Ferus,
http://www.math.tu-berlin.de/∼ferus/DG/Diffgeo1.pdf.

Für ein Vektorfeld Y längs f mit Y (p) = (p, w(p)) und einen Tangentialvektor ξ = (p, v) ∈ TpU
definieren wir

DξY = (p, dwp(v)).

Definition. Für ein Vektorfeld X auf U und einen Tangentialvektor ξ ∈ TpU ist die Levi-
Civita-Ableitung ∇ξX ∈ TpU definiert durch

df(∇ξX) = P ‖(Dξdf(X)).

Für zwei Vektorfelder X und Y auf U ist nach dem letzten Lemma ∇XY : p 7→ ∇X(p)Y wieder
ein Vektorfeld.

Lemma. Seien X,X1, X2, Y, Y1, Y2 Vektorfelder auf U , und sei ϕ : U → R differenzierbar.
Dann gilt

∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y,

∇ϕXY = ϕ∇XY,

∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2,

∇X(ϕY ) = (X · ϕ)Y + ϕ∇XY.

Seien E1, . . . , En die kanonischen Basisvektorfelder auf U ⊆ Rn, d.h. Ei(p) = (p, ei) wobei
e1, . . . , en die kanonische Basis von Rn ist.

Definition. Die Christoffelsymbole Γk
ij : U → R, i, j, k = 1, . . . , n, sind definiert durch

∇Ei
Ej =

n∑
k=1

Γk
ijEk,

oder, äquivalent dazu, durch

∂i∂jf =
n∑

k=1

Γk
ij ∂kf +

(
Komponente senkrecht zu ∂1f, . . . , ∂nf).

Lemma. Sei ξ = (p, x) ∈ TpU und sei Y Vektorfeld auf U mit Y (p) = (p, y(p)). Dann ist

∇ξY (p) = (p, z), z = dyp(x) +
n∑

i,j,k=1

xiyj(p)Γk
ij(p) ek.
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Lemma. (i) Für drei Vektorfelder X,Y, Z auf U gilt

X · g(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇X , Z).

(ii) Für die Basisvektorfelder E1, . . . , En gilt

∇EiEj = ∇EjEi.

Lemma. Für die Christoffelsymbole gilt

Γk
ij =

1
2

n∑
l=1

g̃kl(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij) ,

wobei die g̃ij die Elemente der Inversen der Matrix (gij)n
i,j=1 sind:

n∑
k=1

g̃ikgkj = δij .
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Die Ableitungsgleichungen von Gauss und Weingarten

Sei f : R2 ⊇ U → R3 eine parametrisierte Fläche, sei N : U → TR3 das Normalenvektorfeld
längs f , und seien X und Y Vektorfelder auf U . Dann ist df(Y ) ein Vektorfeld längs f , das
tangential an die Fläche ist. Die Ableitung DXdf(Y ) ist im allgemeinen nicht tangential an f .
Die Ableitungsgleichung von Gauss beschreibt die tangentiale und normale Komponente von
DXdf(Y ) durch die Levi-Civita-Ableitung ∇ und die zweite Fundamentalform h:

DXdf(Y ) = df(∇XY ) + h(X,Y )N. (Gauss)

Die Ableitungsgleichung von Weingarten beschreibt die Ableitung des Normalenvektorfeldes
durch die Weingarten-Abbildung A:

DXN = df(AX). (Weingarten)

Wenn man für X und Y die Standard-Basisvektorfelder einsetzt, erhält man folgende äquivalen-
ten Formen dieser Ableitungsgleichungen:

∂i∂jf =
∑

k

Γk
ij∂kf + hijN (Gauss′)

∂iN =
∑

i

Aji∂jf (Weingarten′)

In vorigen Vorlesung hatten wir gesehen, dass die Metrik g allein schon die Levi-Civita-Ableitung
bestimmt. Ausserdem bestimmen Metrik g und zweite Fundamentalform h zusammen die Wein-
garten-Abbildung A, weil ja h(X,Y ) = g(X,AY ). Ebenso bestimmen umgekehrt Metrik und
Weingarten-Abbildung zusammen die zweite Fundamentalform.

Fundamentalsatz der Flächentheorie (Satz von Bonnet)
Teil 1: Eindeutigkeit

Satz. Sei U ⊆ R2 offen und zusammenhängend. Zwei parametrisierte Flächen f, f̃ : U → R3

haben genau dann die gleichen ersten und zweiten Fundamentalformen, wenn sie kongruent sind,
d.h. wenn es eine euklidische Bewegung x 7→ Tx+ b, T ∈ SO(3), b ∈ R3 gibt, so dass f̃ = Tf + b.

Beweis. (nur “⇒”, weil andere Richtung dann einfach) Seien g und h die erste und zweite Fundamen-
talform von f und f̃ , und seien N und Ñ die Normalenvektorfelder. Dann haben f und f̃ auch dieselbe
Levi-Civita-Ableitung ∇ und dieselbe Weingarten-Abbildung A. Betrachte die Koordinatenrahmen

F =
`
∂1f ∂2f N

´
und F̃ =

`
∂1f̃ ∂2f̃ Ñ

´
von f und f̃ . Für jedes p ∈ U sind die Spalten von F (p) und F̃ (p) positiv orientierte Basen des R3.
Außerdem sind die eintspechenden Skalarprodukte der Spalten gleich:

〈∂if, ∂jf〉 = gij = 〈∂if̃ , ∂j f̃〉, 〈∂if, N〉 = 0 = 〈∂if̃ , Ñ〉, 〈N, N〉 = 1 = 〈Ñ , Ñ〉.

Deshalb gibt es für jedes p ∈ U ein T (p) ∈ SO(3) so dass F̃ (p) = T (p)F (p).

Wir zeigen, dass T konstant ist. Dazu schreiben wir die Ableitungsgleichungen von Gauss und Weingarten
wie folgt in Matrixform:

∂1F = FU1, ∂2F = FU2,

wobei

Ui =

0@Γ1
i1 Γ1

i2 A1i

Γ2
i1 Γ2

i2 A2i

hi1 hi2 0

1A .
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Ebenso gilt auch ∂1F̃ = F̃U1, ∂2F̃ = F̃U2. Es folgt

F̃Ui = ∂iF̃ = ∂i(TF ) = (∂iT )F + T (∂iF ) = (∂iT )F + TFUi = (∂iT )F + F̃Ui,

also (∂iT )F = 0 und somit auch ∂iT = 0. Weil U als zusammenhängend vorausgesetzt wurde, ist T
konstant.

Nun folgt leicht, dass f̃ − Tf =: b konstant ist: ∂i(f̃ − Tf) = ∂if̃ − T ∂if = 0, weil ∂if̃ und ∂if die i-ten

Spalten von F̃ und F sind. Also gilt f̃ = Tf + b. �

Levi-Civita-Ableitung von Vektorfeldern längs Kurven

Sei f : R2 ⊇ U → R3 eine parametrisierte Fläche, γ : I → U eine Kurve, die nicht regulär
sein muss, und sei X : I → TU ein Vektorfeld längs γ, also X(t) =

(
γ(t), x(t)

)
∈ Tγ(t)U . Dann

ist df ◦X ein Vektorfeld längs f ◦ γ, nämlich df ◦X(t) =
(
f ◦ γ(t), dfγ(t)(x(t))

)
. Wir schreiben

D d
dt
df ◦X für die “gewöhnliche” Ableitung von df ◦X:

D d
dt
df ◦X := (f ◦ γ, d

dt dfγ(t)(x(t))).

Definition. Die Levi-Civita-Ableitung von X längs γ ist das Vektorfeld ∇ d
dt
X längs γ mit

df(∇ d
dt
X) = P ‖(D d

dt
df ◦X).

Bemerkung. Es gilt D d
dt
df ◦X = df(∇ d

dt
X) + h(X, γ′)N .

Lemma. Sei ∇ d
dt
X(t) =: (γ(t), z(t)). Dann gilt

z(t) = x′(t) +
∑
i,j,k

Γk
ij(γ(t))xi(t)γ′j(t) ek.

Lemma. Seien X, Y Vektorfelder längs γ, ϕ : I → R. Dann gilt:

∇ d
dt

(X + Y ) = ∇ d
dt
X +∇ d

dt
Y

∇ d
dt

(ϕX) = ϕ′X + ϕ∇ d
dt
X

d

dt
g(X,Y ) = g(∇ d

dt
X,Y ) + g(X,∇ d

dt
Y )

Definition. Ein Vektorfeld X längs γ heißt parallel, wenn ∇ d
dt
X = 0.

Lemma. Eine Kurve γ̂ : I
γ→ U

f→ R3 auf f ist eine mit konstanter Geschwindigkeit parame-
trisierte Geodätische genau dann, wenn γ′ (aufgefasst als Vektorfeld längs γ) parallel ist. Dabei
zählen wir auch die konstanten Kurven als Geodätische mit Geschwindigkeit 0.

Korollar. Die Kurve γ̂ ist mit konstanter Geschwindigkeit parametrisierte Geodätische genau
dann, wenn

γ′′k +
n∑

i,j=1

Γk
ij(γ)γ

′
iγ
′
j = 0.

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung für γ. Aus den Standardsätzen über
Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen folgt:

Satz. Für jedes p ∈ U und vp ∈ TpU gibt es eine mit konstanter Geschwindigkeit parametrisierte

Geodätische γ̂ : 0 3 I γ→ U
f→ R3 mit γ(0) = p und γ′(0) = vp. Zwei solche Geodätische stimmen

auf dem Durchnitt ihrer Definitionsbereiche überein. Das heißt, es gibt eine eindeutige solche
Geodätische mit maximalem Definitionsbereich.
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Verträglichkeitsbedingungen für die erste und zweite Fundamentalform

Satz. Sei f : R2 ⊇ U → R3 eine parametrisierte Fläche mit erster Fundamentalform g, zwei-
ter Fundamentalform h, Weingarten-Abbildung A und Levi-Civita-Ableitung ∇. Dann gelten die
Verträglichkeitsbedingungen von Gauss und von Mainardi & Codazzi:

Rijk = h(Ei, Ek)AEj − h(Ej , Ek)AEi, (V-Gauss)
Ei · h(Ej , Ek)− h(Ej ,∇EiEk) = Ej · h(Ei, Ek)− h(Ei,∇EjEk), (V-Codazzi-1)

∇Ei(AEj) = ∇Ej (AEi). (V-Codazzi-2)

wobei
Rijk := ∇Ei∇EjEk −∇Ej∇EiEk,

i, j, k ∈ {1, 2} und E1, E2 die Standardbasisvektorfelder auf U sind.

Diese Verträglichkeitsbedingungen kann man herleiten, indem man merfach die Ableitungsglei-
chungen von Gauss und Weingarten (s. vorige Vorlesung) anwendet auf die Identitäten

DEiDEj df(Ek) = DEjDEi df(Ek) und DEiDEjN = DEjDEiN.

Bemerkungen. • Weil die erste Fundamentalform allein die Levi-Civita-Ableitung und zu-
sammen mit der zweiten Fundamentalform die Weingarten-Abbildung bestimmt, drücken diese
Gleichungen indirekt (ziemlich komplizierte) Beziehungen zwischen der ersten und zweiten Fun-
damentform aus.
• Für viele Werte von i, j, k sind die Gleichungen offensichtlich trivial erfüllt oder redundant:
Wenn sie für i = 1, j = 2 gelten, dann gelten sie auch allgemein für i, j, k ∈ {1, 2}.

Satz. (Theorema Egregium von Gauss) Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt

g(R122, E1) = (g11g22 − g2
12)K, (TE-Gauss)

wobei K = detA die Gauss-Krümmung ist.

Bemerkung. Weil R nur von ∇ und ∇ nur von g abhängt, könnte man aus (TE-Gauss)
eine (ziemlich komplizierte) Formel für die Gauss-Krümmung in Abhängigkeit allein von der
ersten Fundamentalform und ihren Ableitungen herleiten. Diese muss äquivalent zu der (ebenfalls
ziemlich komplizierten) Gleichung für K aus der 8. Vorlesung sein.

Fundamentalsatz der Flächentheorie (Satz von Bonnet).
Teil 2: Existenz

Satz. Sei U = (a, b)× (c, d) ⊆ R2. Für jedes p ∈ U seien gp und hp symmetrische Bilinearfor-
men auf R2, wobei gp positiv definit ist und die Abbildungen p 7→ gp und p 7→ hp differenzierbar
sind. Sei Ap : R2 7→ R2 die eindeutig durch hp(X,Y ) = gp(ApX,Y ) definierte lineare Abbildung,
und sei ∇ die eindeutig durch g bestimmte Levi-Civita-Ableitung (s. 15. Vorlesung). Eine pa-
rametrisierte Fläche f : U → R3 existiert genau dann, wenn für h, A und ∇ die Gleichungen
(TE-Gauss) und (V-Codazzi-1) gelten.

Beweis-Plan. Wenn f existiert, dann erfüllt der Rahmen F = (∂1f ∂2f N) die partiellen
Differentialgleichungen

∂1F = FU1, ∂2F = FU2
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wobei in den Ableitungsmatrizen Ui die Christoffel-Symbole und die Komponenten von h und
A stehen (s. letzte Vorlesung). Wir kennen also die Ableitungsmatrizen und können f (wenn es
existiert) wie folgt konstruieren:

Schritt 1. Finde eine Lösung F = (F1 F2 F3) dies Systems von partiellen Differentialgleichungen;
und zwar eine solche für die die Skalarprodukte zwischen den Spalten die richtigen Werte haben.

Schritt 2. Konstruiere die Fläche f als Lösung von ∂1f = F1, ∂2f = F2.

Bei Schritt 1 werden wir das wichtige Maurer-Cartan-Lemma anwenden, um das es im nächsten
Abschnitt geht.

Das Maurer-Cartan-Lemma

Satz. (Maurer-Cartan-Lemma) Seien U1, U2 : (a, b)× (c, d) → gl(n) differezierbar.

(i) Es gibt F : (a, b)× (c, d) → GL(n) mit

∂1F = FU1, ∂2F = FU2 (∗)

genau dann, wenn
∂2U1 − ∂1U2 = U1U2 − U2U1. (∗∗)

(ii) Ist F̃ eine weitere Lösung von (∗), dann gilt F̃ = TF für ein festes T ∈ GL(n).

Beweis. (i) “⇒”: Angenommen F : (a, b)× (c, d) → GL(2 ) erfüllt (∗). Dann ist

∂1∂2F = ∂1(FU2) = (∂1F )U2 + F∂1U2 = F (U1U2 + ∂1U2),

und ebenso ∂2∂1F = F (U2U1 + ∂2U1). Aus ∂1∂2F = ∂2∂1F folgt (∗∗).

“⇐”: Angenommen U1 und U2 erfüllen (∗∗). Der Übersichtlichkeit halber und o.B.d.A nehmen wir an,
dass 0 ∈ (a, b) × (c, d). Wir definieren zunächst F (x, y) für y = 0: Sei x 7→ F (x, 0) die Lösung des
Anfangswertproblems

∂1F (x, 0) = F (x, 0)U1(x, 0), F (0, 0) = F0

für irgendein F0 ∈ GL(n). Für x ∈ (a, b) sei nun y 7→ F (x, y) Lösung des Anfangswertproblems

∂2F (x, y) = F (x, y)U1(x, y), F (x, 0) = wie schon definiert.

Wir müssen noch zeigen, dass ∂1F = FU1 gilt. Direkt aus der Konstruktion von F folgt das nur für
y = 0. Nun gilt aber

∂2(∂1F − FU1) = ∂2∂1F − FU2U1 − F∂2U1

= ∂1∂2F − F (U2U1 + ∂2U1)

(∗∗)
= ∂1∂2F − F (U1U2 + ∂1U2)

= ∂1(FU2)− F (U1U2 + ∂1U2)

= (∂1F )U2 +���F∂1U2 − FU1U2 −���F∂1U2

= (∂1F − FU1)U2.

Für festes x ist also y 7→ (∂1F −FU1)(x, y) =: G(x, y) eine Lösung des Anfangswertproblems ∂2G = GU2

mit G(x, 0) = 0. Daraus folgt G(x, y) = 0 für alle y.

Wir müssen auch noch zeigen, dass F (x, y) ∈ GL(n) ist. Auf die gleiche Art, wie wir eben F konstruiert
haben, können wir auch ein F̂ konstruieren mit ∂1F̂ = −U1F , ∂2F̂ = −U2F und F̂ (0, 0) = F−1

0 .
(Beachte: Die U ’s werden von der anderen Seite multipliziert.) Dann gilt ∂i(FF̂ ) = FUiF̂ − FUiF̂ = 0.
Also ist FF̂ konstant und gleich F (0, 0)F̂ (0, 0) = I.

(ii) Genau wie beim Beweis des Eindeutigkeitsteils des Fundamentalsatzes in der 16. Vorlesung. �
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Beweis von Teil 2 des Fundamentalsatzes (Existenz)

Gegeben sind die Biliearformen g und h. Definiere A durch h(X,Y ) = −g(AX,Y ). Definiere
Γk

ij = 1
2

∑
l g̃kl(∂igjl +∂jgli−∂lgij) und ∇XY = dY (X)+

∑
ijk Γk

ijXiYjEk (siehe 15. Vorlesung).
Dann gilt

∇EiEj = ∇EjEi und Ei · g(Ej , Ek) = g(∇EiEj , Ek) + g(Ej ,∇EiEk). (1)

Nach Voraussetzung gelten für h, A, und ∇ die Gleichungen (TE-Gauss) und (V-Codazzi-1).

Behauptung 1 Dann gelten auch die Gleichungen (V-Gauss) und (V-Codazzi-2).

Nun konstruieren wir zunächst einen Rahmen F und daraus eine Fläche f mit erster Fundamen-
talform g und zweiter Fundamentalform h. Definiere U1, U2 : (a, b) × (c, d) → gl(3) durch die
Formel aus der 16. Vorlesung:

U1 =

Γ1
11 Γ1

12 A11

Γ2
11 Γ2

12 A21

h11 h12 0

 , U2 =

Γ1
21 Γ1

22 A12

Γ2
21 Γ2

22 A22

h21 h22 0

 . (2)

Behauptung 2 Es gilt ∂2U1 − ∂1U2 = U1U2 − U2U1.

Dann gibt es nach dem Maurer-Cartan-Lemma ein F = (F1 F2 F3) : (a, b)× (c, d) → GL(3) mit
∂1F = FU1 und ∂2F = FU2. Für ein p ∈ U können wir F (p) ∈ GL(2) beliebig vorgeben. Wähle
F (p) so, dass im Punkt p gilt

〈F1, F1〉 = g11, 〈F1, F2〉 = g12, 〈F2, F2〉 = g22, 〈F1, F3〉 = 〈F2, F3〉 = 0, 〈F3, F3〉 = 1. (3)

Das geht, weil g positiv definit ist. (Warum?)

Behauptung 3 Die Gleichungen (3) gelten nicht nur in p sondern überall.

Behauptung 4 Es gilt ∂2F1 = ∂1F2.

Deshalb gibt es ein f : (a, b)×(c, d) → R3 mit ∂1f = F1, ∂2f = F2. Offenbar ist g die erste Funda-
mentalform von f und F3 das Normalenvektorfeld. Aus den Ableitungsgleichungen ∂1F = FU1,
∂2F = FU2 folgt, dass h die zweite Fundamentalform von f ist. Damit wäre der Fundamentalsatz
bewiesen. Es bleibt, die Behauptungen zu beweisen.

Beweis von Behauptung 1 Die Gleichungen (V-Gauss) gelten genau dann, wenn für m = 1
und m = 2 gilt

g(Rijk, Em) = g
(
h(Ei, Ek)AEj − h(Ej , Ek)AEi, Em

)
. (4)

Beide Seiten sind schiefsymmetrisch in i und j. Für i = j steht also auf beiden Seiten 0 und der
Fall i = 2, j = 1 folgt aus dem Fall i = 1, j = 2. Beide Seiten sind aber auch schiefsymmetrisch
in k und m. Für die linke Seite folgt das aus

Ei · Ej · g(Ek, Em) = Ej · Ei · g(Ek, Em)

unter Benutzung von (1). Die rechte Seite ist nach der Definition von A gleich

−h(E1, Ek)h(E2, Em) + h(E2, Ek)h(E1, Em).

Für k = m steht also auf beiden Seiten 0 und der Fall k = 1, m = 2 folgt aus k = 2, m = 1. Für
i = 1, j = 2, k = 2, m = 1 ist Gleichung (4) aber (TE-Gauss), und die gilt nach Voraussetzung.
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Die Gleichungen (V-Codazzi-2) gelten genau dann, wenn für k = 1 und k = 2 gilt

g
(
∇Ei

(AEj), Ek

)
= g

(
∇Ej (AEi), Ek

)
.

Diese Gleichungen folgen aus (V-Codazzi-1), denn

Ei · h(Ej , Ek) = −Ei · g(AEj , Ek) = −g(∇EiAEj , Ek)− g(AEj ,∇EiEk)
= −g(∇EiAEj , Ek) + h(Ej ,∇EiEk).

�

Beweis von Behauptung 2 Die Matrixgleichung ∂2U1 − ∂1U2 = U1U2 − U2U1 ergibt für die
einzelnen Matrixelemente die neun Gleichungen

∂2Γ1
11 − ∂1Γ1

21 = Γ1
12Γ

2
21 − Γ2

11Γ
1
22 +A11h21 − h11A12 (5a)

∂2Γ2
11 − ∂1Γ2

21 = Γ2
11Γ

1
21 + (Γ2

21)
2 − Γ1

11Γ
2
21 − Γ2

11Γ
2
22 +A21h21 − h11A22 (5b)

∂2Γ1
12 − ∂1Γ1

22 = Γ1
11Γ

1
22 + Γ1

12Γ
2
22 − (Γ1

12)
2 − Γ2

12Γ
1
22 +A11h22 − h12A12 (5c)

∂2Γ2
12 − ∂1Γ2

22 = Γ2
11Γ

1
22 − Γ1

12Γ
2
21 +A21h22 − h12A22 (5d)

∂2h11 − ∂1h21 = h11Γ1
21 + h12Γ2

21 − Γ1
11h21 − Γ2

11h22 (5e)

∂2h12 − ∂1h22 = h11Γ1
22 + h12Γ2

22 − Γ1
12h21 − Γ2

12h22 (5f)

∂2A11 − ∂1A12 = Γ1
11A12 + Γ1

12A22 −A11Γ1
21 −A21Γ1

22 (5g)

∂2A21 − ∂1A22 = Γ2
11A12 + Γ2

21A22 −A11Γ2
21 −A21Γ2

22 (5h)
0 = h11A12 + h12A22 −A11h21 −A21h22. (5i)

Gleichungen (5a)–(5d) sind äquivalent zu (V-Gauss). Gleichungen (5e) und (5f) sind äquivalent
zu (V-Codazzi-1). Gleichungen (5g) und (5h) sind äquivalent zu (V-Codazzi-2). Gleichung (5i)
ist äquivalent zur Gleichung h(Ei, AEj) = h(Ej , AEi), die sowieso gilt. �

Beweis von Behauptung 3 Aus ∂iF = FUi folgt für die einzelnen Spalten:

∂iF1 = Γ1
i1F1 + Γ2

i1F2 + hi1F3,

∂iF2 = Γ1
i2F1 + Γ2

i2F2 + hi2F3,

∂iF3 = A1iF1 +A2iF2.

(6)

Sei ϕij = 〈Fi, Fj〉, das sind die linken Seiten der Gleichungen (3). Dann gilt

∂iϕ11 = 2Γ1
i1ϕ11 +2Γ2

i1ϕ12 +2hi1ϕ13

∂iϕ12 = Γ1
i2ϕ11 +(Γ1

i1 + Γ2
i2)ϕ12 +Γ2

i1ϕ22 +hi2ϕ13 +hi1ϕ23

∂iϕ22 = +2Γ1
i2ϕ12 +2Γ2

i2ϕ22 +2hi2ϕ23

∂iϕ13 = A1iϕ11 +A2iϕ12 +Γ1
i1ϕ13 +Γ2

i1ϕ23 +hi1ϕ33

∂iϕ23 = +A1iϕ12 +A2iϕ22 +Γ1
i2ϕ13 +Γ2

i2ϕ23 +hi2ϕ33

∂iϕ33 = +A1iϕ13 +A2iϕ23

Dies ist ein System von partiellen Differentialgleichungen für ϕ vom Maurer-Cartan-Typ. Seien
ϕ̃ij die rechten Seiten der Gleichungen (3), also ϕ̃11 = g11, ϕ̃12 = g12, ϕ̃22 = g22, ϕ̃13 = ϕ̃23 = 0,
ϕ̃33 = 1. Aus (1) folgt, dass ϕ̃ ebenfalls eine Lösung dieses Systems von Differentialgleichungen
ist. Weil ϕ und ϕ̃ an einem Punkt übereinstimmen, gilt ϕ = ϕ̃. �

Beweis von Behauptung 4 Das folgt aus (6) weil Γk
ij und hij symmetrisch in i und j sind. �
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Krümmungs- und Asymptotenlinienparametrisierungen

Sei f : R2 ⊇ U → R3 eine parametrisierte Fläche mit Normalenvektorfeld N , erster Fundamen-
talform g, zweiter Fundamentalform h und Weingarten-Abbildung A. Sei γ̂ : I

γ→ U
f→ R3 eine

reguläre Kurve auf der Fläche f . Dann gilt:

γ̂ ist Krümmungslinie. ⇐⇒ (N ◦ γ)′ ∈ R · γ̂′.
⇐⇒ γ′ ist Eigenvektor von Aγ .

γ̂ ist Asymptotenlinine. ⇐⇒ (N ◦ γ)′ ⊥ γ̂′.

⇐⇒ h(γ′, γ′) = 0.
⇐⇒ γ̂′′ ist tangential an f.
⇐⇒ Die Schmiegebene von γ̂ (sofern definiert) ist die

Tangentialebene von f .

(Siehe 11. Vorlesung.)

Definition. Die Abbildung f heißt
{

Krümmungs
Asymptoten

}
linienparametrisierung, wenn die Parame-

terlinien u 7→ f(u, v) und v 7→ f(u, v)
{

Krümmungs
Asymptoten

}
linien sind.

Satz 1 Sei p0 ∈ U kein Nabelpunkt. Dann gibt es eine Umgebung U0 von p0 und einen Diffeo-
morphismus Φ : R2 ⊇ V → U0, so dass f ◦ Φ eine Krümmungslinienparametrisierung ist.

Satz 2 Für p0 ∈ U sei die Gauss-Krümmung K(p0) < 0. Dann gibt es eine Umgebung U0 von
p0 und einen Diffeomorphismus Φ : R2 ⊇ V → U0, so dass f ◦ Φ eine Asymptotenlinienparame-
trisierung ist.

Bemerkung. Diese Parametrisierungen sind nicht eindeutig. Wenn f : (a, b) × (c, d) → R3

eine Krümmungs- oder Asymptotenlinienparametrisierung ist, und wenn ϕ : (ã, b̃) → (a, b) und
ψ : (c̃, d̃) → (c, d) Diffeomorphismen sind, dann ist auch die Abbildung f̃ : (ã, b̃) × (c̃, d̃) → R3

mit f̃(u, v) = f(ϕ(u), ψ(v)) eine Krümmungs- bzw. Asymptotenlinienparametrisierung.

Die Sätze 1 und 2 folgen aus den folgenden Lemmas 1, 2 und 3. Wie üblich verlangen wir von
allen Abbildungen, dass sie C∞ sind, auch wenn das nicht jedesmal explizit gesagt wird.

Lemma 1 Unter der Voraussetzung von Satz 1 gibt es eine Umgebung U0 von p0 und zwei
Vektorfelder X1, X2 auf U0, so dass für alle p ∈ U0 gilt: X1(p) und X2(p) sind linear unabhängige
Eigenvektoren von Ap.

Lemma 2 Unter der Voraussetzung von Satz 2 gibt es eine Umgebung U0 von p0 und zwei
Vektorfelder Y1, Y2 auf U0, so dass für alle p ∈ U0 gilt: Y1(p) und Y2(p) sind linear unabhängig
und h(Y1(p), Y1(p)) = 0 = h(Y2(p), Y2(p)).

Lemma 3 Sei U ⊆ R2 offen, und seien X1 und X2 zwei Vektorfelder auf U , so dass für alle
p ∈ U die Vektoren X1(p) und X2(p) linear unabhängig sind. Dann gibt es für jeden Punkt p0 ∈ U
eine Umgebung U0 von p0 und einen Diffeomorphismus Φ : R2 ⊇ V → U0, so dass für alle q ∈ V
gilt: ∂1Φ(q) ∈ R ·X1(Φ(q)) und ∂2Φ(q) ∈ R ·X2(Φ(q)).

Lemma 3 beweisen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Lemma 4 Sei U ⊆ R2 offen, und sei X ein Vektorfeld auf U , das keine Nullstellen hat. Für
alle p0 ∈ U gibt es eine Umgebung U0 von p0 und eine Abbildung g : U0 → R, so dass für alle
p ∈ U0 gilt: dg(X(p)) = 0, aber dgp 6= 0.
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Zum Beweis von Lemma 4 verwendenden wir folgenden Satz über gewöhnliche Differentialglei-
chungen.

Satz 3 Sei U ⊆ Rn offen, und sei X ein C∞-Vektorfeld auf U .

(i) Für jeden Punkt p ∈ U gibt es ein ε > 0 und eine C∞-Kurve γ : (−ε, ε) → U , so dass

γ(0) = p und γ′ = X(γ).

(So eine Kurve, deren Geschwindigkeit stets gleich dem Wert des Vektorfeldes X an der momen-
tanen Position ist, heißt Integralkurve von X.)

(ii) Für jeden Punkt p0 gibt es eine Umgebung U0 von p0, ein ε > 0 und eine C∞-Abbildung
Φ : (−ε, ε)× U0 → U , so dass

Φ(0, p) = p für alle p ∈ U0

und
∂

∂t
Φ(t, p) = X(Φ(t, p)) für alle (t, p) ∈ (−ε, ε)× U0,

d.h. für feste p ∈ U0 sind die Kurven t 7→ Φ(t, p) Integralkurven von X. (Die Abbildung Φ heißt
der lokale Fluss von X.)

Einen Beweis dieses wichtigen Satzes findet man z.B. in V. I. Arnold, Gewöhnliche Differential-
gleichungen, Kapitel 4. (Kapitel 1 behandelt übrigens auch Tangentialräume an Vektorräume.)
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Ableitungsgleichungen für Krümmungslinienparametrisierungen

Sei f : R2 ⊇ U → R3, (u, v) 7→ f(u, v) eine Krümmungslinienparametrisierung ohne Nabelpunkte
und N das Normalenvektorfeld. Dann lauten die Ableitungsgleichungen von Weingarten

Nu = −k1fu, Nv = −k2fv, (Weingarten)

wobei k1, k2 die Hauptkrümmungen sind.

Die Matrixelemente der ersten Fundamentalform sind

〈fu, fu〉 = E =: e2a, also ‖fu‖ = ea.

〈fu, fv〉 = 0,

〈fv, fv〉 = G =: e2b, also ‖fv‖ = eb.

(1)

Statt E undG verwenden wir hier die Logarithmen der Längen von fu und fv für die Rechnungen;
das ist manchmal bequemer. Die Ableitungsgleichungen von Gauss sind dann:

fuu = aufu −ave
2a−2bfv +e2ak1N

fuv = avfu +bufv

fvv = −bue2b−2afu +bvfv +e2bk2N.

(Gauss)

Die Koeffizienten vor fu, fv und N leitet man her, indem man die Gleichungen (1) nach u und
v ableitet. So erhält man z.B. aus

aue
2a = 1

2 〈fu, fu〉u = 〈fuu, fu〉

den Koeffizienten vor fu in der ersten Gleichung. Die Verträglichkeitsbedingungen für k1, k2, a, b
ergeben sich aus Nuv = Nvu, fuuv = fuvu, fvvu = fvuv. (Hausaufgabe.)

Röhrenflächen

Wir untersuchen jetzt Flächen, bei denen eine Hauptkrümmung konstant ist. In diesem Ab-
schnitt behandeln wir den Fall, dass eine Hauptkrümmung konstant und 6= 0 ist. (Den Fall
einer Hauptkrümmung, die konstant = 0 ist, behandeln wir im nächsten Abschnitt.) Eventuell
nach Umorientierung und Skalierung der Fläche kann man erreichen, dass die konstante Haupt-
krümmung = 1 ist. Es reicht also, diesen Fall zu betrachten. Wenn die andere Hauptkrümmung
auch konstant = 1 ist, dann ist jeder Punkt Nabelpunkt und die Fläche ein Stück einer Sphäre
(siehe 11. Vorlesung). Betrachten wir den Fall, dass die Fläche keine Nabelpunkte hat. Dann
können wir sie lokal nach Krümmungslinien parametrisieren.

Sei also f : U = (−α, α) × (−β, β) → R3 eine Krümmungslinienparametrisierung ohne Nabel-
punkte. Die Hauptkrümmung k2 sei konstant = 1. Die andere Hauptkrümmung k1 =: k ist dann
überall 6= 1. Die Ableitungsgleichungen von Weingarten besagen

Nu = −kfu, Nv = −fv.

Es folgt (f+N)v = 0, d.h. f+N hängt nicht von v ab. Die Spitze des Normalenvektors beschreibt
also eine Kurve

γ(u) := (f +N)(u, v), v beliebig.

• Die Kurve γ ist regulär, weil γ′ = fu +Nu = (1− k)fu 6= 0.
• N(u, v) ist senkrecht zu γ′(u), weil 〈N, γ′〉 = 〈N, (1− k)fu〉 = 0.
• Für festes v ist u 7→ N(u, v) paralleles Normalenvektorfeld längs γ,

denn Nu = −kfu = − k
1−kγ

′. (Siehe 6. Vorlesung.)
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Sei T = 1
‖γ′‖γ

′, N̂(u) = N(u, 0), B(u) = T (u) × N̂(u). Dann ist (T, N̂ , B) eine paralleler
orthonormaler Rahmen für γ, und jedes parallele Normalenvektorfeld ist eine Linearkombination
von N̂ und B mit konstanten Koeffizienten. Also ist

N(u, v) = cos
(
ϕ(v)

)
N̂(u) + sin

(
ϕ(v)

)
B(u).

Weil ϕ′ keine Nullstellen hat (denn aus ϕ′(v) = 0 folgte Nv(u, v) = 0 und daraus fv(u, v) = 0
im Widerspruch zur Regularität der Fläche), können wir auch ϕ(u) statt u als Parameter von f
verwenden. Das ergibt

f(u, v) = f̃(u, ϕ) = γ(u)− cosϕ N̂(u)− sinϕB(u).

Die Fläche f ist also eine Röhrenfläche um die Kurve γ. Umgekehrt gilt: Ist γ eine reguläre Kurve
mit parallelem Rahmen (T, N̂ , B), dann ist f̃(u, ϕ) wie in der Formel oben eine krümmungsli-
nienparametrisierte Fläche mit einer Hauptkrümmung konstant = 1, außer an Stellen, wo f̃u

verschwindet. Dort ist f̃ nicht regulär. (Beispiel: γ ist ein Kreis mit Radius r > 1, r = 1 oder
r < 1.)

Abwickelbare Flächen

Eine Fläche heißt abwickelbar, wenn sie lokal isometrisch parametrisiert werden kann. Aus dem
Theorema Egregium folgt: Dann istK = k1k2 = 0. Wenn k1 = k2 = 0 in einer offenen Umgebung,
dann ist der Normalenvektor dort konstant, und die Fläche ist ein Stück einer Ebene. Nehmen
wir nun an, es sei K = 0 und die Fläche habe keine Nabelpunkte. Dann können wir lokal
Krümmungslinienparametrisierungen einführen. Es gilt der folgende Satz.

Satz. (i) Sei f : (−α, α)×(−β, β) → R3 Krümmungslinienparametrisierung einer abwickelbaren
Fläche ohne Nabelpunkte. OBdA können wir annehmen, dass ‖fu(u, 0)‖ = 1 und ‖fv(0, v)‖ = 1.
Dann ist

f(u, v) = γ(u) + vB(u), (2)

wobei γ(u) = f(u, 0) bogenlängenparametrisierte Kurve ist und B(u) = fv(u, 0) ein paralleles
Einheitsnormalenvektorfeld längs γ.

(ii) Sei umgekehrt γ : (−α, α) → R3 eine bogenlängenparametrisierte Kurve und B ein paralleles
Einheitsnormalenvektorfeld längs γ. Definiere f : (−α, α)× (−β, β) → R3 durch Gleichung (2),
wobei β klein genug gewählt sei, dass f regulär ist. Dann ist f abwickelbar.

Bemerkung. Abwickelbare Flächen werden in fast jedem Buch über Kurven und Flächen be-
handelt. Speziell für diesen Satz kenne ich aber nur eine Referenz: die von Dimitri Naumov
ausgearbeitete Vorlesungsmitschrift von Ulrich Pinkalls Kurven und Flächen Vorlesung des Som-
mersemesters 2005, http://naumov.de/diffgeo.
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Flächen mit konstanter negativer Gauss-Krümmung
(mit Cartans Methode des bewegten Rahmens)

Sei f : D = (−α, α) × (−β, β) → R3, (x, y) 7→ f(x, y) eine Asymptotenlinienparametrisierung
einer Fläche mit konstanter Gauss-Krümmung K = −1, und sei N das Normalenvektorfeld.
Asymptotenlinienparametrisierung bedeutet, dass

fxx ⊥ N und fyy ⊥ N.

Seien a, b : D → R>0 die Geschwindigkeiten der Parameterkurven und sei ϕ : D → (0, π) der
Winkel zwischen ihnen:

a = ‖fx‖, b = ‖fy‖, ϕ = ](fx, fy).

Die Matrizen der ersten und zweiten Fundamentalform sind dann

g =
(

a2 ab cosϕ
ab cosϕ b2

)
, h =

(
0 m
m 0

)
, (1)

wobei m = 〈fxy, N〉. Die Gauss-Krümmung ist

−1 = K =
deth
det g

= − m2

a2b2 sin2 ϕ
.

Daraus folgt m = ±ab sinϕ. Die Umparametrisierung x̃ = y, ỹ = −x ist orientierungserhaltend
und kehrt das Vorzeichen von fxy, also auch von m, um. Wir können also oBdA annehmen, dass

m = ab sinϕ. (2)

Satz. (i) Es gilt
ay = 0, bx = 0, ϕxy = sinϕ. (3)

(ii) Wenn die Funktionen a, b : D → R>0 und ϕ : D → (0, π) die Differentialgleichungen (3)
erfüllen, dann gibt es eine bis auf Kongruenz eindeutige Asymptotenlinienparametrisierung mit
K = −1, deren erste und zweite Fundamentalformen durch (1), (2) gegeben sind.

Definition. Eine Parametrisierung f : D → R3, (x, y) 7→ f(x, y) heißt Tschebyscheff-Netz,
wenn ‖fx‖ nicht von y und ‖fy‖ nicht von x abhängt.

Genau wenn f ein Tschebyscheff-Netz ist, kann man durch eine die Parameterlinien erhaltende
Umparametrisierung (nämlich x̃ =

∫ x
a(s) ds, ỹ =

∫ y
b(t) dt wobei a(x) = ‖fx(x, y)‖, b(y) =

‖fy(x, y)‖) erreichen, dass alle Parameterlinien nach der Bogenlänge parametrisiert sind.

Korollar. Eine Asymptotenlinienparametrisierung einer Fläche mit konstanter negativer Gauss-
Krümmung ist ein Tschebyscheff-Netz.

Beweis des Satzes. Sei der bewegte Rahmen F = (F1, F2, F3) : D → SO(3) definiert durch

fx = a
(
cos

ϕ

2
F1 − sin

ϕ

2
F2

)
,

fy = b
(
cos

ϕ

2
F1 + sin

ϕ

2
F2

)
,

N = F3.

(4)

Das heißt, F1 und F2 sind tangentiale Einheitsvektoren, die die Winkel zwischen den Asymptoten-
linien halbieren; sie sind also zueinander senkrecht und zeigen in die Hauptkrümmungsrichtungen.
F3 ist der Normalenvektor. Die Ableitungsgleichungen des Rahmens F sind

Fx = FU, Fy = FV,
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wobei die Ableitungsmatrizen U und V schiefsymmetrisch sind, weil F ein orthogonaler Rahmen
ist:

U =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 , V =

 0 −η3 η2
η3 0 −η1
−η2 η1 0

 .

Ausgeschrieben lauten die Ableitungsgleichungen

F1x = ω3F2 −ω2F3

F2x = −ω3F1 +ω1F3

F3x = ω2F1 −ω1F2

sowie entsprechende Gleichungen für die y-Ableitungen, in denen η statt ω vorkommt. Aus 0 =
〈fxx, N〉 = −〈fx, Nx〉 folgt

ω1 sin
ϕ

2
+ ω2 cos

ϕ

2
= 0.

Aus 0 = 〈fyy, N〉 = −〈fy, Ny〉 folgt

−η1 sin
ϕ

2
+ η2 cos

ϕ

2
= 0.

Aus ab sinϕ = m = 〈fxy, N〉 = −〈fx, Ny〉 folgt

−η1 sin
ϕ

2
− η2 cos

ϕ

2
= b sinϕ.

Aus ab sinϕ = m = −〈fy, Nx〉 folgt

ω1 sin
ϕ

2
− ω2 cos

ϕ

2
= a sinϕ.

Nun hat man jeweils zwei lineare Gleichungen für ω1, ω2 und für η1 und η2. Man erhält

ω1 = a cos
ϕ

2
, ω2 = −a sin

ϕ

2
, η1 = −b cos

ϕ

2
, η2 = −b sin

ϕ

2
.

Mit den Gleichungen (4) ergibt sich

fx = ω1F1 + ω2F2,

fy = −η1F1 − η2F2.

Aus fxy = fyx folgt nun

ω1y + η1x = ω2η3 + ω3η2, (5)
ω2y + η2x = −ω1η3 − ω3η1. (6)

Schließlich ergibt die Verträglichkeitsbedingung Uy − Vx = UV − V U die drei Gleichungen

ω1y − η1x = ω2η3 − ω3η2, (7)
ω2y − η2x = ω3η1 − ω1η3, (8)
ω3y − η3x = ω1η2 − ω2η1. (9)

Aus (5) und (7), und aus (6) und (8) erhält man

ω1y = ω2η3, η1x = ω3η2, ω2y = −ω1η3, η2x = −ω3η1,

und daraus
ay = 0, η3 =

ϕy

2
, bx = 0, ω3 = −ϕx

2
.

Schließlich ergibt Gleichung (9), dass ϕxy = ab sinϕ.

Damit ist Teil (i) des Satzes bewiesen. Den Beweis von Teil (ii) überlege man sich selbst. �
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Flächen mit konstanter negativer Gauss-Krümmung (Fortsetzung)

Zusammenfassung der Ergebnisse: Für eine Asymptotenlinienparametrisierung f : D → R3 mit
K = −1 und Normalenvektorfeld N gibt es einen orthogonalen Rahmen

F = (F1 F2 F3) : D → SO(3)

mit

fx = a cos
ϕ

2
F1 − b sin

ϕ

2
F2,

fy = b cos
ϕ

2
F1 + b sin

ϕ

2
F2,

N = F3.

(1)

Die Ableitungsgleichungen lauten

F1x = −ϕx

2
F2 + a sin

ϕ

2
F3, F1y =

ϕy

2
F2 + b sin

ϕ

2
F3,

F2x =
ϕx

2
F1 + a cos

ϕ

2
F3, F2y = −ϕy

2
F1 − b cos

ϕ

2
F3,

Nx = F3x = −a sin
ϕ

2
F1 − a cos

ϕ

2
F2, Ny = F3y = −b sin

ϕ

2
F1 + b cos

ϕ

2
F2.

(2)

Die Verträglichkeitsbedingungen sind

ay = 0, bx = 0, (3)
ϕxy = ab sinϕ. (4)

Wenn umgekehrt drei Funktionen a, b und ϕ die Verträglichkeitsbedingungen (3) und (4) erfüllen,
dann existiert die entsprechende Asymptotenlinienparametrisierung f mit K = −1. Die Glei-
chung (3) besagt, dass f ein Tschebyscheff-Netz ist; und das heißt, dass man durch eine Um-
parametrisierung x  g(x), y  h(y) erreichen kann, dass a = b = 1. Aus (4) wird dann die
sogenannte Sinus-Gordon-Gleichung

ϕxy = sinϕ. (Sinus-Gordon)

Die folgenden Probleme sind also äquivalent:

A. Finde parametrisierte Flächen mit K = −1.
B. Finde Lösungen der Sinus-Gordon-Gleichung, die nirgendwo Werte in πZ annehmen. (Wenn

ϕ Werte in πZ annimmt, existiert zwar die entsprechende Funktion f und ist differenzierbar;
sie ist aber an diesen Stellen nicht regulär.)

Zu B: Man kann ϕ auf zwei Geraden x = konst. und y = konst. beliebig vorgeben, und es existiert
dazu eine eindeutige Lösung der Sinus-Gordon-Gleichung. (Charakteristisches Anfangswertpro-
blem für hyperbolische Differentialgleichungen.) Alternativ kann man auch ϕ und die Ableitung
dϕ auf einer Diagonalen x−y = 0 oder x+y = 0 vorgeben, und es existiert dazu eine eindeutige
Lösung der Sinus-Gordon-Gleichung. (“Normales” Anfangswertproblem für hyperbolische Diffe-
rentialgleichungen.) Siehe z.B. Hilbert & Courant, Methoden der Mathematischen Physik (Band
II) oder Tychonoff & Samarski, Differentialgleichungen der Mathematischen Physik.

Sinus-Gordon-Gleichung in Krümmungslinienkoordinaten &
physikalische Interpretation

In Krümmungslinienkoordinaten

s = x+ y, t = x− t,
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lautet die Sinus-Gordon-Gleichung

ϕss − ϕtt = sinϕ.

Die Gleichung ϕss−ϕtt = ϕ heißt Klein-Gordon-Gleichung. Sie ist wichtig in der Quantenmecha-
nik. Ursprünglich wurde sie vorgeschlagen als relativistische Gleichung für das Elektron. Das hat
sich zwar als falsch herausgestellt (die Dirac-Gleichung ist die relativistische Gleichung für das
Elektron), aber die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt Teilchen mit Spin 0 (das Elektron hat
Spin 1

2 ). Die Sinus-Gordon-Gleichung ist eine nichtlineare Variante der Klein-Gordon-Gleichung.
Daher kommt der Name (englisch Klein-Gordon → Sine-Gordon). Die Sinus-Gordon-Gleichung
hat eine physikalische Interpretation als Gleichung für eine “kontinuierliche Pendelkette.” Die
Bewegungsgleichung für ein Fadenpendel ist −ϕtt = sinϕ. Eine Pendelkette besteht aus einer
Reihe von Pendeln, wobei jedes mit seinen Nachbarn z.B. durch Spiralfedern gekoppelt ist. Der
kontinuierliche Grenzfall (viele Pendel dicht nebeneinander) ist die kontinuierliche Pendelkette.

Gauss-Abbildung von Flächen mit konstanter negativer
Gauss-Krümmung

Aus den Ableitungsgleichungen (2) folgt ‖Nx‖ = a und ‖Ny‖ = b. Die Gauss-Abbildung N :
D → S2 ist also auch ein Tschebyscheff-Netz. Außerdem folgt aus (1) und (2)

N ×Nx = −a sin
ϕ

2
F3 × F1 − a cos

ϕ

2
F3 × F2 = fx,

N ×Ny = −b sin
ϕ

2
F3 × F1︸ ︷︷ ︸

=F2

+b cos
ϕ

2
F3 × F2︸ ︷︷ ︸

=−F1

= −fy.

Das heißt, die Gauss-Abbildung bestimmt schon die Ableitung von f und damit auch die Fläche
f selbst bis auf Translation. Es gilt:

Satz. Sei N : D → S2 regulär und ein Tschebyscheff-Netz. Dann gibt es eine bis auf Translation
eindeutige parametrisierte Fläche f : D → R3 mit

fx = N ×Nx, fy = −N ×Ny,

und f ist eine Asymptotenlinienparametrisierung mit Gauss-Krümmung K = −1.

Lie-Transformation

Wenn die Verträglichkeitsbedingungen (3) und (4) für Funktionen a, b und ϕ gelten, dann gelten
sie offensichtlich auch für ã = λa, b̃ = 1

λb und ϕ, für beliebiges λ ∈ R>0. Diese Transformationen
von Lösungen der Verträglichkeitsbedingungen bewirkt sogenannte Lie-Transformationen der
entsprechenden Flächen mit K = −1.

Satz. Zu jeder Asymptotenlinienparametrisierung f : D → R3 mit K = −1 gibt es eine 1-
Parameter-Familie von Flächen fλ : D → R3, mit f = fλ für λ = 1, so dass alle Flächen
der Familie in entsprechenden Punkten den gleichen Winkel ϕ zwischen den Asymptotenlinien
und die gleiche zweite Fundamentalform h =

( 0 ab cos ϕ
ab cos ϕ 0

)
haben. Die erste Fundamentalform

ändert sich:

gλ =
(
λ2a2 0

0 λ−2b2

)
.
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Diskrete K-Flächen

Flächen mit konstanter negativer Krümmung werden auch K-Flächen genannt. Diskrete K-
Flächen sind diskrete Analoga. Dies ist ein Beispiel für Differenzengeometrie oder diskrete Dif-
ferentialgeometrie, deren Ziel es ist, gut diskrete Analoga zu differentialgeometrischen Begriffen
und Objekten zu finden und zu untersuchen.

Eine diskrete parametrisierte Fläche ist eine Abbildung

f : Z2 ⊇ D → R3, (i, j) 7→ fij ,

wobei D = {(i, j) ∈ Z2 | i0 ≤ i ≤ i1, j0 ≤ j ≤ j1}. Man wird zusätzlich noch gewisse Regu-
laritätsbedingungen fordern, die aber für verschiedene spezielle Klassen von diskreten Fläche
unterschiedlich sein können. Eine diskrete parametrisierte Fläche besteht also aus Ecken fij , aus
Kanten [fij , fi+1,j ] und [fij , fi,j+1] und aus Vierecken fij , fi+1,j , fi+1,j+1, fi,j+1, die im Allge-
meinen nicht eben sein müssen.

Eine diskrete Asymptotenlinienparametrisierung ist eine diskrete parametrisierte Fläche mit der
Eigenschaft, dass für jede Ecke die anliegenden Kanten in einer Ebene liegen. Unter geeigneten
Regularitätsvoraussetzungen (welchen?) ist dann an jeder Ecke ein eindeutiger Normaleneinheits-
vektor Nij definiert.

Ein spezielles diskretes Tschebyscheff-Netz ist eine diskrete parametrisierte Fläche, deren Kan-
ten alle die gleiche Länge haben. Ein allgemeines diskretes Tschebyscheff-Netz ist eine diskrete
parametrisierte Fläche mit der Eigenschaft, dass die Längen ‖fi+1,j − fij‖ der Kanten in i-
Richtung nicht von j abhängen und die Längen ‖fi,j+1 − fij‖ der Kanten in j-Richtung nicht
von i abhängen.

Ein allgemeine (spezielle) diskrete K-Fläche ist eine diskrete Asymptotenlinienparametrisierung,
die gleichzeitig ein allgemeines (spezielles) Tschebyscheff-Netz ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden spezielle K-Flächen, aber alles gilt entspre-
chend auch für allgemeine K-Flächen.

Für jede Kante einer diskrete Asymptotenlinienparametrisierung ist ein Torsionswinkel τ ∈
(−π, π) definiert als der vorzeichenbehaftete Winkel zwischen den Normalen an den Endpunkten
der Kante. Das Vorzeichen richtet sich nach dem Vorzeichen der Determinante

det
(
fend − fanf , Nanf , Nend

)
.

In speziellenK-Flächen sind die einzelnen Vierecke symmetrisch bezüglich Spiegelung an den zwei
Ebenen, die jeweils eine Diagonale enthalten und die andere halbieren. Aus Symmetriegründen
gilt deshalb: Benachbarte Kanten eines Vierecks einer speziellen diskrete K-Fläche haben entge-
gengesetzten Torsionswinkel und gegenüberliegende Kanten haben gleichen Torsionswinkel. Für
das gesamte Netz bedeutet das, dass die Torsionswinkel auf den Kanten in i-Richtung alle gleich τ
sind und die Torsionswinkel auf den Kanten in j-Richtung alle gleich −τ .

Daraus folgt: Die diskrete Gauss-Abbildung N : Z2 ⊇ D → S2 ⊆ R3 einer speziellen diskreten
K-Fläche ist ein spezielles diskretes Tschebyscheff-Netz (mit Kantenlänge 2 sin τ

2 ).

Wie für glatteK-Flächen gilt auch die Umkehrung: WennN : D → S2 ein diskretes Tschebyscheff-
Netz ist, dann definiert

fi+1,j − fij = Nij ×Ni+1,j ,

fi,j+1 − fij = −Nij ×Ni,j+1,
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eine (bis auf Translation eindeutige) spezielle diskrete K-Fläche. Dabei ist einfach einzusehen,
dass die so erzeugte diskrete Fläche eine diskrete Asymptotenlinienparametrisierung ist und ein
spezielles diskretes Tschebyscheff-Netz. Es ist aber erstmal zu zeigen, dass diese Gleichungen für
die Kantenvektoren verträglich sind, dass sie also tatsächlich eine diskrete Fläche fij definieren.
Dazu benutzt man: Wenn Nij , Ni+1,j , Ni+1,j+1, Ni,j+1 die Ecken eines sphärischen Parallelo-
gramms sind, dann sind die Vektoren Nij +Ni+1,j+1 und Ni+1,j +Ni,j+1 linear abhängig.

Die Analogie zwischen diskreten und kontinuierlichen K-Flächen geht noch viel weiter. So gibt es
eine diskrete Sinus-Gordon-Gleichung, Lie-Transformationen für (allgemeine) diskrete K-Flächen
und noch viel mehr.

Literatur (und Software) zu diskreten K-Flächen

W. Wunderlich. Zur Differenzengeometrie der Flächen konstanter negativer Krümmung. Österr.
Akad. Wiss., Math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. IIa 160 (1951), 39–77.

R. Sauer. Differenzengeometrie. Springer-Verlag, Berlin, 1970.

A. Bobenko, U. Pinkall. Discrete surfaces with constant negative Gaussian curvature and the
Hirota equation. J. Differ. Geom. 43:3 (1996), 527–611.

A. Bobenko, U. Pinkall. Discretization of surfaces and integrable systems. In: A. Bobenko, R.
Seiler (Hrsg.). Discrete Integrable Geometry and Physics. Oxford University Press, 1999. Seiten
3–58.

U. Pinkall. K-surface touching a plane. Java webstart application. http://www.math.tu-berlin.
de/geometrie/webstart/function/real3/kSurfaceTouchingPlane/kSurfaceTouchingPlane.
jnlp.

U. Pinkall. K-surface with a cone point. Java webstart application. http://www.math.tu-berlin.
de/geometrie/webstart/function/real3/kSurfaceWithConePoint/kSurfaceWithConePoint.
jnlp.
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