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Determinanten und Matrizen

Liegrössen in assoz. Ringen (Passonfontaine)

L sei der Lie-Ring der Lieschen Grössen in dem von den nichtkomm. Unbe-
stimmten x1, . . . , xn erzeugten freien assoz. Ring R (El. von Rhomigen) zwi-
schen l, l1, · · · , lk ∈ L

(1) l = l1X1 + l2X2 + · · ·+ lkXk

Ist Gr l = m, so ist mml ∈ {l1, . . . , lk}L =Lie-Ideal, erzeugt von l1, . . . , lk.
Folge: Ist z eine weitere Unbestimmte, so folgt

l z − z l ∈ {l1 . . . lk}L(z)

Frage: Ist l ∈ {l1, . . . , lk}L ?
Bew: a) Die lineare Abb. von R auf L, gegeben durch

xα xβ . . . xτ → (. . . ((xα xβ)xγ) . . . xτ ),

hat die Eigenschaft:
∧
l = ml, wenn l ∈ L, Gr l = m

Bew. durch Polarisieren. Für nichtlineare l Leitglieder vergleichen).
b) Hieraus folgt für nichtlineare l aus (1): ml ∈ {l1, . . . , lk}L.
c) Bei beliebigen l (1) nicht lesbarmml ∈ {l, . . . lk}L.

Übrigens ist
∧

([
∧
A] ·B) = GrA ·

∧
(AB).

Hieraus folgt, dass L ein freier Liescher Ring ist.
Weuer , Über Invarianten in Lieschen Ringen. MA120, 563−580
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Aufspaltung von Kongruenzgruppen

(Gerystizy 22km NO Demijansk)
Bedeutet A(n, R) die Gruppe der nichtsing. nicht lesbarSubstit. des Grades
n mit Koeff aus dem Ring R, und ist G1 (pα) das GF (pα), Gk (pα) der
kleinste auf G1(pα) abgeb. Ring mit Charakteristik pk und Ordnung pkα, so
ist A(n, Gn(pα)) eine kleinste auf A(n, G1(pα)) abgebildetet Gruppe.
Bew.: a) für n = 2 Induktion nach n
Bei A(n, G2(pα)) ist der auf E abgebildete Normalteiler f A-einfach und iso-
morph nicht lesbar add. Gruppe der Matrizen mit Koeff um nicht lesbarmit
der Spur 0. Ord f = p(α(n2−1).

Ähnlich führt die unitäre Gruppe, die x1 x1 + · · · + xn xn ungeändert
nicht lesbar , auf die Matrizen M = −M ′ mit SpM = 0. Wieder ist Ord
f = qn

2−1, q = pα.
Die beiden Gruppen sind ähnlich für n = 2: Transformiere mit

T =
(

1 1
ξ ξ

)
·
(

1
ξ

)
, ξ ξ = 1.

Wichtige: Jede Grösse aus Gk(p0) ist Norm aus Gk(p2α). Folge: Jede nichtring.

hermitesche Form mit Koeff. aus Gk(p2α) ist äq.


1

1
. . .

1

.

Verfahren zur Herstellung von p-Aufspaltungen

: Man stellt G durch ganzzahlige lineare Gruppe dar, ändert die Koeff. in nwd
p kongruente und betrachtet die entstehende, im allg. unendliche Gruppe nwd
pα, α > 1.
Seite 4

Ist G → G, dabei f → nicht lesbar und die p-Sylowgr. von G zyklisch,
und ist f abelsch vom Typ (p, p,∼, p), so sind je zwei kleinstmögliche Vertre-
tergruppen für G in G isomorph. Ihre Kompositionslänge ist entweder gleich
der den grössten kleinsten auf G abgebildeten Faktorgruppe von G, oder um 1
grösser.

Ist G∗ die grösste kleinste auf G abgebildete Gruppe mit dem f-Expom
p (f∗ → E) und umfasst gG∗, und hat das f-p-Sylowzentrum (f → E in G) die
Ord p2, so ist G = G∗.
Bew: Sonst würde G in ein direktes Unterprodukt zerfallen: G = G∗ nicht
lesbarG0. Dann hätte G0 ein p-Zentrum der Ord p und G∗ ebenfalls. Aber
in G∗ zerfällt wieder die p-Sylowgruppe in ein direktes Unterprodukt, gäbe zu
grosses p-Zentrum.
Ganz ähnlich z.B. 5-Aufspaltung nicht lesbar altern. Gruppe Aσ − Aρ, wobei
statt p besser Normal (p) betrachtet wird. Gibt auch Zentrum den Ord p2.
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Grösste kleinste auf (p, p) abgebildete Gruppe:

Bedeutet M die Matrix

 0 1
0 1

−
(
p
p

)
−

(
p
p−1

)
· · · −

(
p
1

)
 mit (E + M)p = E,

so erzeugen die Matrizen A =
(

E +M 0
0 1

)
, B =


1 1

1 0
1 0

. . .
1


Seite 5

eine kleinste auf die abelsche Gruppe vom Typ (p, p) abgebildete Grup-
pe. Durch Bildung von direkten Unterprodukten solcher Gruppen und der
freien abelschen Gr. mit 2 Erzeugenden erhält man die grösste kleinste
p-adische auf (p, p) abgebildete Gruppe.

Subtitutionsgruppen ohne Wurzel 1

a) Es gibt nur eine irred. Gruppe ohne Wurzel 1 der Ord 2m+1, sie wird erzeugt

von
(
ε

ε−1

)
,
(

0 1
−1 0

)
, Ord ε = λm.

b) Eine G. ohne Wurzel 1 hat entweder die nicht lesbar als Sylowgruppe, oder
sie hat ihre 2-Sylowgruppe als Faktorgruppe eines auflösbaren Normalteilers.

c) Also hat jede nichtauflösbare Gr. ohne Wu 1 die 2-Sylowgruppe
(
i
−i

)
,(

0 1
−1 0

)
.

Bew von a): 1) richtig für Gr = 2. b) bei n = 4 gibt es keine irred. 2. Gr. ohne
Wu 1, monomial, bei der die Faktorgruppe nach dem Diagonal-Normalteiler
die Vierergruppe wäre.
Jede irred. mom 2-Gr. ohne Wu 1 hat die Gestalt

ε
εu

εu
2

. . .
εu

n−1

 ,


0 1

0 1
0

1
−1 0


mit εu

n
2 = ε−1, d.h. u

n
2 = −1 nwd Ord ε.

Seite 6

Falsch ist die Vermutung: Der Betrag eines Operators kann durch Sub-
straktion eines Op. vom Rang 1 nicht unter die zweitgrösste EWn grdrückt
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werden. Gegenbeispiel:
(

2 0
6 3

)
−

(
2 1
6 3

)
=

(
0 −1
0 0

)

Die Extremaleigenschaften der grössten EWn:

nicht lesbar = max
y∈Y

limnicht lesbar Kny
1
n

gibt es keine Abschátzungen mit endl. vielen Schritten.

Polare Integralgleichungen.

Ist im Raum Y ein inneres Produkt (f, g) erklärt und K eine vollstetige definite
selbstadj. Abb. vvon Y in sich, w eine stetige selbsadjungierte, so heisst
(1 − λwK) y = 0 eine polare Gleichung. Bei wK 6= 0 hat sie stets EWe, und
nur reelle, und bei Rnicht lesbar wK = ∞ hat sie ∞ viele.
Bew.: Es ist wK selbstadjungiert, wenn an an die neue Metrik
[f, g] = (f, K g) zu Grunde legt; daher y∗K wK w K y · y∗ K y ≥ (y∗ K wK y)2,
y∗K wK w · K ·wK wK y · y∗ K y > (y∗ K w · K ·wK y)2 usw.
also K · (wK)2m > (y

∗ K w K y
y∗ K y )2m · y

∗ K y
y∗ y für jedes y

Seite 7

Also wenn es y mit y∗ K wK y 6= 0 gibt, kann (wK)n nicht stärker als
alle εn abnehmen und hat daher einen EW.
Für eine EF wϕ von wK ist stets ϕ eine adj. EF, gibt Abspaltung
(wK)1 = w (K− ϕ(x)ϕ(y)

λnicht lesbar
).

Gilt aber für alle y: y∗ K wK y = 0, so gilt (y → αx+ β y)

| | | | x, y y∗ K wKx = 0 und mit y = wKx wegen

Definiert von K: wKx = 0, wK = 0.

Normale Matrizen lassen sich dadurch kennzeichnen, dass

|A2 ϕ|
|Aϕ|

≥ |Aϕ|
|ϕ|

f. alle ϕ.

Dann ist nämlich jeder HV sogar EV, und EV zu verschiedenen EW sind or-
thogonal; an jedem V ϕ 6= 0 ist mindestens ein EW beteiligt. Also kann man den

Normalitätsgrad einer Matrix defin. v = min
ϕ

|A2ϕ| |ϕ|
|Aϕ|2 ; 0 ≤ v ≤ 1;

v = 1 dund, wenn A normal. Vielleicht gilt f. beelieb. lin. Op.: Dund ist
ν(A) > 0, wenn A = T−1N T mit beschrktem T , T−1 und normalem N .

vgl. auch S. 18
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Einschliessungssatz für die char. Wurzeln zweireihiger Ma-
trizen:

Gehören α, β, γ, δ einen konvexen Winkelraum nicht lesbar an, so auch eine
ch. Wu. zum Beweis kann man β = γ annehmen. Es ist (xi − α) (xi − δ) = β2,
dh. die Winkelhalbierende von xi a und xi δ ist || ± β. Daher liegen beide
Wurzeln auf dem Streifen durch αβ || β, und in jedem Halbstreifen liegt eine
xi; also hat eins von ihnen die Gestalt pα+ (1− p)β + p′ β ⊂ γ.

Graph

Anderer Beweis: Transformiere
(
α β
β δ

)
so, dass die Koeff. einen möglichst

kleinen Winkelraum einnehmen, dann Rechnung. Das muss aber nicht die abso-

lut grösste Wurzel sein: z.B.
(

2 2
2 2i

√
2

)
gibt x∓ = (1∓2

1
4 )+ i(2

1
2 ±2

1
4 ), alle

Koeff. im 1. Quadranten nicht lesbar , x+ ∈ nicht lesbar , aber |x+| < |x−|.

D(λ) für Stab: yIV = λ g y, y0 = y′0 = y′′1 = y′′′1 = 0.
Es sei z2 die Lösung von zIV = λ g z mit z′′2 (0) = 1, znicht lesbar

2 (0) = 0 sonst
(ν ≤ 3)
Es sei z3 die Lösung von zIV = λ g z mit z′′′3 (0) = 1, znicht lesbar

3 (0) = 0 sonst
(ν ≤ 3).
nicht lesbar , wenn sich Konstanten c2, c3 6= 0, 0 bestimmen lassen
mit (c2 z2 + c3 z3)′′1 = ()nicht lesbar

1 = 0,ist λ EW. Also nicht les-

bar∆2 3 =
∣∣∣∣ z′′2 z′′3
z′′′2 z′′′3

∣∣∣∣
X=1

= 0 ost die EW-Gleichung.

Nun ist mit ∆in =

∣∣∣∣∣ z
(i)
2 z

(i)
3

z
(k)
2 z

(k)
3

∣∣∣∣∣.
Seite 9

∆01 ∆02 ∆03 ∆13 ∆23 mit den Anfgsweten für x = 0 :
∆′

01 = 1 0
∆′

02 = 2 0
∆′

03 = 1 0
∆′

13 = −λ g 1 0
∆′

23 = −λ g 1

Hieraus folgt ∆02 =
∞∑
0
{−2λ(I4g + I3g I)}nicht lesbar x3

3 , I =
x∫
0

und daher

D(x, λ) = 1− λ I g
∞∑
0
{. . . }nicht lesbar x3

3 ; D(λ) = D(1, λ).

Forts. S. 18

Collatz beweist den Einschliessungssatz von Temole für Igl. in MZ 46, 706,
aber nur unter starken, unnötiger Zusatzvorauss: Es soll eine EF mit gewisser

5



Vorzeichenverteilung geben. Vgl. Vorlesg Igl S.52.

Die Verallgemeinerung der Sturm-Liouvilleschen Theorie betrifft wohl,
die “asymptotisch selbstadjungierten“ Aufgaben. Aufbau des nicht lesbar .

Collatz’ Prinzip des Existenzbeweises von EWen selbstadj. Aufgaben:
H sei ein Hilbertscher Raum, K(λ) eine selbstadj. Abb. von H in sich, nicht
lesbar
Seite 10

Ist für a ≤ λ ≤ b K(λ)−1 vorhanden und K̇(λ)<0 und ist K(0) > 0, so
ist im ganzen Intervall K(λ) > 0, insbesondere K(b) > 0.
Bew: (K−1)̇ = −K−1K̇ K−1 > 0 wegen K̇ < 0
also Knicht lesbar > K(0)−1 > 0; K · K−1 · K > 0
Ist daher für ein ϕ ∈ H lim

λ→∞
ϕ∗Kϕ < 0, so gibt es einen “EW“ λ > 0 so dass

K(λ)−1 nicht existiert.
Für Integralgl. kann man ohne Differenzieren so schliessen: Ist K > 0 und
hat K keinen EW, so ist kgt 1

1−λK = 1 + λK + λ2 K2 + · · · > 1 für λ > 0;
Multiplikation mit (1 − λK)2 gibt 1 − λKnicht lesbar (1 − λK)2 > 0 nicht
lesbarλ > 0. Geht nicht K 6≡ a.
Schön ist, dass die EW Aufgabe nicht mehr linear in λ sein muss, daher darf
z.B. λ jetzt auch beliebig in den Randbedingungen auftreten.

Beispiel nicht selbstadj. Aufgaben müsste man durch analytische Fort-
setzg. selbstadjungierten erhalten: Z.B. y′′ = λ (X + t) y y(0) = y(1) = 0.
Für alle t selbstadj. Nun t komplex wählen |
Oder auch Collatz:

−y′′ = λ c

(x+b)
3
2
y, y(0) = y(1) = 0: λn = n2π2

c(ln a+b
b )2

+ 1
4 ,

yn =
√
x+ b sin(nπ ln

x+b
b

ln 1+b
b

);

gilt auch für lomplexe b, c.
Seite 11

Eine Lösung von y′′ = λ exy ist y = E (exλ) mit E(u) =
∞∑
0

un

n!2 . Es ist

E′′u+ E′ − E = 0, E regulär bei u = 0
nicht lesbar

Hilfssatz von Zermelo (Math tun 58, 1904, 558 - 564), (Dort ähnlich !)
(22.9.43)

Sei k > n, γ(x) Sktig, (1)
b∫
a

γ(x) vn(x)dx = 0 für alle k-mal stetig diffbaren
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v(x), für die (2) u(x) = v′(x) = · · · = v(k−1)(x) = 0 für x = a, b.
Beh: (3) γ(x) = c0 + c1x + · · · + cn−1x

n−1. Bew: Mit der Abkürzung

I f =
x∫
0

f(ξ) dξ, also

(4) Iρf =
x∫
0

(x−ξ)
(ρ−1)!

ρ−1
f(ξ) dξ,

bildet man I2m−nγ und zieht davon ein solches Polynom p2m−1(x), höchstens
vom Grade 2m−1, ab, dass (5)δ(x) = I2m−nγ − p2m−1 den 2m Gleichungen

genügt: (6)
b∫
a

δ(x)xµdx = 0 (µ = 0, 1, · · · , 2m− 1).

Beh: δ(x) ≡ 0; dann folgt (3) durch Differenzieren von (5).
Bew: Wegen (4) und (6) hat v(x) = I2mδ die Eigenschaft (2). Es wird

0 =
b∫
a

γ(x) I2m−nδ(x) = ±
b∫
a

δ(x) I2m−n γ(x) = ±
b∫
a

δ(x){I2m−nγ − p2m−1} =

±
b∫
a

δ2(x) dx.

Selbstadj.heisse eine EW Aufgabe (A − λB)ϕ = 0, wenn 1) A∗ = A,
B∗ = B und 2) ϕ∗Aϕ = ϕ∗B ϕ = 0 → ϕ = 0. Dann brauchen A&B beide nicht

definiert zu sein. Z.B. nicht lesbarB =
(

1
−1

)
. EWe sind nur reell, E

Lös. orthogonal.
Seite 12

Bei zweireihigen Matrizen mit |ϕ∗Aϕ| + |ϕ∗Bϕ| > 0 für ϕ 6≥ 0 gibt es

allerdings immer eine definite Linearverbindg. Bew:
(
a 1
1 b

)
,

(
1 0
0 −1

)
nicht lesbar

Diffgl. mit nahezu gleichen Eigenlösungen

(Brief an Collatz 23. 9 . 43)

Sind in a ≤ x ≤ b y1(x), y2(x) 2 mal stetig diffbar und λ1, λ2 zwei beliebige
Zahlen, so gibt es p, q stetig mit stetigem p′ und mit p(x) 6= 0 in < a, b >,

derart dass (P Y ′k)
′ + q yk = λk Jk vorausgesetzt, dass

∣∣∣∣ y1 y2y′1 y
′
2

∣∣∣∣ 6= 0 in < a, b >.

Sind
{
λk
yK

reell, nicht lesbar -auch p und q.

Z.B. für y1 ≡ 1, y2 = 1 + x
m wird ([m+ x]2y′)′ = λ y mit λ1 = 0, λ2 = 2.

Als Randbedggen kann man nehmen: y′0 = y′1; y0 + y′0 = y1.
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Bestimmung der EWn mit dem grössten Imaginärteil

(Titt beim Flattern hervor.)

Sei K ein Integraloperator, α1 seine EWn mit dem grössten Imaginärteil.
Dann ist e−i α1t die abs. Grösste Wurzel von e−i t,K, t > 0 reell.
Es ist für e−i t,Kf(x) = y(t, x): (1) ẏ = −iK y, y(0, x) = f(x).
Erf̈llt f(x) die Randbedingungen wie K(z.B. f = K g), so erfüllt sie auch y(t, x)
f. a. t.
Vermutlich haben dundd alle Wu von K negativen Imaginärteil, wenn sie die
Lösg. von
Seite 13

(1) für t→∞ beschrkt ist, fúr jedes f(x). y genügt der Dgl.
(2) D ẏ = nicht lesbar , wenn DK z nicht lesbar
Graph

Dies ist eine Diffgl. 1. Ord. in t, im Gegensatz zur ursprüngl. Be-
weggsgl ÿ = Dy!

Für
∞∫
0

e−p t y(t, x) dt = Y (p, x) =
∞∫
0

e−t(p+iK)f(x) dt wird aus (2)

(3) +pD Y (p, x)-Df(x) = −i C Y [Y (0, x) =
∞∫
0

y(t, x) dt.]

und aus (1) +p Y + iKY = f(x) (4), also Y = 1
−p+iK f .

Es ist
∞∫
0

e−p t u̇(t)dt = e−p tu(t) |∞
0

+p
∞∫
0

c−p t u(t) dt = −u(0)+
∞∫
0

nicht lesbar .

Das ist ein allgemeiner Umkehrformel: Ist K ein Integraloperator, dessen
Wurzeln alle negativen Realteil haben, so ist

1
z−K =

∞∫
0

e−t (z−K)dt, wenn Ru z > 0. Nur nötig: Ru (z −Ki) > 0 f. a. nicht

lesbar .
Allgemeiner: Mittag-Leffler-Sterne untersuchen !

Existenz von EWen bei selbstadj. Aufgaben:

(Fortsetzg. von S. 10 oben)

Ist 1) b>0 und existiert f. a. λ 1
A+λ b , so wird wie auf S. 10 (A + λ b)−1 · < 0,

f. λ < 0 A−1 < (A + λ b)−1 f. λ < 0; also
(A + λ b) + λ (b + λ b A−1b) < A + λ b < (A + λ b) + λ (b +
λ b A−1 b) nicht lesbar
dh. b + λ b A−1b > 0 für alle λ.
Daher ∗ b A−1b = 0; also muss b wenn Dimens. ∅ = ∞ ∞ viele lin.
unabh. Lösungen von bϕ = 0 besitzen, und 1

A+λ b = A−1 − λA−1 b A−1, Also

8



∗ nicht lesbar
Seite 14

2)

Ist A > 0 und existiert f. a. λ (A + λ b)−1, so ist b = 0.
Bew.: (λ (A + λ b)−1)· = (A + λ b)−1 − λ( )−1b( )−1 =
( )−1A( )−1 > 0; also wächst λ (A + λ b)−1 monoton; f. λ = 0 = 0,
also (A + λ b)−1 > 0; A + λ b > 0; b = 0.

3)

Ist K̇(λ) > 0 und existiert stets K (λ)−1, so wird wie in 1) K1 +
λK1 K−1

0 K1 > 0 wenn K = K0 + λK1

Eigenlösung abhängig von Parameter:

y′′ + g(x, t) y = 0 y(0, t) = y(1, t) = 0, y(0, t) = 1.

∂y
∂t = ẏ genügt in x der Dgl:

∣∣∣∣∣∣
ẏ′′ + g ẏ ġ 0
ẏ′′′ + (g ẏ)′ ġ′ ġ
ẏIV + (g ẏ)′′ ġ′′ − g ġ 2ġ′

∣∣∣∣∣∣ = 0 und ẏ(t, 0) = ẏ(t, 0)
= ẏ′′(t, 0) = ẏ(0, 1)
= ẏ′′(t, 1) = 0

.

Nährungsverfahren zur Bestimmung der beiden kleinsten
Wn von 1 + a1 λ + a2 λ2 + a3 λ3 + · · · :
a) λ(1)

k : Lösgen von 1 + a1 λ+ a2 λ
2 = 0

b) λ(2)
1 : Lösg. von 1 + a1 λ+ a2 λ

2 = −a3 λ
(1)3

1 − a4 λ
nicht lesbar 4

1 . . . , ähnlich
λ

(2)
2 .

Dasselbe Verfahren auch für 1+ ∧1
1! + ∧2

2! + · · · = 0 , ∧ν = ∧ν(λ) (wie II 70).
Wenn nicht gerade die ersten Glied. überwiegen, kann man dasselbe
mit drei aufeinander folgenden, überwiegenden machen: ( a0

λk + · · · ) +
ak + ak+1λ+ ak+2λ

2 + (· · · )= 0

Seite 15

Bezeichnung von Iterationsreihen z =
∞∑
0

Kν y0

geschieht wohl zweckmässig nicht so: yn = Kn y, zn = y0 + y1 + · · · yn, sondern
so: z1 = K y0 + y0 z2 = K z1 + z0, · · · , zn = K zn−1 + y0. Denn 1) spart
man Additionsarbeit, wenn y0 einfach, z.B. reell ist, und 2) rutscht ein etwa
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gemachter Reihenfehler allmählich in die belanlosen höheren Glieder weg; wenn
zn ≈ zn−1, während beim ersten Verfahren aus zn ≈ z, während beim ersten
Verfahren aus “zn klein“ noch nichts sicheres z ≈ y0 + z1 + · · ·+ zn folgt.

D(λ) fúr Stab mit veränd. Steifigkeit: (1
p
y′′)′′ = λ g y

y0 = y′0 = y′′1 = y′′′1 =

Durch Betrachtg von ∆0 1 =
∣∣∣∣ z2 z3
z′z z′3

∣∣∣∣ , · · · ,∆1 2 =
∣∣∣∣ z′2 z′3

1
p z

′′
2

1
p z

′′
3

∣∣∣∣ usw. folgt

wie auf S. 9:
D(x, λ) = 1− 2λ I g

∞∑
0
{−2λ}ν {I3 g I p+ I3p I g}νI3 p(nicht lesbar )

D(λ) = D(1, λ)

Für Torisionsgl. ( 1
p y

′)′ = λ g y, y0 = y1 = 0 wird

D(x, λ) =
∞∑
0

{λ I p I g}νI p(x).

Sei die Matrix M, Ṁ = AM, A bekannt. Dk sei nicht lesbar k-te Def.-transf . . .
dann ist fürN = DkM: Ṅ = LkA·N mit Dk(1+δA) = ∞+δL‖A+δ∈(· · · ).

Es ist Lk(A + B)= LkA+Lk B; Lk =


α1

α2

. . .
αn

 =

 α1 + α2 + · · ·+ αk
α1 + α2 + · · ·+ αk−1 + αk+1

· · ·


Seite 16

Die Determinanten-Kerne eines Kerns ohne EW sind nicht besonders klein.

Beispiel: K(x, ξ) =
{

1 ξ ≤ x
0 ξ > x

K K∗ = mi, (x, ξ) = G;

DnK
2

= maxWnDnKK∗ = DnG

In einem Körper der Charakterisitik 6= 2 ist
jede Matrix A das Produkt zweier symmetr. Matrizen, von denen eine nicht
singulär ist. Bew.: McDuffee S.59 34.5 zeigt: Es gibt |A1| 6= sym. und A2 =
symm. so dass mit geeigneten nicht lesbar
E = P A1Q, A = P A2Q. Gibt {Q′A1Q}−1 ·Q′A2Q = A.
Folge: Jede EW-Gleichung (1) (A − λE)ϕ = 0 verwandelt sich durch nicht
lesbar von links mit einer symmetr. Matrix S mit |S| 6= 0 in eine symm:

10



(1) (S A− λS)ϕ = 0, wobei (S A)′ = (S A).
Also ist jede reelle EEW Gl. (1) einer reellen symmetr. (2) gleichwertig,
die dieselben EWe und EVekttoren hat; die letzteren können also keine Beson-
derh. haben.

Aufgabe: Elementarteilertheorie der beschränkten lin Transf. des Hil-
bertschen Raums, oder wenigstens der vollstetigen. - Kamka
Seite 17

Entwicklungssätze bei selbstadj: Afg. durch Verwendung von Systemen
erweitern auf Fkt., die nicht so oft diffbar sind.

Ist K (λ) ein vollstetiger Operator, regulär von λ abhängig in |λ − λ0| < r,
so ist λ0 kein HP von EWen, ausser wenn jedes λ EW ist.
Bew:

(1 − K(λ)) y = 0 → mit E = endl. Rg, L(λ) = K(λ)− E < 1
2

für |λ− λ0| < ε,
(1− E − L) y = 0 → (1− E − L) (1 + L+ L2 + · · · ) [(1− L) y] = 0
→ (1− E (1 + L+ L2+︸ ︷︷ ︸ · · · )) z = 0

daher muss det|1 − E ( )|, da ja E(· · · ) den ganzen Raum in einen
festen, von λ unabhgigen Teilraum, für (λ−λ0| < ε regulär, abbildet,
entweder eine identisch verschwindende Det. in diesem Teilraum
haben, oder eine mit endl. vielen Nullstellen bei λ = λ0. Das
erstere muss eintreten z.B. für K(λ) = (1−∨ (λ))−1K0(1−∨) wobei
1− ∨ (λ) für alle λ invertierbar ist und (1− K0) y0 = 0.

Der Haupteil von A =
(
a 0
c d

)
ist Ha = a ·

(
1 0
c

a−d 0

)
,

Hd = d ·
(

0 0
c

d−a 1

)
kann also beliebig gross sein bei beschránktem A. Vgl.

Hell. nicht lesbar , 1572. Aber dann müssen die Wurzeln benachbart sein.
Bei Greenschen Fktronen geht das vielleicht nicht.
Seite 18

Für Ähnlichkeit beschrkter Operatoren vermöge beschränkter, beschränkt
invertierbar Transformatoren ist notwendig: Für jedes Polynom p(x) ist

c p (B) ≤ p(A) ≤ b p(B)

mit zwei von p unabhgigen Konstanten c, b. Das gleiche muss für Integrale
gelten, z.B auch für die Haupt-Idempotente. vgl. auch S.7

11



Selbstadj: Aufgaben mit fast gleichen Eigenfunktionen:

(Semidefiniter Diff-Ausdruck):

y′′ = λ g y, Periodizität: y1 = 1, λ1 = 0; y2 = 1 + εmix, λ2 = 1, g(x) = y2
′′

y2

Indefinit: y′′ + y = λ g y; y1 = sin x; y2 = sin x+ ε sin 2x; g = ε cos x
1+2 ε cos x

Lineare Eigenwertaufgaben

sind eigentlich gewöhnliche bilineare Aufgaben: (λ1A1 + λ2A2) y = 0 als
Aufgabe für y und {λ1, λ2} auffassen. -Quadratische Aufgaben sind durch
Systembildg. manchmal auf lineare zurückzuführen, in beiden Unbekannten.
Seite 19

y′′ = λxp−2y, y(0) = y(1) = 0 mit xρ = eρ
log x

, Ruρ > 2, hat

nicht lesbarD(λ) =
∞∑
0
λν 1

ρ (1+ρ) ·
1

2ρ (1+2ρ) · · ·
1

ν ρ (1+ν ρ) ; D(x, λ) = nicht

lesbar
Es ist λ ρ2 D̈ + (ρ2 + ρ) Ḋ −D = 0, also hat D (λ) nur einfache Nullstellen.
Aber bei Matrizen geben manche pos-def.-Diag.-Aufgaben doppelte Nullstellen,

z.B. hat
(

2 1
1 1

) (
1+i
2

1− i

)
den EW 1 doppelt.

Dafür, dass y′′ = λ g y, y0 = y1 = 0 eine HL h der Stufe 2 hat, ist mit g = e−η

notw. φ hinr.: η′′h′′ + η′2h′′ + 2 η′ h′′′ + hIV − 2 e−ηh′′ − h e−2 η = 0,
h0, 1 = h′′0, 1 = 0

Bei der Aufgabe y′′ = λ sin x · y, y0 = yπ, y′0 = y′π muss der EW λ = 0
doppelt gezählt werden (dh. die Def. der HL nicht lesbar gemacht wer-
den); denn die Nachbaraufgabe y′′ = λ sin x

1+ε x · y hat die Lösgen y1 = 1,
λ1 = 0; y2 = 1 + ε sin x, λ2 = −ε. Also muss wohl h = sin x HL sein ?!
h′′ − o g h = −sin x = g · 1, 1 =EL. Stimmt

Konstruktion von Beispielen nicht selbstadj. Diffgl.-Aufgaben:
Die Lösung p, q von (p y′1)

′ + q y1 = z1, (p y′2) + q y2 = z2 ist

p ·
∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ =
x∫
0

∣∣∣∣ y1 y2
z1 z2

∣∣∣∣ + b; q ·
∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ y′1 y′2
p y′′1 − z1 p y′′2 − z2

∣∣∣∣.
12



Seite 20

So ist y1 = ei x, y2 = ei x + ε e2i x Lösungen von

{(2− 17K
3

+
1−K
ε

e−ix) y′i}′ +
8− 17K

3
yi =

{
1
k

}
(yIVi + yi).

Daher hat die bei reellen g(x) mit g(2π) = g(0) selbstadjungierte Aufgabe mit
mit definiter linker Seite yIV + y = λ (g y′)′, y periodisch i ∼ (0, 2π) die nicht
lesbarLösungen y1, y2 zu λ1 = 1

17 , λ2 = 1
8 , wenn man g(x) = 9

ε e
−i x − 34

wählt.
Beispiel einer Hauptlösung zum Exp. r = 2: Ay = λ b y:
yIV + y = λ [{(e−ix − 5) y′} − 3 y], y periodisch i ∼ (0, 2π) hat zu λ = 1 die
Eigenfkt. e = eix und die HF h = e2 i x, (A− λ b)h = A e.

Bauteildämpfung erhöht die kritische Geschwindigkeit gewöhnlich um 5 -
10 nicht lesbar
(Borkmann, Zbl f. Mechanik 12 (1943), 124).

Bei Operatorgleichungen sollte man ein besonders Zeichen für

Spezialisierung des Arguments einführen: z.B.
x0
|

x
f(x) = f(x0). Dann wäre

f ′′(x1) = d2

dx2 f(x). Wird das Argument der Operatoren in einer Gleichung
fortgelassen, so sollte man statt = schreiben ≡ , umz.B. Missverständnisse
zwischen dem Operator K g =

∫
K(x, ξ) g(ξ) y(ξ) d ξ und der Funktion

K g =
∫
K(x ξ) g(ξ) dξ zu vermeiden.

Seite 21

Futtergl. für kovalente Baugrössen:

Die EF ist Linearverbdg. von 6 Exponentialfkten deren Exponenten ξ sich aus
(ξ4 − αλ) (ξ2 − δ λ) = λ2β gamma bestimmen; nicht lesbar ξ2 = p η + q wird

η3 +
3q − λ δ

p
η2 +

q2 − αλ+ 2q (q − δ λ)
p2

η +
(q − δ λ) (q2 − α)− λ2β γ

p3
= 0

was man durch passende Wahl von p, q auf die einparamatrige, zur mono-
graphischen Lósung geeignete Form η3 + η + t = 0 bringen kann. Dabei Dgl
→ f (6) + f(2) + t f = 0.

Zur Lösung quadratischer Gleichungen mit komplexen Koeffizienten genügt

13



eine Darstellung von z = w2 (z = Ort, w = ausgeschriebenen Wert).

Um eine schnelle Frequenzbestimmung beim System der Flattergl. durch-
zuführen nach Art von Hohenemser Prager, müßte man wohl ein Fundamen-
talsystem von 6 Lösgen haben, welche in Wirklichkeit nicht von x und λ,
sondern von nur einer Fkt. h(x, λ) abhängen, und es müssten nur zwei rehte
Randbedggen sein.

Berechunug von D(λ) für y′′ = λ (1 = αx) y y(0) = y(1) = 0

Ein Fund. -syst. bilden


y1 = 1 + λ

α2
(1+αx)3

2·3 + λ2

α4
(1+αx)6

2·3·5·6 + λ3

α6
(1+αx)9

2·3·5·6·8·9 + · · ·

y2 = (1 + αx) + λ
α2

(1+αx)4

3·4 + λ2

α4
(1+αx)7

3·4·6·7 + · · ·
Seite 22

Daher mit
{
γ = 1 + α
λ = α2 µ

: αD(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 + µ

2·3 + µ2

2·3·5·6 + · · · 1 + µ γ3

2·3 + µ2 γ6

2·3·5·6 + · · ·

1 + µ
3·4 + µ2

3·4·6·7 + · · · γ + µ γ4

3·4 + µ2 γ7

3·4·6·7 + · · ·

∣∣∣∣∣∣∣
Setzt man q(µ) =

1+ µ
2·3+ µ2

2·3·5·6+···
1+ µ

3·4+ µ2

3·4·6·7+···
, so sind die Eigen -µ n bestimmen aus

q(γ3 µ) = γ q (µ). Das muss monographisch gehen. ∗

Bei der Randbedgg. y(0) = y(1) = 0 lautet die Gleichung

p(γ3 µ) = γ q(µ) mit p(ξ) =
1
2 ξ+

1
2·3·5 ξ

2+ 1
2·3·5·6·8 ξ

3+···
1+ 1

3 ξ+
1

3·4·6 ξ
2+ 1

3·4·6·7·9 ξ
3+···

Nach Kamke C 2 · 136 (10) ist

1 +
µ

3 · 4
+

µ2

3 · 4 · 6 · 7
+ · · · = I 1

3
(
2
3

(−µ)
1
2 ) · P (

4
3
) (−µ)−

1
6 · (1

3
)−

1
3

1 +
µ

2 · 3
+

µ2

2 · 3 · 5 · 6
+ · · · = I− 1

3
(
2
3

(−µ)
1
2 ) · P (

2
3
) (−µ)

1
6 · (1

3
)

1
3

mit Besselfkt., nicht lesbardie Nullstellen λ von D(λ) bestimmt werden

können aus λ = −α2 · 9
4 K

2,

∣∣∣∣∣ I− 1
3

(K) I− 1
3

(γ
3
2 K)

I 1
3

(K) γ I 1
3

(γ
3
2 K)

∣∣∣∣∣ = 0

∗ Durch logarithmen von Fktion und Argument macht man daraus vielleicht
bequemer eine additive Funktionalgleichung.

Die Auslenkung beim Flügelflattern müssen als räumliche Kurven darge-
stellt werden: unabh. var. reell, abh. komplex.

Seite 23
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Allgemeine selbstadj. Aufgaben.

Seien Y , Y zwei Räume, AY = Y, AA−1 = A−1 A = 1, bY ⊂ Y.
Die Aufgabe A y = λ b y heisst selbstadjungiert, wenn es ein inneres Produkt
[y, z] = [z, y] gibt, derart dass
1) [y, y] > 0 für y 6= 0 und 2) [A1b, z] = [y, A1b z] nicht lesbar
Inbesondere ist die Aufgabe dann selbstadj, wenn es in Y ein inneres (nicht
notw. definites) Produkt {y, z} = {z, y} und eine Abbildg αY ⊂ Y gibt, derart
dass
1) {A y, αz} = {K y, Az} 2) {b y, α z} = {α y, b z}
3) mit passenden p, q (reell) [y, z] = p{A y, α z} + q{b y, α z} > 0, wenn
z = y 6= 0.
4) Aus {y, α z} = 0 f. a. z folgt y = 0.
Es ist nämlich [z, y] = p{A z, α y}+ q{b z, α y}

nach (1), (2) = p {α z, A y}+ q {α z, b y} = c y1 + I,
sowie [A−1 b y, z] = p{b y, α z}+ q{b A−1b y, α z}
= p{α y, b z}+ q {αA−1b y1 nicht lesbar AA−1b z}
= p {α yAA−1, b z}+ q {b y, αA−1b z}
= p {A y, αA−1 b z}+ q {b y, αA−1 b z} = [y, A−1 b z].

Beispiel: −y′′ = λ y, y(0) = 0, y′(1) = λ (y(1).

Wähle A =
(
−y′′(x)
y′(1)

)
, b =

(
y(x)
y(1)

)
, Y (0) = 0. (Alles reell)

Mit α =
(
y(x)
y(1)

)
= b und {

(
u
c

)
,

(
u
d

)
} =

∫
u v + c d wird

[y, z] = p {nicht lesbar
∫
−y′′z + y′(1) z(1)} + {

∫
y z + y(1) z(1)} definit für

p ≥ 0, q ≥ 0;
denn = p

∫
y′z + q{

∫
y z + y(1) z(1)}

Seite 24

Einfangen von EWen bei allgemeinen selbstadj. Aufgaben

(nicht lesbar 23)

Ist die Metrik [y, y] > 0 für y 6= 0, so liegt zwischen 0 und
∧

sicher ein y
beteiligten EW, falls
[Y0, (1− ∧A−1b) y0] < 0.
Ist die Medik semidefinit, also [y, Y ] > 0, so ist für Existenz eines an y bed.
EW zwischen 0 und ∧ hinreichend:

[y, (1− ∧A−1b) y] < 0.

15



Bei definiter Metrik p {A y, α y} + q {b y, α y} > 0 liegt also zwischen 0 und
p{A y, α y}+q {b y, α y}

p{b y, α y}+q {b A−1b y1αy} ein an y beteil. EW. Ist inbesondere A definit, so dass

man p = 1, q = 0 wählen kann, so liegt zwischen 0 und R= {A y, α y}
{b y, α y} ein EW,

sofern {b y, α y} 6= 0.
Beispiel: Für −y′′ = λ y, y(0) = 0, y′(1) = λ y (1) ist R= {A y, α y}

{b y, α y } sind genau
die EWe, aber Min braucht nicht ang. zu werden.
Die Bedgg der Stationarität lautet: {α δ y, α y} + {A y, α δ y} =
Rstat[{b δ y, α y}+ {b y, α δ y}] und wegen Realität {A y −Rstat b y, α δ y} = 0
A y = λ b y, λ = Rstat.
Beispiel: Y alle Fkt, R=

R
y′2=2y y′nicht lesbarR

y2 für −y′′ = λ y, y(0) = y(1) = 0.

Frage: Erzeugende Funktionen für die Iterierten einer Diffgl.-EW-Aufgabe
nach Analogie der erzeugenden Funktion der Bernoulli-Polynome ?
Seite 25

Setzt man auf S. 24 α =
(

y(x)
C w y

)
mit C =

(
c11 · · · c1 4m

c2m1 · · · cm 4m

)
,

w y =


y(0)
y′(0)

...
y2m(l)

 wenn A selbstadj Diff aus dem k der Ord 2m, b der

Ord 2n < 2m:
so ist für Selbstadjungiertheit der Aufgabe notwendig

Da +A′C hermitesch

Db +B′C hermitesch

worin Da den nicht lesbarRestteil von A angibt:∫
z a y = symmetr. Integrale +y′Da z

Zur Einfangmethode bei allgemeinen selbstadj. EWaufga-
ben:

Zwischen 0 und R[u0] liegt ein EW, wenn [y, A y] > 0 für alle y der speziellen
Gestalt* y = u0 + A−1b z, z beliebig c Abg. Hülle von nicht lesbaru0. Denn
[ ] > 0 wird nur für die y = (1− λA−1 b)−1(1−R[u0]A−1 b)u0 gebraucht.
Ist klar: man braucht a und b nur auf diese abgeschlossene Hülle einzuschränken.
und den Satz von S.24 anzuwenden. dh. ungefähr alle y = p(A−1 b)u0, p =
Polynom.

Theorie von Beiss (Kamke B nicht lesbar 2, 6 · 5).
Bliss betrachtet Aufgaben (1) ẏ = (A+ λB) y, (2) R0 y0 +R1 y1 = 0.
Es setzt voraus, daß es eine Matrix T = (Tαβ(x)) gibt, die die Lösungen der

16



Aufgabe (1) in die
Seite 26

der adjungierten Aufgabe (1*) −ẇ = (A∗+λB∗) w, (2∗)S0 w0 +S1 w1 = 0
überführt und zugleich die Lösungen von (2) in die von (2∗): T führt der Raum
Y mit R0 Y0 + R1 Y1 = 0 über in den adjungierten. Es ist S0, S1 die bis auf
einen Linksfaktor P mit |P | 6= eindeutig bestimmte Lösung von

R0 S
∗
0 −R1 S

∗
1 = 0, Rg (S0 S1 = AL.

Bliss nennt die Aufgabe definitiv selbst., wenn außerdem T B = (T B)∗ und >

positiv definit ist und > 0 für alle Lösgen y von Ẏ −Ay = B z.
Einordnung in die Theorie von S.23: Setzt man A y = i ẏ + i A y, b0i B y, so
besagt die Voraussetzg der verallg. Selbstadjungiertheit:

(Ay, Iz) = (y, I A z) mit (y, z) =
a∫
b

(
∑
yi(x) zi(x) dx) mit I y = −i T y und

(b y, I z) = (7 y, b z) = (y, I b z).
Nun setzte {y, z} = (y, I z). Es ist I b herm. und > 0, denn = T B.
Hier ist Y der Raum der stet . diffbaren Vektoren mit (2), und Y der Raum
der stetigen Vektoren, nicht lesbar = Identität.
nicht lesbar

Masse für die Güte einer λ-Näherung:∣∣∣ D(λ)

Ḋ (λ)

∣∣∣ = Rohmanns für die absoluten Fehler (nach Newton; oder ḊD = ε 1
λ−λr

)∣∣∣ D(λ)

λ Ḋ (λ)

∣∣∣ = Rohmanns für die relativen Fehler nicht lesbar

Seite 27

Zur Existenz von EWen bei y′′ = λ g y, y0 = y1 = 0

Es gibt dund EWe, wenn es einen nicht verschwindendnen Koeff. dn
für n = 1 von L(λ) gibt. Es ist (nach II 67) dn =

∫ 1

0

∫
x1 (x2 −

x1) + (x3 − x2) + . . . (xn − xnm) + (1 − xn) g(x1) · · · g(xn) dx, · · · dxn =∫ 1

0

∫
[x1, · · · , xn] g(x) · · · g(xn) dx1 · · · dxn.

Besitzt also g keine EWe, so ist g(x1) · · · g(xn) = nicht lesbar (x1 · · ·xn)
orthogonal zu [x1] · f (x2, · · · , xn), [x1, x2]G(x3, · · · , xn), · · · , [x1, · · · , xn] und
Permutierten.
Für n = 1 folgt so: Wenn g reell ≥ 0 gibt es EWe
Für n = 2 folgt so: Wenn g reell und nur einmal das Zeichen wechselt, gibt es
EWe.
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Es ist D(λ)−D(µ)
λ−µ =

1∫
0

z(µ, x) g(x) y(λ, x) dx, wenn y′′ = λ g(x) y, z′′ = µ g z;

y(0) = z(1) = 0, y′(0) = z′(1) = 1.

Tschebyscheffs Ungleichung (b− a)
b∫
a

f g <
b∫
a

f ·
b∫
a

g, Beweis:
n∑
l

ai bi ·

n < Σ ai Σ bi wenn ai < ai+1, bi > bi+1.
wenn f monoton steigt und g monoton fällt (Nor̈lund): Davon Beweis

mit Induktion, indem man durch Übergl. ai → ai − a1 die erste Zahl zu 0
macht. Bei Übergg. bleibt Gültigkeit ungeändert. Das gibt dann das < nicht
lesbarZeichen.
Gibt auch Identität:
n∑
l

ai
n∑
l

bk − n
n∑
l

ai bi =
∑
i<k

(ak − ai)(bi − bk)

Seite 28

fn =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 . . . en

G1 e1 G1 e2 . . .G1 en
Gn−1 e1 Gn−1 e2 . . .Gn−1 en

∣∣∣∣∣∣ ist die (oder eine) Linearverbin-

dung von e1, · · · , en, welche von den Funktionalen G1, · · · , Gn−1 annuliert
wird. Daher ist fn die n-te EL des Operators nicht lesbarK mit nicht
lesbar= (1− fi gi

gi fi
).

Faustformel für die ersten EWe von (1) y′′ = λ g y,
y(0) = y(nicht lesbar ) = 0: λ2 − π2 · µ

mit µ1, 2 = −π
c20
2 −c

2
1

(c0 ±
√

c20
4 + 3

2 c
2
1), falls g = 1 + αx

nicht lesbar mit cρ =
π∫
0

(1 + απ ξ) cosαξ d ξ

Allgemein bei beliebigen g, lautet die quad. Nährungsgl. für µ:
3π2

2 + π µ (c2 + 3
2 c0) + µ2 (c0 c2 − c21) = 0. cρ =

π∫
0

g(ξ π) cosαξ d ξ.

Denn die Funktion y = sin x · {a + b cos x + h(x) sin2 x} erfüllt als einzige die
Randbedinggen y(0) = y(π) = y′′(π) = 0 a, b = const (h(x) beliebig) und
ergibt
y′′ = sin x · {−a − 3 b cos x + 2h(x) + sin x · [−5h(x) sin x + 4h′(x) cos x +
h′′(x) sin x]} so daßdie EW-Aufgabe (2) y′′ = µ g y, y(0) = y(π) = 0 gleichwer-
tig ist zu −a−3 b cos x+2h+sin x · [−5h(x) sin x+4h′(x) cos x+h′′(x) sin x]}.
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Der Ansatz mit einem Freiheitsgrad (b = h ≡ 0, a = 1) gibt

µ · g(x) ≈ −1 µ ≈ − 1
π∫
0

g(x)
, λ ≈ −π2

A∫
0

g(x) dx

Der zwei-Frh.-grade-Ansatz liefert obige Gleichung.
Bei g = 1 + i x wird λ1 ≈ −π2

1+ i
2

= −7, 92 + 3, 96 i (δ = 0, 7nicht lesbar )

genau: −7, 9083 + 4, 0243 i

Seite 29

Der 2.-Fr. Ansatz kann so gedeutet werden: für γ(ξ) = 1+β cos ξ
4+β cos ξ · γ0 hat

(2) den EW µ = − 4
γ . Nun gibt es aber zu vorgegebenen γ(ξ) zwei Werte von

β, γ0, für welche γ(ξ) (4 + β cos ξ) ≈ (1 + β cos ξ) γ0, gibt zwei EWe.

Faustformel für EWe von y′′ = λ g(x) y, y(0) = y(1) = 0:
λi = −π2µ i, µi = Wn von µ2 (γ2

0 + γ0 γ1 − 2 γ2
1) − µ (5 γ0 + γ2) + 4 = 0 mit

γ j =
1∫
0

g(x) cos j π x dx.

Denn y = a sin π x + b sin 2π x gibt a + gb cos π x = −λ
π2 G(x) · {a +

2b cos π x} |· 1
cos π x

Allgemeiner: y =
n∑
l

av sin v π x gibt

(1)
n∑
l

av v
2 sin v π x
sin π x = −λ

π2 ·G(x) ·
n∑
l

av · sin v π xsin π x

Setzt man sin nπ x
sin π x = ϕn (n ≥ 1), so wird mit ψk = cos (k − 1)π x − cos(k +

1)π x (k > nicht lesbar )

ϕn · ψk = cos (n− k)π x− cos (n+ k)π x (n, k > 1)

und daher
1∫
0

ϕn ψk dx = δnicht lesbar k, und (1) geht über in

Die Gewichte ψk sind alle durch sin π x teilbar ! ψk = 2nicht lesbar sin π x

(2) k2 ak = −λ
π2

n∑
ν=1

aν (γ|ν−k| − γ|ν+k|), γρ =
1∫
0

G cos ρ π x

(3) 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣


1
4

9
16

 1
π2


γ0 − γ2 γ1 − γ3 γ2 − γ4 γ3 − γ5

γ1 − γ3 γ0 − γ4 γ1 − γ5 γ2 − γ6

γ2 − γ4 γ1 − γ5 γ0 − γ6 γ1 − γ7

γ3 − γ5 γ2 − γ6 γ1 − γ7 γ0 − γ8


∣∣∣∣∣∣∣∣

Dieselbe Gl. erhält man einfacher aus

Σ aν ν2 sin ν π x = −λ
π2 σ g aν sin ν π x | ·

1∫
0

sin k π x

Obige Faustregel , nicht lesbardurch die Gewichte 1, cos π x entstanden, kann
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hieraus nicht ! durch γ3 = γ4 = · · · = 0 abgeleitet werden ! Prüfen, was
genauer ! S.40 !
Seite 30

Für g(x) = 1+ix ist
ν 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
γν 1 + i

2
−2i
π2 0 −2i

9π2 0 −2i
25π2 0 −2i

49π2 0 −2i
81π2

0.1 Verschiedene Bemerkungen zu y′′ = λ g y

Existenzbeweis für EWe von y′′ = λ g y könnte vielleicht aus II 67 so geführt
werden, daßman durch passende Wahl von f und λ erzwingt |D(λ)| > 1; oder
aus 29 (3) ?
Als Kriterium für Seite einer Näherung y∗, λ∗ kann man die Abweichung der-
jenigen g∗ von g ansehen für welches λ∗ y∗ eine genaue Eigenlösungen ist. Zu
prüfen wäre, ob eine falsche 0-oder ∞-Stelle die EWe stärker ändert. Für die
Approximation von g∗ an g ist vielleicht beim n-ten EW die Forderung ange-
messen: In jedem Teilintervall d. Lge b−a

n soll das Mittel von g mit dem von g∗

übereinstimmen.
Ein Paradox: Jede EL einer Dgl y′′ = λ g J , y(0) = y(1) = 0 läßt sich

in die Fourierreihe
∞∑
sin π x · an entwickeln. Ein endliches Fourier-Polynom

y =
N∑
1
ansin π x aber kann nur dann EL sein, wenn g′(0) = 0; denn yIV (0) =

0 = λ g(0) y′(0).
sin π x ist eine bessere Ansatzfkt. als x − x2, weil es auch noch die von jeder
EL zu erfüllende Bedingg. y′′(0) = 0 erfüllt.

0.2 Zum Iterationsverfahren

Es ist λ1 ∼ y y
(n−1)
1

y y
(n)
1

. Hierbei wähle y so, daßy e1 gross, y eν klein (ν > 1).

Mit einem transp. EF. h1 ist y =
∫
h1 y geeignet. Ist die Gl. symmetr., so

y =
∫
e1 y, d.h nicht lesbar y =

∫
y
(n)
1 y ist geeignet: Gibt quadrat. Fehler.

Seite 31

Frage: Bei einer Dgl. hν der Anteil von λν an y. Ist dann
∑
ν

∫
|hν |2dx

kgt ?

Zur Sturm-Liouviller-Theorie: Mit yn = 1√
G
sin nπ

x∑
0
G(ξ) dξ wird

y′′n − nicht lesbar πG2(x) yn = (− 3
4
G′

G4 + G′′

2G3 ). sin nπ
x∫
0

G(ξ) dξ =

yn ·
√
G · (−3

4 · · · ),

falls
1∫
0

G(ξ) dξ = 1 gesetzt wird und G(X) 6= 0 ist.
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Falls G komplex, kann |sin nπ · · · | >> n2π2 werden.

Die symmetr. Matrix nicht lesbar (3) ist für grosse n, eine sehr speziel-
le, die vielleicht bei keiner Wahl der Parameter γν ungefähr nilpotent wird.

ei n x ist das Orthogonalsystem in < 0, 2π > mit der einfachsten Multipl.-
Tabelle.

Ist D = |E + H| eine Determ. und Du ihre n−te Abschnittsdeterminan-
te, so ist
|D −Dn ·Πv>n (1 + avv)| =

= nicht lesbar . easA+ 1
2 ϑ

′2
A+ 1

2 nicht lesbar

mit nicht lesbar = Σ′ |aik|2, i < k, k > n, und mit asA = σ |ai i|,
ϑ′2A =

∑
i 6=k

|aik|2.

Bew: |sN | = DN − (1 + aN N )DN−1| =
∣∣∣∣∣∣∣∣ E +AN−1 σN

zN 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ <

|zN | · |σN | easN−1+
1
2 ϑ

′2
N−1+

1
2 .

(1 + aN N ) · |AN−1| ≤ (1 + |ank|)easN−2+
1
2 ϑ

′2
N−2+

1
2 |zN−1| |σN−1| ≤

|zN−1| |σN−1| easN+ 1
2 ϑ

′2
N+ 1

2 .
Seite 32

Abschätzung von ∆ =
∣∣∣∣ E +An σ

z 0

∣∣∣∣ : |∆| <

 |z| · |σ|Πn
ν=1|1 + avv|+ · e

1
2

nP
µ6=ν

|aµ ν |2+ 1
3

|z| · |σ|Πn
ν=1|1 + avv|+ · e

√
2

2

nP
µ6=ν

|aµ ν |+ 1
3

Dabei ist π |1 + avv|+ < e2(A).
Bew: Nach Hadamard ist |∆|2 < |z|2|σ|2. Πn

i=1 [|1+aii|2 + |ai1|2 + · · ·+ |ain|2 +
|si|2
|σ|2 ] · 1
Nun ist |1 + a|2 + |b|2 + |c|2 + · · · < (1 + |b|2 + |c|2 + · · · ) · |1 + a|2+ ,
wenn für p > 0 p+ = 1 wenn p ⊆ 1, p+ = p, wenn p ≥ 1. Also ist
[i] < |1 + aii|2+ [1 +

∑
v 6=i
|aiv|2] [1 + |si|2

|σ|2 ] und

|∆|2 < |z|2 |σ|2 · e ·Πln|1 + aii|2+ · Pini=1[1 +
∑
v

’|aiv|2].

Nun ist 1 + p2 < ep
2

und ≤ ep
√

2, wenn p ≤ 0.
Verschärfung von S.31: Dn = n-ter Abschnitt von D + |E +AN |
|D − Dn ΠN

n+1(1 + aṅ)| <
√√√√√

∑
i > n
k < i

|aik|2 ·
√√√√√

∑
k > n
k > 1

|aik|2 · ΠN
i=1 |1 + aii|+ ·

e
1
2+ 1

2

P
i6=k

|ai k|2

oder ·e 1
2+nicht lesbar |ai k|.

nicht lesbar
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Die EWe λ von y′′ = λ g y, g = 1 + i x, y(0) = y(1) = 0 sind die
Wurzeln von 29 (3):

(1) 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E + 8λ
π2



1
8 (1 + i

2 ) − i
9π2 0 − i

225π2 0 − i
1225π2

− i
9π2

1
32 (1 + i

2 ) − i
25π2 0 − i

441π2 0

0 − i
25π2

1
72 (1 + i

2 ) − i
49π2 0 − i

729π2

− i
225π2 0 − i

49π2
1

128 (1 + i
2 ) − i

81π2 0

0 − i
441π2 0 − i

81π2
1

200 (1 + i
2 ) − i

121π2

− i
1225π2 0 − i

729π2 0 − i
121π2

1
288 (1 + i

2 )



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
π2 = 9, 86960440109nicht lesbar π4 ∼ 97, 409091

Kettenbrücke

Mit

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a1 b1
b1 x+ a2 b2

b2 x+ a3 b3
· · · · · ·
an−1 x+ anicht lesbar

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [1 2 · · · n] wird [ρ · · ·n] =

fρ(x) = (x+ aρ) fρ n − b2ρ fρ+2 also mit qρ = fρ

fρ+1
: qρ = (x+ aρ)−

bρ2

qp+1

Daher ist z.B. sicher dann. Also ist q1 = x+ a1 − b2

x+a−2

b22
x+a−3

· · ·

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
E + 8λ

π2



1
8 (1 + i

2 ) − i
9π2 0 0 0 · · ·

− i
9π2

1
32 (1 + i

2 ) − i
25π2 0 0 · · ·

0
0 − i

25π2
1
72 (1 + i

2 )



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, wenn

...

1 +
x

12 +
3−4 π−4

1 + x
22 +

5−4 π−4

1 + x
32 +

7−4 π−4

1 + x
42 +

· · · = 0 mit
2 + i

2π2
λ = x.

Mit Gn = [1 2 . . . n] wird Gn = (x+ an) Gn−1 − b2n Gn−2. Daher kann man die
Det. D(λ) von 33 (1) bezeichnen nach

(1) = lim
n→∞

Gn, Gn = (1 +
1 + i

2

π2

λ

n2
) Gn−1 +

1
π4(2n+ 1)4

Gn−2.

Die Abschnittsdeterminanten von 32 (1) unterscheiden sich um

D2 − (1 + λ
4π2 (1 + i

2 )) ·D1 = 64λ2

81π8 → 256
2025·π4 (3 + 4 i) für D1 = 0, | | = 0, 0065

für D1 = 0.
D3 − (1 + λ

9π2 (1 + i
2 )) · D2 = (1 + λ

9π2 (1 + i
2 ))D2 = (1 + λ

π2 (1 + i
2 )) · 64λ2

625π8 ;
| | < 0, 329 für | λπ2 | ≤ 6
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Einfache Formel für unbestimmte Integration:

Für
{
x1 =

√
5−1
2 ∼ 5

8
x2 = 1

gilt für y(x) ≡ x : (∗)
xi∫
0

f(ξ) dξ = c ·
∑
j≤i

y j mit

c = nicht lesbar
Mit n Zwischenprodukten und einer Konstanten C könnte man n+1 Bedinggen
erfüllen, also (∗) nur für eine einzige Funktion f an allen xi erfüllen !
Aufstellg höherer Formeln also zwecklos ?
Seite 34

λ′ + g z2 = λ, z(a) = z(b) = 0 wird aus y′′ = λ g y, y(a) = y(b) = 0
durch die Substitution λ y = y′ · z. Vgl. auch nicht lesbar

Flatterrechnungen vielleicht ökonomisch so anlegen: Für einige ω die algebr.
λ-Gleichung genau aufstellen, für die übrigen mit einer guten Interpolationsfor-
mel interpretieren.

Eine EW mit bekannter Lösung: y′′ = λ g y, y(0) = y(1) = 0 hat die

Lösung (1) y = sin π x · e
xR
0
sin pi x·u(x) dx

(u regulär), wenn
(2) λ g(x) = −π2 + 3π u cos x+ u2 sin2x+ u′ sin x.
Z.B. u = α =const: λ g = −π2 + 3π α cos x+ α2sin2x.
In jedem Fall ist g(1)

g(0) = −π−3u(1)
−π+3u(0) . (3).

Setzt man u als Linearverbdg mit unbestimmten Koeff. nicht lesbar an, so
ergeben sich für diese quadratische Gleichungen aus (2).

Für y = s2 u

(s = sin x) ist y0 = y′0 = 0, y′′π
2

= −2uπ
2

+ u′′π
2
,

y′′′π
2

= −6u′ + u′′′|π
2
, yIV0 = −8u+ 12u′′|0, yV0 = −40u′ + 20u′′′|0

Für z = s v

ist z0 = 0, z′π
2

= v′π
2
, z′′ = 2v′|π

2
, z′′′0 = −v0 + 3 v′′0 ;

Seite 35

alle Fktionen z mit z0 = z′′0 = z′π
2

= 0 erhält man in der Form

z = sin x · v(x), v(x) = A+B cos 2x+ (cos 4x− 1) · ϕ(x)

sowie in der Form z = b (x3− 3x) +nicht lesbar (2x4− 3x3 +x) + (x5− 2x4 +
x3) · ϕ(x); dann ist z′′ = 6 qx + nicht lesbar (24x2 − 18x) + (20x3 − 24x2 +
6x) · ϕ+ (10x4 − 16x3 + 6x2)ϕ′ + (x5 − 2x4 + x3)ϕ′′.
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Sind y, z beliebig, so ist
(
yIV

z′′

)
=

(
α β
γ δ

) (
y
z

)
mit
(1) α = yIV −β z

y , δ = z′′−γ y
z , β(x) γ(x) beliebig nicht lesbar

Zur Flatterbeispielen müsste eine vorgegebene Matrix
(

A B
nicht lesbar A

)
bis auf Trop. durch (1) dargestellt werden: λA = yIV −β z

y , λB = β usw.
Dann nicht lesbarEW λ. Erwünscht sind Beispiele, wo man auch die

Transponierte Matrix
(
A nicht lesbar
B nicht lesbar

)
so darstellen kann; denn dann

hat man die adjungierte Lösung und kann daher exakte Aussagen über den
Einfluss beliebiger kleiner Datenänderungen auf λ machen. Bei y′′ = λ g y ist
z.B. δ λλ =

R
y2δ gR
g y2

Wenn man als Flatteransätze die ungekoppelten Eigenschwinggen nimmt,
wird i.R. die aus den nicht lesbarund den Dglen folgenden Beziehung bei
x = 0 nicht erfüllt sein. - Vielleicht lohnt es, fürs Flattern eine Det. analog 29
aufzustellenden und Fehlabschätzg wie S. 36 zu machen.
nicht lesbar
Seite 36

Die Det. (1) S.32 mit den Nullstellen µ = − λ
π2 lautet

(−y′′ = λ (1 + (x) y)

0 =

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨ E + x

0BBBBBB@
1 + i 0, 5 nicht lesbar (symm.)

−i · 0, 09006328 0, 25 + i 0, 125

0 −i · 0, 032 42278 0, 111 111 11 + i · 0, 055 555 55
0 −i · 0, 001 838 03 0 −i · 0, 010 007 03

1CCCCCCA

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨̨

|z′2 = 0, 008 114 |z′3|2 = 0, 001 051 |z′4|2 = 0, 000 287 |z′5|2 = 0, 000 104

1
2

∑
nicht lesbar

’|aik|2 = |x|2 · 0, 009 556
nicht lesbar∑

l

|aii| < |x| ·

1, 637 nicht lesbar |aii| < |x| · 0, 519
|a11| < |x| · 1, 119 |a22| < |x| · 0, 280 |a33| < |x| · 0, 125 |a44| <
|x| · 0, 070 |a55| < |x| · 0, 045
Daher sind die Unterschiede der Abschnittsdeterminanten wegen e

1
2 < 1, 65

|D2−(1−nicht lesbar )D1| < 0, 0134·|x|2 | 1 - x 2+i
2 |+ < 0, 0134·(1+1, 119 |x|)

|D3 − (1− a39)D2| < 0, 00173 · |x|2·| 1− x 2+i
2 |+ ·|1− x 2+i

8 |+ e0,008114·|x|
2

|D4− (1−a44)D3|< 0, 000221 · |x|2 · |x|2·|1−x 2+i
8 |+ ·|1−x 2+i

18 |+ · e0,009165 · |x|2
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der Exponentialfaktor ist etwa für |x| < 15 harmlos, dh. für die ∼ 3 EWe

Verallgemeinerung des Hamardschen Determinantensatzes:

Sei G(A) = detAA∗ die nicht lesbarDeterminante von A. Für A =
(
B
C

)
ist G(A) ≤ G(B) ·G(b).
Bew: Hat A n Zeilen , so ist G

√
G(A) der n-dimensionale Inhalt des von den

Zeilen von A aufgespannten Parallelotops.
Bemerkung: Zu rechteckigen A gint es U unitär so, daßalle Zeilennormen von
UA einander gleich werden.
Bew: Wähle U nicht lesbar , dass das Produkt der Zeilennormen maximal.
Folge: Jede harmonische Matrix kann unitär so transformiert werden, daßalle
Diagonalelemente gleich werden. nicht lesbar
Bemerkg: Zu rechteckigen A gibt es U unitär so, daßdas Produkt den Zei-
lennormen von U A minimal d.h. gleich

√
G(A) ist Bew: nicht lesbar ,

daßU AA∗U =Diagonalmat.
Bemerkg: Eine pos. def. hermitesche Det. ist höchstens gleich dem Produkt
irgendzweier komplem. nicht lesbar .∣∣∣∣ ∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣− |A| |D| ∣∣∣∣ < √
a · ϑB ϑC · e

1
2

√
1+4ϑ2

B ϑ2
C ·Π |ai|+ ·Π |ϑK |+

mit |ai|+ =


1, wenn

∑
k

|ai k|2 ≤ 1√∑
k

(ai k)2, wenn
∑
k

|ai k|2 ≥ 1
,

a = Grad A, ϑB = (Σ |bi k|2)
1
2

Für a = 1 wären der Expon.-nicht lesbar e
1
2 ersetzt werden. nicht lesbar

Bew:
∣∣∣∣ A B
C D

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣ A nicht lesbar
C D

∣∣∣∣ in a Summanden zerlegen,

indem in B jedesmal eine Zeile nicht lesbardurch Nullen ersetzt

wird, und Ähnlichkeitstransf. mit
∣∣∣∣ x 0

0 E

∣∣∣∣ mit passendem x, wobei

min
x>0

x eβ x+
γ
x =

√
1+4 β γ−1

2 β · e
√

zu berücksichtigen ist.

Frage: Kann man
√
a noch entfernen ?

Bemerkg: In Π |Ui|+ darf man den kleinsten Faktor auch noch weglassen.
nicht lesbar

Seite 38

Für H(x, ξ) =
{

1 + h′(ξ) ξ ≤ x, h(0) = 0
h′(ξ) ξ ≥ x

ist
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1∫
0

H(x, nicht lesbar )H(ξ̇, nicht lesbar ) dt = x+ h (x) + h (ξ)

Daher läßt sich G(x, ξ) = min (x, ξ) in der Form HH∗ darstellen:

H =
{

1 ξ ≤ x
0 ξ ≥ x

Frage: G(x, ξ) =
{
x (1− ξ) nicht ?!

ξ (1− x)

Antwort: Es wird
1∫
0

H (t x)H(t ξ) dt = −xh′(ξ)− ξ h′(x)− ξ + (1 + h′(x)) (1 +

h′(ξ)) nicht lesbar
daher für h′(x) = X − 1

∫
↘= x (1− ξ) (x ≤ ξ).

Dh. es ist für G(x, ξ) =
{
x (1− ξ) x ≤ ξ
ξ (1− x) ξ ≤ x

G = b∗ b mit

B =
{
ξ − 1 x ≤ ξ
ξ x ≥ ξ

b ist der Bernoulli-Kern: Bn(x) = bn 1. (Kow 2 S. 100).

Mit In f(x) =
x∫
a

f(ξ) dξ, M f(x) = nicht lesbar
b∫
a

f(ξ) dξ ist M2 = M

und daher ist für b = Ia −M Ia (= Bernoullikern) b∗ b = Ib Ia + Ib M Ia =
Saitenkom.
Es ist nämlich I ′a = I∗a = −Ib M′ = M∗ = M und −Ib | x=a = (b − a) M = Ia

|x=b.

Determinantentheoret. Abschätzung von D(λ) ohne Fred-
holm:

y = λK y ,K =
∫
K(x, ξ). y =

n∑
l

aν fν(x) + σy, σ = 1 − Σ fnu(x)gnu mit

gα fβ = δαβ ; es ist σ2 = σ, σ fk = 0 = gi σ.
Das Gl.-syst. für a und σy lautet

Seite 39

(1)


ai = λ gi K (

∑
aν fν + σ y)

σ y = λσ K (
∑

aν fν + σ y)

und ist mit σ y = u zu schreiben als das gleichwertige System
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(2)


ai = λ gi K (

∑
aν fν + u)

u = λσ K (
∑

aν fν + u)

Aus (2) folgt nämlich u = σ y mit y = Σaν fν + u. Gleichwertig ist auch

(3)
{
ai = λ gi K (Σ aν fν + pu)
u = λσ K (Σ aν fν + qu) , falls pσ = qσ = 0.

Diese Bedingung verlangt p = 1 −
n∑
l

pν gν , q = 1 −
n∑
l

qν gν (pν(x), qν(x))

nicht lesbar

Bei gi =
b∫
a

gi(ξ) · · · dξ wird (3) zu

(4)

{
ai = λ (ΣAi k ak +

∫
Bi(ξ)u(ξ) dξ)

u = λ (Σ bk(x) ak +
∫
D(x, ξ)u(ξ) dξ)

mit (5) Bi(ξ) =
∫
K(t, ξ) gi(t) dt−

n∑
l

pi v gν (ξ)

Aik =
∫ ∫

giK fk dx dξ, bk(x) = σ K fk = K fk −
∑
ν
Aν k · fν(x)

D(x, ξ) = σ K q = K(x, ξ) − Σ fν(x) ·
∫
gν(t)K(t, ξ) dt −

Σ gν(ξ)
∫
K(x, t)nicht lesbar +

∑
µ, ν

fµ(x) gν(ξ) ·
∫ ∫

gµ(s)K(s, T ) qν(t) ds dt.

wobei die (qν(t) beliebig ) Konstanten pi ν in Bi willkürlich gewählt werden
können;
Sonderfall n = 1: Ist

∫
g f = 1,

∫
g (1− λK) f = 0, so ist

(6) |D(λ)| < |λ|2 ϑB · ϑC · e
1
2+|λ| asD+ 1

2 |λ|
2 ϑ2

D

mit ϑ2
C =

∫
|nicht lesbar − K f |2, ϑ2

B = min
nicht lesbar

∫
|γ g −

K g|2 nicht lesbar asD =
∫
|D(x, x)| dx, ϑ2

D =
∫ ∫

|D(x, ξ)|2dx dξ,

Seite 40

Vergleich verschiedener Näherungswerte aus quadr. Glen:

y′′ = λ (1 + ix) y, µi = − λi

π2 . Die Faustregel von S. 29 :
(
γ0 2 γ1

γ1 γ0 + γ2

)
gibt (2), die auf dieselben Fourierkoeff. verkürzte volle Regel (3), die volle

Regel
(
γ0 − γ2 γ1 − γ3

γ1 − γ3 γ0 − γ4

)
(4), die lineare Ansatz

n = 1, y = sin πx gibt (1): µ1 = 0, 8− i · 0, 4 Fehler in : 0,9
Die Faustregel F2 (2)0, 8027536− i · 0, 4199950 1, 4
von S. 50 gibt 0, 801138− 0, 407663 i (3) = 0, 8015734− i · 0, 4098186 0, 22
mit δ = % (4) = 0, 8012737− i · 0, 4077280 0, 0009
Genau: 0, 8012809− i · 0, 4077324
Für µ2 ergeben sich die Werte:χ (1)mit y2 sin 2πx3, 2− i · 1, 6 1, 1 Fehler in :
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M: Der Wert aus sin 2πx wird (2) 3, 132779− i · 1, 305139 7, 3
durch das Hinzunehmen der zweiten
Ansatzfkt ·sin πx von 1,1 (3) 3, 169020− i · 1, 449188 3, 4
auf 2, 5 verschlechtert wie dies
Collatz auch erwähnt .Allerdings würde χ (4)3, 175990− i · 1, 480280 2, 5
im Reellen der Wert steigen müssen.
Genau: nicht lesbar

Ist S eine hermitesche Matrix, D eine ebenfalls hermitesche Matrix, so
ist ϑ2(S DS) ≤ ϑ2(S2D).

Bew: Sei D = A+ i B, A = A∗, B = B∗

Bew: ϑ2(S DS) = ϑ2S (A)S + ϑ2S B S∗. Nun ist für hermitesches A S AS
hermitesch, also ϑ2S AS = Quadratsummen der Wn, diese sind aber durch die
Wn von S2A
(∗)ϑ2D = SpDD∗ = Sp (AA+ i B A− i AB +B2) = Sp (A2 +B2) = )
nicht lesbar
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Das drfte bedeuten, daßes immer vorteilhaft ist, einen hermiteschen Diff-
operatr in zwei adjungierte aufzuspalten: (D−λC) y = 0 → (D1D

∗
1 −λC) y =

0rightarrow(1− λH C H∗) z = nicht lesbar
Zu viel gesagt ! Wenn C nicht hermitesch, braucht das nicht zu zu stimmen.
Stimmte es nmlich allgemein, so stelle man eine beliegige Matrix M , von den
gezeigt werden soll ϑ2M S ≤ ϑ2SM , in der Form M = AS dar.

Es ist ein kettenbruchähnliches Verfahren, wenn man den EVektor nicht
lesbarEW einer Matrix so verbessert: λ0, ϕ0; (A − λ0)ϕ1 = ϕ0; λ1 =
Kriterium aus ϕ1; (A− λ1)ϕ2 = ϕ1 usw. Vgl. S. 49:” gebrochene Iteration”.

Bilinearformel für symmetresierbare Kerne:

Abstrakt:

φ = Raum, nicht lesbar , mit kompl. Zahlen als Operatoren; mit
Abstand nicht lesbar
K = lin. Abb., nicht lesbar , d.h. nicht lesbarhinsichtlich d; in φ:
(f, g) = (g, f), stetig hinsichtlich d; (b, b) > 0, b 6= 0;
(K f, g) = (f,K g).

Dann gilt mein Vorlagsbeweis für Existenz der EWe, und mit
s2K(f) = (K f,K f)

(f, f) gilt
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nicht lesbar . Daher mit Kn = K−
n∑

nicht lesbar

ϕν · (ϕν j) : (f Kn 0) → 0.

Seite 42

Σ 1
λν

für −y′′ = λ y, a y′0 + b y0 = 0, c y′b + d yb = 0:

l∑
∞

1
λν

=
lac− l3b d

6 + (ad−bc) l2
2

ad− bc− lbd

Es ist λnu = k2
ν mit D(λ) = (ad− bc) · cos kl − (ack2 + bd) sin klk

Bew: ∆(λ) mit Fundsystem cos kx, 1
k sin kx bilden.

Theorie der Gleichung (1) : (1 + λA1 + λ2A2 + · · ·+ λnAp) y = 0 oder
(1′) : (1 +K) y = 0.
Es gilt

(2)


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · ·
0 0 0 · · · 0

λAp λAp−1 + λ2Ap λAp−2 + · · ·+ λ3A p · · · 1 + λAy + · · ·+ λpAp

 =


1 −λ 0 · · · 0
0 1 −λ · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · ·
0 0 0 · · · −λ

λAp λAp−1 λAp−2 · · · 1 + λAnicht lesbar



·


1 λ λ2 · · · λp−1

0 1 λ · · · λp−2

0 0 1 · · · λp−3

· · · · · · ·
0 0 0 · · · λ
0 0 0 · · · 1

 oder mit q =


1 −λ 0 · · · 0

1 −λ · · · 0
1 · · ·

1

: kurz

(2’) (1 +N) = (1− λL) · q−1 (L = konstant!).

L =


1 −λ 0 · · · 0

1 −λ · · · 0
1 · · ·

1

,N=


0 0 0 · · · 0
· · · · · · ·
0 0 0 · · · 0

λAp λAp−1 + λ2Ap · · · · K

.

nicht lesbar
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Die Lösungen y = eK von (1) hängen mit den von 1 + N annulierten
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Vektoren nicht lesbar zusammen durch

eN =


0
0
...
0
eK

,

die eN mit den Lösungen eL von (1− λL) eL = 0 durch eN = q eL.
So ist die Aufgabe (1) auf die gewöhnliche EW-Aufgabe

(3) (1− λL) eL = 0

zurückgeführt. Wegen (2) haben 1 +N und 1 − λL) dieselben Elemetarteiler;
die von 1 +K sind identisch mit denen von 1 +N , bis auf nicht lesbar .
Insbesondere gilt det (1 + K) = det (1 + N). Die Eigenlösungen von L haben

also die Gestalt eL = h
(1)
L = c−1


0
0
...
0
h1
K

.

Durch Induktion findet man, daßdie Hlen ρ-ter Stufe von L die Gestalt haben

(4) h
(ρ)
L = C−1


0
...
0
h

(ρ)
K

 + C−2


0
...
0

h
(ρ−1)
K

 + · · ·+ C−ρ


0
...
0
h

(1)
K


mit gewissen h(µ)

k , h(1)
k = hK 6= 0.

wobei C · h(ρ)
L −

 0
b(ρ)
hK

 eine H L (ρ− 1)-ter Stufe von L ist.

Also definiert man: Ein System
(5) {h(r)

K , · · · , h(1)
K } heisst ein H L System r-ter Stufe für K, wenn die r nach

(4) aus {h(1)
K }, {h(2)

K , h
(1)
K },· · · , {h(r)

K , · · · , h(1)
K }
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gebildeten Ausdrücke hρν H-Vektoren nicht lesbar r-ter Stufe von L darstellen.
Schreibt man in der Bezeichungsweise (5) das höchste Glied h(r)

k zuerst, so darf
man hinten Nullen anhängen und erhält dadurch Hauptlösungen höchstens
(r+ 1)-ter usw Stufe: Daher ist mit {h(r)

K , · · · } und {h(r)
K ; · · · } auch die Summe

{h(r)
K + h

(r)
K ’, · · · } ein HLSystem. Z.B. ein HLSystem der Stufe 2:

{h(2)
K + eK , h

(1)
K }.

In diesem Sinne bilden die HLS eine lineare Schar. Ihr Rang ist die Ordnung
von λ als Nullstelle von det |1 + K|, also =def OrdK λ. Es hat aber weniger
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Sinn, h(r)
K selbst als eine HL r-ter Stufe zu bezeichnen. Zwar bilden diese

noch einen Modul, aber mitunter von kleinerem Range. Beispiel: Für p = 2,

A1 =
(
a1 0
b1 −2

)
, A2 =

(
a1 0
b2 1

)
ist λ = 1 EW der Ordnung (genau) 2

(falls 1+a1+a2 6= 0). Die zugehörigen HVekt. von (1−λL) sind


0
1
0
1

 = h
(1)
L ,


0
2
0
1

 = h
(2)
L ; aber es ist h(1)

K = h
(2)
K =

(
0
1

)
. Man kann also auch der

einzelnen Eigenlösung e von (1) noch eine Vielfachheit zuschreiben: nicht
lesbardie grösste Zahl r derart, daße als erstes, d.h. “Leitglied“ von HLösgen
der Stufen 1, 2, · · · , r auftritt; oder vielleicht als grösste Zahl r, derart
daß{0, 0, · · · , er−te Stelle} ein HLS ist. Beim gewöhnlich Fall, p = 1, kann das

nicht vorkommen, wegen b = 1. Ist C−1

 0
...

h
(r−1)
K

 + ∼ +C−r+1

 0
...

h
(1)
K


ein HV der Stufe r − 1 von
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1− λL, so ist notw. und hinreichend dafür. daß

(1− λL)r ·

 C−1

(
0
h

(r)
K

)
+ C−2

 0
...

h
(r−1)
K

 + · · ·+ C−r

 0
...

h
(1)
K


 = 0

ist die Gleichung

(1 +N)
(

0
h

(r)
K

)
+N

{
C−1

(
0

h
(r−1)
K

)
+ · · ·+ C−r+1

(
0
h

(1)
K

) }
= 0,

oder, wegen 0

N C−γ

 0
...
µ

 = (
r−1∑
A

λ
ρ!
dρ(λρ−1K)

d λ ρ · u):

(1 +K)h(r)
K +

r−1∑
ρ=1

λ
ρ!
dρ(λρ−1K)

d λ ρ h
(r−ρ)
K = 0 d.h. (1 +K)h(1)

K = 0

(1 +K)h(2)
K + λ K̇ h

(1)
(K) = 0 usw.
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Allgemein selbstadjungierter Einschliessungssatz:

Ist K selbstadj. in bezug auf (f, g), und ist für ein f f 6≡ 0 mit a0 = (f, f),
a1 = (f, Kf)
a2 = (Kf, Kf) α = a0 + (M +m)a1 +Mma2 ∈ 0, so liegt zwischen m und
M ein EW von K: m < λ < M , wenn m ≤M .

Denn
∞∑
1

(1− m
λi

) (1− M
λi

) (ai)2 < d nach (nicht lesbar ) Ungleichg.

Für d = 0 stehen m und M in der Beziehung M = a0−a1m
a1−a2m
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Mit µ1 = a0
a1

, a1
a2

kann man sagen: Zwischen
m und M = µ2 + µ1−µ2

1− m
µ2

liegt win EW. Es ist stets |µ1| ≥ |µ2|. K → −K gibt µi → −µi; es ist µ1 µ2 ≥ 0.
In jedem Fall
(Ist K pos. def., so ist µ1 ≥ µ2, und es) ist genau dann M > m, wenn M > µ2,
m < µ2. Für M = l2 ≤ λ2 erhält man

m = µ2 −
µ1 − µ2

l1
µ2
− 1

,wenn h > µ2.

Ist die Ausgangsfunktion f orthogonal zu einer EFunktion ψi, so liegt
in < m, M > ein EW, abgesehen von λi. Denn es ist K f = K∗F mit
K∗F = K− ψi ψi

λi
.

Folge: Ist für eine ganze r− parametrige Schar f = c1 + · · ·+ cr fr
d ≤ 0, für alle cρ, so liegen in < m, M > mindestens r EWe von K. Dann
in der Schar gibt es eine Funktion, die zu r − 1 beliebig vorgeschrieben ψi
orthogonalist.

Zu Inglisch [25]: Zu der “Bemerkg.“ zum Hauptsatz von nicht lesbar 4
wird behauptet,
der Kern H(x) ·K(x, y) habe nur reelle EWe, wenn K(x, y) reell symmetrisch,
H(x) reell stetig, ein nicht lesbarKn stetig.
Gegenbeispiel: K(x, y) = −5x y+6 (x+y)+5; H(x) = 16x−9; EW λ = ± 61

6 ·i;
EF ϕ(x) = 16i x2 + (16− 9i)x− 9: ϕ(x) = λ ·H(x)

∫
K(x y)ϕ(y) dy.

Nachreichend
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Entwicklg. eines Polynoms an der Stelle x = c:
Setzt man in f(x) = Σ aν xν x = c (1 + x∗) ein, so wird

f(x) = Σa∗ν x
nicht lesbar = f∗(x∗)

mit
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a∗0 = f(c) = Σaν cν

a∗1 = c f ′(c) = Σν aν cν wobei immer nur die

a∗2 = 1
2ic

2 f ′′(c) = Σ
(
ν
2

)
aν c

ν Werte aν cν mit anderen

a∗3 = 1
3ic

3 f ′′(c) = Σ
(
ν
3

)
aν c

ν ganzen Zahlen zu multipl. & add.

ha.

Ist c eine genährte Nullstelle und setzt man nach Newtoon c∗ = −a∗0
a∗1

, usw, so
ist x = c (1 + c∗ (1 + c∗ ∗ [1 + c∗ ∗ ∗])) ein verbesserter Wert der Nullstelle. Das
ist ein “Kettenprodukt“ [c, c∗, c∗ ∗, c∗ ∗ ∗], analog Kettenbruch.

Beim Flattern dürften die komplexen Massen gegenüber den reellen oft so
überwiegen, daßes gleichgültig ist , zu was für einen Massenverteilg. die
eingesetzten Handschwingungsformen gehören, nur Einzelmassen werden eine
Rolle spielen.

Auflösung der Flattergl. vermisse eine vollst. EF -Systems zu anderen
Massenverteilung C0:
Sei (D − µ2 C0)φν = 0 Uµ(ϕν) = 0,
Aufzulösen sei (D − λC) y = 0 Uµ(y) = 0.
Die φν seien durch ϕiDϕR = µi ϕi C0 ϕkδi k normiert und null.
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1. direkte Aufösung durch Ansatz y = Σaν ϕν führt auf das Gl.-Syst.,∑
k

ak(Dϕk − λC ϕk) = 0 , d.h.

(1) ai − λ
∑
k

∫
ϕi C ϕk) ak = 0 (i = 1, 2, . . . ).

2. Iteration einer Fkt. y1(= Σ bv ϕv) : Dy = Cy1∑
k

ak µk ϕk = C1
0C y1

(2) ak =
∫
ϕk C y1.

3. Gebrochene Iteration einer Fkt. y1 = Σbi ϕi: (D − λ0C) y = C y1
(λ0 beliebig, nahe Σ(µk C0 − λ0C) ak ϕk = C y1

am gesuchten EW.) (3) ai − λ0

∑
k

ak
∫
ϕiC ϕk =

∫
ϕi C y1

(i = 1, 2, · · · ).

Die gebrochene Iterarion führt die EF e1 zum EW λ1 über in 1
λ1−λ0

e1.
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Sind die bi aus bi−λ0

3∑
1

∫
ϕi Cϕk · bk = 0 bestimmt, so nicht lesbardie

ersten 3 Gl. von (3):

ai − λ0 Σ ak
∫
ϕi · C ϕk =

bi
λ0
.

Gebrochene Iteration: y1 → y2 mit (K−K0) y2 = y1.

Dabei geht die EL e zum EW K über in 1
K−K0

e. Dahermultipliziert sich das
Amplitudenverhältnis von e1 : e2 mit K2−K0

K1−K0
.

Ist besonders bequem bei Matrizen der Hessenberg-Gestalt:

x1 x2 x3 · 1
· · 1
· · ·

 · q =

 ·
·
·


Elim.x3 · · 0
dannx2 · 0

·
= ·︸ ︷︷ ︸

damit ist x1 bekannt. Nun oben schrittweise nicht lesbar ausrechnen.
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Geht man bei dem Beispiel Arbert II S.41 aus von x(4) = 4, 4; y(4), so
ergibt sich aus mit gebrochener Iteration aus
y(4) = {1 − 0, 551 0, 102} K1 ∼ 4, 4 (10)
nach einem Schritt:
l1 ∼ {1 − 0, 512 0, 024} K1 ∼ 4, 0727 (nicht lesbar )
nach zwei Schritten:
e1 ∼ {1 − 0, 49975 − 0, 001107} K1 ∼ 3, 9949 (0, 12)
Die verbesserten EWe K berechnen sich aus dem Ausgangs-K0 der Iteration
jeweils nach yIt : yAusg ∼ 1

K−K0
, dh. K ∼ K0 + yAusg

yit
| grösste Komponente

Die erste gebrochene Iteration leistet hier soviel wie 5 gewöhnliche
Die zweite gebrochene Iteration leistet hier soviel wie 5 gewöhnliche.
Bei Hessenberg-Matrizen braucht eine gebrochene It. knapp doppelt so viele
nicht lesbar als eine gewöhnliche Iteration
Bei zweireihigen Matrizen geht gebrochene Iteration bis auf Proportionalität

genau so schnell wie gewöhnliche. Um mit A =
(
a11 a12

a21 a22

)
, K0 nicht

lesbar , hat man mit
︷ ︸︸ ︷
A−K0 =

(
a22 −K0 −a12

a21 a11 −K0

)
gewöhnlich ist zu

iterieren.
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Bei der gebrochene Iteration macht es sehr viel aus, wenn der EW gut
angenährt ist, auf die nicht lesbar kommt es nicht so sehr an. -Lässt man die
gewöhnl. Iteration der gebrochenen entsprechen, so entspricht dem Verfahren,

K zu potenzieren, ein Kettenbruchverfahren: A1 =
︷ ︸︸ ︷
A−K0; A2 =

︷ ︸︸ ︷
A1 −K1; · · ·

.

Das Funktionensystem e2n i π x ist dadurch ausgezeichnet in < 0, 1 >: Es
ist das Orthogonalsystem mit der einfachsten Multipikationstabelle und nicht
lesbar .
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y′′ = λ g y; y(0) = y(1) = 0 führt nach gewöhnl Diff. Verfahren auf∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + µ g1 − 1

2
− 1

2 1 + µ g2 − 1
2

− 1
2 1 + µ g3 − 1

2
− 1

2 · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 mit

 µ = λh2

2

h = b−a
n

Det n− 1-reihig.
We-

gen dieses einfachen Baus (spezielle Hess.-Matrix) geht auch gebroch. It. gut!

Die Nullstellen des Abschnitts det. von 36 (1) lassen sich leicht durch Ite-
ration von den Diagonalgliedern her bekommen. Z.B. µ3 = 1

ξ aus∣∣∣∣∣∣
a11 − ξ a12 0
a12 a22 − ξ a23

0 a23 a33 − ξ

∣∣∣∣∣∣; a33 − ξ = a2
23 (a11−ξ)˛̨̨̨

˛̨ a11 − ξ a12

a12 a22 − ξ

˛̨̨̨
˛̨

Man findet in 3 Iterationsschritten à 30 Minuten:
(0) = a33 (1) (2) (3) λ

(3)
3

µ′3 7, 2 7, 0943 7, 10365 7, 102887 −70, 103
µ′′3 −3, 6 −3, 2029 −3, 18683 −3, 187827 31, 463

Korr 5 0, 25 0, 02
Ebenso: Neue Faustregel F2 für den ersten EW von y

′′
= λ g y, y0 = y1 = 0:

−π2

λ1
≈ a11 + a2

12
−a22+a11

a11 = γ0 − γ2; a12 = 1
2 (γ1 − γ3); a22 = 1

4 (γ0 − γ4);

γ2 =
1∫
0

g(x) a sin x dx

nicht lesbarWn: ξ − a22 + a2
12

ξ−a11
+ a2

23
ξ−a33
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Die von Collatz vermutete Erscheinung, daßder nicht lesbar für λ3 schlechter
werden kann, wenn man zu einer Ansatzfkt. eine zweite oder zu zwei eine dritte
hinzunimmt, kommt bei höheren Det. nicht mehr vor: Beim Hinzunehmen
einer 4. Ansatzfkt und jeden weiteren muß λ3 nach der Minimaleigenschaft
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fallen, also besser werden.

Kennt man die drei ersten ELösgen e1, e2, e3 ungefähr, so kann man die
Funktionelle Gi nicht lesbarλi ∼ Gi ai

Gi K ai
mit ai ∼ ei so wählen, daßGi ej ≈ 0

für i 6= j, und damit λi ziemlich genau bestimmen; damit dann wieder, etwa
bei It-Verf.; ei genauer.

Wenn man für eine dreireihige Matrix A und einen Vektor q folgendes
kennt: q, A q, A∗ q; so folgt daraus noch nichts über die Wurzeln von A, aus-
ser in dem einen trivialen Fall, dass A q oder A∗ q proportional zu q ist.

Denn ausser im trivialen Fall kann man annehmen A =

 0 α β
1 u v
0 w z

 mit

festgegebenem α, β 6= 0, 0.

Zu |x − A| = x3 − (u + z)x2 +


∣∣∣∣∣∣

0 α β
u v
w z

∣∣∣∣∣∣ + a

 x −
∣∣∣∣ α β
w z

∣∣∣∣ kann

man, da α, β 6= 0, 0 : w, z nicht lesbarbestimmen, daß
∣∣∣∣ α β
w z

∣∣∣∣ = vor-

gegeben und w 6= 0; dann nicht lesbar so, daßu + z = vorgegeben, dann∣∣∣∣ u v
w z

∣∣∣∣ + nicht lesbar durch passende Wahl von v = vorgegeben.
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Gütevergleich der Gewichtsfunktionen bei einem Freiheits-
grad.

Zu (1− λ1 K) e1 = 0
sei für e1 die Näherung a = e1 + d bekannt. Es sei eine definite Matrix (f, g) =
(g, f), (f, f) > 0 gegeben und (d, d) << (e, e).
Mit der willkürl. Gewichtsfunktion g wird

λ =
(g, a)

(g, K a)

als Näherungswert für λ1 angesehen. Es ist

λ =
(g e1) + (g d)

nicht lesbar (g e1) + (g K d)
= λ1

{
1 + (g, (1−λ1 K) d)

(g e1)+λ1 (gK d)

}
∼ λ1

{
1 + (g,K1 d)

(g e1)

}
in erster Näherung, mit K1 = 1− λ1 K. Also ist∣∣∣ δ λ1

λ1

∣∣∣2 =
∣∣∣ λ−λ1

λ1

∣∣∣2 ∼ |(K∗1 g, d)|2

|(g, e1)|2
=
|(K∗1 g, d)|2 · (e, e1)
|(g, e1)|2 · (d, d)

· (d, d)
(e1, e1)
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∣∣∣ δ λ1
λ1

∣∣∣2 ∼ |(K∗1 g, d)|2(e1, e1)
|(g, e1)|2 · (d, d)

· ||δ e1||
2

||e1||2
.

Nun ist nach Schwarz der Faktor ↗ <
||K∗1 g||

2·(e1, e1)
|(g, e1)|2 , und das Maximum wird

für d = K∗1 g = (1− λ1 K)∗ g tatsächlich angenommen, also übrigens für d⊥e.
Also kann die ”Schlechte” S(g) definieren durch

S(g) = ||K∗1 g||·||e1||
|(g e1)| = ||(1−λ1 K)∗g||·||e1||

|(g, e1)|

und hat dann max
α

∣∣∣ δ λ1
λ1

∣∣∣ ∼ S(g) · ||δ e1||||e1|| in erster Näherg. → siehe S. 53 !
Also ist es am vernünftigsten, G so zu bestimmen, daßes die adjungierte

Gl. möglichst gut erfüllt, mit der Vorsichtsmaßregel, daßnicht lesbar
Seite 53

”In erster Näherung ” heisst: In dem Masse, wie |λ1(g, K d)| : |(g, e1)| << 1. Al-
so ist etwa (1) |λ1 d)| : |(g, e1)| << 1. Also ist etwa (1) |λ1(g, K d)| < 1

2 · |(g, e1)|
zu fordern; denn gilt nicht lesbar .(

2
3 S (g) ||δ e1||||e1|| max <

)
max
d

∣∣∣ δ λ1
λ1

∣∣∣ < 2 ·S(g) · ||δ e1||||e1|| max.

wobei allerdings für das linke Zeichen alle d mit ||d|| ≤ ||d||max zugelassen
sind , nicht nur die mit (1)
Ist gut (1− λ1 K)∗g ≈ 0, so lautet die Vor. (1): |(g, d)| < 1

2 |(g, e1)|.

nicht lesbar , weil rechts λ vorkommt statt λ1.

Zwei Freiheitsgrade.

Bestimmt man λ aus
g1 (1− λK) (c1 f1 + c2 f2) = 0
g2 (1− λK) (c1 f1 + c2 f2) = 0 ,

so kommt es nur auf die linearen Scharen {g1, g2} und {f1, f2} an. Es sei nach
passender Wahl der Basis von {f1, f2} fi = ei + di, (1− λi K) = 0.
Dann wird mit g f = (g, f)
( λλ1

− 1) (1− λ
λ2

) det |Gi ek| = (1− λ
λ1

) det |Gi e1

G1 L d2|+ (1− λ
λ2

) det |Gi L d1 Gi e2 |

+det |Gi L d1, Gi L d2| .
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Sieht man ||d1||, ||d2|| und (1 − λ
λ1

) als klein von erster Ordnung an, so
wird

(
λ

λ1
− 1) det (g1, eK) ∼ det | (gi, L1 d1) (g1, e2)|

Also ist max | λλ1
− 1| ∼ ||d1||

||e1|| max.
||detL∗1 gi, (gi e2)||·||e1||

abs det (gi ek) .

Daher ist zu setzen
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Sλ1{g1, g2} =
||

˛̨̨̨
˛̨ (1− λ1K)∗g1 (g1, e2)

(1− λ1K)∗g2 (g2, e2)

˛̨̨̨
˛̨||·||e1||

abs

˛̨̨̨
˛̨ (g1, e2) (g1, e2)

(g2, e1) (g2, e2)

˛̨̨̨
˛̨

.

Ist L∗1g1 = 0, sonst (g1, e2) = 0 sind daher Sλ1 {g1 g2} = 0: es gilt, wenn
λ1 6= λ2,

Sλ1{g1, g2} = 1

|1−λ1
λ2
|
·
||

˛̨̨̨
˛̨ h1 (h1, e2)
h2 (h2, e2)

˛̨̨̨
˛̨||·||e1||

abs

˛̨̨̨
˛̨ (g1, e1) (g1, e2)

(g2, e1) (g2, e2)

˛̨̨̨
˛̨

mit hi = (1 −

λ1 K)∗ Ginicht lesbar

Frage: Ist nicht lesbarmit anderer Metrik ?

Aufgabe: Stabilitätsbegriff untersuchen. Was hat Stabilität mit hermiti-
scher Bewegg. und Eigenwerten zu tun ? Vgl. Söhngen, LGL-Bericht 135, S.
31 - 34 für Ebenes Problem. Frage dann: 32 Gültigkeitsbereich ? nicht lesbar
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Eigenwertaufgaben der Form y = kK y + λL y (alles reell) kann man
vielleicht iterativ lösen: Schätze y ≈ y0; wähle k0, λ0 so, dass im Sinn der
kleinsten Quadrate y0 ≈ k0 K y0 + λ0 L y0, und setze y1 = k0 K y0 + λ0 L y0.
Diese Gestalt hätte das Flatterproblem, wenn v lineat in die Koeff. einginge.

Besser gesagt: ↓ 1
4

∫
E ∃ |y′′|2 + 1

4

∫
k I d |z′|2 = elastische Energie des Flügels.

1
4{

∫
y (E ∃ y′′)′′ −

∫
z (GI d z′)′} ist der elastische Energieinhalt im des

Flügelinhalts Zeitmittel bei der Schlagbewegg. Rn z e
i ν t (ν reell). Denn es ist

1
2 |A|

2 der zeitliche Mittelwert
von (RnA

i ν r)2, also 1
4

∫
z (Gi d z′)′ = 1

2 MW von [Rn

√
Gz d z′ei ν t]2

also mit S = Rn z e
i ν t = 1

2 MW von GId S′(t)2

Bei einem geraden Biege-Balken mit kleinen Winkeländerungen ist das an
der Stelle x vom rechten Teil auf den linken übertragene Biege-Moment
(in bezug auf die neutrale Faser) nicht lesbarB = p(x) · Y ′′, also liegt
die Balkenform schon fest, wenn B = B(x) bekannt. Man kann ein und
dieselbe Balkenform erzeugen durch Anbringen von äusseren Kräften k(x)
(senkrecht zum Balken, wenn kein Zug herrschen soll) oder durch Anbrin-
gen von Kräftepaaren mit den Momenten m(x). Tut man beides, so wird

B(x) =
x∫
A

nicht lesbar
ξ∫
1

k(η) d η+
1∫
k

m(η) d η. In beiden Fällen verschwinden
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Zustand des Balkens allein von seiner Verformung y(x) abhängt, dh. von
B(x), so mußnicht lesbarx ausser dem Biegemoment B(x) immer gleichzeitig
eine Querkraft q(x) von rechts nach links übertragen, und zwar für m = 0:

g(x) =
1∫
x

dnicht lesbar = B′(x)

NB: k(x)m(x) = ”Belastung”, g(x), B(x) = ”Beanspruchung” nicht lesbar
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Die durch die Biegemoment B(x) im Balken nicht lesbarEnergie kann
nutzbar gemacht werden entweder durch Entnahme von Drehmomen-
ten, etwa indem man die Verformung t y (x) (0 ≤ + ≤ 1) betrachtet,
die zum Biegemoment tB(x) gehört und für ± = 1 → t = 0 die so-

weit
1∫

t=0

nicht lesbar
1∫
0

[y′(x) ·− dt] · [B′(x).X] = − 1
2

1∫
0

y′(x) (p y′′)′ dx =

1
2

1∫
0

y′′2 · p dx

Entnimmt man die Arbeit auf dem Wege über die senkrechten äusseren Kräfte,

so wird sie =
1∫
0

y(x) · (p y′′)′′ = 1
2

1∫
0

p y′′2 dx.

q(x) nicht lesbarproportional der Auslenkung der elast. Faser gegen die
Normale der Querschnitte sein.
Im Widerspruch in der Behauptung von S.55 unten, auch bei reiner Momentbe-
lastung träte eine elastische Querkraft auf, muss die Querkraft verschwinden,
weil ausserdem an dem linken Balkenteil nur Kräftepaare auftreten und die
Summe aller Kräfte verschwinden muß. Wenn man also den Balken so stark
idealisiert, dass sein elastischer Zustand von der Auslenkung allein abhängt,
darf man nicht Momenten -und Kräftebelastungen nebeneinander betrachten;
wahrscheinlich hängt auch die zur Deformation eines physischen Balkens
notwendige Arbeit davon ab, ob man nicht lesbardurch Kräfte senkrecht oder
tangential nicht lesbarhervorruft; da das erstere wohl
(nicht lesbar ; vgl. S. 56 oben.)
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wichtiger ist, werden wir kontinuierliche Momentenbelastungen verbieten,
nun eine in sich widerspruchsfreie Idealisierung zu haben. | Ein ähnlicher
Widerspruch wäre es, wollte man nicht lesbarStörungen rechnen und
doch p · v = const verlangen. Jede Biegelinie läßt sich eindeutig durch
stetige senkrechte Kräfte nicht lesbar Summe Null in Verbindung mit zwei
End-Drehmomenten, erzeugen, derart dass die Gesamte Momentensumme
Null ist, vorausgesetz, daßdie Stetigkeit p(x) zweimal und die Biegelinie
y(x) 4 mal stetig diffbar ist: und zwar durch die stetigen Normalkräfte
k = (p y′′)′′ nicht lesbar K1 = −(p y′′)′|x=1 , M1 = p y′′|x=1; K0(p y′′)′|x=0,
M0 = −p y′′0 .
Ein gerader ebenso Biegebalken von x = 0 bis 1 mit der Skelettlinie nicht
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lesbar , ist also zu definieren als ein elastisches System, an dem überall
Normalkräfte, aber nur an den Enden drehende Kräftepaareangreifen dürfen
und dessen Skelettverformungen durch die Proport. p(x) · y′′(x) = B(x) =
übertragenes Biege-nicht lesbar an der Stelle x gegeben ist, wobei p(x) nur
vom Sytstem und der Stelle x, aber nicht von der Verformung oder den
wirkenden Kräften ist: p(x) = örtliche Materialkonstante.
Die doppelte elastische Energie eines solchen Balkens ist

2E =
1∫
0

y · (p y′′)′′ +K1 · y1 +K0 y0 +M1 y
′
1 +M0 y

′
0

=
∫
p(y′′)2 + y (p y′′)|1

0
− y′(p y′′)|1

0
+K1 y1 +K0 y0 +M1 y

′
1 ∗M0 y

′
0

=
∫
p(y′′)2.

Dieser Ausdruck für die Formänderungsarbeit könnte man überhaupt zur
Definition der Biegebalkens machen.
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Die im physischen Balken auftretenden Querkräfte hängen nicht nur von
seiner Auslenkung ab, sondern auch davon, wie diese erzeugt wird, m. a.
W.: von der Verschiebung der Querschnitte. Seine Energie dagegen hängt
anscheinend im wesentlichen nur von der Biegeform ab; weil nämlich praktisch
Balkenverformungen unter tangentialen Kräften, die je die neutrale Faser
garnicht verändern, selten sind:

nicht lesbar

auch hierin nicht lesbarEnergie, die aber wohl nur bei sehr dicken Bal-
ken merklich wird gegenüber der Biege-Energie der neutralen Faser, weil sonst
die Verschiebungen so klein sind, daßfür merkliche Arbeit ungeheure Kräfte
notwendig sind.

Aufgabe: Die Bewegungsgleichungen eines Flügels von zwei Freiheitsgra-
den, der durch 2 ”komplexe” Kurbeltriebe gesteuert wird, nach dem Prinzip
der virtuellen Arbeit aufstellen.
Die Flatterschwingg. eines solchen bei Anblasung würde in einer Zitterbewegg.
der Kurbeln bestehen, nicht Rotation.-Da Kubelradien nicht lesbar , würde
hier nicht eine komplexe Zahl beliebigen Betrages als Amplitudenverhältnis
herauskommen können, sondern vom Betrage 1. Dh. die verschiedenen
EWe gehören garnicht zu demselben physikal. System. Demnach ist das
”Leistungskriterium” keinewegs gleichwertig der Aufstellung der Beweggsgl.
für einen auf zwei Freiheitsgrade eingeengten Flügel, ausser wenn f , g reell.
-Die Zitterbewegg. liefert bei kleinen nicht lesbarnur reelle Biegung und
Drehung; wenn Kurbetrieb komplex nicht lesbar , sind die verschiedenen
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NB: Hänht hiermit die Schwierigkeit Jordans (B42/I/8) S.32 unten zu-
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sammen ?
auf diese Weise zu erhaltenden Biegelinien die Realteile von const. ·f(x)
Aufgabe: Den Einfluss von infinitesimalen Baugrössenänderungen auf den EW
λ bei festem ω untersuchen; Einfluss von ω auf λ graphisch entnehmen aus
EW-Kurve; daraus Einfluss von Baugrössenvariation auf v und ϕ berechnen:
Allesan einem konkreten Beispiel, und das durch Paramterrechnungen prüfen.
Auf die Art könnte man wenigstens den Einfluss der Parameter vorhersagen in
bezug auf die v nicht besonders empfindlich ist.
nicht lesbar

A =

 14 30 12
10 34 12
49 147 100

 hat EWe: K1 = 128, e1 = {1, 1, 7}; K2 = 16,

e2 = {−3, −3, 7};K3 = 4, e3 = {3, −1, 0}.

Aufgabe: Für ω → 0 werden wohl die Massenglieder gegenüber den Luft-
glieder unbedeutend, und es wird nur noch auf die geometrische Lage der elast.
Achse und die Steifigkeiten ankommen. Asymptotische Lage der EWe ? Die ∞
werdenden Teile der (komplexen) Massen (bei ω = 0) sind
beim ebenen Flügel (Infoheft S. 341, 344)

π ρ l3 ·
(

(1 + T ) · iω
(1+T ) (1+i ω)

ω2 + i
ω

0 il
ω

)
nun nach Ähnlichkeitstransf. mit

(
1

ω

)
:

nicht lesbar
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Für ω0 → ∞ ist d λ nicht lesbar , als v ∼ const, v ∼ v
ω , ϕ ∼ const

ω
nicht lesbar
Daher ist für kleine ω und stetiges v = v(w) v prop

√
w, v prop 1√

w
. Wenn

man die Matrix der komplexen Massen mit ω
const+ω multipliziert, nicht lesbar ,

so bleibt sie für 0 ≤ ω ≤ ∞ endlich ist ist für ω = ∞ die Standschwinggsmatrix,
für ω = 0 die Matrix von S. 59. Sie sollte zum Interpolieren nach ω vorteilhaft
sein. Vielleicht kann man die nicht lesbar als Ansatzfktionen für kleine ω
verwenden. Die ω-Wert hat je zwei Enden: ω = 0, ∞. Es wäre schön, wenn
man alles durch Störungsrechnung oder Interpolation von den Enden her
erledigen könnte.
const viell. zweckmäßig = 1, weil kc = (1 + T ) (s + ω) + ω + 1

2 ω
2. Bei der

Interpolation berücksichtigen, daßbei ω = 0. T ′ = 0. Aber das ausser T immer
noch ω additiv vorkommt, laufen die Tangenten bei den nicht lesbardoch
nicht horizontal.
-Je nachden Vorzeichen der Konstanten c wird man (S. 59 unten) leicht und
schwere Flügel unterscheiden können. Vielleicht lassen sich die aerodynamisch
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wirksamen Flügelenden als ”leich” behandeln. -Im Grenzfall ω = 0 sollte
der Einfluss der Stetigkeits -oder nicht lesbar -Änderung gut zu übersehen
sein. ”Empfindlichkeit” nicht lesbar ein Zeichen dafür, daßdie unabhängigen
Veränderlichen nicht gut gewählt sind; z.B. ist

√
x bei x = 0 eine ”empfindliche”

Funktion von x, aber eine unempfindliche von 3
√
x (oder log x). - Die Bezeich-

nung ”komplexe Luftmassen” führt insofern irre, als bei gegebenen v 6= 0 diese
Massen noch von der Frequenz abhängen, je überhaupt nur für harmonische
Schwinggen definiert sind. Sie sind bei gegebenen ω vom unabhängig, aber
”gegebenes ω” wir sich physikalisch kaum realisiernen lassen.
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Ist q ≈ y, so rechnet man statt δ2(q, y) = 1− |q∗ y|2
q∗q·y∗y besser mit:

δ2(q, y) = q∗q·ϑ∗ϑ−|ϕ∗ϑ|2
q∗q·(q∗q+q∗ϑ+ϑ∗q+ϑ∗ϑ) ≈

|ϑ|2·|q|2−q
|q|7

0.3 Newtonsches Verfahren bei quadratischen Gleichun-
gen

Sind α, β die Wurzeln von x2 + p x + q = 0, und ist für a ein Nähergswert A
bekannt, so ist nach Newton verbessert A∗ = A− A3+pA+q

2A+p .
Es wird exakt

A∗ − α =
(A− α)
2A+ p

, dh. δ∗ =
δ2

2A+ p
,

also ist Verbesserung
eingetreten, wenn |δ| = |A− α| < 2 |A− α+β

2 | war, und der Fehler multipl sich
mit A−α

2 (A−α+β
2 )

= A−α
2A+p .

Ist ein Näh-Wert A für die absolute grössere Wn (etwa α) bekannt, so
ist es zur Gewinnung von β am genauesten erst B = q

A zu nicht lesbarund
dann Newton anzuwenden auf B. Der so entstehende Fehler nicht lesbar |βα |
kleiner als der von B+ = q

A∗ . Wenn allerdings A∗ schon berechnet ist, ist

es gewöhnlich bequemer, B+ zu berechnen. Es ist B∗ − β = (A−α)2 β2

(2B+p)A2 und

B+ − β = −(A−α)2·β
(2Anicht lesbar )α+(A−α)2
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T (ω) bei ω: Nach Schwarz (Lufthof S.366) ist

T (ω) = 1−π ω+i·2ω ·(ln ω+q−ln 2)+σ (|ω|2ln2|ω|). q = Eulersche Const.

Die char. Gl. von


0 1 0 0
1 0 i −1
0 0 1 0

1 + i 2 0 −i

 ist x4 + (i− 1)x3 + (1− i)x2 − 1.

Um das kritische ωkrit durch graphische Interpolation zu finden, kann man
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ω · ϕ oder ω · Imλ auftragen, etwa als Funktion von ω
1+ω ; oder man kann√

|ϕ| · sign ϕ auftragen.

Versuch, die Newtonsche Regel zu verschärfen: Die Gl. f(x) = 0 kann

man auf die Gestalten x = x− f
f ′+nicht lesbar f (und x = x− f+Rf2

f ′ ) gebracht
werden: Die rechten Seiten haben daher in allen Nullstellen von f(x) die
Ableitung σ. Versuche durch passende Wahl von nicht lesbardie Kurve
ein möglichst langes Stück weit ∼ waagerecht zu halten. - Macht man zwei
Newtonschritte hintereinander, so erhält man bis auf Grössen höherer Ord in
f f ′′

f ′2 die Näherung

x1 = x0 −
f0
f ′0
− 1

2
(
f0
f ′0

)2 · f
′′
0

f ′0
: Vgl. Willers S.175
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Da die Näherungs-EWe beim Iterationsverfahren immer die Gestalt ha-
ben nν = λ1 + a qν + · · · , q = λ2

λ1
kann man durch ”Kommentarbildung” (vgl.

nicht lesbar [21]) immer asymptotisch schneller kgte Näherungsfolgen bilden:

n′ν =
nν+1 nν−1 − n2

ν

nν+1 − 2n2 + nν−1
≈ λ1 · a · (qν+1 + qν−1 − 2 qν)

a · (qν+1 + qν−1 − 2 qν)
≈ λ1.

Der Abrunfungsfehler wird hierbei verhältnismäßg klein sein, falls sign (nν+1−
nw) 6= sign sign (nν − nν−1), dh. falls nν nicht lesbar . Tut es das nicht,
hat man aber eine zweite, etwa gleich gute Näherungsfolge mν , die gegen nicht
lesbar von der anderen Seite her konvergiert, so leistet

n′ν =
nν+1mν−1 − nνmν

nν+1 − nν −mν +mν−1
dieselben Dienste.

Ist Sν = aK1
ν + bK2

ν (v = 0, 1, 2, 3) so ist für x = K1, K2∣∣∣∣ S0 S1

S1 S2

∣∣∣∣ · x2 −
∣∣∣∣ S0 S2

S1 S3

∣∣∣∣ x+
∣∣∣∣ S1 S2

S2 S3

∣∣∣∣ = 0.

Mit sν

sν−1
= kν ergibt sich so für K1, K2 die Gleichung

(k2 − k1) · x2 − k2 · (k3 − k1)x+ k1 k2 (k3 − k2) = 0.
Vielleicht die auf kt+1 anwenden Newtonschritt ?
Seite 64
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Einschliessungssatz für selbstadj. Aufgaben:

Wurzeln einer reellen symmetrischen M des Grades n ≥ 2
mit vorgeschriebener erste Zeile (a, b, σ, · · · , σ):

Seien K1, · · · , Kn. Setze
[u, v] = u v − a (u+ v) + (a2 + b2) = (u− a) (v − a) + b2

n∑
i=1

ϕ2
i (u−Ki) (v −Ki),


1
0
0
0

 = Σϕi · e1 =Fourier zerlegg. von

 1
0
0



(a = R ist der zu


1
0
0
...

 und M


1
0
0
1

 = nicht lesbar

gehörige Rayleigh-Wert.) Sei K = minKi, K = maxKi, K∗ =
max
Ki K a

Ki, K
∗ = min

Ki > a
Ki (existieren alle).

Dann ist

(1) [K∗, K
∗] > 0 (2) [K, K] < 0]

und (3) sind das sie einzigen den Ki auferlegten Bedinggen.
Bew.: Wäre 0 > [K∗, K

∗] = Σϕi 2 (K∗ − Ki) (K∗ − Ki), so wäre für ein i
K∗ < Ki < K∗, geht nicht.
(2) Wäre 0 < [K, Knicht lesbar ] = Σϕi 2(K∗ −Ki) (K∗ −Ki), so wäre für
ein i

K < Ki & K < Ki

oder K > Ki & K > Ki

}
beides unmöglich.

(3) α) Ist n = 2, so folgt aus [K1, K2 +] > 0 und > 0: [K1, K2] = 0, also

K1K2 = a (K1 +K2)−(a2 +b2); daher hat M=
(
a b
b c

)
mit c = K1 +K2−a

die Wn K1, K2; dann
{
detM= a (K1 +K2)− a2 − b2 = K1K2

SpM= K1 +K2

)
β) Ist

{
n = 3, so wähle e, d, f, g nicht lesbar ∗

b 6= 0

)
und setze M= a b 0

b e d
0 d b

.
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∗

 b2 e = (a2 + b2) c1 − a c2 + c3 − a3 − 2 a b2

b2f = −a2c1 + a c2 − c3 + a3 + a b2

−b4 d2 = +(a2 + b2)3 + (a2 + b2)2 · (c2 − 2 a c1) + (a2 + b2) (−3 a c3 + a2 c2+
+ a2 c21 − a c1 c2 + c1 c3) + (c23 − 2 a c2 c3 + a2 c1 c3 − a3 c1 c2 + a2 c22 + a3 c3) =
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[K1, K2] · [K3, K1]
mit c1 = K1 +K2 +K3, · · · , c3 = K1 ·K2 ·K3.
Diese Gleichungen sind in reellen Zahlen lösbar (und bis auf das Vorzeichen
von d auf genau eine Weise), weil aus den Voraussetzungen (1), (2) folgt
[K1, K2] [K2, K3] [K3, K1] < 0; sei nämlich z.B. K1 ≤ 0 ≤ K2 ≤ K3 dann ist
nach (1) [K1, K2] > 0, nach (2) [K1, K3] < 0 und trivialerweise [K2, K3] > 0,
weil sonst zwischen K2 und K3 noch ein Ki liegen müßte.
Ich habe nachgerechnet, dass mit obigen Definitionen tatsächlich a+e+f = c1,
a e+ a f + e f − b2 − d2 = c2 und |M| = c3 wird.

nicht lesbar (γ) Ist n beliebig b = 0, so nimm M=

 K1 0 0
0 K2 0
0 0 K3

; es ist

nämlich ein K1 = K∗ a, weil sonst [K∗, K
∗] = (K∗ − a) (K∗ − a) < 0 wäre,

gegen Vor.(1).
(δ) Ist n > 4, b 6= 0 und [K∗, K] > 0, so mache zwei-bezw. dreireihige Matrix a b 0

b · ·
0 · ·

 mit Wn K, K∗ 6= K, geht nach β. Hänge Diagonalmatrix mit

übrigen Wn dran.
Ist aber [K∗, K] < 0, so mache 2 oder 3-reihige Matrix mit Wn K∗ 6= K∗K.
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Frage: Gehen die λ(ω)-Kurven senkrecht von der reellen Achse weg ?

Ein Maßfür die Stabilität gibt der Bruchteil der ständig zuzuführenden
von der Gesamtenergie des Flügels. Ob damit vielleicht die Überschneidungen
Graph
aufhören ?

Vielleicht muss man sich bei der Deutung von ω → 0 auf den Fall ε = 0
beschränken, weil für ε > 0 stets schon vor ω = 0 nicht lesbar auftriit ? Die
aufgefachten ϕ−v− Kurven sind anscheinend bei ω = ∞ so gekrümmt: Graph
Wurzeln einer dreireihigen reellen symm. Matrix M mit zwei vorgeschriebenen
Spalten a, b. Sie seien K1, K2, K3. Man setze
[u, v] = Determ. d. quad. Form [x u + y b)− u (xn1 + y nicht lesbar )] ! [( )−
v ( )].∣∣∣∣ u v + a2 ef

ef u v − (n+ v) d+ d2 + f2

∣∣∣∣,
wenn u =

 0
0
R

, b =

 0
d
f

 angenommen wird, also M=

 0 0 e
0 d f
e f p


mit variablen p. (Auf diese Form kann M durch unitäre Transf. der ersten
beiden Spalten
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und Substraktion einer Konstanten von der Hauptdiagonalen gebracht
werden.)
(NB: Mit dem Galerkin-Ausdruck G(x) = x2 − d x schreibt sich [u, v] so:
[u, v] = G(u)G(v) + (e2 + f2)u v − d e2 (u+ v − d)
Satz: Notwendig und hin. für Existenz eines gemeinsamen nicht lesbar p zu
drei vorgegebenen nicht lesbar
Zahlen K1, K2, K3, für welche nicht alle G(ui) = 0 ist, [Ki, Kj ] = 0 für
i 6= j.
Bew: a) ”hinreichend”. Aus [K1, K2] = 0 folgt, daß(nach Rechnung)∣∣∣∣ K1

3 − dK1
2 − (e2 + f2)K1 + d e2 , K2

3 − dK3
2 − (e2 + f2)K2 + d e2

K1
2 − dK1 , K2

2 − dK2

∣∣∣∣ = 0

und dies ist gerade die Bedingg. für Existenz mindestens eines gemeinsamen p
für K1, und K2. Falls G(K1) 6= 0, gibt es auch nur ein p zu K1. Wenn also von
den drei Ki mindestens für eines G(K1) 6= 0, ist das gemeinsame p zu K1 & K2

ebenso wie das zu K1 & K3 eindeutig durch K1 bestimmt und daher gleich.
b) ”notwendig”. Es ist [u, v] = Det. der nicht lesbar . Form
3∑
i=1

(αi x + βi y)2 · (Ki − u) (Ki − v) wobei αi die Fourierkoeff von

 1
0
0

. βi

die nicht lesbar

 0
1
0

.

Also wenn [u, v] > 0, gibt es entweder 2 pos. od. 2negative Wurzeln der nicht
lesbarund daher 2 nicht lesbar ausserhaln oder innerhalb des Int. u, v, mit
Ausschlußder Endpkte.
Da nur 3 Wn vorhanden, ist [Ki, Kj ] 6> 0.
Aus [u, v] < 0 folgt aber die Existenz einer pos. & und negat. Wurzel von
nicht lesbar , also die Existenz eines Ki draussen und eines Kj drinnen, geht
für K = Ki, nicht lesbar auch nicht.
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Ergänzung: nicht lesbar f. Existenz eines gemeinsamen p für 3 Werte
Ki, für die stets G(Ki) = 0, die aber nicht alle drei gleich sind, ist e = f = 0,
sind sie alle gleich; so 0 = d = f = 0
Bew:

0, 0, d , d 6= 0, erfordert RgM= 1, also e = f = 0, ist auch hinr.
0 d 0 , d 6= 0, erfordert |M| = d e2 = 0, also e = 0, dann p = d
und f = 0; ist auch h.
0 0 0 erfordert RgM= 0, also d = e = f = 0, ist auch hinr.
(d d d, d 6= 0, erfordert |M| = −d e2 = d3, geht nicht in Reellen.)
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Macht man sich von der Spezialisierung M=
(

0 0
0

)
frei, so lautet

die Bedingung e = f = 0 jetzt: Rg

 1 0
0 1 a b
0 0

 = 2, und auch d = 0:

M=

 a 0 0
0 a 0
0 0 ·

.

Anderer, direkter Beweis für ”notwendig”.

Es ist [u, v] = det f ′(M−n) (M−v) b mit b =

 1 0
0 1
0 0

. Für u = Ki, v = Kj

ist Rg (M−n) (M−v) = 1; daher det = 0.

Man könnte das Abänderungsverfahren auch mit Galerkin kombinieren:
Z.B. λ(3) bestimmen, indem erst aus 2 Fr.-Gr.-Rechnung e(1) bestimmt wird,
dann für den mit Hilfe von e(1) abgeänderten Operator K∗ wieder eine 2 Fr.
Gr. Rechnung machen für λ(2) & λ(3).
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Zu Lösch [43]: Setzt man in y = λ
∫
K y dξ an y =

∞∑
1
ϕn(x) an

(wobei die ϕn ein vollstdiges System bilden sollen, d.h. ∼ lin.un. und
ohne gemeinsame Orthogonalfktion), so erhält man eindeutig eine unendl.
Säkulargleichung für λ& die aν . Alws Gewichte gi(x) in∫

gi · Σϕn an dx = λ

∫
g K Σϕn an dξ dx

muß man das zu den ϕn komplementäre Systeme verwenden, dh.∫
ϕi gk = nicht lesbar . Hieraus erhält man durch Abschnittsboldung ein

endl. Näherungssystem. Bei Lösch [43] wird von den ϕn verlangt:
∫
ϕi ϕk = 0;

und bei Schwerin ϕ1 = 1, cos 2n−1
2 π x = ϕn (nicht lesbar > 1) (0 ≤ x ≤ 1).

Daher sind bei Lösch die Gi = ϕi, was bei annähernd symmetrischen Kernen
vorteilhaft sein muß. Ferner nimmt Lösch in seiner Durchrechnung des Stabes
als Ansatzfktionen solche, die alle 4 Randbedingge. erfüllen, während Schwerins
Ansatz nur y′0 = y′′1 = 0 erfüllt, aber nicht y0 = y′′′0 = 0. Daher dürfte das
bessere Ergebnis von Lösch rühren.
Geht man nicht von einem vollstetigen System ϕn aus, sondern von ϕ1, ϕ2, ϕ3

etwa, so hängt die erhaltene dreireihige Sekulärgl. davon ab, in welcher Weise
man das System ergänzt. Ergänzt man es aber so, daß

∫
ϕi ϕk = 0 (i ≤ 3,

k > 3) so hängt die Sekulärgl. von weiteren Einzelheiten nicht mehr ab und
ergibt bis auf Linearkombination Gi = ϕi (i = 1, 2, 3).
Lösch bezeichnet folgenden nicht lesbar für unsymm. Kerne:
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ψ1 · · ·ψn · · · 6 vollstetiges normiertes orth. System: Diese nimm als Ge-
wichte & Ansatzfktionen, bilde n-ten Abschnitt.

Aufgaben: 1) Elastischen Energiefluss beim Flattern verfolgen. Die
Flügelschnitte, nicht lesbar= 0 ist, trennen wahrscheinlich Gebiete, die
beim Fortfallen nicht lesbarLuftkräfte in den übrigen Gebieten - noch genau
so schwingen würden, vielleicht nach geeigneter Änderung der Anschlusssteifig-
keiten an die Nachbargebiete.
2) Massen -und Luftkräfte zu komplexen Punktmassen vereinfachen ?
3) Abhängigkeit der EW von Massenänderungen u. dergl., zu Abschätzungen
nicht lesbarVergleichssätze ausbauen.

Die beim homogenen räumlichen Rechteckflügel auftretende
Determinante π (a, b, c) von π S. 27 lässt sich in der Form schreiben nicht
lesbar∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
ξ

ξ2·(ξ3−c ξ) eξ

p′(ξ)

∑
ξ

ξ2·(ξ2−c) eξ

p′(ξ)

∑
ξ

ξ2 eξ

p′(ξ)∑
ξ

ξ3·(ξ3−c ξ) eξ

p′(ξ)

∑
ξ

ξ3·(ξ2−c) eξ

p′(ξ)

∑
ξ

ξ3 eξ

p′(ξ)∑
ξ

(ξ5−b ξ) (ξ3−c ξ) eξ

p′(ξ)

∑ (ξ5−b ξ) (ξ2−c) eξ

p′(ξ)

∑ (ξ5−b ξ) eξ

p′(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
mit p(ξ) = ξ6 − a− b ξ2 − c ξ4 = 0 (ξ = ξ ∪ nicht lesbar ).
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Aufgabe: Bei Kriterienfrage untersuchen, ob nicht zur Bestimmung einer
höheren EWs aus wenig Fr. Graden die Genauigkeit der Ansatzfktionen
unerfüllbar hoch an verlangen ist.

Über zulässige elastische Beanspruchungen sagt die Hempky-Hubersche
Hypothese (nicht lesbar -Grammel, S.278): Formänderungsenergie ≤
Körperkonstante; die Coulomb Mohr-Guestsche Hypothese: Maximale lokale
Schubspannung < Materialkonstante (277)

Aufgabe: Eine additive Zerlegung beliebiger Funktionen in die Anteile
der einzelnen EWe + einen ”kleinen” Bestandteil (der beim Iterieren stärkerals
alle nicht lesbar verschwindet).
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Allgemeines Hessenberg-Verfahren:

Wähle
{

Ausgangsfktion y0
Funktionale y1, y2, · · · und

bestimme die
{

Fktionen y1, y2, · · ·
Konstanten

so daß

Knicht lesbar =


d10 1 0 0 · · ·
d20 d21 1 0 · · ·
d30 d31 d32 1 · · ·
· · · · · · ·


 y0

y1
y2


Hieraus KI durch Element (1, 1) der Potenzen von D ?
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Eigenfktionen für alle AnändergsVerfahren:
Setze an el = e1 + x e∗2 + z e∗∗3 ; . . .
und bestimme die Konstanten aus linearen Gl. durch Mult. nicht les-
barK−Kv)α<ν :

0 = (K1 −K2) + x y1 K e∗2{
0 = (K1 −K3) + y y1 K e∗2 + z y2 K e∗3
0 = (K1 −K3) y2 e1 + y (y2 K e∗2 −K3) + z y2 K e∗3

Die Kunstenmethode zur Bestimmung höherer ELösungen besteht darin, dass
man eine oder mehrere lineare Bedingg stellt, welche von der gesuchten EL
genau von der ersten sehr schlecht erfüllt werden. Dadurch wird die gesuchte
EL wieder eine, und zwar von kleineren Nummer.
Dh: Man gibt nicht eine lineare Schar endlichen Ranges vor, in der die gesuchte
EL (etwa eII ∼ liegt, sondern eine Schar endlichen Rangdefekts. Ist Φ der
Raum aller Funktionen , Φ′ der vorgegebenen Teilraum und σ irgend ein
Projektionsoperator, der Φ → Φ′ abbildet (σ2 = σ), σ ϕ = ϕ′), so legt man den
vorgelegten Operator K in K∗ = Kσ ab:
Aus K y = K y, y = σ y folgt Kσ · y = K y.
(Für K∗ = σ K gilt das Gleiche).
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Man könnte also zur Bestimmung einer EW Kurve KII so vorgehen, daßman
einen Pkt samt EL ausrechnet, dazu eine erfüllte Orthogonalitätsbedingg sucht,
welche wahrscheinlich über die ganze Kurve hinweg erfüllt ist, (aber nicht für
eI), und so KII zum ersten EW eines abgeänderten Operators macht und durch{

oder Galerkin mit 2 Fr. Gr
Iteration bestimmt. Kennt man mehrere Orthogonalitätsbedggen,

so wird man noch weitere EWe ausser KI fort -oder wenigstens weit wegschaffen
können und so rasche Kgenz der Iteration erzielen.
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Vielleicht, wenn nicht dieselbe Orthog.-bedgg. über die ganze Kurve erfüllt
ist, kann man aus denen für 2 Pkte die anderen durch Interpolation finden.
-Fehlerabschätzung zur Knotenmethode ?
↙ Dahin fällt auch das Verfahren, beim Flattern den Biegeanteil = F bis
auf Proportionalitẗ vorzugeben und nur den Drehteil zu iterieren; hier wäre
σ{f, g} = {f(1) · F (x), g} z.B. möglich, wenn F (1) = 1.

Eigenfunktionen für σ2 σ1 K−Verfahren:

Man weiss K ·


e∗1
e∗∗2
e∗∗∗3

· · ·

 nicht lesbar K ��∗=


e11 0 0 · · ·
e21 e22 0 · · ·
e31 e32 e33 · · ·
· ·· · · ·


︸ ︷︷ ︸

q

��∗

mit (cαα = Kα).
Der Ansatz en = nicht lesbar ��∗ gibt

u · (b−Kn) = 0 := gestaltetes System,
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Mit ��=


e1
·
·
en

 = A ��∗, A =


1 0 0 · · ·
a21 1 0 · · ·
a31 a32 1 · · ·
· · · · · ·


ist verlangt K ��=

 K1

. . .
Kn

 ��, also A b ��∗=

 K1

. . .
Kn

 A ��∗, also A b =

 K1

. . .
Kn

 A.

en = un ��∗ mit ann = −1
im übrigen ist

(c11 −K2) a21 = c21{
(c11 −K3) a31 + c21 a32 = c31

(c22 −K3) a32 = c32

Übersichtilicher: ann = −1
n = 2 : (cnn −K2) a21 = c21

n = 3 : (c11 −K3) a31 + c21 a32 = c31
(c22 −K3) a32 = c32

n = 4 : (c11 −K4) a41 + c21 a42 + c31 a43 = c41
(c22 −K4) a42 + c32 a43 = c42
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(c33 −K4) a43 = c43

n = 5 : (c11 −K5) a51 + c21 a52 + c31 a53 + c41 a54 = c51
(c22 −K5) a52 + c32 a53 + c42 a54 = c52
(c33 −K5) a53 + c42 a54 = c53
nicht lesbar
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Noch übersichtlicher: ann = +1 n = 2 : (c22 − c11) a21 = c21
n = 3:

(c33 − c22) a32 = c32
(c33 − c11) a31 = c31 + a32 c21

n = 4:

(c44 − c33) a43 = c43
(c44 − c22) a42 = c42 + a43 c32
(c44 − c11) a41 = c41 + a43 c31 + a42 c21

n = 5:

(c55 − c44) a54 = c54
(c55 − c33) a53 = c53 + a54 c43
(c55 − c22) a52 = c52 + a54 c42 + a53 c32
(c55 − c11) a51 = c51 + a54 c41 + a53 c31 + a52 c21

Man braucht also das Schema c54
in der Anordnung c53 c43

c52 c42 c32
c51 c41 c31 c21
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Zur Berechnung kritischer Geschwindigkeiten

Methode: In den Flattergleichungen die i-
Funktion ganz rational verstümmeln und dann
νkrit nicht lesbar 0 reell schätzen und vkrit als komplexen EW bestimmen; v
variieren, vkr reell suchen. (v könnte auch z.B. quadratisch auftreten.) Vorteil:
Man kann aus Standschwingg. wohl vkr leichter schätzen als vkrit.
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Hadamardscher Determinantensatz (ein Beweis).

Es ist
∣∣∣∣ a b
b∗ D

∣∣∣∣ = a ·
∣∣ D − b∗ b

a

∣∣ < a |D|, wenn
(

a b
b∗ D

)
pos. def.

Herm. Denn duch Abziehen von D − b∗ b
a wird die Form verkleinert, bleibt

aber positiv definit, weil bei nicht lesbar von (t b∗) (t b)
a 0 ≤ t ≤ 1 die De-

terminante nie verschwindet wegen
(

a t b
t b∗ D

)
= (1 − t2) ·

(
a 0
0 0

)
+(

t
E

) (
a b
bα D

) (
t

E

)
. Also verkleinern sich alle EWe und damit

auch die Determinante. Daher ist
(

a b
b∗ D

)
≤ a · |D|.

Andere Variante ohne Vorkenntnisse über � Formen:∣∣∣∣ a b
b∗ D

∣∣∣∣ = |D| · (a− bD−1 b∗) ≤ a |D| , da bD−1 b∗ ≥ 0, |D| ≥ 0.

Gebraucht wird: aus H � 0 folgt Abschnitt H � 0, H−1 � 0.

Eigenwerte von Abschnittsmatrizen:∣∣∣∣ A− xE B
C D − xE

∣∣∣∣ = |(A− xE)−B (D − xE)−1C| · |D − xE|
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Die Überführung des Söhngenschen EWproblems (v = const) in eins, das in Beziehung
auf den EW linear ist, bietet eine Schwierigkeit. Ersetzt man nämlich die T-
Fktion durch ein Polynom in ω, so hat die Dgl. infolge der besonderen Gestalt
der Luftkräfte (= v2 · F (ω)) das
Aussehen nicht lesbar

(1)
{

(p f ′′)′′ = v2{(α0(x) f + β0(x) g) + ω (α1(x) f + β1(x) f g) + ω2 · ( ) + ·}
−(q g′)′ = v2{γ0(x) f + δ0(x) γ) + ω (γ1(x) f + δ1(x) γ) + ω2 · ·( ) + ·}

Die Iteration verlangt also, infolge der aerodyn. Stetigkeiten
(
α0 β0

γ0 δ0

)
v2,

die Lösung der unbequemen Randwertaufgabe ε = 0 geht !{
(p f ′′)′′ − v2{(nicht lesbar + β0 g) = gegeben
−(q g′)′ = v2{nicht lesbar + δ0 γ) = gegeben ( es ist nicht lesbar= 0 für ε = 0)

die noch dazu für jeden Wert von v andere Einflusszahlen hat. Ersetzt man
andererseits gewaltsam die Kraftbeiwerte in den nicht lesbarduch Polynome

in ω, die durch ω teilbar sind, so daß
(
α0 β0

γ0 δ0

)
= 0, so muss man viele

Glieder nehmen, um etwa im Intervall 0, 1 ≤ ω ≤ 1, 0 gute Annäherung zu
die Luftkräfte kriegen. Denn das läuft darauf hinaus 1

ω (1 + T (ω)) durch ein
Polynom in ω zu approximieren; mit konstanten & linearen Glied allein geht
das nicht lesbar schlecht, denn während 1 + T (w) selbst um von 1, 6 − 0, 3 i
bis 1, 1 − 0, 2 i (über 1,2 - 0,3 3 für ω = 0, 55) schwankt schwankt 1+T

ω von
16− 3 i bis 1, 1− 0, 2 i (über 2,2 - 0,5 i für 0,55).
Bei beiden Auffassungen müsste man übrigens für gute Überein-
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nicht lesbar
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Diese gewaltsame Abänderung kann man allgemein machen; z.B. bei Ma-
trizen, wenn

|E +A+B x+ C x2 +Dx3| = 0

zu lösen und man weiss: x ≈ x0, dann approximiere man
A+B x+ C x2 +Dx3 ≈ Ax+B x2 + T x3 +Ax4 für x ≈ x0

und löse |E +Ax+B x2 + T x3 +Ax4| = 0.
Es käme also auf eine Approximation A = xA an, d · i aber

einfach
{
A = A · x p(x) mit p(x) ≈ 1

x bei x ≈ x0

A = A · p(x)
wird nicht sehr gut gehen, ausser wenn man x0 gut hat. Und läuft nun das
Ganze nicht auf eine Störungsrechnung heraus ?

Bei Schwarz, nicht lesbarS.382, ist das Vorzeichen der Hauptformeln
für Π falsch (nicht lesbarbei Küssner vorne). Wo ist der Fehler ? In Gl.(6)
nicht lesbar .

Eine Lösung von g(x) = 1
2π nicht lesbar f(ξ)

x−ξ d ξ ist nach Betz f(x) =

−2
π
√

1−x2 nicht lesbar g(ξ)
√

1−ξ2
x−ξ dξ; (Schwarz, Infoheft S. 381)
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Dies kann man so ansprechen:
Für K f = i

π i = nicht lesbar f(ξ)
ξ−x d ξ und M f = f(x) ·

√
1− x2

gilt
K · w−1Kw = 1

Fehlerrechung zu dem Verfahren, nach Bestimmung von KI &KII die beiden
fehlenden EWe einer 4-reihigen Matrix aus Kenntnis der beiden ersten el.-symm-
Fktionen zu berechnen:

dKIII =
(KI −KIV ) dKI + (KII −KIV ) dKII

KIII −KIV

Aufgabe: Fehlerrechnung für Abhängigkeit von vkrit von dem Luftkraftgesetz:

Für A =
(

0 p
−1 s

)
ist D = AA∗ −A∗A =

(
p p− 1 p s+ s
p s+ s 1− p p

)
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Zweireihige Matrizen mit gegebener erster Spalte . V18 22.6.44

Ist M =
(
a ·
b ·

)
, mit den EW µ1, µ2, so gilt
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nicht lesbar =
(

1 a
a |a|2 + |b|2

)
ε4 = 1

2 ϑ
2 (MM∗ −M∗M) = 1

|b|4 · (|b|
2 + |µ1 − a|2) · (|b2|+ |µ2 − a|2).

Dies ist bei geg. a, b, µ1, µ2, ϑ2 die notw. & hinr. Bedgg. für Existenz eines
M .
(Also ist insbesondere M dann nicht lesbardann normal, wenn
|b|2 + (µ1 − a) · (µ2 − a) = σ).

Hieraus ergibt sich ein einfacher Einschliessungssatz, der aber für
MM∗ nicht lesbar M∗M nur eine notw. Bedingg. für die EWe darstellt:

||b|2 + (µ1 − a) (µ2 − a)| <
√

1
2
ϑ2 (MM∗ −M∗M) = ε2

genauer Einschl.-Satz. 84
Diese Diese Formel legt die Definition

ε (M) =4
√

1
2 ϑ

2 (MM∗ −M∗M) = ”Schiefe von M”
nahe, es ist also für zweireihige Matrizen

(|b|2 + |µ1 − a|2) (|b|2 + |µ2 − a|2) · ||b|2 + (µ1 − a) (µ2 − a) |
2

= |b|4 · ε4(M)

Allgemein ist
(
ε (q ·M) = |q| · ε (M), ε(U

′
M U) = ε (M),

ε (M + r · b) = ε (M)

)
.
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Für zweireihige Matrizen ist ε(M) ≤ ϑ(M). Das Zeichen = steht nicht
lesbar , wenn µ1 = µ2 = σ.

Bew: ϑ2

(
µ 0
β µ

)
= |β|2 + 2 |µ|2, ε2

(
µ 0
β µ

)
= ε2

(
0 0
β 0

)
= |β|2.

Für M =
(
α 0
γ δ

)
ist MM∗ − M∗M =

(
−γ γ (α− δ) γ

(α− δ) γ γ γ

)
, daher

ε4 = 1
2 ϑ

2(MM∗ −M∗M) = |γ|4 + |α− δ|2nicht lesbar
Also |γ| ≥ ε; stets gibt es mit |µi − a|4 ≤ |b|4 + |b|2ε2 (genau)
Für n-reihige Matrizen gilt: ε(M) < ϑ(M).
= steht nur, wenn alle EWe (von M) = 0 und RgM = 1, und für M = 0.
Bew. induktiv nach n mit der Formel:
Für

M =
(
A C
0 d

)
, Gr A = n−1, gilt ε4M = ε4A + ϑ4

C + 2ϑ2
A∗C + 2|d|2 ϑ2

C − ϑ2
AC+C d

Falsch sind die Vermutungen (mit ν2
M = ϑ2

M − ε |µi|2):

εM < νM ; Gegenbeispiel:

z.B. M =

 0 1 0
1 0 1
0 0 0

 : ε4M = 2 ν4
M = 1.
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νM < εM ; Gegenbeispiel:

z.B. M =

 0 2 0
1 0 2
0 0 0

 : ε4M = 17 ν4
M = 25.
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Aufgaben: Einfluss der Teilpunktzahl und Integrationsformel bei Diffgl.-
EW-Aufgaben ?

Andere Defintion der Anomalie nicht lesbar einer Matrix A:

α2
A =Summe der positiven EW von D = AA∗ −A∗A.

Diese EWerte nicht lesbar , · · · , dn treten paarweise auf: αi + αi′ = 0. Denn
wenn T−1AT = A′, ist (T−1DT )′ = −D. nicht lesbar
Also, wenn α1 ≥ α2 ≥ . . . : es ist nicht lesbarS.89 !
α2
A =

∑
di>0

di, ε2A =
∑
di>0

d2
i < α2

A, und = nur bei RgD = 2

Es ist α2
A = Max Spur DH mit H

{
Hermitisch, H ⊆ 1

⊇ 0
A = maximale nicht lesbar zu D unitär ähnlichen
dh.

α2
A = Max|ϑ2

G − ϑ2
C |, wenn in

Ist D = |αik|, so ist α2
A ≤ nicht lesbar |αik| sehr grob

U−1AU =
(
B C
G F

)
U alle unitären Matrizen durchläuft

nicht lesbar≤ GrB ≤ n
2

Also ist α2
A < ϑ2

A und = nur, wenn A unitär ähnlich von
(

0 0
G 0

)
mit Typ

G = nicht lesbar

Daher ε2 < und = nur, wenn GG∗ =


0

0
0

1

, also

U−1Anicht lesbar =


0 0

0 0
· · · 0

 oder =


0
0
0
·
0
a

0

 . vgl S.81
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Man kann nicht lesbarMatrix unitär transformieren, dass jede Zeilennorm nicht les-

bar entsprechenden Spaltennorm wird.

Die Abschätzung αM ≤ ϑM ist also leicht zu nicht lesbarund schärfer als

55



εM ≤ ϑM

Auch gilt für M =
(
M1

M2

)
α2
M = α2

Mi
+ α2

M2
,

während unschönen ε4M = ε4M1
+ ε4M2

gilt.

Es ist mit (A, B) = AB −BA : (A, B)∗ = (B∗, A∗)
SpX (Y, C Z, X)) = Sp (X, Y ) · (Z, X)
Daher folgt aus (M (M, M∗) = 0 auch (M∗, M) = 0 (mit M∗ nicht lesbar )
und aus H∗ = H und (M, (M∗, H)) = 0 auch (M∗, H) = 0.
Allgemeiner gilt

SpX · (Y, Z) = Sp (X, Y ) · Z.

Es ist (Poisson) (X (Y Z)) nicht lesbar zykl. = 0. (Xx, (X, Y ) =
nicht lesbar
Mit D = (M, M∗) gilt δ ϑ2D = 4RSp(M∗, D) · δM .

Allgemeiner Variationsprinzip: Sind die a, b zwei Mannigfaltigkeiten von
etwa reellen Matrizen, und ist SpA0B0 = MinA⊂RMaxB⊂b SpAB, so ist
notwendig,falls δ a = −δ a, δ b = −δ b:

SpA0 δ B = SpB0 δ A = 0.

Denn nicht lesbarSpA0B0 ≥ SpA0B ist SpA0 δ B = 0.
nicht lesbar
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Damit kann man an Aufgaben der folgenden Art gehen:
Die Notwendigen Bedinggen für die Matrix kleinster Schiefe in A aufzustellen.
Nützlich zu wissen ist: nicht lesbarhat M + δM die gleichen EWe wie M ,
wenn SpMν · δM = 0 (ν = 0, 1, 2, · · · ).
Aufgabe: Bestimme die minimale Schiefe der Matrizen, die
1) vorgegebene EWe µ1, · · · , µn haben und
2) eine vorgegebene erste Spalte
Daßjede grössere Schiefe dann auch durch eine passende Matrix A realisiert
werden kann mit den gleichen EWen, ist wohl ziemlich trivial. Das wäre also
der genaue ”Einschliessungssatz” für den vorgegebenen Schiefe-Begriff.

Für die Matrix M =

 0 a b
1 c d
0 g j

 ist (M, M∗) = a a+ b b− 1 a c+ b d− c a g + b j − d
c a+ d b− c 1 + d d− a a− g g c g + d j − b a− d c− j g
g a+ j b− d g c+ j d− a b− c d− g j g g − b b− d d


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Gliederung von Zusammenstellg. versch. Verf. zur Lösung
linearer alg. EW Aufgaben.

I. Einleitung:

A. Abgrenzung des Gegenstands.
B. Abstufungen des ”EWproblems”,
C. Einleitung der Methoden
D. Gesichstpunkte für die Beurteilung prakt. Verfahren.
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II. Vorbemerkungen über das Rechnen mit Matrizen.
III. Verfahren zur Aufstellg der Säkulargl.
A: Hauptunterdeterminanten. B: Potenzspuren. C: Polynomspuren. D:
Hamilton-Cayley. E: Hessenberg.
IV. Verfahren ohne Sekulärgl.
A: Matrixpotenzierung. B: Vektoroperation. C: Gebrochene Iteration D:
Matrizen mit überwiegenden Hauptdiagonale. E: Genäherte Haupachsentrans-
formation. F: Gewogene Mittel.

Aufgabe: Zusammenhang der oben definierten Schiefe einer Matrix mit den
Winkeln zwischen adjungierten Paaren von Eigenvektoren ? Um wieviel kann
sich die Schiefe einer Matrix durch Ähnlichkeitstransf. ändern ? Um Spanne T ?

NB: Bei den Flatterrechnungsverfahren, bei denen die Ansatzfunktionen
differenziert werden, hat eigentlich das Aufzeichnen der Freiheitsgrad wenig
zweck, da sollte man lieber die zugelassenen Kräfte und Momente aufzeichenen
!
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Für M =

 7 6 6
−4 −4 −5
2 4 5

 mit µi = 4, 3, 1 ist D = 52 −148 −4
−148 −11 −125
−4 −125 −41

,
ε4 = 39798
ε2 = 199, 5
ε = 14, 12

Aufgabe: Zu gegebener Hermitescher Matrix H und Diagonalmatrix C eine
transformierende Diagonalmatrix T so finden, dass Schiefe T−1 ·H C ·T = min.
Scharfer Einschliessungssatz für ”H normal, q, nicht lesbar q, H2q gegebe-
nen” ? Untersuchen, ob die Bedingg für 2. Determinantentransformation von
H, wenn H = H∗ und q, H q sowie y, H y gegeben, unabhängig ist von den
Bedgg. für H (t q + y), t q + y gegeben ?

Zum selbstadj. Einschliessungssatz für q, A q, A2 q.
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Für V =


1 1 1 1 1
µ1 · · · µ5

µ2
1 · · · µ2

5

µ3
1 · · · µ3

5

µ4
1 · · · µ4

5

 W =

 d
(1)
4 d

(1)
3 d

(1)
2 −d(1)

1 1
· · · · ·

d
(5)
4 −d(5)

3 d
(5)
2 −d(5)

1 1′

 gilt W · V =


(µ1 − µ2) (µ1 − µ3) (µ1 − µ4) (µ1 − µ5) 0 0 · · ·

0 (µ2 − µ1) (µ2 − µ3) · · · (µ2 − µ5)
0 0
· ·


wenn d

(2)
3 z.B. die dritte el.-symm. Fkt. der vier µ, die durch Fortlassen von

µ2 entstehen.
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Die Lösungen von V ·


p1

p2

...
p5

 =


a0

a1

...
a4

 lautet also

p1 =
a4 − d(1)

1 a3 + d
(1)
2 a2 − d(1)

3 a1 + d
(1)
4 a0

(µ1 − µ2) (µ1 − µ3) (µ1 + µ4) (µ1 − µ5)

p2 =
a4 − d(2)

1 a3 + d
(2)
2 a2 − d(2)

3 a1 + d
(2)
4 a0

(µ2 − µ1) (µ2 − µ3) (µ2 − µ4) (µ2 − µ5)
usw.

pν > 0 ist die notw. & hinr. Bedgg. dafür, daßes eine hinreichende Matrix M
gibt mit Gr = 5, Wn µ1, · · · , µ5, welche q →M q →M2q überführt mit q∗q =
a0, q∗M q = a1, q∗M q = a2 usw., falls µ1 · · · , µ5 reell. Bei normalen Matrizen
müsste wohl auch Σ pν µν µν gebildet werden und statt Σ p2 µ

4 : Σ pν µ2
ν µν

2.
Gegeben seien in Zukunft nicht A und q, aber q′Aν q = aν .

Def: Schreibe c4A4 + c3A
3 + · · · + c0 nicht lesbar 0, wenn q′(c4A4 + · · · +

c0) q = 0.
Notw. & hinr. für Realisierbarkeit von µ1 < µ2 < · · · < µ5 ist

(A− µ2) (A− µ3) (A− µ4) (A− µ5) > 0

(A− µ1) (A− µ3) (A− µ4) (A− µ5) < 0

(A− µ1) (A− µ2) (A− µ3) (A− µ4) > 0

Zulässig nicht lesbar eine Matrix A1, wenn q′Aν1q = aν (ν = 0, · · · , 4)
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Die Wurzeln µ1, µ2 Galerkingl. sind gekennzeichnet durch
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(A− µ1) (A− µ2) = (A− µ2)A = 0
Dann 1) sind hier durch γ1 und γ2 als Lösgen der Gl.∣∣∣∣∣∣

γ2 x 1
a2 a1 a0

a3 a2 a1

∣∣∣∣∣∣ = 0

eindeutig bestimmt, zweitens haben diese γ4,2 die Eigenschaft, daß

q′(A− γ1) (c0 + c1A) q = 0

(A q′)· = 0

eine Lösung c0 c1 6≡ 0 hat, nämlich c1 = −1, c0 = γ2 nicht lesbar γ1.
Ebenso ist die Lösg. γ der Galerkingl. ersten Grades gekennzeichnet
durch A− γ = 0.
Es ist A2 · (A− γ1) (A− γ2) = (A− γ1)2(A− γ2)2 > 0.
Es gibt von jeder zulässigen Matrix A mindestens je einen EW µ in den Inter-
vallen (1) µ < γ1, (2) γ1 ≤ µ ≤ γ2 (3) γ2 < µ.
Denn sonst wäre

(1) 0 = (A − γ1) · (A − γ2)2 nicht lesbar 0 (2) (A − γ1) (A −
γ2) ≥ 0
oder (A− γ2) q = 0 (3)(A− γ1)2(A− γ2) ≤ 0

↓ oder (A− γ1) q = 0

Also (1) und (3) gelten mit der einen Ausnahme: q EV von A,

dh. Rf

(
a2 a1 a0

a3 a1 a2

)
= 1
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α1 < γ1 < γ < γ2 < ∞ sind stets realisierbar, daher ist γ1 die kleinste
obere Schranke für µ1.
Ist für 4 Zahlen t < n < v < w (A− t) (A− u) (A− v) (A−w) < 0, so gibt
es µ in < tu > oder < vw >; bei > 0 in (−∞, t >, < u, v >, < w∞).
Folge weiss man zwei Zahlen l3 l2 mit µ1 < l1 < l2 < µ2 < nicht lesbar · · · ,
so ist

µ1 <
·A (A−l1) (A−l2)
·(A−l1) (A−l2) = a3−(l1+l2) a2+l1 l2 a1

a2−(l1+l2) a1+l1 l2 a0

Gegenbeispiel zu Behauptungen von S 82 :

Für A =

 0 0 0
1 0 0
1 1 1

 ist D = AA∗ − A∗A =

 −2 −1 −1
−1 0 0
−1 0 2

 mit

|D| = −2 6= 1
Übrigens ist, wenn f die Matrix der auf Länge 1 normierten E-Vektoren

bedeutet, f f∗ − E︸ ︷︷ ︸ =

 −1 0 0
0 0 −1
0 −1 1

; die EWe von nicht lesbarund von
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D sind
↓ nicht proportional
(Det. = +1)
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1.8.44

Flattern bei konstanten Baugrössen:

f (4) = λ (α f + β g)− g′′ = λ (γ f + δ g)
Entwickle nach vollst. EF-System von nicht lesbar = λ f , etwa nicht lesbar ,
λ = nicht lesbar und nicht lesbar= λ g; etwa gν1λ = δν : f = Σ aν fν ,
g = Σ bν gν . Gilt für λ die Gl.∣∣∣∣∣∣∣∣

1
λ −

α
α2

0 −β c21 −β c22 ·
0 1

λ −
α
α1

−β c1 1 −β1 2 ·
−γ c2 1 −γ c1 1

1
λ −

δ
δ1

0 ·
−γ c2 2 −γ c1 2 0 1

λ −
δ
δ2

·

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

mit ci k = 1√
αi δk

·
∫
fi gk ;

∫
fi gk; 1 =

∫
f2
i =

∫
g2
i .

Die αi sind die Lösungen von cos λ
1
4 · nicht lesbar λ

1
4 = −1; δi = π2 · (i− 1

2 )2

Zur Störungsrechnung bei nicht selbtadj. EW-Aufgaben:

Sei K von einem Parameter t abhängig g sei einf festes Funktional, und die
Lösung e von

(1− λK) e = 0

werde stets auf y e = 1 normiert.
Dann ist (1 − λK) ė = (λK)·e = λ̇

λ · e + λ K̇ e, und mit K∗ = K (1 − e g) wegen
y ė = 0 : = (1− λK∗) ė; also ė = (1− λK∗)−1 · ( λ̇λ e+ λ K̇ e)
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(Dieser Übergang K → K∗ muss mit verallgemeinerten Gremschen Funk-

tion zusammenhängen.) Wegen
{

ė = σ ė
K∗e = 0 wird einfacher

{
ė = σ · (1− λKσ)−1 · λ K̇ e

(λ̇ = λ · y (1− λK) ė− λ2y K̇ e)
mit

{
λ−1 = y K e
σ = 1− e y

Aufgabe: Diejenigen Grössen (Verform., Momente,· · · ) suchen, für die der
nicht lesbarOperator recht wenig ”schief” ausfällt.
Der Nutzen der ”Normalisierung” einer gegebenen Matrix M auch
Ähnlichkeitstransformation besteht in zweierlei: 1) Wird die Empfindlich-
keit gegen Abrundungsfehler verringert, so daßman Dezimalen spart; 2) hat nur
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bei einer annähernd normalen Matrix die Gewähr, daßdie grösste Komponente
dazu geeignet ist, durch Quotientenbildung gute Näherungen für den EW
zu liefern. Ist die Matrix dagegen sehr schief, so werden Komponenten oder
Korrekturen als massgeblich vorgetäuscht, auf die es in Wirklichkeit nicht
ankommt.
Man bräucht aber, wenn die Abrundungsfehler noch nicht zu sehr ins Gewicht
fallen, die Transformation nicht wirklich durchzuführen; nicht lesbarmußman
zur Quotientenbildung nicht die Kompenente nehmen, die nicht lesbar gross
ist, sondern bei D−1yn; z.B. bei Standschwingungen xI so; nicht les-
bar

√
m(xI) · y(xI) recht gross ist. Diese Normalisierung ist also nicht

nicht lesbarSelbstbetrug”, wie Wittmeyer am 27.7.44 angewöhnte. Beispiel:(
1 0
10 2

)
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Als Fortsetzung der Darstellung von ω · K über ω kann man für 1 < ω ≤ ∞

nehmen ω∗K über ω∗, mit ω∗ = 2− 1
ω .

(
ω 1 2, 5 ∞
ω∗ 1 1, 6 2

)

Caenlayscher Hauptwort als komplexes Integral·
Ist f(z) für 0< z< 1 auf der reellen Achse reguär, so ist
nicht lesbar
Denn nicht lesbarwenn x mit Kreis mit Radius r umgegangen wird. Dabei
dient 1√

1−ξ2
dazu, dem Umlaufsinn des zweiten Integrals umzukehren.

Für a [f ] = − 1
π nicht lesbar f(ξ)√

1−ξ2·(ξ−x)
d ξ erhält man auf diese Weise

die Formel a [xn] = { xn
√
x2−1

}∞ , wobei von der unendlichen nicht les-
barReihenentwicklung nach fehlenden Potenzen von x um die Glieder mit
nicht negativen Exponenten zu nehmen sind, also
a[1] = 0, a[x] = 1, a[x2] = x, a[x3] = x3 + 1

2 usw. nicht lesbar
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Integralgleichung der Wirbelschicht: g(x) =
1

2 π
nicht lesbar f(ξ)

x−ξ
d ξ.

Betzsche Lösung: Es ist a2[(x2 − 1)xn] =

a [(
√
x2 − 1 · xn)∞] = a [

√
x2 − 1 · xn + 0 (

1
x

)︸ ︷︷ ︸
Polynom

]

= xn + 0 ( 1
x
√
x2−1

) = Polynom, also
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= xn

Folglich ist a2(x2 − 1) ≡ 1 (Zunächst für alle)
Für den Betzoperator

b[f ] = 1
2π nicht lesbar f(ξ)

x−ξ d ξ hat man
a = 2 b 1√

1−x2 , also

NB: Besser wohl zu : nicht lesbar

4 b 1√
1−x2 b 1√

1−x2 · (x2 − 1) = 1

oder b · −4
1
√ b

√

︸ ︷︷ ︸
b−1

= 1, b−1f = − 2
π
√ nicht lesbar

√ ·f
x−ξ d.

nicht lesbar
Bemekenswert ist die Formel

1
2π i

∫
|z|=nicht lesbarR

f(z)
z−x = {f ·(x)}∞ = Hauptteil von f(x) für x = ∞, so dass

f(x) = {f(x)}∞ + 0
(

2
x

)
, wobei f(z) nur nicht lesbar |z| = R eindeutig

nicht lesbarund bis auf z = ∞ nicht lesbar

Seite 94

Gleichung für K2, · · · , Kn aus Y0, Y1 = 1
k1

K y0, · · · , Yn = 1
kn

K y.

Suche Funkionale y0, · · · , yn−1 mit
yi YK = 0 (i 6= k), yi Yi = 1

k1···ki
.

Dann ist eine Nähgl. für KI , · · · , Kn:

0 =

∣∣∣∣∣∣ K · E−

 0 0 · · · 0 y0 Yn · k1 · · · kn
1 0 · · · 0 y1 Yn · k1 · · · kn
0 1 · · · 0 y2 Yn · k1 · · · kn

 ∣∣∣∣∣∣
dh. Kn − yn−1 Yn · k1 · · · knKn−1 − · · · − y0 Yn · k1 · · · kn = 0

Bew: Auf

 KY0 = k1 Y1

KY1 = k2 Y2

KYn−1 = kn Yn

y0 · · · bis k1 · · · kn−1 yn−1 auf die aus dem Ansatz e =
n−1∑

0
ρi Yi, K e = K e

entspringender Gleichung

K
n−1∑

0
ρk Yk −

n−1∑
0
ρk kk+1 Yk+1 = 0 | · k1 · · · ki yi
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anwenden:

K · ρi −
n−1∑
k=0

ρk · yi kk+1 Yk+1 · k1 · · · ki = 0

K ρi − ρi−1 ki − ρn−1 · · · yi · k1 · · · ki kn = 0

oder mit σi = ρi

k1···ki
:

K σi − σi−1 − σn−1 · k1 · · · kn Gi Yn = 0
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Noch übersichtlicher ist wohl die Schreibweise:
Sei fi Yk = δi k (i, k = 0, · · · , n− 1),
dann ist die Gl.

0 =

∣∣∣∣∣∣ K E−

 0 0 · · · 0 f0 Yn · k1 · · · kn
1 0 · · · 0 f1 Yn · k1 · · · kn
0 1 · · · 0 f2 Yn · k3 · · · kn

 ∣∣∣∣∣∣
Kn − fn−1 Yn · kn ·Kn−1 − · · · − f0 Yn · k1 . . . kn = 0.

Wenn die Realteile zweier in einem Gebiet G und auf einem nicht lesbarmit
Ausnahme nicht lesbar regulärer Funktionen auf dem Rande übereinstimmen,
so brauchen sie dies im Innern nicht zu tun ! Beispiel: G : Imz > 0, f(z) = ei z,
g(z) = cos z; oder nicht lesbar

Es ist 1
π

π∫
0

cos2 ν x · dx = (−1)ν ·
(
− 1

2
ν

)
nicht lesbar

Künstliche Schliessung komplexer Integrationswege:

Sei f(x) reg inn
Graph
h∫
α

f(z) dz = 1
2π i

∫
L

f(z) log z−az−b dz

Denn logunten − logoben = 2π i
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Der Possiosche Kern läutet nach Küssner [Allg. nicht lesbar ]:

P (u) = −i
4
√

1−β2
· lim
z→0

u∫
−∞

e
i ν
v (−u+ x′

1−β2 ) · ∂2

∂ z2 H
(2)
0 ( ν

√
x′2+(1−β2) t2

nicht lesbar ·(1−β2) ) dx

Es liefert den Zusammenhang zwischen Abwind w(x) · ei ν t und nicht les-
barΠ(x) · ei ν t durch die Formeln
(Π(x) · nicht lesbar = ρv G(x); γ(x, t) = g(x) ei ν t)
ρ v w(x) = nicht lesbar Π(ξ) · P (x− ξ) dξ
Es ist P (u) = −iν

4c
√

1−β2
e−

i ν
v ·u · lim

s→0
p(ϑ, s)

mit p(ϑ, ξ) =
ϑ∫

−∞
e

i
β η ∂2

∂ ξ2 H
(2)
0 (

√
η2 + ξ2) dη

nicht lesbar
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Merke: (1)
+∞∫
−∞

dt
(t2+ξ2)2 = nicht lesbar π

2ξ3 , da 1
(t2+ξ2)2 = −1

4 ξ2 =

{ 1
t+i ρ)2 + 1

t−i ρ)2 }+ i
4 ξ3 · {

1
t+i ξ −

1
t−ξ}.

(2)
+∞∫
−∞

dt
t2+ξ2 = π

ξ

(3) ∂2

∂ ξ2 Ho (
√
η2 + ξ2) = ξ2 · (H

′′o(
√

)
√ 2 − H′o(

√
)

√ 3 ) +
H′o(

√
)

√
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Formeln über Haukelsche Funktionen ·

(1)
i∞∫
0

=
∞∫
0

e
i n
β · J

′
0(η)
η d η =

−∞∫
0

e
i η
β
J′0(η)
η dη = − i

β + i
β ·

√
1− β2 nicht lesbar

Bew. mit Integral darst. von J′0
η nicht lesbar

Ist f(η) für −a < η < a definiert nicht lesbar f ′′ stetig und existiert
a∫
−a
|f ′(η)| dη

so gilt lim
ξ→0

a∫
−a

f(η) · ∂2

∂ ξ2 H
(2)
0 (

√
(η − x)2 + ξ2) · dη = P[f ] =

(2)
a∫
−a

f(η) · {H
(2)
0 ’(|η−x|)
|η−x| + 2i

π · 1
(η−x)2 } dη − 2i

π nicht lesbar f ′(η)
η−x dη +

[nicht lesbar
Ist ψ(η) in der von a aus nach links aufgeschnittener Ebene eindeutig und (im
Endlichen) regulär, und nicht lesbar

lim
ε→0

0∫
−a+ε

|ψ(η)|√
1+η

dη, so ist

(3) P[
√
a2 − η2 ·ψ(η)] = 1

2nicht lesbar
√
a2 − η2 ·ψ(η)·H

′
0(η−x)
η−x dnicht lesbar

wobei für die Haukel-Funktion H
(2)
0 in der von a nach links aufgeschnittenen

Ebene der Hauptzweig zu nehmen ist.

Bew. von (2): Es ist P[f ] = lim
ξ→0

a∫
−a

f(η) · {H
′
0(
√

)
√ + ξ2 · [H

′′
0√ 2 − nicht lesbar

= lim
ξ→0

a∫
−a

f(η) · {H
′
0√ + ξ2 · 4i

π ·
1√ 4 } dη, denn [ ] ∼ 4i

π .

nicht lesbar
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a∫
a

f(η) · {H
′
0√ + 2i

π ·
1√ 2 } dη + 2 i

π lim
ξ→0

a∫
−a

f(η) · ∂
∂ η

η−x
(η−nicht lesbar+ξ2 · d η
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(η) {H
′
0(|η−x|)
|η−x| + 2i

π ·
1

(η−x)2 } .η + 2i
π
f(η)
η−x |

+a

−a
− 2i

π lim
ξ→0

a∫
−a

f ′(η) η−x
(η−x)2+ξ2 dη

letzte Glied kann durch partielle Integration in nicht lesbar überführt w.
(3) nicht lesbar

nicht lesbar ) = − 2i
π J0(x) · ln x+ gerade Potenzreihe (regulär)

nicht lesbar ) = − 2i
π ·

1
x −

2i
π J

′
0 · ln x+ nicht lesbar | |

nicht lesbar ) = 2i
π ·

1
x2 − 2i

π J
′′
0 · ln x+ | |

Eine Zylinderfunktion 0 ster Ord; so ist f(u) = Z(eu) gekennzeichnet
durch

f ′′(u) + e2u · f(u) = 0

nicht lesbar an = nicht lesbar Z−n ·H
′
0(z)
z : an−2 = (1−n2)·an (n > 2)

ηk · H
′(η)
η d η =

 −2 k = 0
+4 k = 1
0 k > 1

(6)

lim
n→0

nicht lesbar
∞∑
0
cν η

ν · H
′(η)
η d η = −2 a0 + 4 a1 (7) nicht lesbar

∞∫
0

nicht lesbar et η d η = −t (8) Rn t > 0

Die Seite ist unten durchgestrichen.
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4 ν ρ v c·w(x, z)
v ·

√
1− β2 · e

− i v
v

β2

1−β2 x =
a∫
−a

f(η) ·

∂2

∂ ρ2 H
(2)
0 (

√
(η − y)nicht lesbar ) dη

+G(l) ·
∞∫
∝
e−

−i nicht lesbar
β · ∂2

∂ ξ2 H
(2)
0 (√ ) dη

mit f(η) = G(η · cν (1− β2)) · e
−i η

β ; G(ξ) =
ξ∫
−e

Π(ξ) e
iν ξ

v d ξ

a =
l ν

c (1− β2)
,

x ν

c (1− β2)
= y ,

z ν

c
√

1− β2
= ξ.

Fortsetzung auf S.102
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Weitere Formeln über Haukelsche Funktionen:

(Forts. von S.48)
(1) nicht lesbar et η H

′(η−x)
η−x dη = −2 · et x (Rn > 0)
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Bew.: (98 · 7− 8)

(21.8.44)
Ist ϕ(η) regulär und eindeutig und beschränkt für (η) > r,und ist{
|x| < r, so ist
|a| > r

−a∮
−a

ϕ(η) · ei η H
′(η−x)
η−x dη = 4

−a∫
−∞

ϕ(η) ei η J
′(η−x)
η−x dη

(Denn nicht lesbar= 0 wegen Beschrktheit von ϕ.) Das ist weiter gleich

= − 4
π

1∫
−1

ei xw
√

1− w2
−a∫
−∞

ei η (1−w)ϕ(η) dη.

Z.B. ϕ = 1:
−a∮
−a

ein H′(η−x)
η−x dη = −4 e−i n · {J (x+ a)− i J ′(x+ a)}.

Ist ψ(η) reg. für |η| < a und −a < x < a, so ist
a∮
−a

ψ(η) H
′(η−x)
η−x dη =

−4
x∫
−a

ψ(η) J
′
0(η−x)
η−x dη nicht lesbar

nicht lesbar +4ψ′(x) = − 2i
π nicht lesbar ψ(η){J

′
0(η−x)
η−x ln η−x

η+a +
1

(η−x)2 } dη
Für das h(z) von S.99 unten (mit h′ = H′

z und h− 2i
π ·

1
z = 0 für nicht lesbar )

Gilt bei nicht lesbar z > 0

h(z) = −1− 2
π

−i∞∫
1

c−i w z
√
w2−1

w dw.
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Also gilt h(z) 9 0 für z →∞ !
Merke:

∫ √
x2−1
x dx =

√
x2 − 1 + i log

i−√

x

H
(2)
0 (z) = −4

2π i

∞∫
0→

J0(ξ) · e
i (ξ−z)

ξ−z dξ |arg z| < π

∞∫
0

e−i w T J0(T ) dT = 1
i·
√
w2−1

(Imw < 0)

J0(x) = 1
π

1∫
−1

ei x wdw√
1−w2

J′0(x)
x = − 1

π

1∫
−1

ei xw ·
√

1− w2 − dw

H
(2)
0 (x) = 2i

π

∞∫
−1

e−i x w
√
w2−1

dw
H

(2)
0 (x)
x = 2i

π

−i∞∫
1

e−i w x
√
w2 − 1 dw

∞∫
−∞

ei x w
√
w2+1

dw = π
i H’(2)0 (−i x), wenn Im > 0.

Zum ”Abwind bei +∞”: ”
∞∫
−∞

ein
H′0(β|u|)

|u| ·du”: 1
2nicht lesbar ei n H

′
0(β u)
u du =

−2i
β nicht lesbar

Der Abwind selbst 1971:
ist asymptotisch für x→∞ gegeben durch

lim(w(x, 0, t) · e
i ν,x

v ) = ν
2 v

e∫
nicht lesbar

γ(ξ, t) e
i ν,x

v dξ nicht lesbar
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Umformung der nicht lesbar :

Nach S.97 u. 99 ist
W = 4 i ρ v c

ν

√
1− β2 w(x, 0) · e

−i ν
v

β2

1−β2 x =
a∫
−a

f(η){H’
(2)
0 (|η−y|)
η−y + 2i

π
1

(η−y)2 } dη

− 2i
π nicht lesbar f ′(η)

η−y dη + 2i
π [ f(η)

η−y ]
a

−a
+ f(a) e

i a
β

∞∫
a

e−
i η
β
H’(η−y)
η−y dη mit f(η) = nicht lesbar

η c
ν ·(nicht lesbar )∫

−e
Π(ξ) e

i ν ξ
v dξ a = l ν

c (1−β2)

f(−a) = 0 y = x ν
c (1−β2)


Setzt man für die von 0 nach aufgeschnittene Ebene

h(z) =

z∫
+∞

H’(2)0 (ξ)
ξ

dξ = − 2
π

1−i∞∫
1

e−i w z
√
w2 − 1

dw

w
(Rnz > 0) (√ ∼ bei ∞).

und für reelle x

h(x) =
{

h(x) x > 0
1
2 [h(x+ 0 i) + h (x− 0 i)] x < 0

so ist h′(x) = H(|x|)
|x| .

und

h(x)− 2i
π x stetig bei x = 0, also für x ≷ 0

h(x)− 2i
π x =

x∫
∞

(H’(|ξ|)
|ξ|) + 2i

π ·
1
ξ2 ) dξ.nicht lesbar
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Daher durch partielle Integration W = −
a∫
−a

f ′(η)(h(η − y) − 2i
π (η−y) ) dη −

2i
π nicht lesbar f ′(η)

η−y dη+ [ f(η) · (h(η − y) − 2i
π (η−y) )]

a

−a
+ [ 2i

π
f(y)
η−y ]

a

−a
+ f(a) e

i a
β h′(η − y) dη

W = nicht lesbar f ′(η) ·h (η−y) dη+f(a) · (h(a−y)+e
i a
β

∞∫
a

e−
i η
β h′(η−y) dη)

W = −nicht lesbar f ′(η)h (η − y) dη + f(a) · iβ e
ı aβ

∞∫
a

e−
i η
β h(η − y) dη

mit f(a) = e−
i a
β

e∫
−e

Π(ξ) e
i ν ξ

v dξ
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Dabei ist vorausgesetzt: f(η) zweimal stetig nicht lesbar−a < η < a;
a∫
−a
|f ′(η)| dη <∞

Führt man ähnlich wie h eine in der von 0 nach −∞ aufgeschnittenen Ebene
eindeutige und reg. Fkt. k(z) ein durch

k(z) =

z∫
+∞

e−
i ξ
β · h(ξ) dξ

und setzt man k (x) =
{

k(x) x reell > 0
1
2 (k(x+ 0 i) + k(x− 0 i)) x < 0 ,

so findet man
mit p(x) = −e

i
β (1−β2) x k(x) + i β e−β x h(x):

W = i (1−β2) c
ν,β · e−i β y nicht lesbar Π( cv (1− β

2) η) p(η − y) d η
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Endgültig wird, wenn der für −e < x < e gegebene Drucksprung Π(x)
bei analytischer Fortsetzung um t l 	 herum sein zeichen wechselt:

f(z) =
1

4π i
· α ·

√
1− β2 · nicht lesbar g(ξ) · P (α(ξ − z)) dξ

wobei P (z) die analytische Fortsetzung der für nicht lesbardurch

P (z) =

1−i∞∫
1

e−i·z(w+β) ·
√
w2 − 1

w + 1
β

dw nicht lesbar

dargestellten Funktionen (in der von 0 nach links aufgeschnittenen Ebene)
bedeutet und
f(z) = w (l z), g(z) = Π(l z)

ρ v ; β = v
c , α = ν l

c (1−β2) . Für ν = 0 erhält man
die Prandil. Gl. (K (30)) und für β = 0 die Birnbaumgl. (Kü (31)), letztere,
indem man nach z differenziert und so nicht lesbarw + 1

β wegschafft und
dann wieder von +∞ bis z integriert. (Für ν = 0 s. S. 105 unten)
Für β = 1 wird P (z, 1) = π

2 e
−i z(H’(z) + iH(z))
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Asymptotisches Verhalten von P (z)

Zu jedem δ > 0 gibt es eine Konstante ϕ(δ), so daß für −2π+
gilt

P (z) · ei z (β+1) · 1+ 1
β√
π
2
· e 3

4 π i = 1

z
3
2

+	 · ϕ (δ)

|z|
5
2
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Bew: P (z)ei z (β+1) · (1 + 1
β ) =

∫
e−i z(w−1)√w2−1

1+ w−1
1+ 1

β

dw; w = 1 + nicht lesbar

gibt
√

2 ·T ( 3
2 )

(i z ε)
3
3

+	 · T ( 5
2 )

l(χ) ·
nicht lesbar

[Rn i z eiλnicht lesbar

mit l(χ) = Abstand des Pktes -1 von dem nicht lesbarT > 0; unter der
Voraussetzg.: nicht lesbar i z ei χ > 0, |χ| < π.
Bei z = 0 ist lim

z→0
z · P (z) = −i Bew: nicht lesbar

gilt für alle Zweige, und gleichen nicht lesbar
Also P (z) = − i

z + nicht lesbar bei z → 0, arg z nicht lesbar
Umlauf: P (z e2π i − P (z) = Q(z) = −nicht lesbar e−i z(w+β) nicht lesbar

= ganz |w| > 1
β

= 2π · { 1
β + i z · ( 1

β2 − 3
2 ) + · · ·

Für negativ reelle z ist
bei z →∞ Q(z) = −2π i · e−i z (β− 1

β ) ·
√

1
β2 · 1 + 0nicht lesbar

und daher auch P (z) = · · ·
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Damit wird w(v t) ei ν t ≈ −ν
v ·

e∫
−e

e
i ν ξ

v
Π(ξ)
ρ v dξ für sehr grosse t (Fehler =

0 ( 1
t ))

Fall A:
Ist g(z) ganz, so ist f(z) =

√
1−β2

2 i g(z)− α
√

1−β2

4π i

z∫
−1

g(ξ) ·Q (α (ξ − z)) dξ

Fall B:
Ist aber g(ξ) · e−i α (β+1) ξ = dh = 0 (1) bei ξ = ∞, und

g(ξ)
{

regulär in einer Umgebung von ∞, welche ξ = −1 enthält, 1) so ist
eindeut

für alle χ mit 0 < χ < π:

f(z) = −α
√

1− β2

4π i

ei χ·∞∫
−1

g(ξ) ·Q (α (ξ − z)) dξ

In beiden Fällen ist f(z) ganz, also auch bei beliebigem etwa für 1 < |z| <∞.
nicht lesbarund nach −1 hinein abs. integrablen g(z) .

Für den Hauptzweig von P (z) gilt mit bel. 0 < χ < π

P (z) = − i
z
− 1

2π i

∞ ei χ∫
0

Q(ξ) · ei (β+1) (ξ−z) · dξ

ξ − z
.

Dafür, dass zwei Voltera-Operatoren zweiter Art mit Differenzkern, etwa

K f = f(z) +
z∫
a

K (z − ξ), f(ξ) dξ und L f = f(z) +
z∫
a

L (z − ξ) f(ξ) dξ
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zueinander invers sind, dh. K L f − L K f = f , ist notw. + hinr.:

K(u) + L(u) +
u∫
0

K(u− η) L(η) d η = 0 (unabh. von a !)

Ist K(u) als Potenzreihe gegeben, so kann man die von L bezeichnen.
1) oder -1 auf dem Rand enthält, und g aus dem Reg. Gebiet heraus bis in
nicht lesbarhinein abs. intbar.

Die Seiten 107 bis 138 existieren nicht.
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”Zerlegung der Einheit” ist additive Aufspaltung der Fkt. 1 auf nicht lesbar ist
einfache Summanden aus δ; Zerlegg. von L ist die von f(z) = nicht lesbar .
Mit dieser gleichen Kgenz kann man nur auf a stetige Funktionen als Bau-
steine erhalten. Intervallfunktionen wird man durch Erweitern von z furch
Zulassung z.B. punktweiser Kgenz erhalten; es kommt darauf an, das Ziel
der Intervallfktionen duch möglichst geringe Abschwächung des Kgenzbe-
griffs zu erreichen, damit man auf z selbst recht starke Rückschlüsse ziehen
kann in der auf φ, falls R Operatoren von φ darstellt). (Kgenz von aη im
erweiterten Bereich z sollte Kgenz von aηϕ für jedes einzelne ϕ ⊂ φ nach
sich ziehen). (Bei den selbstadj. Op. im nicht lesbar lässt man wohl
punktweise monotone Kgenz auf a zu). (Im selbstadj Fall ist z genau die
Menge der auf a stetigen Fktionen (nach nicht lesbar von der stetigen nicht
lesbar ).

Einen Ring, in dem das erzeugende Element beschränktes Spektrum hat,
mit einer Erzeugenden h kann man auch direkt zu einem Normalring machen
durch die Festsetzg |a| = max

α<Sp a↘

|α|.

Spektrum von a

Hierzu braucht man von vornherein gar keine Topologie zu kennen, es ergibt
sich die natürliche Topologie der EWaufgabe für L, im selbstadj. Fall die übliche.
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Falls keine in λ0 reguläre Fkt. U(λ) existiert mit (L − λ)u(λ) ≡ 0; nen-
ne λ0 an u0 unbeteiligt, wenn es eine bei λ0 reguläre Lösung w0(λ) von
(L− λ)w0(λ) = u0 gibt.
Besteht das Spektrum eines beschr. Op. L aus zwei getrennten abgesch.
Punktmenge, so kann man zerlegen L = L1 + L2, L1 L2 = 0 = L2 L1. Denn
L1 = 1

2π i

∫
a i

d λ
λ−L · L.

(So wird man zu jeder Zerlegung a = a1 + a2 eine Zerl. der Einheit finden, auch
wenn sie etwa so liegen:

⊙
Hier durch lin. Trans. zu © übergehen, dann wie

oben.) Unnötig: einfach 1
2π ·

∫
(λ0)

d λ
λ−2

λ·L
λ−λ0

· 1 um λ0, kleiner Kreis, und den

deformieren in zwei geschlossene Wege ohne gemeinsame Pkt.:
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1 =
∫
1

+
∫
2

,
∫
1

·
∫
2

= − 1
4π2

∫
1

∫
2

d λ
λ·L · d µ

µ−L = − 1
4π2 {

∫
1

∫
2

d λ
λ−µ ( 1

µ−L −
1

λ−L ) dµ λ0−L
nicht lesbar−λ0

· λ0−L
µ−λ0

· dµ = 0.
Der obige Ring z enthält also zu jeder Zerl. von a in nicht lesbar
Vielleicht könnte man eine unendliche Matrix L schlechthin beschränkt nennen,
wenn die Potenzen Ln = (l(n)

i k ) alle zu bilden und assoziativ sind (oder schärfer:

die
∞∑
1

alle abs. kgt.). Als Operandenraum käme zunächst die Gesamtheit aller

Spalten aller Ln in Betracht Spektralzerlegg. von L im Raum aller Matrizen ?
Damit Fktth. möglich, muss man vielleicht noch verlangen:
(l(n)
i k ) < ci k · en.
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Um Spektraltheorie in einem komm. topologischen Ring zu machen, muss man
diesen erst durch Hinzunehmen aller Reziproken erweitern, die sich überhaupt
durch topologische Einleitung in grössere Ringe erhalten lassen. (Sonst ist das
Spektrum unangemessen gross.) Dies geschieht durch formale Übergang zu
allen ”Brüchen” a

b , wobei der Restklassenraum nach dem ursprünglichen Ring
diskret wird: Nullfolgen liegen nur im Ausgangsring. Als Nenner sind dann alle
Nichtnullteiler zulässig, das Spektrum verschwindet bis auf die λ, für welche
(λ − L) Nullteiler ist. -Ausdehnung eines im R gegebenen Betrages nicht
lesbarbei Dreiecksungl. auf Schwierigkeiten, auch bei Nennern b mit b .
Bei der Topologisierung sollte man darauf achten, dass kein Restklassenraum
diskret ist (nach einem abgeschl. Teilraum). Und wenn R aus Operatoren in
φ besteht, darf man auch zu einem nicht lesbar (R − λ)φ = 0 keine Inverse
(R− λ)−1 einführen.

24.5.47 Um Spektraltheorie schiefer OperatorenL zu machen, muss
man die stetigen Darstellungen des von L erzeugten Ringes durch Funktions-
elemente, dh. formale Potenzreihen in nicht lesbar , oder ”Vektoren f, f ′, f ′′

mit nicht lesbarRegeln) suchen. In diesem ist die Koeffizientenweise Kgenz
zu Grunde zu liegen. Der Ring aller ersten nicht lesbar ist, wenn s = t · ℘(t),
stetig ist nicht lesbardem von s erzeugten abg.Teilring. Daher kann man sich
kaum
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Aufsuchen der stetigen Darst. einen von einem Element L erzeugten
Körpers (Ring) auf solche beschränken, bei denen L→ α+ t

nicht lesbarRaum < linear, mit Nullfolgen topologisiert nicht lesbar
Def. q · E nicht lesbar : stetiger Operator
nicht lesbar= Operator überall in < definierte lineare nicht lesbar . L ist
topologisiert durch nicht lesbar→ 0: Lu → 0 nicht lesbar . Aus Ln → 0
folgt Ln L→ 0 und E Ln → 0.
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Axiome für < nicht lesbar gibt un 6= vn → 0
nicht lesbar : Caushy-(Vollständigkeit) Abgeschlossenheit
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Ist nicht lesbarHilbertsche Raum (mit schwacher Kgenz), so ist nicht
lesbar abgeschlossen und das En → E, E′n → E′ folgt EnE′n → E E′.
Ein kommutativer Operatoren-(Endom.-)ring heisst Körper, wenn u alle in
L(f) existierenden Inversen seinen Elementen enthält und nicht lesbar . Den
kleinsten L(E) enthaltenden Op. nicht lesbar körper nicht lesbar , qE erhält
man, wenn man alle Inversen zu den nicht lesbarλ in nicht lesbar erinnert
und hieraus den Ring. Die Gesamtheit der λ1 für die kein (λ − L)n in
L (kein (λ− E)n in f) existiert, heisst das L− (E−) Spektrums von L(E).
Jede algebraische Darstellung von LL (nicht lesbar ) erhält man, indem man
erzeugende Elemente X auf nicht lesbar abbildet mit nicht lesbarSpektrum
von X, p(t) beliebig. Dabei sei kein Polynom (X) = 0!) (dh. X transzendent).
Die Darstellgen sind treu, wenn p(t) 6= 0. Zwei treue Darstellungen sind stetig
isomorph nicht lesbar übereinstimmt. Daher kann man sich kein nicht les-
barder stetigen isomorphen auf die Darstellungen nicht lesbarbeschränken.
Jede weitere entsteht durch t | t · p(t).
Spektraltheorie eines kommut. Ringes machen heisst nicht les-
barFunktionsrings stetig darstellen.
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Spektrum eines Operators, sehr weit definiert: λ = λ1
λ0

= SpL, wenn es

eine nicht lesbar gibt, so dass (λ1
λ0

−λ0
λ0

)
„

an

Lan

«
→

„
0
∞

«
. Dabei schreibe„

an

bn

«
→

„
0
a

«
, wenn es Zahlen γn gibt, so dass γn an → 0 &γn bn → 0.

nicht lesbarSpL, wenn Lan 6→ 0, an → 0.
Für Polynome dürfte Sp f(L) ⊂ f Sp(L) gelten, und für Endomorph. genauer
Sp f (E) = f Sp(E).
Die bei der Spektralzerlegung sehr schiefer (Operatoren) Endom. benötigten
Projektionen könnten unstetig sein.
In diesem nicht lesbar ist 0 ein EW jeder Banach. Endom mit n

√
|En| → 0.

Es gibt eine Folge von Polynomen pu(z) die in rechten nicht lesbar→ +1, im
linken nicht lesbar :
Graph
Denn entwickle 1√

+w
∼ qu(w) gl.

in
Graph
,etwa durch konforme Abl. eines etwas grösseren Gebiets auf EK. Das gibt
1
z2 ∼ qu(z2), 1√

... = ±1 ∼ z qu(z2).
Durch kleine Parallelverschiebung kann Teilgebiet gleichm. ist.
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Bie I, 302 Walsh ?
Jede in einem einfach zusammenhängenden Bereich reguläre Fktion kann durch
Polynome approximiert werden, in jedem inneren Bereich gleichm.
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Gewinnung von Darstellungen ersten Grades eines Operatorenringes: Sei
ŭ = un eine Folge, so dass (L−λ0)un

un
→ 0. Dann schreibe L(ŭ) = λ0. Daher

bedeutet an

cn
→ 0: nicht lesbar γn mit γn an → 0, γn ≥ n 6→ 0, dh ohne

Nullteilfolgl; aus an

cn
→ 0 und bn

cn
→ 0 folgt an+bn

cn
→ 0).

Sind E1 und E2 Endom., die ”an der Stelle ŭ” nicht lesbarWerte λ1, λ2

haben, so haben E1 ± E2 die Werte λ1 ± λ2 an der Stelle ŭ.
Um zu erreichen, dass die Stellen, an denen, in bestimmte Werte hat, den
ganzen Raum aufspannen, widmen die Def. noch weiterfassen:
L(ŭ) = λ, wenn für jedes ε > 0 (L−λ)nŭn

εnun
→ 0 nicht lesbar ähnlich, so dass

wieder E1 · E2 → λ1 · λ2).
Definiert man liman

bn
= K, wenn liman−Kbn

bn
= 0, so kann man auch

dE1
dE2

= lim
| |

(E1−λ1)un

(E2−λ2)un
definieren.
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25.5.47 Zur Bestimmunf der ”Schiefen”, die mit einem vorgegebenen nicht
lesbarSpektrums (geg durch Diagonalmatrix ∆) und einer linearen Beziehung
nicht lesbarAnicht lesbar verträglich sind: A = T−1∆T nicht lesbar
wird q∗A∗A q = y∗ P ∆∗ P−1∆P y (= q∗T ∗∆∗T−1 ∗T−1∆T q)
Definiert man als Schiefe 1) z.B. den Logarithmus der maximalen Wurzel von
(2) |AA∗ − ρA∗A| = 0, so läuft die Bestimmung der minimalen, mit ∆, v,
nicht lesbar verträglich Schiefe σ(∆, v, nicht lesbar ) darauf hinaus, T mit
der lin. Nebenbedgg. (1) so zu bestimmen, dass der normale Eigenwert von
|∆ p∆∗ − ρ − P ∆∗P−1∆P | = 0 minimal wird. Sein Logarithmus ist dann
σ(∆, v, nicht lesbar ). Ist bei n = 3 duchzuführen.
nicht lesbar . Es müsste sonst zu nicht lesbarDiagonalmatrix D geben mit
DU D = U nicht lesbarU mit |n13| 6= |n31|.
Man kann auch die Summe der Wurzeln von |AA∗ − ρA∗A| = 0 als Schiefe
nehmen, oder der grössten EW von |P ∆∗P−1∆P − ∆P ∆∗ − λP | = 0, oder
deren nicht lesbar
1) In bezug auf die Metrik Σxi nicht lesbar
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dh nicht lesbarHülle P der Polynome nicht lesbarA hat
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Bei normalen Matrizen A ist A∗ ein Polynom in A ! P = P ∗ (Sie sind nicht

dadurch charakterisiert, dass A∗A ein Polynom in AA∗ ist. A =
(

0 1
2 0

)
,

z.B. AA∗ =
(

1
4

)
, AA∗ =

(
4

1

)
. Haben diese quasinormalen A noch

vernünfitge Eigenschaften ? oder die mit AA∗ ∨A∗A ?)
Def. der Normalität im allgemeinen Fall: jeden mit A vertauschbare beschr.
Operator soll auch mit A∗ vertauschbar sein (im Hilbertraum) nicht lesbar !

Setzt man AA∗ −A∗A = [A], so gilt [A + B] = [A] + [B], wenn A ∨ B∗.
Sind A und B normal und vertauschbar, so ist f(A, B) normal.

Ist in der nicht lesbarGl. a1 x1 + · · ·+ anxn = b
(a1, · · · , an−1) = d > 1, und ist ξ1, · · · , ξn eine spezielle Lösung, so erhält
man Verkleinerung der Koeff. durch Einführen von xn = ρn + dx′n; dabei
ist ρn der kleinste nicht lesbar von ξk mod d. Den nichtnegativen Lösungen
(x1, · · · , xn) entsprechen die nichtnegativen Lösungen (x1, · · · , x′n).

A normal d.u.n.d., wenn AA∗
−1

<1 (dann =)

Bew: Dann ist AA∗
−1

q ≤ q, Ay ≤ A∗y f. alle y, A∗A − AA∗�0; Sp = 0;
nicht lesbar
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Schiefe von Matrizen: ν2(A) < 1
2 ϑ

2 (A+A∗)
= gilt, wenn alle EWe von A reell (z.B. A2 = A, oder A = T−1H T , H = H∗).
Ferner ist νA < ϑ (A− f(A∗))
für jedes Polynom f. Dund ist A normal, wenn A = f(A∗)).

nicht lesbar q∗A∗A q
y∗AA∗y =( A

A
)2 ein Maßfür Abweichung von nicht les-

barund nicht lesbar q∗A∗A q
q∗AA∗q = ein Maß für Schiefe.

Ist A normal, wenn alle EWe von AA∗
−1

den Betrag 1 haben ?
(Stimmt sicher, wenn überdies AA∗

−1
unitär.) Antwort: Nein (1491)

Für nichtnegat. Hermitesche Matrizen
(

A B
B∗ D

)
gilt detA > detB D−1B∗,

da A−BC−1B∗ � 0 (IV 107)
Ist also B quadratisch, so gilt
(1) detA · detD > |detB|2

Sind X, Y vom gleichen Typen, so ist
(2) |detX∗Y |2 ≤ detX∗X detY ∗Y . (Verallgemeinerung der Schwarzschen Ungl.)
Ist B nicht quadratisch, so gilt (1) nicht immer; Gegenbeispiel
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
2 1 0

1 2 0
0 0 1

4


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(1) Für A =
(

1− i 1
1 1

)
ist A−1A∗ =

(
−1 0
2 1

)
, also alle EWe ha-

ben Betrag 1, aber A ist doch nicht normal, da A−1A∗ nicht unitär ist.

Dann u.u.d. ist die abgeschlossene negativ reelle Halbachse fremd zum Spektrum von A,
wenn für jede Folge Pu(z) von Polynomen, die in jedem abgeschl.l Teil des
Komplementärgebiets nicht lesbar→ 0 tegriert, auch Pu(A) → 0 geht.
Bew.: 1

z durch Polynome nicht lesbar approximieren. (S. 144)

In Banach-Räumen hängt die Inverse (λ−A)−1, sofern als nicht les-
barOperation überhaupt vorhanden, stetig und daher analytisch
von λ ab, Existenzbereich ist offen. Denn (λ − A)−1 = (λ0 −
A)−1 (1− (λ0 − λ) · (λ0 −A)−1︸ ︷︷ ︸

Neumannsche Reihe

)−1

Also, wenn A beschrkt und zwar Endom. eines Banachraums, gibt nicht
lesbar stets ein λ, so daß(λ−A)−1 nicht existiert.

FRAGE: Lässt der Integraloperator If =
x∫
0

f(ξ) dξ einen echten abgeschlosse-

nen - Teilraum fest ? dh. gibt es g stetig mit (G, Inf)+0 (n = 0, 1, 2, · · · )?
dann wäre (nicht lesbar , I lf) = 0 k, l = 0, 1, 2, · · · ) ?
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Lässt A einen Teilraum fest, so A∗ den total senkrechten.

Unendlich blättrige Windungsstücke sind nicht kompakt, daher ist es zwecklos,
unendlich hohe Windungpunkte in die Riemannsche Fläche aufzunehmen.

Vielleicht sind die in Kreise zerfallenden speziellen Einschliessungsbereiche
schon hinreichend zur Kennzeichnung der möglichen Spektren (wie die Hermi-
teschen Matrizen vom Rang 1 eine Basis aller bilden) ?

Konkretisierung des Satzes von Vitali: nicht lesbar 1952
Geht zk → 0 (und ist fp(z) reg in |z| < 1, |fp(z)| ≤ 1 in |z| < 1) und ist{
ρ < 1
ξ > 0 gegeben, so gibt es δ und nicht lesbar so, dass aus
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 f(z) reg in |z| < 1, also f(z) =
∞∑
0
aν z

ν , f

|f(zk)| < δ (k = 1, 2, · · · , n)
folgt: |f(z)| < ε |z| ≤ ρ
Bew: Gehe f(zk) → 0 f. jeden k es ist aν = |f(0)| ≤ {|f(zk)| + |zk|} =
(1− |zk|)
also a0 → 0 wenn alle f(zk) → 0
dann geht ebenso f(z)−f(0)

z → 0 auf nicht lesbar , also auch a1 → 0, ebenso
aν → 0 (Induktion); also f(z) ⇒ 0 in |z| ≤ ρ

Seite 151

Ganze Funktionen ohne Nullstellen

Ist f(z) ganz, f(z) nicht lesbar 0, |f(z) < eεn|z|k (mit εn → 0
ε > nicht lesbar ) auf einer passenden Folge von Kreisen mit ganzzahli-
gen Radien |z| = n→∞, so ist f(z) = ea0+a1 z+···+ak−1 z

k−1
.

Bew.: Gn(z) = nk√
f(z n) ist reg in |z| < 1, |Gn(z)| < eεn , |Gn(0)| → 1,

Nimm Teilfolge Gn nicht lesbar (z) ⇒ G(z) in |z| ≤ 1
2 ; |G(0)| = 1 gibt

|G(z)| ≡ 1
bei passender Normierung ist G(z) ≡ 1. Also |Gn(z)− 1| < ε′;
|log f(z n)| < nk ε′′, |z| < 1

2 ; mit ε→ 0 geht ε′′ → 0 also
|log f(z)| < ε′′nk |z| < n

2
log f(z) = a0 + a1z + · · ·+ ak−1z

k−1.

Beweis des Picardschen Satzes für ganze Fkt. endl. Ordnung:
Wäre f(z) 6= 0, f(z) 6= 1, so wäre f(z) = ea0+ak z

k

= 1 + eb0+···+bk z
k

Hierin ak = bk wegen gleichen Grössenordnungnen, (a0 + · · · + akz
k)′ =

(b0 + · · ·nicht lesbar wegen Nullstellen von f ′(z) = Nullst. von
(f(x)nicht lesbar 1)′

Bestimmtes Integral regulärer Funktion als Grenzwert Pro-
duktsummen

braucht auf nicht rektifizierbarem Wege nicht zu existieren. z.B.:
nicht lesbar ξ dξ auf α: nicht lesbarNimm beliebig feine Teilung von nicht
lesbar . Durch Hinzufügen weiterer nicht lesbarmit benachbarten Nummern
wird nicht lesbar
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Über normale Eigenwertaufgaben

7.8.47 1. Ist
(
A B
0 D

)
normal, so ist B = 0, A&D normal. Setze

mαβ
= q∗0A

∗αAβq0; (mαβ
) = M = ℵ∗ℵ = (q0A q0 · · ·Anicht lesbar q0)

2. Notw u. hinr. dafür, dass ein normales Spektr. u1, · · · , un mit der
hermiteschen Momentenmatrix M = (mαβ

) (α, β = 0, · · · , s)
nicht lesbar verträglich ist, ist jede der folg. Bedinggen: 0. M = Σ |ξν |2ŭ∗ν ŭν
lösb.
1. Für jede hermitesche Matrix H = (hαβ), für welche alle
ŭνH u∗ν =

∑
αβ

uανhαβ · uβγ > 0 (ν = 1 · · ·n) sind, ist auch das Moment

SpHM > 0

2. Für jedes Bipolynom f =
s∑
0
cαβ nicht lesbar zβ (cαβ beliebig) mit

dem Moment [f ] =
∑
α, β

cαβm
αβ = 0 und zu der abgeschlossenen Halbebene,

die 0 enthält, gibt es mindestens ein uν für f(uν das in der Halbebene liegt.

Frage: In welchen hermiteschen pos. definiten Momentenmatrizen M
gibt es überhaupt verträgliche Spektren ? Und nicht lesbar solche mit s + 1
zahlen ? Und dann welche ? (kann man eine vorschreiben ?).
Kann man im normalen Fall s > 1 die optimalen Kreisgebiete bestimmen
? Bilden die verträgl. Säkularglen des Grades s + 1 eine lin. nicht les-

barNullstellentheorie der ”Bipolynome des Grades s” f(z) =
0∑
s
cαβ

zαzβ

Hat eine Bi-Polyn. mit mehr als nicht lesbarNullstellen ∞ viele ? Normal-
formen ?
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1. Im normalen Falle mit s = 1 ist {u, v} dund ein mögliches Spek-

trum, wenn ∆ (u, v) = −

∣∣∣∣∣∣
m0 0 m0 1 1
m1 0 m1 1 v

1 u 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Es ist ∆ (u, v) = +[(z − u) (z−u)] = ℵ∗(A−u)∗(A−v)ℵ, mit ℵ = Ansatzvektor
q◦ bei s = 1.

2. Dund sind {u1, u2, · · · , us+1} in Sp (mαβ), wenn für jedes Bipoly-

nom
0···s∑
n, β

cαβ z
α zβ = f(z) mit

f(nν) = 0 (ν = 1, · · · , s+ 1)

auch [f ] = Σcαβmαβ = 0 ausfällt.
Bew.: Dann hängt [f ] nur von den f(nν) ab. Ist jedes f(nν) ≥ 0, so ist
f = Σpν fν(n) + g(n) mit g(uν) = 0, pν ≥ 0,
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fν(n) = hν(n)hν(n), hν(n) = Πλ=ν (n− nλ)
für diese fν(n) ist aber auch [fν(n)] > 0, also [f ] > 0.
NB: Die f mit f(nν) = 0 (ν = 1, · · · , s + 1) bilden wohl das von
(n− n1) (n − n2)· ∼ (n − ns+1) erzeugte Ideal. Dann wäre n&h für
Realisierbarkeit von n1, · · · , ns+1: [ps−1(n) (n− nα) Πλ+α (n− nλ)] = 0 f. alle
α = 1, 2, · · · , s+ 1 und alle Polynome ps−1 des Grades s− 1
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Durch die Forderung [ps−1(v) (v − n) ·∆ (n, v)]v = 0 f.a: ps−1

ist ∆ (n, v) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
m0 0 · · · m0 s 1
· · · · ·

ms 0 ms s vs

1 ns 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ eind. bestimmt bis auf konstan-

ten Faktor

Aufgabe: Extremaleigenschaften, Vergleichssätze und asymptot. EW
Abschätzung bei singulären Dglen. vgl. [196]!
Was folgt aus Kenntnis von q0 und Aq0 = q1, wenn A inbezug auf zwei
verschiedene Metriken. selbstadj. (norm.) ist ?

Inhalt von Barankin [197]: Sei A = (ai k) (i, k = 1,∼, n).
Sei nicht lesbarR(p)

i =
∑
k

|ai k|p, T (p)
k =

∑
i

|ai k|p:

Dann gilt für die EWe α von A
1) |α|2 ≤ max

i
(R(1)

i T
(1)
i ) und

2) |α|2 ≤ max
i

(R(k)
i T

(2−k)
i ) (k = 0, 1, 2)

3) |α|2 ≤ max
i

R
(1)
i Math Review 73, 107 (1946)

Inhalt nicht lesbar [199]:
mν∑

li j α β ξiξjηαηβ ist Quadratsumme von mµ

lin.unabh. Bilinearformen in ξ, η, falls nicht m oder µ = 2, das andere
ungerade, und alle l i α j β ξi ξj singulär sind.
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Inhalt von Schur [203]: Ist C ′ = C, so gibt es U∗ = U mit
U C U ′ = diag nicht lesbar , wobei wν =

√
δν , δν = EW von C C∗.

Daher nimmt jede symm. Bil.form. im Hilbertraum auf |q|leq|y| ≤ 1 ihr
Maximum auf dem Rande an, mit q = y. Eine symm kompl. nicht lesbar ist
dund beschränkt, wenn die zugehör. Bil.Form beschrkt ist.

Inhalt von Gerschgorin [210]: Sei A = (aik) (i, k = 1, · · · , n)

1. Ist |aii| >
∑
k 6=i

’|aik| (i = 1, cdots, n), wobei nicht stets = sthen soll, so
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ist det(ai k) 6= 0.

2. Die nicht lesbar von A liegen in der nicht lesbarG der Kreise
|α− ai i| <

∑
k 6=i

’|aik|

3. Jede zusammenhängende, aus m Kreisscheiben bestehende Komponente
dieses Bereichs enthält genau m Eigenwerte.

4. Sind alle aik reell und gilt
|aii − ajj | >

∑
k 6=1

’|aik|+ |ajk| (i 6= j), so sind alle EWe von A reell.

5. Ist Ki ein isoliert liegender Kreis von mathfrakG, so liegt der zugehörige
EW innerhalb des zu Ki konzentrischen kleineren Kreises

|α− aii| < max
i 6=j

1
2 [|aii − ajj | −

m∑
k=1k 6=ik 6=j

|aik|−
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√
(|aii − ajj | −

∑
k 6=i, j

|aik|)2 − 4 |aii|
∑
k 6=i

|aik|

Inhalt Lorch [211]: ”The paper, an address, is concerned with the highly im-
portant notion of a space as a ring instead of a group. The spaces considered
are normed Abelianrings, that is, R is a Banach space as well as an Abeliansring
with unit e such that |ab| < |a| |b|. The author surveys the significiant contri-
butions by himself and others to the study of these spaces. The fundamental
formula in the study of the reducibility of a ring is the Cauchy formula

j =
1

2π i

∫
c

dz/(ze− a),

where a is fixed an C is a simple rectifiable Curve in the complex plane,
which avoids entirely the spectrum of a. This spectrum is defined as the set
of complex numbers λ for which (a − λ e)−1 does not exist. It is indicated
that a ring R is irreducible if and only if the spectrum of each of its points is
a connected set. Gelfands analysis of the maximal ideals of a normed ring is
discussed; the quasinilpotents in R are defined as those elements a for which
line (µa)n = 0 for every complex µ. These elements are characterized by the
fact that their spectrum is the one point λ = 0, and they constitute the
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radical of R, that is, the intersection of all maximal ideals. The rôle of
analytic functions in R is described and the use of ideals in the study of these
functions is empasized. The last several sections ar devotet to rings of analytic
functions and of infinitely differentiable functions. - H.H. Goldstine, Math.
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Rev.
Inhalt Farnell [212]: (1) Ist Ri =

∑
k

|aik|, Tk = nicht lesbar |aik|, so ist

|α|nicht lesbar ≤ maxRi Tk
(2) Ist Ui =

∑
k

|aik|2, Vk =
∑
i

|aik|2, so ist nicht lesbar

Inhalt Bisshopp [213]: Inversenbildung bei

Matrizen der Gestalt


∗ ∗ 0 0 · · · 0
∗ ∗ ∗ · · · 0
∗ ∗ ∗ ∗ · · · 0
∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗


Über konische Mengen Es gibt im R3 zwei abgeschlossene konische Men-
gen K1 und K2 und einen Punkt P derart, dass K1 + K2 = P unlösbar ist,
obwohl jedes Funktional, das auf K1 und K2 > 0 ist, auch auf P > 0 ist.
K1 + K2 ist nicht abgeschlossen.) Bew: K1/2 der Kegel mit Spitze 0 duch die
Kreisscheibe z = ±1, (x− 1)2 + y2 = 1. P = {0, 1, 0}. Das einzige Funktional
> 0 auf K1 + K2 ist x. nicht lesbarman auch den Halbstrahl z ≤ 0, x = y = 0
nicht lesbar
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Zu Friedrichs & Horvey: Dass die Bedingungen nicht für die Existenz ei-
nes ϕ und eines Op. mit dem vorgeschriebenem Anfang des Spektrums
hinreichen, zeigt das
Beispiel: m0 = 1 m1 = m3 = 0 m2 = 1; λ1 = −100, λ2 = −11,
λ3 = +0, 1
Die Bedgg nicht lesbar sind erfüllt, aber . . . [(x− λ2) (x− λ3)] < 0, daher nur
möglich, da (x− λ2) (x− λ3) > 0 auf dem ganzen Bereich λ = −100 oder −11
oder > + 0, 1.

Aufgabe: Systeme von EW-Aufgaben untersuchen:

Als Selbstadj. wird z.B. gelten
{

(λA+ µB + C) q = 0 (q 6= 0, y 6= 0)
(λF + µG+H) y = 0

mit Hermiteschen Matrizen der Eigenschaft det
(

q∗A q q∗B q
y∗F y y∗Gy

)
6= 0 für

(q 6= 0 y 6= 0)
Dann sind alle EWe {λ, µ} reell.
(Vielleicht einzuordnen in allgemeinere Aufgabe: Rg (λP + µQ+R) ≤ n− 2.)
Wohl zurückführbar auf gewöhnliche EW Aufgab. (vgl. Courant-Hilbert)
durch (P Q) x (RS) = (P x R) (Q x S) :
{µ(AG−B x F ) + (A x H − C x F )} · (q x y) = 0.
Seite 159
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Konstruktion aufgezeichneter Teilräume zu einer stetigen
lin. Transf. L:

Ist Vn eine Folge in ganz φ definierter lin. Transf., so bilden die φ̂ mit Vn φ̂→ 0
einen lin. Teilraum φ̂, der invariant ist gegenüber jeder stetigen, mit allen
Vn vertauschbarer lin. Transf. L. Ist z.B. Vn = Pn(L) = Polynom, so ist φ̂
invariant gegen jede mit L vertauschbare stetige lin. Transf. M (kurz: φ̂ ist
(v L)-invariant).
Gehört ϕ weder einem abgeschl. echten L-nicht lesbarTeilraum an noch
einem (v L)-invarianten Teilraum, so wird durch q = limPn(L)ϕ→ limPn(L)ψ
für jedes feste ψ eine lin Abb v von φ in sich erklärt, die mit L vertauschbar
ist und ϕ → ψ überführt. Gehört ausserdem P0(L)ϕ weder einen echten abg.
Teilraum an noch einem echten (v L)- invarianten, so ist V = P0(L)−1, (wenn
man oben ϕ durch P0(L)ϕ und ψ durch ϕ ersetzt beu Def. von V ). Satz: Sei
χ in keinem (v − L)-inv. Teilraum, und sei w vvL, w stetig, ϕ = W χ sei in
keinem echten abg. (vvL)-inv. Teilraum; dann existiert W−1 und ist gegeben
durch limWn ϕ→ limWn χ mit Wn ⊂ vvL. Verschärfung:
Satz: φ sei top. lin. Raum, vollständig; R, γ zwei Mengen von lin. Transf.
von φ in sich, derart dass R alle mit jedem S ⊂ γ vert. Tr. enthält, γ alle
mit jedem R⊂ R vertauschbaren stetigen lin. Transf. Es gebe weder einen
abgeschl. R-invar. Teilraum noch einen bel. γ invar Teilraum in φ1 ausser 0
und φ.
1) oder auch nur vvL, dh. vert. mit jeder stetigen, mit L vertb. Transf.
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Dann ist φ topologisch isomorph R (mit Rn → 0, wenn Rn ϕ → 0 (alle
ϕ ⊂ φ)), R ist ein Schiefkörper mit stetiger Addition und Rechtsmult., und der
Abb φ→ R1φ entspricht R→ R1R,
der Abb φ → S1 φ entspriht R → RR1 mit einem passenden R1; die Abb.
S1 ↔ R1 ist ein algebr. Isomorphismus, und aus Sn → 0 folgt Rn → 0; Der
Zusammenhang lautet nach Festlegg. irgendeines ϕ0 6= 0:
S1Rϕ0 = RR1 ϕ0 für alle R, dh. S1ϕ0 = R1 ϕ0

Umgekehrt liefert jeder topologische Schiefkörper über dem Körper der kom-
plexen Zahlen, dessen Add. und Rechtsmult. stetig sind (dh. aus Rn → 0,
R’n → 0 folgt αRn + βR’n → 0, RnR’1 → 0) einen solchen Raum φ ohne im
übrigen Sinn invariante Teilräume.

Beispiel: R = Raum aller Laurentreihen in x; Rn → 0, wenn die negati-
ven Expon. beschränkt und jeder einzelne Koeff. → 0. R ist (kommutativer)
Körper, also gibt es überhaupt keinen invarianten Teilraum, für keinen Ope-
rator aus R ! Spektren sind alle leer. Solche chiefkörper sind spektral nicht
weiter aufzuspalten, werden als irreduzible Bestandteile topologischer Ringe
auftreten müssen.

81



Seite 161

Ist φ ein komplexer Banachraum, so folgt aus der Existenz aller (S − λE)−1,
dass jedes S ⊂ γ ein σ E ist und daher wegen φ = γ ϕ0: dim φ = 1.
Bei Verschärfungen könnte der Begriff des Gesamtoperators ∧ (GO)
nützlich sein:

a) E ist ein Grenzop.
b) Ist ∧ ein GO, so auch R∧
c) Ist ∧1, ∧2 GO, so auch α1 ∧1 +α2∧2

d) Sind ∧n GO, so auch ∧ = lim
n→∞

∧n

Jedes ∧ hat einen Definitionsbereich, der mindestens ϕ0 = 0 umfasst. Ist S
stetig und mit allen R⊂ R vertauschbar, so folgt an der Existenz von ∧ϕ0 auch
die von ∧(Sϕ0).

Ist A eine abgeschlossenen überall def. lin. Transf., so bleibt der Raum
φ vollständig, wenn man den Nullfolgen ϕn → 0 noch zusätzlich die Bedgg
Aϕn → 0 auferlegt und so sie Topologie verstärkt.

Ist Sp (M X +X∗N) = 0 f. alle X (Typ X = M∗ = Typ N) so ist M = N = 0
Bew: Zum nicht lesbar addieren und X = N + M∗ einsetzen. Dann in Re
und Im zerlegen, Im vergleichen.
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Über positive Hermitesche Matrizen und Operatoren:

1. Sei P ∗ � 0, P Q+QP = 2α2 · E (1)
Dann ist P Q = QP = α2 E.
Bew.: P (A)− (A)P gibt P 2Q = QP 2. Wegen P =

√
p2 ist auch P Q =

QP .

2. Sei P = P (t) = R + S · t = p∗ � 0 in a ≤ t ≤ b. Dann ist F = P−1 eine
in a ≤ b ≤ t konvexe Funktion von t.
Bew.: P Ḟ P = −Ṗ
P F̈ P = 2 Ṗ F Ṗ � 0
Statt ”P linear in t” genügt die Vorauss.: P (t) konkav, dh.
P̈ underline< 0.
Frage: Hiermit Einfangverfahren verallgemeinern auf M y = λN y ?
NB: Bei P = R + S t ist zwar der grösste EW eine konvexe Fktion, aber
der kleinste ist eine konkave.
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3. Folge aus 2: Ist P eine lineare Fkt. von t, nicht lesbarP � 0, so ist jedes
Diagonalelement von P−1 eine konvexe Fktion von t; daher auch SpP−1.

4. Ist
(

P R
R∗ Q

)
� 0, R 6= 0, so ist Sp

(
P R
R∗ Q

)−1

>

Sp

(
P 0
0 Q

)−1

.

Bew: R | tR, −1 ≤ t ≤ 1, gerade Funkt. von t nicht lesbar
Also für t = 0 horizontale Tangente; nicht lesbar . Es müsste für alle
t Spnicht lesbar= const sein; aber für grosse t gibt es einen neg. EW,
nicht lesbar
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22.9.47

Schiefe einer Matrix des Grades n.

s.auch 146|2 III 80

1.

Die Abweichung von E einer positiv definiten Hermiteschen Matrix
P wird gemessen durch ε(P ) = 1

2 Sp(P + P−1)− n > 0
a) ε(P ) = 0 dund, wenn P = E. nicht lesbar

b) ε

(
P 0
0 Q

)
= ε(P ) + ε(Q)

c) ε(M + t · N) ist eine konvexe Funktion von t. Bew: 1622

SpP−1 = Σ q∗iP
−1 qi qi =

 0
1
0


d) ε(U−1P U) = ε(P ) = ε(P−1), wenn U∗U = E

e)
(

P R
R∗ Q

)
>

(
P 0
0 Q

)
wenn R 6= 0 Bew 1624

2.

Die Abweichung einer Multiplikation const. E einer positiv definiten
Hermiteschen Matrix P wird gemessen
durch µ(P ) =

√
SpP · SpP−1 − n > 0

a) µ(P ) = 0, wenn P = const·E. Bew: Lagrange ΣλνΣ 1
λν

b) µ(P ) = min
q>0

ε (q · P ); nicht lesbar=
√

SpP−1

SpP )

c) µ(P ) = µ (const · P ) = µ (P−1) = µ (U−1P U) U∗U = E
d) µ(AA∗) = µ(A∗A) da A∗A ähnlich AA∗.
e) µ(M + nicht lesbar N) ist eine konvexe Funktion von t (so-
lange nicht lesbar )
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f) µ

(
P R
R∗ Q

)
> µ

(
P 0
0 Q

)
wenn R 6= 0 1624

g) µ
(

A B
B∗ C

)
> µ(A); das Zeichen = steht nur B = 0,

C = E ·
√

SpA
SpA−1 Bew: h)
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h) µ

(
P

Q

)
> µ(P ) + µ(Q) und = nur wenn SpP

SpP−1 = SpQ
SpQ−1 .

Bew: OBdA sei µ
(
P

Q

)
= ε

(
P

Q

)
= ε(P ) + ε(Q) ε (P ) > µ (P ),

und = nur wenn SpP = SpP−1 nach i
ε (Q) > µ (Q), und = nur wenn SpQ = SpQ−1.
i) µ (P ) > ε (P ), und = dund wenn Sp = SpP−1 (2b) h)

µ

(
a b

b c

)
= a+c√

a c−|b|2
− 2

3. Die Abweichung einer pos herm. Matrix P von der Diagonalform
wird gemessen durch

δ(P ) =
n∑
l

√
pνν · p̂νν − n > 0 mit

{
P = (pµ ν)
P−1 = (p̂µν)

a) Es ist δ(P ) = min ε (∆∗P ∆), dh. (nicht lesbardet ∆ 6= 0)
ε (∆∗P ∆) > δ(P ), und = nur, wenn pνν = µ̂νν .
b) µ (∆∗P ∆) > δ (P )
also auch δ(P ) = minµ (∆∗P ∆); denn µ = ε (const. . . . ).
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c) δ

(
P

Q

)
= δ(P ) + δ(Q)

d) δ

(
P R
R∗ Q

)
> δ

(
P

Q

)
wenn R 6= 0. wie 1624 e)

δ (∆∗P ∆) = ∆(P ) ∆ = Diagonalmatrix, det 6= 0

4. Die Abweichung von der Orthonormalität von T wird gemessen durch
o(T ) = ε(T ∗T )
Auch bei nicht lesbarSpalten !
a) o(S T ) = max bei geg. o(S) und o(T ) führt mit S∗S = P , T T ∗ = Q
zur Aufgabe
Sp (P Q+ P−1Q−1) = max bei SpP + P−1 = const, SpQ+Q−1 = const
Aus den Variationsgleichungen
QP − P−1Q−1 = λ (P − P−1), P Q−Q−1P−1 = µ (Q−Q−1)
folgt λ (P − P−1) = µ (Q−Q−1).
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Da die Gl. x− 1
x = α nur eine pos. Lösg hat, ist P sowohl wie Q eine Funktion

von P − P−1, daher PνQ
NB: Schon bei festem Q aus der einen Gl. QP − P−1Q−1 = λ (P − P−1), dass
QPν P −P−1 und wegen P = f(P −P−1) auch QP ∪P , dh. Q∨P ist. Damit
ist obige
nicht lesbar
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Ist ein EW von P πν = 1, so ist entsprechend von Q Kν = 1 und das
Problem sinkt auf n− 1. Sind alle EWe 6= 1, so sind sie > 1 (elementar: sonst
π durch 1

π ersetzen) annehmbar. Für det (P − P−1) 6= 0 folgt aber durch Elim
von Q:

P 2 − P (
1
µ
− µ

λ2
+ µ) + E = 0

Da für festes λ, µ nur eine Wurzel > 1 existiert, ist P = π · E; Q = uE. Nun
folgt, dass n = 1 ist (wenn alle πν 6= 1 !), da für die durch

2 + ϕx+
1

ϕ(x)
= 2 · (x+

1
x

)

erklärte Funktion ϕ(x) die Konvexitätsungleichung

ϕ(πK) < ϕ(π)ϕ(K) 1 < π ≤ K

gilt (dh. d
d x

d log ϕ
d log x < 0 (x > 1)).

Dies besagt, dass aus

P =
(

1
ϕ(π)

)
, Q =

(
1

ϕ(K)

)
1 < π ≤ K

folgt, Sp (PQ+ P−1Q−1) > Sp (πK E2 + 1
πK E2);

aber es ist Sp (P + P−1) = Sp (π E + 1
π E), Sp (Q + Q−1) = Sp (KE + 1

KE).
Ergebnis:

Das Maximum wird nur für Paare P =


1

1
. . .

1
π

,

Q =


1

1
. . .

1
K

 und die dazu simultan unitär ähnlichen

angenommen, wobei (π − 1) (K − 1) > 0. -Für ε−1(ε (T ∗T )) gilt wohl
ε(s T ) ≤ ε(s) ε(T )-
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Dass zu gegebenem nicht lesbarP nur so wenige Q das Extremum liefern, ist
vielleicht nicht lesbardafür, dass dies noch nicht die nicht lesbarDefinition
der Abweichg von einer unitären Matrix ist. Es sollte allgemein für hermitesche
T gelten Multiplikat. der Potenzen

Seite 167

Vielleicht sollte man auch die Def. nicht lesbar , das ”Verzerrungsmaß”
der lin Tranf. T , so abändern, dass

∫
R

Verzerrgsmass ·(T ) · d τ =
∫

R′=T R

Verzerrgsmaß(T−1) dτ ′.

Frage: Zu A das T kleinster Verzerrung bestimmen, das die Eigenräume
von A orthogonalisiert, oder überhaupt ein gegebenes System unabhängiger
Räume. Andere Definition des nicht lesbar . Wie verhalten sich die beiden,
insbesondere bei n→∞ ? Ist es für mehr unendliche Systeme im Hilbertraum
definiert als das bisherige ? Welche lin. Transf. des Hilbertraums führen jedes
System beschränkter Schiefe in ein ebensolches über ? Vielleicht spannen je
zwei femde Teilsysteme eines Vektorsystems beschrkter Schiefe abgeschlossene
fremde lineare Räume auf ? Sätze über orthogonalsysteme von Funktionen
verallgemeinern auf Systeme beschränkter Schiefe, Entwicklungssätze ?
Was bedeutet für T das arithmetische und geometrische Mittel (S.169) von
T T ∗ und T ∗T ? Was bedeutet für S, T S∗S ∨ T T ∗ (vgl. 165) ?
Zu 169: Arithmetisch-geometrisches Mittel zweier pos. def. herm. Matrizen ?

(T T ∗)−
1
2 · T ist unitär. Verhalten lin det T → 0 bei Frobenius nicht

lesbarBerlin 1896, S.7
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1. Bemerkungen zum Verzerrungsmaßusw. (S.163 ff).
Teichmüllers Verzerrungsmaßist meine Spanne.
Ist U die unitäre Gruppe, so ist für jedes A UAU = UA∗ U.
Denn U A = A∗V ist lösbar mit U, V ⊂ U, da AA∗ dieselben nicht
lesbarWn aht wie A∗A.

2. Wie gross ist der Radius des Kreises, auf denen die Halbkugelfläche das
Radius 1 am komformsten abgebildet werden kann ?

3. Beispiel zu 16 nicht lesbar : Für P =
(

1 2
2 5

)2

= p2 ist g (P, E) = p,

und mit X =
(

2 5
1 2

)
, Y = E ist X∗X = P , Y ∗Y = E. Aber ist für

u =
(

1
0

)
1
2 u∗(X∗Y + Y ∗X) u = 2 > u∗p u.
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Zum geom. Mittel (S.169): Man könnte auch exp 1
2{log P + log Q} be-

tracht. Als multipl. Abstd von P = p2 > 0, Q = q2 > 0 könnte man
ε (p−1q2p1) = c (c−1p2q−1) oder ε (g(P, Q−1)) definieren. Was ist g(P−1, Q−1)
? Hat Siegel eine Metrik im Raum der hermiteschen Matrizen ?
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1. Geometrisches Mittel g(P, Q) zweier (pos. nichtnegativer) hermitescher
Matr.
Die Extremalaufgabe Wohl besser ist die Def. von nicht lesbar
ϑ2(X − Y ) = Sp (X − Y )∗(X − Y ) = min bei X∗X = P , Y ∗ = Q
ergibt als notw. Bedgg die Existenz einer C = C∗ nicht lesbarY = X C;
es wird

Q = C∗P C mit C∗ = C

Setzt man g (PνQ) = 1
2 (X∗Y + Y ∗X), P = p2, Q = q2,√

P = p� 0, q � 0, so wird
2 g (P, Q) = p

√
p q2 p p−1 + p−1

√
p q2 p · p =

√
P Q+

√
QP

Sp g(P, Q) = Σ
√

Eigenwerte von P Q = maxReSpX∗Y mit X∗X = P ,
Y ∗Y = Q

2. NB: Es ist aber nicht etwa Beispiel siehe 1683

g(P, Q) � 1
2
(X∗Y + Y ∗X).

Die Extremalbedgg für δ u∗(X∗Y + Y ∗X) = 0 gibt zu = u u∗ in C mit

Y A = X C, AY ∗ = C X∗

(X∗Y +Y ∗X)extr = C−1AY ∗Y +nicht lesbar Y AC−1 6= nicht lesbar
falls C−1 existiert nachprüfen !
nicht lesbar
NB: Wichtig in der Theorie der Normalität sind Matrizen A, B mit

nicht lesbarAnicht lesbar = B∗A, dh.
{

(A∗q, B∗ y) = (B q, A y)
(B∗q, A∗ y) = (A q, B y)

)
Man könnte A selbstadj. in
nicht lesbar
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Linksinvariante Bogenlänge in der Gruppe der Matrizen
detA 6= 0.

Ist L(t) ein für 0 ≤ t ≤ n ein stetiger Weg, so definiere mit Teilpkten Cν = C(tν),
C0 = L(0), Cn = L(0) λ(L) = lim

n→∞
ϑ (C−1

ν−1Cν −E) =
∫
ϑ(C−1C) dt . Ist

unabh. von Parameter und Durchlaufungssinn

1. λ (AL) = λ (L)

2. λ (L1 + L2) = λ (L1) + λ (L2)

3. ?? λ (L1 · L2) < λ (L1) + λ (L2) wenn [L1 · L2] (t) = L1(t) L2(τ)

4. In 3 dürfte = nur stehen, wenn C−1
1 Ċ1 = ϕ(t) · C−1

2 Ċ2

5. Definiert man die Bogenentfernung von B bis A durch

B̂ A = min
L von B nach A

,

so dürfte jeder Minimalweg von E nach A eine eingliedrige Gruppe sein.

6. λ(−L) = λ(L)

NB: Beiderseits invariant ist das semidefinite Bogenelement ds =√
Σ |ωi|2 ωi = EWe von dS.

Verallgem.: Ai ∪B∗k gibt nicht lesbar
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Inhalt Kryloff [218]: Gute Formuliergen über prakt. Bedeutung von
Abschätzungen.
Aufgabe: |λ(m)

k − λk| abschätzen, wenn λ
(m)
k durch m-gliedrigen Ritzansatz

geg..
Z.B. etwa mit yµ = xµ−1(1− x2) bei y′′ + λ q y = 0 (y(−1) = y(+1) = 0)

|λ
(m)
k −λk

λk
| < λ

(m)
k ·max|q|

(m+1) (m+2) wenn q stetig.
Abschätzg der Ord 1

m2 p+ 2, wenn q p-mal stetig diffbar.

Nimmt man Yp = sin(µ+ 1)π x, y′′ + λ q y = 0, y(0) = nicht lesbar = 0:

|λ
(m)
k −λk

λk
| < λ

(m)
k ·max|q|
(m+1)2π2 q stetig.

Auch Abschätzg für Näherg y(m)
k (im q-Quadratmittel und nicht lesbar

Inhalt Kryloff-Bogolinbov [215]: Für y′′ + [r(x) + λ] y = 0, y0 = y1 = 0
ist bei nicht lesbar k∗-und nächstem Eigenwert λj bei k:

(λj − k)2 = min
1∫
0

{y′′ + (r(x) + k) y2}2dx nicht lesbarbei y2dx = 1

nicht lesbar (λj−k)2 ≤
∫
{}2dx bei y =

m∑
nicht lesbar

aµyµ. yµ = sin(µ+1)π x.
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y′′ nicht lesbar , y0 = y1 = 0
Daher enthält das Intervall (k +

√
dm, k −

√
dm) mindestens einen EW, aber

(k +
√
dm − ηm, k −

√
dm − ηm) keinen, wenn ηm =

(1+
|k+(T (x)|
(m+1)2π2 )2 A2

(m+1)4π4

1− A2

(m+1)8π8
,

dm = H(ψm), wobei
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ψm die m-te Eigenf des finiten Problems, und
A = {|(λj + r(x))2 − r′′(x)|+ 2 |r′(x)|

√
|λj |+ r(x)|}

Ähnlichks mit Variationsmethode x gibt schärferes, nicht lesbarαm ≤ αm.
Aber wie k zu wählen ist damit d = min scheint nicht untersucht zu werden.
nicht lesbar
Methode d. kl. Quadrate: Extremaleigensch. von (M y·M y)

y·y)

Variat.-klassische Methode : Extremaleigensch. von (y·M y)
y·y

Bemerk. nicht, dass 1) schlechteres 2
Für Dglen (1 + λK) y = 0 nicht lesbar
0 ≤ dm − [λj−k

λj
]2 < 1+ε′mR

2
m dx

1−
R
R2

m dx
mit nicht lesbarPolynomen

mit εm = best nicht lesbar von K, k; Rm hängt noch von der nicht lesbar ,
kann aber wohl abgeschätzt werden.

Inhalt Perepilkine [233]: In Rp seien ui Basis mit u′iuk − δi k, ebenso
nicht lesbar in Rq. nicht lesbar , C = A′B ·B′A ·v nicht lesbar |C−λ2E| =
0nicht lesbar (Rp, Rq).
Inhalt C. Jordan [234] (u.a.): Raumpaare: Rp Rq nicht lesbar 0 haben
min (p, q, n− p, n− q). Invarianzen gegen orthogonale Gruppe nicht lesbar .
Die zu Rp Rq total senkrechten (perpendikularen) Räume schneiden sich unter
derselben Winkeln wie Rp Rq.
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