Private Notebook IV

Helmut Wielandt
Gottingen, Herzberger Ldstr.32
Heimatanschr.: Tiibingen, Goesstr.31

Iterationsverfahren 6 - 28, 60 - 74

Seite 1
Aufgabe: Fligelumstromung rein durch Betrachtung der Beschleunigung

behandeln. An Stelle des Abwindes die ”Aufbeschleunigung” aus Ort des
Fliigels zur Randbedingung heranziehen.

Beispiel fiir [ f2(z) dz konvergent, [ |f(z)*dz divergent:
1 1

flz) = ﬁ (1412 -sin ). (Zu Sshngen TIT [111]

Beziehung zwischen wy(z) und wy(—2x):
(Zu B44(I) 45 & 39)
Wegen H(z) = H(—x) ist
iv ——2iv__ ive

(wo(—2) - e %) = —e” "0="" - (wo(x) - 57
und daher z.B. fiir x > 0

; : O _2iv e iv(eqg
o) = =€ 0T g (=) — ey - [T () dg

Aufgabe: Faltungssatz auf Cauchysche Hauptwerte iibertragen.
Wie hingt £{ [ 1(t) -2} mit £{I} zusammen ? s. S.81
0
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Sinnvoll ist diese Frage eigentlich nur beim komplexen Faltungstyp, dh.
etwa bei 7?7 (t) = 2?7 I(s) ;2 , und das fithrt auf Fourier-Integrale.
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Cauchysche Hauptwerte
(Forts. von IIT 166)



229 d§ __ logx
1. 2727 O 0T = Tre O0<x

2. 777 £ VE=—2yT +log [{RE] 777

299 st . N gy — 999 o—st . _dt _ —P()
3. 777%e g dt="777e iy A o (s >0)
?7?7: ¢’ 4 ¢ bilden
4' dd ??? 675 (t 1) SO( ) tdftl = 765 .’S\Laplace-Transf.{QO; S} in der ngnZha‘lbe_

bene, falls ¢’(1) existiert.

5. 777e 5D/t AL = ;. & f — T f —do 7?7 fiir 72?75 > 0 Bew.

e® - £{???} anziehen 777
=mi+7?2?7? eVt ti—tl (??7? = Hauptzweig)

6. ?r)?e—st dt I{T_xfe(Stxdt} (R’LLS%O,.T>O)

iz (t—1 dt i S et T —it dt __ efiTW
7. A(x) 727 L 777 (0D —ﬁ'ﬁ+ﬁ'0f€ ViT 7
ix im 0 >
%4—2\8/; - f e~ dy (x > 0)
VT
(7/)_1+e7r4 e—zmg{%yx}
(7)) =1+3 f cedim/AL | e*“tdt (Bew.: 111 166 (8)
o0 2

™

8. L{A(t); s} = e~ T+ Y= (&' > 0) mit A(t) nach (7) Bew.: 7’ rechts
7?77 Faltungssatz

N
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Jede Schar des Ranges n von n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen

c1y1(z) + -+ + ¢nYn, fiir welche die Wronslaysche Determinante W # 0 ist im
Intervall < a, b >, ldsst sich eindeutig einem geordnetem n-tupel von in < a, b >
stetigen Funktionen a;(x), -, a,(x) zuordnen, ndmlich den Koeff. der Dgl.

y" + a1 (z) g 44 an(z)y =0,

welche fiir alle Funktionen der Schar erfiillt ist. Es ist

W'(z)
W(z)

a); = —

ISeite 4 ist nicht beschrieben.



Eine andere, aber mehr Willkiir enthaltende Art, die Schar auf ein geordnetes
n-tupel abzubilden, wire die Wahl einer normierten Basis, etwa yf (x0) = di k-
(Ahnliches fiir Vektoren scheint es verniinftig nicht zu geben, nur nach Nu-
merisierung der Komponenten, also ist die Funktion f(x) ??7als dem Vektor
verwand.)

Aufgabe: Die Mechanik entwickeln fiir Kraftgesetze mit Nachwirkung:
??? zur Zeit to hingt durch eine Fktion von (9 — t) von allen fritheren Lagen
ab.
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Zum allgemeinen Einschliessungssatz fiir hermitesche Ma-
trizen.

a) Sind A und B rechteckige Matrizen desselben Typus, so ist dund A = U B
mit einer unitéren Matrix U, wenn (1) A*A = B*B
Bew: wenn (1) gilt, und die erste Spalte von A # 0 ist, gibt es 7?7

PR p ...

U, A= : , ViB=1| o (p#0)
0 :
Aus (1) folgt dann Uberstimmung der ersten Zeile von U; A mit V; B, und mit
_ 3 ). _ 3
UlA = Al 3 VlA - ( Bl ) fOlgt
A7A:1 = Bi By Induktion nach Komponenten-Zahl.
Anderer Beweis: Satz inv. gegen unit. Ahnl. Trans: A 7?74 =

2
C1

b) Sind X und Y rechteckige Matrizen derselben Typus (m, n) und ??7?s ist
m reelle Zahlen puq, ..., p, vorgegeben, so ist die folgende Bedingung notwen-
dig & hinreichend dafiir, dafles eine hermitesche Matrix M mit den Wurzeln
U1, M gibt, fiir welche M X =Y ist:

Das GIl.-System

PP+P+ -4+ P,=R=X*X
P+ pa P+ A Py = S= XY =YX
M%P1+M§P2+---+u,2an:T:Y*Y



ist l16sbar mit hermiteschen Matrizen P;, die ;O und vom Range < 1 sind. Bew.:

&1
Setze P, = ¢&f - & 7172 = . und wahle U mit UZ = X, UMZ =Y

e

und setze 777
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c) Samtliche Zerllgungen (1) R= P; + --- + P,, einer nichtnegativen

herm. Matrix R in nicht negative P; vom Rg < 1 erhilt man, indem man
sdmtliche Produktdarstellungen

R =X*X
q1
q2
mit X = . bildet und P; = q;q; setzt.
dm
777
Diese erhélt man aus einer von ihnen, R= X§Xo, durch X = U Xy mit

beliebigen unitdren U. Waihlt man etwa fiir X die Jacobische Zerlegung und
fiir die U eine Parameterdarstellung, so erhélt man eine Parameterdarstellung
aller Losungen von (1).

d) Zu (k + 1) reellen Spalten qo, qi,---qr ???7m Komponenten gibt
es dund eine Matrix M reell symmetrisch derart, dafil) Mgq, = ¢,4+1 und
??7?M genau m vorgegebene FEigenwerte pq,---, p,, hat, wenn folgende
Bedingg. erfiillt ist: Es ist sq43 = ql,qg nur von (o + () abhéngig, und das Gl
system

pr+pe+ A Dm =50 (2)  pip1 + pep2 + - F fhmpPm = 51
229
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besitzt eine Losung p; > 0.

Bew.: Setze & = (Y2), &0 = M®¢ und U&, =v, UM N~ = M,

e) Ist m > 2k + 1, so besitzt das System (7.2), falls es iiberhaupt
l6sbar ist, auch eine Losung, bei der nur 2k + 1 von den p; # 0 sind.

f) Ist m = 2k+1 und sind alle p; verschieden, etwa py < pg < -+ < fog+1,
so ist das System (7.2) dund losbar, wenn

(1) Sop — dgi)SQk,1 + déi)SQk,Q —+---+50: dézll =q; - (—1)i_1 mit g; ; 0.

Dabei ist dgf) die | — k elementarsymmetr.  Funktion der 2k Zahlen



K1y f2y sy i—1s Hi1y 00 H2k+1-
Bew.: Der linke Ausdruck (8.1) ist gleich

o - Hpti(M — pp) - §o = pi - Wpoti(ps — pu p) falls (7.2) 16sbar ist; also gilt (8.1).

gi(=1)"" > 0 und wieder {'Co =

Ist umgekehrt (8.1) richtig, so setze man p; = Tz =0
pF#i\Hi

7?77 . Dann wird
fur die (2k 4+ 1) Polynome f;(M) = I,;(M — pp)
& - filM) - & = (i - Mpzi(pi — 1 p) =) linke Seite von (8.1)
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Also ist mit §, =& - 7?7 -, sicher

1. (sor — S2k) — dgl)(SQk_l — So—1) + --- = 0 woraus s,p, = §, folgt, so
daB(7.2) Losung p; hat. Es wéren sonst ndmlich die verschiedenen Zeilen
(9.1) lin. abh., d.h. die Polynome f;(x) wéren linear abhéingig, was durch
Einsetzen x = u; widergelegt wird.

g) Zur Vereinfachung der Bedingg. (8.1) fithre die elementarsymm.

Fktionen ¢, von g1, -, pory1 ein. Es ist
dl = C1 — H4C
dy = ¢ — picy + i
ds = c3 — pics + uf — M? usw.

daher ist (8.1) gleichwertig zu

2. /J/sz +[s; —c180] ,u?,kfl +- o+ [s2p-1 —C152k—2 + C282k—2 1 C2S82k—3 — " g
+ [sor — C152k—1 + C2S2k—2 — -+ + capso] = qi(—1)""! mit ¢; > 0.

Sind sogar alle g; > 0, so besagt (9.2). daBdie Nullstellen der normierten
Polynome f(z) = I* (2 — ;) = 221 —cj2®* + .. — o
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fH(x) = 22 + [s; — c180] 71 4+ -+ 4 [sop — -+ + canso] sich gegensei-
tig trennen (und alle reell sind).

Das Entsprechende gilt dann fiir je zwei aufeinander folgende Glieder der
aus f und g gebildeten Sturmschen Kette: (deren héchste Koeff sind > 0)

e Nullstellen von f, x Nullstellen von g, f = qg — f1.

Graph (NB: wo g =0, ist f1 = —f)

10.1.45 (h) Zur bequemeren Rechnung setze fiir Polynome p(z) des Gra-
des < 2k [Az™ +Bazm '+ ... Cl= A8y +Bsm_1+- -+ C so.

Dann lautet die notwendige & hinr. Bedgg. (8.1) fiir die Losbarkeit von (7.2)
folgendermassen: Bei p1 < po < -+ < pigg41 ist



[(x — p2) (x — ps) - (x — pog+1)] >
(10.1) [(z = pa) (z — Ns)' " (= part1)] <

(2 = pa) (= p2) - (& = par)] < 0
(i) Der Fall k=1. Die Galerkin-Niherung v ?7?7?lautet v = i—;, daher
ist [t—~]=0
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Daher gilt fiir Polynome p(z) des Grades < 2, p(z) = 22 + ax + b,
(11.1) [p(x)] = [(x —¥)?] + p(7) - so = r? + so - p(7y) und (10.1) lautet hier
7+ (v = p2) (v — pz) > 0
(11.2) § 7+ (y = pa) (y —p3) <0
i+ (y =) (v —p2) >0
Es liegen also oberhalb und unterhalb von v Werte p, und 777 fiir die ”inneren”
ist (v — p1) (n2 — ) < 7, fiir die "duleren”

(112.1) (v — ) (ps — ) > r?
< u, v > ist durch Einschliessungsintervall, wenn [(z —n) (z —v)] < 0.

(j) der Fall k = 2. Setze A(u, v) = ’

[2%(z = u) (z = v)] [x(z—u) (@ —v)] ‘

(2@ —w) (x —0)] [z —w) (x - )]
Es ist
(11.3) A(u, v) = [N (M — u) (M — v) X] mit X = (M qo, qo). Ferner
11.4) Ay, v) = @ 1y _ )] = GWGE@-GO)-sg
(11.4) Afu v) = L (@) (o — )] - SEC
S1 52 S1 S

Darin bedeutet v die Galerkinzahl ??? und G(z) die linke Seite des Galerkin-
Gleichung; sie ist bis auf konst. Faktor gekennzeichnet durch (vgl. S.16)

(11.5) [G(2)] = [z G(2)] = 0; sei G(z) = (x = m) (z = 72) - g(l) g;

(11.6) Ist A(n, v) < 0, so ist < u, v > Einschliessungsintervalle, sogar
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schon auf Grund einer passend ausgewéhlten 1 Fr --- Gr.-Rechnung. Denn es

gibt 77?7 = ( 21 ) # 0 mit /N (M — v) (M — v)Re < 0.
, <

Ist umgekehrt < n, v > ein Einschliessungsintervall, dessen Enden aus-
serdem sich mit 1, v2 trennen (d.h. G(u) - G(v) < 0), so ist A(n, v) < 0.

Bew.: Ist A(n, v) > 0, so gibt es, falls etwa 71 < n < 75 < v, eine Zahl p <
derart, dafidie Bedingungen (10.1) fiir pu; =+ ps = p, 71, u, v, ???erfiillt sind,
also 77?7 < u, v > kein Einschl.-Int.; zu benutzen ist: Aus A > 0 folgt nach
(11.4) [(z — u) (x —v)] > 0, da G(n) - G(v) < 0 und G(y) < 0. Das letztere

0 — _ 2
et s { (1111021660 = o= 1+ GO



(11.5) besagt, daB< ~1,7v2 > ein optimales Einschlintervall fir & = 1
ist. Niitzlich ist die Reihenregel (aus (11.5)):

[(2 =) - (a2® + ba + 0)) = [r = m] - (a3 +by2 + ).

< M, Y2 > ist ein Einschliessungsintervall nach (11.6), (11.4), und zwar ein
optimales, da —oo, 1, p, Y2, +00 fiir 71 < p < 72 stets realisierbar nach (10.1).
Alle {ibrigen optimalen Einschl.-Intervalle trennen sich aus dem selben Grunde
mit < vy, y2 >.
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Bestimmung aller optimalen Einschliessungsintervalle mit einem gegebe-
nem Ende u:

1) u < 71; dann ist nach (11.4) A (u, v2) < 0, also hat die Gl. A (u, v) =0, die
in v quadratisch ist, zwei reelle Losungen v1 < (v2 <)vg, und < u, v; > ist das
einzige opt. 777

2) 11 < u < 72, dann ist nach (11.4) A (u, £00) < 0, also gibt es < v1, u > und
< w9, u > mit v; <73 < u < ¥ < vy. Diese Einschl.int.sind wirklich optimal,
denn man kann z.B.

im Falle 1) vq nicht mehr nach links verschieben, weil sonst nach Konst. von
vy A > 0 wird; man kann aber auch nicht % nach rechts verschieben, weil sonst
nach Fall 2) A > 0 wird.

Die Zahlenrechnung bei gegebenen S, = q(MYq, verlduft so , v = 2;
-1

Sy S . e _52
&S| =g miv = St 6 - 32
Sy S |7 o
G(v); G(u); S? S; [G?] = Sy + 9153 + g252. Hieraus A = W(]u)sg

und schliesslich die Gl. fiir v (11.4):
(13.1) 0=v2+{g1 +A(s1 —uso)}-v+{g2— A(s2 —usp)}

NB: Bei beliebig an k lautet die Galerkin-Gleichung
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SO Sl SQ 53 Sl SQ SS S4
Sl SQ 53 54 52 SB S4 SB _
det S S5 S S | TN T S s oS Se =0
53 54 55 56 54 55 S6 S?

Die iibrigens vielleicht neue 7?77 Tatsache , daflzwischen ~; und +, stets
ein EW liegt, 148t sich auf beliebiges k verallgemeinern :
Fiir p # v ist stets ein EW p; zwischen 4, und -y, vorhanden.



Bew fiir k = 3: Setze wie in (11.3)

[(z —u)(z—v)] [r(z—u)(z-v)] [*@—u)(z-0)

A, v) =1 [z(z—u)(z—v)] [P*(@—u)(z-0v)] [*@—u)(z-0v)]

[2%(z —u) (z —v)] [2*(z —u)(z—0v)] [2*(x—u) (- 0)]

Fiir jedes t ist

[(z —u) (z —v)] [z (z — u) (z — v)] [2%(z —u) (z —v)]
A, v)=| [(z=t)(z-u) (x—v)] [z-(x—t)(z—u)(z-0v)] [2*@@—1)(@—u)(z-0)
[z(z—t) (z—u) (x—v)] [2*(@@—t)(z—u)(z—v)] [*@—1t)(—u)(z—0v)
Fiir u = 7, v = 2, t = 73 verschwindet die vorletzte Zeile nach (11.5)

Aus A(vy1,72) = 0 folgt aber die Existenz einer Spalte 7 mit
'R (M — v2) (M — 72) - X7 = 0 und daher Existenz von p; C< 71, 2 >.

Fiir Galerkin-Gl. bei k beliebigen Ausgangsspalten gilt dieser Satz nicht.

0 0 0 1
. . . 0 0 1 0 . .
Sonst miisste die Matrix 01 0 ol da fiir Galerkin-Gl. des Grades 2
1 0 0 O

v1 = 72 = 0 ist, ebenfalls die Wurzel 0 haben.
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(k) Aufgaben: Hat die zweite Wn von A (u,v) = 0 (11.4) etwa mit zwei-
fachen Einschliessungsintervallen zu tun, die zwei EWe enthalten ? ja (=
kiirzeste 2 fache Einschl. Int.)

Normale Matrizen behandeln durch Polynome in zwei Variablen: z, 7;

map = [227] = (M“q)* - MPq setzen. -Bedggen (10.1) vereinfachen analog
(11.2.1) - Auch unter der Nebenbedingg. der Positiv-definitheit alle optimalen
Einschliessungsintervalle bestimmen ! Z.B. ist bei Fr.Gr. < 271)7 +00 > nicht
mehr optimales, sondern < i—f, oo >. Ferner kann man unter der Vorausset-
zung, dass ein EW-freies Intervall bekannt ist, nach den opt. FEinschl.-Int.
fragen, oder allgemeiner: Man setzt alle EWe in einem vorgebenen Intervall
als bekannt voraus, d.h. man kennt mehrere EW-freie Intervalle. - Bei
Ausarbeitung betonen, dass bei Dglen ”Iteration” ein Operator mit den EWen
A ! = K; ist. -Priifen, ob die Vereinigung der zu den Unendlichen in einer 2
Fr.-Gr.-Rechnungen gehérigen notw. & hinr. Bedgg. (10.1) ausmacht; wenn
ja, Hoffnung auf Ahnliches bei allgemeiner Wahl der ??? zu iterierenden Vektor.
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(h) Der Fall eines beliebigen k = Schrittzahl Hier ist [p(x)] definiert fur
Polynome p(z) des Grades < 2k: [zY] = s,. Sei nun M, reell. Es gibt
mindestens ein reelles nomiertes Polynom ¢o(z) des Grades < k, fiir welches

(16.1) [z”(x — no)qo(z)] =0 (p=0,1,---, h—1) gilt, da dies n Gl. fiir
(n 4+ 1) Koeff. von ¢(x) sind. Ft jedes solche go(x) ist go(ng) # 0, das sonst
[3(x)] = 0 wire, d.h. qo, -+, qh linear abhiingig. Also gibt es auch nur ein



normiertes go(x) dieser Art.
Nun hat die Gl. A (ug,v) = 0 (wenn G(,,) # 0) genau n reelle Losungen
V= Ui, U, , Uy, Denn
A (ug,v) = det X'(M—ng) (M—v) X = det(X'(M—ng) M X —v X' (M—ng) X)
und die Linearverbindg X'(M — ng)?X dieser bei den reellen symm. Matrizen
ist pos. definit. Die Determinanten des Gl.systems
(16.2) [xP(x —n)??? =0 (p=0,---, k—1) fiir die Koeff. von g¢;(x) ist
gerade A (ug, u;) = 0, also gibt es mindestens eine normierte Losung ¢ (), es
muf} also

qo(x) = (z — i) - ¢i(x)

sein, dh. (16.3) go(u;) = 0. Nun folgt, dafi alle v; einfach sind. Wire uy = us,
so wire Rg X' (M —ng) (M —u;1) X <n—2und es giibe zwei lin. un. Losungen
@1 von (16.2). Also ist (16.4) qo(x) = (x —uy) - (x —ug) - -+ - (x — ?7?7) mit
reellen verschiedenen n;.

(16.3) [f(x) (x —n) Az, n)]=0{ alle f(x)

777
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Da es nur ein Polynom ¢ (x) mit [z°(z — u1)qi(xz)] = 0 geben kann
und (x — ug) (x — u2)---(z — nk) schon eins ist, folgt (z — up)qo(z) =
(—m)q(@) == (x— ) qu(2).

Dh. (17.1) A?22 =0 (i#£k=0,---, k).

Von den k + 1 Zahlen ng,--- ,ny sind also, wenn ein n: herausgegriffen wird,

die iibrigen die Wurzeln von A (n;, v); sie heissen eine ” Familie”.

(17.2) Hauptsatz: Je zwei aufeinander folgende Zahlen einer Familie begrenzen

ein optimales Einschliessungsintervall (wobei fir n.,, und np..) das oo

enthaltende "Intervall”: p < N oder > Ny gemeint ist).

Bew.: «) Aus A (n;, ng) = 0 folgt 7/ X' (M —n;) (M —ng) X7 = 0 dh. mit

zv=gq: q(M—n;) (M —ni)q =0, also innerhalb und ausserhalb < n;, n; >

oder auf dem Rand mindestens ein f,,.

0) Diese Intervalle kénnen nicht mehr verkleinert werden, weil falls etwa

ng < np < --- < ni numeriert wird, die 2n 4+ 1 Eigenwerte ug; u1; n1;n2; us;
-+3 nyp, ny realisierbar sind nach (10.1), (16.1) & (16.4); in (10.1) ist immer

der = Zeichene erfiillt auler inder ersten Gl., dort > wegen [go(z)?] > 0.

(NB: Aus Hauptsatz (17.2) folgt, daf sich je zwei Familien trennen:

TLO<’Uo<'U1<'LL1<’LL2<’()2?
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Man erhélt nach (17.2) die beiden optimalen Einschl.-Int. mit gegebe-
nem Ende v durch < vy, u > und < n, va >, wobei v; 2 die zunéchst ober- und
unterhalb von n gelegenen Wurzeln von A (n, v) = 0 sind. Dund ist < n, v >
Einschl.-Int., wenn es v* gibt mit n < v* < v und A (n, v*) = 0.

Vgl auch VII, S.27 fiir kiirzeste Einschl.-Intervalle bei Schrittzahl 2



(m) Gebrochene lin. Transf. von M

Aus M X =Y folgt fiir M = 2M+b: M X =Y mit (XY):(XY)( d o )

cM-+d*

b a
N———
genau( )x???
Bswird fir S — (X V) (xy) :  g=( & ) s(d ©
s wird fiir S = ( )*( ) : = v a b a

und daher

A(n,v)=(a—nc)"(a—cec)”- A (%, %)
Damit 148t sich fiir £k = 1 leicht eine Gruppe gebrochener linearer Transf finden,
die jede realisierbare EW-Verteilung wie der in eine solche iiberfiithren; fiir

k > 1 scheint es das, nach Parameterzéhlung, nicht zu geben.

(n) Fortsetzg von (1): Fall beliebigen kj. Sind ng,---, ny eine Familie
und aq,---, ap beliebig, so sind sie zusammen realisierbar, Bew: Fiir Polyno-
me a(z) des Grades < k
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und das "Familienpolynom” F(z) = & (x — n,) gilt (19.1) [a(x) - M] =

[(252)?

a(u;) - F'(ug) - ps mit p; = 7045 > 0 und bei der Ordnung
N <Np—1 < -+ < Ny

gilt 22?2 F'(n;) = (—1)*; setze a(z) = I} (x — ) und ??7?.

Damit werden sich alle optimalen mehrfachen Einschliessungsintervalle bestim-
men lassen. NB: Die opt. S-fachen Einschl.intervalle sind begrenzt von 2 Mitgl.
einer Familie 1, psy1. Frage: Mehrfache E.-77? = 7?7 Intervallen 7!

Falsch ist die folgende naheliegende Vermutung : Eine 7?7 3 ist Einschliessungs-
menge, dh. enthilt von jeder realisierbaren EW-Verteilung mindestens einen
EW, wenn sie zu jedem n eine z C 3 enthiilt mit A (n, z) = 0. Gegenbeispiel
k=1: 777

Sehr schéne Vermutung (aber falsch fiir > 2 Schritte).

Dund sind p; < po--- < p, realisierbar, wenn ??? > 0 fiir g; < m, v < lin
und A (n, v) < 0 fiir n, v < pg oder > p,. (Auch fir n < 2k +17?) ??7? fiir
k = 1. Die Bedgg verlangt, dass sie Matrix von A ??? ??7ist. Der Hauptsatz
(17.2) kann so ausgesprochen werden: Dund ist < n, v > Einschliessungsin-
tervall, wenn Signatur X*(M —n) (M —v) X < n dh. wenn es p(z) gibt mit

[(z —n) (z —v) p*(2)] < 0.
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Beweis-Ansatz: Produkte wie in (10.1) als ??7?ungeformter Determinan-
ten A (p;, pg) wie in S.14 Mitte auffassen und die Definitheit benutzen. So

10



ausgehend von gewiss realisierbarer EW-Verteilung durch stetige Deformation
zu der vorgegebener gelangen.

Fiir n < 2k + 1 kommt noch die Bedgg. hinzu:

Fiir P(z) =} (z — p) ist [P(x) f(x)] =0 {f. alle f(z) mit Grad < 2k — n.

n<2k+1
Mehrfache EWe: Analog (10.1) gilt: Ges. seien pq,- -, ptnp mit n <2k +1
Sei P(z) das kleinste Polynom, fiir welche alle P(y;) = 0. Dund sind g1, -+, pin
realisierbar, wenn

(20.1) alle [f_(—z)b] - P'(p;) > 0 dh. alle Residuen 777 %(tt)) sind > 0 und
auflerdem [P(x) - f(x)] =0 f. alle f(z) mit Grad f <2k —n.
Bew: (7.2). NB: Also ist jede Familie realisierbar ! Frage: Wann k + 2 EWe

realisierbar ?

So S1 S
Spezielle Formeln: (20.2) G(z) = | S1 S2 Sg = |TSprq—2 Sp+q—1
1 =z =z
Bew: (11.5) vgl Bauer oder ???, Satz von ??7 iiber
So S1 S2 S3
(20.3) (v—n)-Au, v) = 51’1 iz 5;’ 5§ Abzihlung reeller Wurzeln
1 v 0?3
Bew: (16.3)
s. Muir S.169 172
So S1 Sy 1
(20.4) A (u, v) = — gl 52 ?’ 172 «— Dies 1483t sich vielleicht auf alle
2 O3 D4
1 v 2 0

selbst Aufg. Y = A X erweitern 7 Bew.: (7?77
(20.6) D (u,v,w) = (u—0v) Ay, v) - Gw) + zykl. = 0 Bew.:
[® f(v)]y = 0 wenn Gr f < k — 1. Nun enthélt aber ® selbst kein Glied, das

durch uFvFwk 2?7 ist,

Seite 21

(21.1) Gt)=[(t—=z1) (t—x2) 21 (11 —22)] = %[H’f(t—xl,)~D2 (21 xp)]k
D = Differenzprodukt

(21.2) A (u, v) = [0¥ (u — 2,) (v — 2) - D* (21, -+, Tx)]s - %

NB: Die symbolische Darst. einer Form in Sy — S,, durch symmetrische Fkt.
ist eindeutig !

(21.3) [f(2) - A(u, @)l = f(w) - [A(u, 2)]la (Grf < k)

(21.4)  A(n, ) =Gu) z* + -

11



1 I 117%
(215) (A o) = PG = 2 13 o} |y = & [DA(@izara)ls
¥3 a3 i
(21.6) 1 M(u,v) = X*(M —u)(M —v) X = [q(z — u)(x — v)q’] mit
a=| .
S() ;5'1 So

S1 S 53 =lqq]

Deutung von [[12*(z — ¢3)]:
ao
(21.7) mit u = a.l ist W M (n,v)b = [a(z) - (x — n) (z — v)b(z)] mit

a(x) =a1xr--- + ak_lxk717 ‘e

(21.8) 1 @) = [W]w (vgl. S.10 oben) s. auch 74
(21.9) (u—v)(t—w)A(u, v) At, w)+ -+ (u, v, w zyklisch)= 0
Bew. wie (20.6) oder wohl

Seite 22

Definiert man fiir rationale (mindestens bei oo rationale) Funktionen, die
in oo einen 777 hochstens der Ordnung 2k haben,
(22.1) [f(x)] = [ Hauptteil bei oo von f(z)],

dh. z.B. Ll=L]= [ﬁ] =0 (Gr p > 1) so gilt einfach (vgl. 21.8)

(222)  fO=EH=rO+k-0- 52+ (@-07 L2+

(22.3) (Verallg. von 21.7)  [a(z) - (az? + Bz + ¥)b(z)] =
W (aY'Y +8Y'X +4)b fir Gra,bC k—1.

(22.4) Die Eigenwerte von N = a Y'Y + 8Y’X + v X X sind diejenigen k
Zahlen (reellen) p1,---, pg, zu denen es Polynome pg(x) des Grades < k — 1
gibt mit

[f(x) (alphaz® + Bx+~ — pr)pr(z)] =0 f. alle f mit Gr < k — 1

Vorsicht: Daher ist vorausgesetzt: X'X = E: dh. allgemeiner: die p sind die
Losungen von det (N — p X'X) =0

(22.5) Ein Polynom F(z) des Grades k + 1, das alle f(x) des Grades
< k—1 zu Null macht: [F(z) f(z)] = 0 hat nur reelle und von ??? verschiedene
Wurzeln & je zwei sind ???. Denn sonst wire F(z) = (22 + ax + b) - Fy(2),
Gr Fy = k — 1, mit definitem 22 + ax 4+ b. Dann ist aber 22 + ax + b. Dann ist

12



aber 22 + ax + b= (v — a?)+ 777
Seite 23

(v) Beliebige k Ausgangsvektoren (qi,---,qr) = X. Setze
A(n, v) =det M (n, v), M (u, v) = X' (M —u) (M —v) X.

Auch hier gilt: Liegen in Intervall u < & <wv  r Nullstellen von A (u, z), so
liegen mindestens » EWe von M in demselben Intervall. Fortsetzg. S. 56
Bew: Die Signatur der quadrat. Form mit der Matrix M (u, x) fillt monoton,
wenn  von U bis v lduft; denn aus u'M (u, z)u < 0 folgt w'z'(M — ??? und
daher fir y > x WM, Y)u=u'M (u, x)u—(y—z) WX (u—n)Xu

1) wegen M (tx) = M (4???) — (x — @) - /(M — @)z < 0. Kiirzerer Schluf:
W M (G x)u hingt linear von z ab und ist > 0 fiir z = .

Also hat M (n, v) mindestens r negative EWe und daher (M —n) (M — v) erst
recht ? Die Dimension ??7?ein Raum A mit w'M (nz)u kann 77?7 steigen bei
x /', x>0.

Es gilt aber nicht mehr der Satz von S.16, daBaus A (n, v): A(n, w) = 0,
v # w folgt: A (v, w) =0.

1 0 0 1
0 1 1 0
ispiel 77?7 n = — —

Gegenbeispiel 7?77: n =4, X RE Y 10

0 0 0 1

. 0 1 0 1 . . .
Hier M (n, v) = (uv +2) - Lo ) (n+v) 1 0 also sind die beiden
Wurzeln von A (n, v) =0
—u—2 n—2
T ’ R

Diese beiden Substitutionen erzeugen aber eine unendl. Gruppe, da

1 -2 -1 -2 3 4 . .
(1 _1).< ) 1 )_—<2 3>mltpos1t.K0eff.

2) Die Anzahl der negativen EWe von M (1, v) ist gleich der Anzahl der Nullstel-
len von A (i, z) (und A (z, v)) im Intervall t < 2 <v ??? A =det (E—-X ?777)
279

Seite 24
Dieses Zerfallen von A (n,v) in zwei Bilinearfaktoren ist Zufall. Es
braucht nicht einmal bei Ein-Freiheitsgrad mit k& = 77?7 einzutreten; z.B.
0 1
b) M = 1 0 gibt
0 1] |

A(n, v) =u*v* +3uv+2— (n+v)?

13



Da A(t, t) = 0 die Wurzeln +p, +p mit p? = % + %\ﬁ hat, kommen nur
folgende Bilinearfaktoren in Betracht:

L (t+p)(t—p) —nv—p?
2. (t+p)(t+p) = nv+ " p-(n+v) +|pP =nv+§(n+v)+2

3.(t+p)(t—p) = nv+i-Imp-(n+v)—|p|> =nv—LVT(n+v)—2
Widerbeggen: 1) nv = p?, n+v = 0 2)n =0,v =4 3)
n+v=0 n-v=2
hier ist v keine sehr lin Fkt. von n 777

Zu Beispiel a): In der Kette u, v1, vav1, v1 vav1,--- ist jeder Glied z von den
Wurzeln von A (z, z) = 0 eingerahmt. Fiir @ = +v/2 wird v; = vy = —1t !
Beispiel einer Kette: 0 -2 % — % % - % % —

+v2
(p) 1-Fr.-Gr.-??? k=2, n=4,5

n = 4: Dann sind p; < < py realisierbar, wenn [II(z — p;)] = 0 und
wenn auflerdem (u1, po) und (ps, pa) Definitheitsintervalle von A (u, v) sind.
n = b: w1, s alle funf p;, g;41) Definitheitsintervalle und sind sie

trotzdem nicht realisierbar, so ist genau eine Bedgg. von (10.1) verletzt, und
die darin auftretenden vier p; bilden schon fiir sich eine definite Punktgruppe.
Daher ist bei n =5, n =2

Seite 25

die folgende Bedgg. mnot & hinr. fiir Realisierbarkeit: pq,---,pus bilden
eine definite Pktgruppe (dh. zwischen zwei 777 (25.1) benachbarten
ist A(n,v) > 0) und er ist R(P, P*) >0 mit R(P, P*) = II§ P*(u);
P(a) = 105 (2 — ).

Ein Pkt einer definiten Gruppe von 5 Pkten 7?7 entbehrlich wenn auch noch
seiner Streichung noch eine definite Pktgruppe iibrig bleibt. Es gilt: Dund ist
1 entbehrlich, wenn fiir seine beiden

(25.2) Nachbarn A (A, v) > 0.

Aufgabe: Fiir die zunichst bei n gelegene Wurzel von A (n, z) = 0 eine
Entwicklung finden. Kettenbruch ? Iterationsverfahren ?

(q) Entfernung zweier Familien. Fortsetzg 7?77 Fall s =2 in VII 74
Setzt man N

(25.3)  O(n,v) =10 6(n, v) +0(u, n) =0

so ist nach (20.6) & (21.9)

(25.4) O(u, v) + d(u, w) + 6(w, u) =0

(25.5) O(u, v) - 82?2? +zykl.(uvw) =0

Nach (24.2) kann d(n, v) als ”Abstand” von n und u angesehen werden: Es
ist additiv. d(n, v) = 0 dund, wenn u, v derselben Familie angehoren, also
nach (25.4) d(n, v) = d(n, w), wenn v mit w derselben Familie angehoren.
G(u) - G(v) = 0 ist gleichbedeutend mit
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(25.4) d(n, v) = o0

Seite 26
So S1 5o
Sl SQ 53 G(u)
wegen (26.1) aq1 - A(u,v) = o % So S 1 -
G('U) Sl SQ u
1 v O
5 S So S1 So
G(u) . G(U) +q2 - Al(n, ’U) mit q1 = ’ SO Sl >0, o2 = S1 Sy Sg >0
Lo Sy S3 Sy
gilt:

A1—92" R, o)
Aus (21.9) folgt: Ist (u-v)-A(n, v) =0, soist f. ??27¢, w,

u— A(u, v— A(v
(26.3) =k A((u,ttu)) =i A((U:U)) = Qew(u) = (V)

eine Familieninvariante von u, Die fiir verschiedene Wahl von ¢, w entstehenden,
Invarianten héngen durch gebr. lin. Transf. zus.:

(26.4) quuo(11) = 75 - G5 mit 6(1) = 6(ti, n); n fest 727

Es ist bei A(u, v) = 0 ferner

(26.5) Kann man hiermit oder mit gy, natiirliche (Familien-) Koordina-
ten einfithren, durch die sich die not. & hinr. Bedggen fiir Realisierung
iibersichtlicher formulieren lassen 7

Gibt es dhnliche Formel wie (26.1) mit A(u, t) statt G(u) ?

Fiir die Familie ug,--- , ur die aus den Nullstellen eines ”Familienpolynoms”
F(z) besteht (gekennzeichnet durch (26.5,5) [xF(x)] = 0), ist die Invariante

(26.3)
(26.6)  Quo(0) = Fh
NB: Wohl die 7?7 ist die Spur X p;

Seite 27

(27.1) Das Familienpolynom zu gegebener Invariante g, ist const.
((u=1)A(ut) = qew - (u—w) A (uw))
Die samtlichen Familienpolynome erhélt man nach Wahl von « 8y durch

So S1 Sy S3
F(z) = il %2 %’ i“ — 00 < p< +o0

1 z z2 23
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So S1 Sy S

. S1 Sy S3 S
insbes. Sy S 5‘21 }?3

1 =z 2z =
(27.2) Schneidet man im projektiven Raum Rz die Raumkurve mit der
Parameterdarstellung {1 n n? n®} mit einer Ebene durch die festen Punkte {sg
s1 82 83}, {81 S2 S3 s4}, so bilden die Parameterwerte der drei Schnittpunkte
gerade eine Familie.
(27.3) Die Familienpolynome bilden lineare Schar vom Rang 2 (nach 26.5,5).
Nach Wahl von Basis F,(z), Fy(x) ist das Beiwertverhiltnis eine Familieninva-
riante: Fy(x) = a F,(x) + S Fy(z); 0 = a F,(n) + 8 Fy(n).
(27.4) Jedes Polynom ?7?? des Grades ???7k + 1 (I < k), fir welches
7?7, P(x)] =0 fiir p=0,1,---, k —1— 1, 1ldBt sich eindeutig schreiben (mit
Gr A, B<l)
P(z) = A(z) - E=9202) 4 B(g). G(z) V mit fester Zahl n # 7;

G(u)
So S1 S
Daraus und mit (28.3’) folgt mit co = | S1 S2 Ss
Sy Sz Sy

(27.5) P*(t) - G(t) = A(t) - C2 + P(t) - G*(t) < s. auch 74.1.2 | Daher:

Hat P mit AG und P’ keine Wurzel gemein, so ist notw. ???hinr. fiir die
Realisierbarkeit von P: A hat [ reelle Wu, und Frage: Gilt 27.6 auch fiir
GrP>2n+17

(27.6) Vgl. S. 71 B(a) - A'(«) < 0 fiir A(ow) = 0. dh 777

Seite 28

(28.1) Oder: Die Wurzeln von G A sollen die 7?77 trennen.

(28.2) Mit E(zy) = (x —y) Az y) sagt 20.6:

(28.3) E(zy)G(z)+ E(yz)G(x)+ E(z2)G(y) =0

(28.3")  daher F(z,u) = g((?)) E(tn) + g((if)) E(zt). (28.4) Alle nor-
mierten realisierbaren P(x) erhdlt man, indem man ein beliebiger Polynom
des Grade z.B. mit nur reellen Nullstellen in der Form A B zerlegt, wobei die
Nullstellen umschichtig zu A & B geschlagen werden und A normiert wird. Ob
die grosste Nullst. zu A oder B kommt, bestimmt sich aus A B (c0). n =k +2:
Realisierbar sind genau die

(28.5) Px) = (¢ — a) o CSURLEORCE 4 pn g
p=>0
1) G(x) a, b beliebig = (z — a). normiertes Familienpolynom

u fest, G(u) #0
+p(z—a—1) G(z)
7?77
Aufgabe: Grobners Verf. der kleinsten Quadrate entlarven; 777
NB: All diese Schliisse beruhen darauf, dass [f?(z)] > 0; lassen sie sich auf
geordnete Korper iibertragen ?
Aufgaben: Die untere Schranke fiir w1 bei gegebener unterer Schran-
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ke Il < Ko oder I3 < K3 als y1 — h schreiben, Gl. fiir h aufstel-
len und iterativ 16sen ?7?7stellen von A 77?7 B haben ImA > 0; dh.
P =%n W(z) {E=5200 — G()} 777

Seite 29

Aufgabe: Die Randwertaufgabe des schwingenden Balkens mit endl. Laplace-
b
Transformation behandeln, allgemeiner Ansatz L(F) = [K(st)F(t)dt.

Anwendung auf Fliigel mit konstanten Baugrossen + Einzelmagse.

Vermutung: Ist y™(t) + ai(t) y™ Y (t) + -+ + a,(t)y(t) = 0 und sind fiir
alle ¢t alle n charakt. Wurzeln links von der reellen Zahl ?77 gelegen, als
27?Rnp(t) <a—§, 80 7277

y(t)- et =0 t— oo

Dh. ein System mit veréinderlichen Baugrossen wére stabil, wenn es zu jeder

CREY) a7 o 1 . -1 63t Y1
Zeit ”stabile” Bauugrossen hat. Falsch: =
Y2 0 -2 Y2

77?7 Verfahren. [10]

Zur Berechnung der Eigenwurzeln eines Schwingungskreises 777, bei dem jede
Verbindung eine Unbekannte (1 ??? Gr.) und jeder Kasten eine homogene
lineare mit konst. Koeff. Dgl. zwischen den beiden einmiindenden Unbekann-
ten 7?7, wird eine "Umformung der Frequenzgleichg” 7?77 als ”Produnkt der
Einzelfrequenzgéinge = 1”7. Daher ist der ”FEinzelfrequenzgang” eine rationale
Fkt. wvon A, ndmlich das Amplitudenverhéltnis ”austretende : eintretende
Amplitude einer ???e**.”  Dh. denkt man sich das System

Seite 30

aufgeschnitten, so dafidie eine Unbekannte, etwa x, in zwei gespalten wird, 1,
xo, und setzt man z; = e** ein und 16st nach zo auf, so wird % = F(\) = rat.
Fkt. von A, und F'(A) =1 ist 4q. der Frequenzvgl., dh. F(A) =777,

Weiss man nun, dass z.B. ein den rechten Halbebene keine Polstelle von F())
liegt, so ist die Anzahl der Nullstellen von F'(A) — 1 in der rechten Halbebene =
- Anzahl der 7?77 des Pkt. 1 durch das Bild der Achse A = iw, —o00 < w — +w.
Der Frequenzgang kann nur bei den von A betrachteten Systemen 1) elektrisch
gemessen werden, und 2) kann man bei Anschluss gewisser verbotener Bauteile
(Késten) von vornherein sagen, dafl kein Pol von F rechts liegt, ndmlich wenn
jeder Kasten eine Dgl. vom Typ

am Y™+t agVa = bYW 4o oY

darstellt, wobei alle Nullstellen von a,,A™ + -+ - + a9 = 0 links der 7?7 Achse
beAF 4 4bg

liegen. Der Frequenzgang dieses Kastens ist namlich 25472
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Wiren dagegen z.B. alle Nullstellen der Zihler byAF + --- + bg??? links,
so wiirde man das alte Kriterium auf den reziproken Frequenzgang %

Seite 31

Der mathematische Kern ist die folgende

Allgemeiner Prinzip: Kennt man eine Funktion, die genau dieselben Nullstellen
wie die Frequenzgleichung hat, auf der ganzen Achse A = {w, und kennt man
ausser dem die Verteilung der Pkte auf die beiden Halbebenen:

(n —p) = Anz. der Umlaufungen von F(iw) um 0 bei —co — w — +o00. Auf
Grund 7?77 des besonderen Baus des schwingenden Systems kann man also, wie
N zeigt, mitunter eine Umformung der Frequenzgl. angeben, die den Einfluss
der einzelnen Baugrossen hervortreten lésst: dies ist der Anteil des Physikers
an einem solchen Kriterium.

Die ”Aufschneidung” bedeutet folgendes im allgemeinen Fall: Gegegeben n
homogene lineare Gleichungen mit n-Unbekannten zi, xs:--xz, und einem
Parameter A, die nur fiir gewisse A\ losbar sind. Man spaltet etwa Jcl aufin
a2 und ersetzt in den Gleichungen x; nach Belieben zum Teil durch xl, z.T.
durch 7. Man fasst x; als gegeben auf und 16st die n Gl. nach z7, z9, -+, =,
auf. ?""mt xf = F(A) - 2], und F(A) = 1 ist eine Umformung von A (A ) =0,

dh. F(\) = %

Dasselbe ausfithrlicher bei Cremer [11].

Seite 32

Gebrochene Iteration bei (k> +rx A+ B)Y = 0:

Geg. zwei (!) Ausgangsspalten Y,,, z,, und Néherung k ~ k. Es sei V,, = R,
zn, ~ ke. Iterationsvoschrift:
(K2 +kA+B) Y41 = (kE+ A) Y+,
Zn+l1 = kYn+1 - Yn
Dann geht k£ — (Y, : Y1) = Kk, Y, — e

Lose

Man kann iibrigens einen Operator der Zeilenzahl n, der in bezug auf s
den Grad s.t. hat, in einem mit der Zeilenzahl n.t. vom x 77?7 Grad s

t

/@tn

verwandeln, indem man y = ,{62t77 einfithrt. Z.B. ist

(k* + A1 K3 + Agr? —|—A3/-£—|—A4)77 0 dqu. zu

w(h 2)0 (8 A (3)
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Selbstadj. Aufgaben der Gestalt Aq=\Bq

(A= 4, B= El) Fortsetzg: S.121,

fiir welche ??? §’Aq =9 Bq = 0 folgt: q = 0, sind im Falle endlichen Matrizen
(allgemein ?7) gewohnlichen Aufgaben 7?77 dquivalent: Es gibt reelle p, ¢ # 0, 0
so dafl p A + ¢ B pos. definit.

Bew: Der Wertevorrat von §'(A + i B)q fiir §'q fiir ¥ q = 1 ist abgeschl.

77?7 nach Hausdorff konvex; enthélt 7?7 nicht so gibt es eine Gerade durch 0
229

Seite 33

Satz und Beweis von Stellmacher

A sei reelle n x n-Matrix
Ist A+ A! pos. definit, so besitzt
1
1
det{Fp + A} = det p+A = 0 kein Paar
1
-1

konjugiert komplexer Wurzeln mit pos. Realteil.
Bew.: Betrachte Dgl. FY = AY; p; 2 = a £ i sel ein Paar von
EWen mit o« > 0. Dann gibt es eine Losungsspalte, reell, von der

cpe*tsin (Bt + 1)
7Y = : . Bild

cne®tsin (Bt + op)
(Y'FY)*=Y'FY +Y'FY =Y'AY +Y'AY
?7?7%7ist dies fiir allet > 0
Also ist fiir to > t; Y'FY (t2) >Y'FY (t1). (33.1)
Wihle t; = t; + 77, da ist
Y(ta) =Y(t1)- 2?77, also
Y'FY(t2) =277 - Y'FY(t1) (33.2)
Aus o > 0 und (33.1,2) folgt
Y'FY < 0 fiir alle t;. Aber man kann t; so wihlen, dasin (8t; + ¢,) = 0,

n—1
dann miisste > 2 e2*% -sin®(Bt; + ¢,) < 0 sein, geht nicht.
1

2?7 mit, daB der Satz auf (Ap? + Bp+c)n=07??7?
Seite 34

24.1.45
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Verallgemeinerung und ein neuer Beweis des Satzes von
77?7 Satz (34.1):

Ist X hermitesch det X # 0 und A+ A* positiv, definit, so ist die Verteilung der
Nullstellen von
det(X-p+A)=0

dieselbe wie die von det (X p + &) = 0 auf die Halbeb. Rnp?7? 0.
1

Bew: Fiihrt man A durch A(t) = (1—t) A+t 7?7 stetig in € =

1
iiber, so iiberschreitet nie ein EW die imaginire Achse: Sonst wére
0=q*(Xir+A(t))g, Rn: 0=q*(A+ A%)q.
vgl.  ?7?Duffee S.65 ! Satz von Klein scheint verwandt KLein auf Dglen
iibertragen !
Andere Fassung:
(Satz 34.2) Ist X (det X beliebig) hermitesch und (X A) + (X A)* positiv definit,
so ist die Verteilung der EWe von A dieselbe wie die von X auf die beiden

Halbebenen Rn 7?77 0. EWe mit der imagindren Achse kommen nicht vor.
Bew. wie oben: A(t) = A — X.

Ein anderer Beweis kann durch Linearisierung P = & + ¢ A des folgen-
den Hilfssatzes (34.3) gewonnen werden:

(34.3) Ist X hermitesch und P beliebig mit P¥ — 0 (k — 00), und ist X — P*X P
positiv definit, so ist X pos. def.

Bew.: Esist H— P*HP >0, PPHP — P "HP2>0; ---

27?7  H-P "HP*>0 k— oo H> 0. Also P*'H PF> 0;

Seite 35

Verallgemeinerung auf Ap> + Bp+ C

Da aus (—=Ar2+ Br+C)Y =0 folgt (mit A = A; +1i Ay usw., A; = A})
(35.1) { —r2 . Y*A)Y —rY*BY +Y*CO1Y =0

' —1r2 Y*AY —rY*BY +Y*ChY =0
folgt aus jeder Voraussetzung iiber A, B, C, welche die Losbarkeit von (35.1)
mit reellen r 7?7 verhindert, dafl keine rein imaginire Wurzel vorhanden ist;
innerhalb dieser Voraussetzungen darf man daher A B C beliebig abdndern,
ohne die Verteilung der Wurzeln zu éndern. Beispiel:
Ist Ay = Cy =0 (dh. A und g hermitesch) und B; pos. definit und det A C # 0,
so ist die Anzahl 7?7 der Wurzeln mit positivem Realteil gleich n — %
?7??dabei ist n = Gr A, o4 = signatur A = Anzahl d. pos. - Anz. d. neg.
EWe von A.
Bew: B = ¢ annechmen, A 7?7 C als A? = C? = E. Stabilitit tritt also genau
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bei 04 = 0c = n ein, dh. bei A >0 & C > 0.

Aufgabe: Verwandte Kriterien, welche eine Mindestzahl von Wurzeln in
der rechten Halbebene behaupten und vielleicht nur eine Mindestsignatur
voraussetzen statt Definitheit.

D anders gesagt: n, = v4 + vo (ca = ma —va) (n = ma + va)
8.3.45
Seite 36

Weitere Verallgemeinerung des Satzes von Stellmacher (S.
34):

Man verstehe unter 94 die Gesamtheit der Zahlen q*Aq fiir g # 0. M4 ist
77?7 ein Winkelraum, im Sonderfall hermitescher Matrizen 1 oder 2 Halbgera-
den.

(36.1) Satz: Ist H eine hermitesche Matrix mit h, positiven, h_ negativen und
ho verschwindenden EWen, und ist ¢ 94, so liegen genau hy EWe von H A
im Winkelraum 9% 4, genau h_ in =94 und hg in 0.

Bew.: 7?77

(36.2) Hilfssatz: Vor 0 ¢ 94 Alle EWe von A B liegen in 7?7794 - Mp. Frage:
Darf hierin 9t auch den Wertevorrat |q| = 1 bedeuten ?

Bew. des Hilfssatzes: braucht nur fiir det A # 0 gefithrt zu werden. Aus

(AB—p)q=0folgt (B—pA~1)q=0,alsop= % C E)JTBQJT;\L.
wenn das#0!
Nun ist aber fiir konjugierte A, A, Ma, = Ma, Bew. muf} fiir

hermitesches A extragefiihrt w.

(36.3) Mrvar =IMa, det T # 0.

Und A* = A*- A= . A ist kongruent A=, Also M -1 = M4 =Ny

(36.4) =Mt =M 4.

Bew. von (36.1): Fiihrt man nach Wahl einer im 914 gelegene Zahl o die
Matrix oo € durch A(t) =a€- (1 —t)+tA (0 <t <1) stetig in A iiber, so ist
sténdig M4y C M4 und daher jeder EW in +£94 gelegen. Da auch keiner
durch 0 und infty auftreten kann, falls zundchst det M # 0 vorausgesetzt
wird, bleibt die Verteilung ?77.

Seite 37

Falsch ist M4 C A-B. Sonst mullt aus H; pos. def. hermitesch fol-
gen: II H; auch pos. def. hermitesch.

Falsch ist die Vermutung: Liegen bei einer 3-reihigen Matrix A alle Wu in
der linken Halbebene, so hat A; 7?77 mindestens 2 7?77 Wu. Gegenbeispiel:
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1 1 2
A=B-777¢,B=| -1 1 0 |;Ag=2*>+2z
-2 0 -2

Newtonsches Verfahren bei halblinearen EW-Aufgaben:

B. (Ak2+Brk+C)y=0 geg. Ko, Yo K=kKo+IkK, Yy=1y+dy.
(A2 + Bko+C)yo+ (Ak2 +Bko+C)dy+ (2Aky+B)6Kk =0
diese n Gl. mit n + 1 Unbekannten werden z.B. durch Normiergsvorschrift fiir
y eindeutig 16sbar z.B. dy; = 0 wenn |yo;| = maz. Bei selbstadj. ist wohl
ysAdy = 0 vorzuziehen, falls etwa A > 0. (Die Stoérungsrechnung ist ein
Sonderfall des Newtonschen Verfahrens, bei dem angenommen wird, es ist eine
Gl. bekannt, von welcher kg, yo die genaue Losung ist.
Frage: Wird die Rechnung bei linearen Aufgaben so einfacher (mit Jyo als
Unbekannter), als wenn man wie bei der gebr. It. y selbst als Unbekannte
behilt ?
Die Zahlen werden wohl kleiner.)
Man konnte eher auch die allg. Losung des Gl.systems mit n + 1 Unbekann-

Seite 38

ten in Abhé#ngigkeit von einem Parameter t aufschreiben und ¢ so be-
stimmen, daf} die EW-GI. in irgendeinem Sinn 77?7 gut erfiillt ist.

Ein Rezeptur zur Losung komplizierter physikal. Aufgaben: 1)  Einfachere
Aufgaben véllig und exakt mathematisch losen. 2) Die Grossen, von denen die
Losung wesentlich abhiingt, physikalisch deuten. 3) Anagolieschluss auf kompl.
Fall.

2.2.45

Einschliessungssatz fiir beliebige Gleichungen mit endlich
vielen Unbekannten:

(Fortsetz. von II,, 42)  Vgl. [80] Abschnitt 1 [82], IV S.55
b sei ein offener zusammenhéingender beschrinkter Bereich im R,; in b sei

ein y1 = ¢1(q), -, pn(q) = y, reell definiert mit stetigen partiellen ersten
Ableitungen. Die Determinante det F' der Funktionalmatrix F = (g—f’i)

sel # in b. Man bezeichne mit oz(A B) fur je zwei Punkte A, B C b die
untere Grenze der Integrale |dy| \/dgo’ F |F - dq, bei denen der Weg eine

Seite 39
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in b verldufende stetig diffbare Kurve von A nach B ist. Es sei ¢(qo) = vo.
Man bezeichne fiir p 7?70 mit b, die Teilmenge der P C b fiir welche

qu7P>§p

ist.

Beh: Ist b, abgeschlossen fiir ein r, so ist ®(b,) genau die volle Kugel
|R—yo|l <7

[ Zusatz: Hieraus folgt: Ist fiir jeden Randpunkt R von b }];imR inf d (qoR) > r,

so 77?7 ® (b) die Kugel &, : |R — yo| < r vollstéindig.]

Bew.: a) d(AB) < d(AC)+d(BC)
b) d(A B) hingt stetig von A und B ab; desgl. d(qo, R) = ;imR inf ...

d) Trivial ist ®(b,) C R, fiir alle p > 0.

c) Ist b, abgeschlossen und p < r, so auch b, abgeschlossen.

e) b, sei abgeschlossen, |R — yo| = r. Betrachte die obere Grenze p* der p, fiir
welche R(p) = yo + p (R — yo) ein Orginal in b, besitzt. Es ist p* > 0; Beh.:
pr=r

R(p*) selbst hat ein Orginal p* in b,-, denn entweder p* = 0, dann

Seite 40

trivial; oder p* > 0, dann gibt es p, — p, & P, C b,, C b,, (P, = Q (py); ist
P* ein H P der P,, so ist P* C b, und ¢(P)* = Q(p*)

Nun wird aber eine Umgebung von P* eindeutig auf eine Umgebung von
Q (p*) abgebildet. Ist p* < r, so nimm ein Stiick von p* < p < r, welches in
diese Umgebung von Q(p*) fallt etwa bis R(p;); dessen Original ist eine stetig
diffbare Kurve von P* bis zu einem Punkt Pj; es ist d (P*, P1) = p1 — p*, also
P, C b,,. Widerspruch gegen p; > p*.

Beweis des Zusatzes: Ist fiir jeden Randp ist R liminfd (qo P) > r fiir
P — R, so ist b, abgeschlossen; sonst gidbe es P, — 7?7 P, C b,, 7?7 ¢ b,;
?7?7?ist Randpunkt wegen (b); lim d (P, p) < r.

Ist umgekehrt b, abgeschlossen, so ist fiir alle Randpkte lim--- > r. Denn
sonst gébe es P, — R, d(PyP,) — 7' < r, dann wiére ' = r; nimm zu P,
einen Weg mit Bildlinge r + ¢, €, — 0, und von diesem Weg den Pkt P/, bis
zu dem die Bildléinge genau r ist diese P, haben einen H P R’ C b,. Es ist
d(P,P)) — 0. Hieraus folgt aber, da in einer Umgebg. von R’ ® im kleinen
?7??ist, daBR'P, — 0, dh. P, — R', also R = R’ C b, gegen ?7?

vgl. Golomb, Banach ?

Seite 41

Aufgabe: Ubertragung des Einschliessungssatzes fiir beliebige Gleichungs-
systeme (S.38) auf den Fall, dass von mehreren Orginalpunkten die Bilder
bekannt sind.

Frage: Hingt der Statz nicht mit quasikonformen Abbild. zusammen ?
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fin_ |ly—yu|

Aufgabe: ”Differenzierbarkeit” vermeiden durch Betrachtung von T=g la=a”

Das Newtonsche Verfahren

Zur Losung eines Gleichungssystems y(q) = 0 ist gleich dem Iterationsverfahren,
angewandt auf die Gleichung

y=y—Fly, F=2".

Die Funktionalmatrix der rechten Seite hat als k-te Spalte
oIt
dan Y,

verschwindet also fiir y = 0. Vgl. Willers S.167, 176
Fiir gewohnliche EWAufgaben ist

_( (A=r)q _(A-x —a
y= < n'q—1 » b= n' 0 ’
Aufgabe: Die im Hellinger-??? genannte Lit. durchsehen, u.zwar: S. 1454/6
zur Possiv-Gl. (insb. 254)) und 1458 zum allg. selbstadj. Einschl.-Satz (insb.

Riesz?61)
Zusammenhang mit Momentenproblem)

fo=

Seite 42

Zur Possiv-Gleichung

Vielleicht vereinfacht sich die Sache, wenn man das Anlaufen einer kleinen instat.
Storung betrachtet, statt zeitlich harmonisch. Die auftretenden analytischen
Funktionen wiirden dann im Unendlichen reguldr sein. - Die ”funktionentheo-
retische Randwertmethode”ldsst sich so beschreiben: Man betrachtet die phy-
sikalischen Grossen nur auf die Stromlinie, auf der die Kontur liegt, und setzt
sie von da aus ins Komplexe fort. Der Vorteil ist, daBman anstatt einer analyti-
schen Funktion von zwei reellen Verdnderlichen eine solche von einer komplexen
Veranderlichen bekommt.

Ein funktionentheoretischer Trugschluss:

Sei f(z) = [ et (t reell, z komplex)

_—

noch besser versteckt: e da bemerkt man nicht so schnell die

dt .
Z2_22

Zerlegung der Ebene !
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Zur Entwicklung von f(z) in eine Potenzreihe stellt man die (richti-
ge) Dgl.  auf f'(2) + 22 f(2) + 2¢/71 = 0. Deren allgemeine Losung ist

f(z)= e e~ [ erdp}-2/7
Da f(z) = ff(fz),omuﬁq = 0 sein. Daher
flz)=—e% 27dp-2/T=—2 T2+

Andererseits ist offenbar fiir Imz > 0 Im f(z) > 0. Widerspruch
7?7

Seite 43

Falsche Vermutung: Addiert man zur Matrix A eine positiv definite her-
mitische Matrix, so bewegen sich alle EWe von A nach rechts.

Gegenbeispiel: A = < ? :; ); a9 = %1 H = ( 1 - > mit € > 0,

e — 0, gibt zo < —1.

Der Nachweis, das alle Wurzeln einer Gl.- in einem Winkelraum liegen,
kann durch zweimalige Anwendung eines Halbebenen-Kriteriums gefiihrt
werden, bei reellen Gl. und Winkelraum symmetrisch zur reellen Achse sogar
mit einmaligen. Dagegen gibt es keine Moglichkeit, mit Hilfe von Halbebenen
Kriterien die Anzahl der Wurzeln in einem Winkelraum allgemein und sicher
festzustellen (ohne direkt die Argumente der Wurzeln zu berechnen), weil
ndmlich zum Beispiel fiir alle Wurzelverteilungen, welche Spiegelung am
Nullpunkt gestatten, die Verteilung auf je zwei komplementéire Halbebenen

dieselbe ist, so dass z.B. bei
777

beziiglich jeder Geraden durch den Scheitel die gleiche Verteilung resul-
tiert, so dafl} dies-beiden Fille nicht mit Fille nicht mit Hilfe von Halbebenen
Kriterien unterschieden werden kénnen.

Seite 44

Die sédmtlichen Punkt-Transformation des R,,, welche in Verbindung mit ge-

n
eigneten Transformationen von ¢ die Potential gleichg. > % ¢ = 0 invariant
0Ty

lassen, wird man aus der Bemerkg. als konform erkennen, dafl die einzige
Singularitdt der Unendlichkeitsordnung T% eben diese Funktion hat, welche
Kugelfliichen als Niveauflichen besitzt. Bei nichtkonformen Abbildung miisste
diese in Elliposide verzerrt werden.

Bei der Entscheidung der Frage, ob alle Wurzeln einer reellen oder komplexen
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Gl. einen Realteil < —p haben, kann man das etwa ldstige Entwickeln der
Gleichung nach y = x+p vermeiden, wenn man fiir alle mal ein Kriterium dafiir
aufgestellt hat, daB alle Wurzeln einen Realteil < —1 haben. Man braucht
dann nur z = py einzusetzen.

Durch lineare Transformation liefern die Halbeben-Kriterien Mittel zur
Abzihlung der Nullstellen in einem vorgegebenen Kreise.

Seite 45

21.2.45

Stabilitdtsproblem von Stellmacher:

Gegeben eine (”Ubergangs”)-Funktion k(t) fiir 0 < ¢ mit k(0) = 0, k(t) — 1
fir ¢ — oo. Gesucht das Grosste positive A, fiir welches lim 2, () < oo,

t
wobel z)(t) die Losung von z)(t) = 1+ A [ k(t — T) zx(7) dr bedeutet (A =
0

” Aufschaltgrosse”).
Zusammenhang mit Volterres Biologie 7 [57]
Vgl. dazu das Integral von 7?7 aus der Operatorenrechnung.

Zum Kronerkerschen Produkt

WE Roth sagt: ”Zehfuss-matrix”
Man ordne die Elemente einer Matrix (a;;) = A lexikographisch in einer Spalte
YA an:

a11
@12

(45.1) YA = a13

Ann
Unter x verstehe man diejenige n?-reihige Matrix (Permutation), fiir welche

(45.2) yar = Kya gilt

Dann gelten die Formeln (45.3) k(A x B) = (B x A)k K? = E, K
77K =K*

(454) YAXB = (A X B/) X

(45.5) SpY AX =~y -k(AXx E)-vx

Seite 46
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Signatur einer beliebigen Matrix A(a;)

(i, k=1,---,n)

Def.: Die Eigenwerte a; von A mdgen a; Realteile > 0, a_ Realteile < 0 und
ag Realteile = 0 aufweisen, so dass ay +a_ + ag = n.

Setze (46.1) s¢A=ar —a_

Fiir Hermitesche Matrizen ist das der {iblichen Definition glechwertig. Bestim-
mung von sg A in Anschluss an II, S.15-17:

Setze (46.2) M = (€ x A) - k, £ wie in (45.2), und

(46.3) N = M + M’ (hermitesch). Dann ist

(46.4) sgA=sgN

Beispiel n = 3:

1
0
0

o

O =

11
21
31

o O

o

0
0
0

o

o

o

11
21
31

0
0
0

(bezeichne kurz a@,, = 7 usw.)

0 100 100
0 0 0 O 0 0 O
0 0 0 O 0 0 O

o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
o

0 11 0 0
0 22 0 0
0 32 0 0
0 0 12 0
0 0 22 0
0 0 32 0
11 0 0 12
21 0 0 22
31 0 0 32
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11+11 21 31 12 0 0 13 0 0
21 0 0 22+11 21 31 23 0 0
31 0 0 32 0 0 33+11 21 31
12 11+22 32 0 12 0 0 13 0
N = 0 21 0 12 22422 32 0 23 0
0 31 0 0 32 0 12 33422 32

13 23 11+33 0 0 12 0 0 13

0 0 21 13 23 22+33 0 0 23

7?7 7?7 777

Seite 47

Zwei Beweise von (46.4): a) Y4 Nyx = RnSpAX X =777 (AX X + AAX).
Es ist fiir beliebiges T' mit X :I’lYT -

SpT'ATX X =SpT 'AY - YT =SpAYY, also

ReSpT—1?777 XX ~ ReSpAXX. Man kann also zur Bestim-

mung von sgM A in der Diagonalform annehmen. Dann  wird
T11 0
0 X2

SpAXX = SpA(DD + RR), wenn D = ) ,

Tnn
R=X-D
Hierin sind die Variablen getrennt. Es ist
sg RnSpARR = 0, da diese Form bei Ersetzung der x;, mit i < k durch
77?7 x4, 777 das Vorzeichen wechselt. Also
sg Rn Sp AX X =sg Rn Sp ADD = sg A.
Genauer ist die Vorzeichenverteilung der Wurzeln von M:
(47.1) my = ay+Anzahl,cp(@;+ar #0) mo = ap+2-Anzahl, .- (@;+ar = 0).

b) Es ist 77?7 = (€ x A)K + K (€ x A*) = (€ x A+ A" x &) K, also
det N =0 dund, wenn «; + @ = 0. Man fiihre nun A in B = ??? iiber (wenn
ag = 0), ohne dass zwei

zur imaginidren Achse spiegelbildliche Wurzeln auftreten, dabei bleibt sg N
ungeéndert. fehlt noch 7?7 von sg Np.

Seite 48

Bestimmung von sg& = n : Fir X = X’ # 0 wird sg Rn Sp X X > 0,
also ay > %; ?2?7%7a_ > ”(”271)
2??7fir A=G+Hmit G=G*>0,H=—-H": SpX*GX > 0.
Gibt schérfste ?77: Det N =0
aq -1
Aufgabe 777 A = as -1 herleiten.
as
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Zur Bestimmung von Signaturen hermitescher Matrizen
dient

die Formel (frei nach Jacobi)

E 0\ (A BY (EU\_/[A 0
Ur FE B* D 0 E) \0 D-B*A"'B
wenn det A # 0; (man setze U = —A~!B).

7?77 und konforme Abbildung des R,.

Schon die einfachste nichtlineare Funktion ???7= f(Q) = Q2
Q = x1 +ix9 + jrs + kxy, liefert eine nichtkonforme Abbildung. Die

Funktionalmatrix ist
r1 —T9 —T3 —T4

ozl \ _ T2 T 0 0
(axﬁ) =2 zz3 0 T 0
Ty 0 0 X1

Seite 49

Frage: Kann man die Flattergleichungen vielleicht selbsttransponiert ma-
chen, indem man neben der kritischen und potentiellen Energie der Verformung
auch die vom Fliigel an den Luftstrom abgegebene Energie heranzieht zur
77?7 des Funktionenraumes ?

Aufgabe: a) Zu den Hurwitz-Kriterien eine Abschétzung fiir den absolut
To+Tg
=

kleinsten Realteil machen, als Minimalwurzel der Gl. fiir die
b) Bei Gleichungen, die von einem Parameter ¢ abhéngen, die ??7? Wahl dieses
Paramters systematisch suchen; etwa nach Wurzeln fragen, deren Realteil
inbezug auf ¢ stationér ist, sowie nach doppeltzdhlenden Realteil.

¢) Nach dem Verfahren von S.50-52 die iibliche Kette mit nur n Gliedern
determinantenméflig darstellen, gébe vielleicht n-reihige Det. statt 2n 7

wohl doch nicht, da die P; 7?77 dort zusammen zu Beiwerte haben.

Sturm Liouvilesche Theorie fiir - (k 4X) 4+ (A2g + 1)V =0, nl
stellt Hilb [79] 1912 als Aufgabe; es behandelt aber nur g = 1.

Auszug aus Schur [58]: a) Ist & < 0, so ist f(z) dund stabil, wenn
£ < 1£7(€)] und auerdem f(a) = THELELOLE gabil ist.  Da-

bei f*(z) = f(—x).

b) Ist ¢’ < 0, so ist f(z) dund stabil, wenn

ag #0, Rn () > 0, f2(z) = 55 {f(2) - (&) — f*(x) - ¥(&)} stabil.

Dabei f(z) = aptarz+---, p(§) = @Gor —@1§ r+ao; ¥(x) = apz +a19) x+aef.
c¢) Hieraus ?777?

Seite 50
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5.3.45

Determinanten-Darstellung Sturmscher Ketten.

(Vereinfacht gegeniiber Wahlen [68]; aber wie steht es in [69] 7 1)
A= A,(z), B= B,_1(z) seien Polynome vom Grad n bezw. ??7; setze
(50.1)

An =Cp X Bn—l - An—l
B, = dnflAnfl — B
A, 1 =ch1xXxBp_o—An_» usw. Frage: A, ;=7 B,_; ="

Es gilt eine Darstellung (50.2) A"Eﬁ;i?{ij AQ—li—iéi._le. B
(P.y=1,Q_1=0,R 1 =0)

mit Gr P;_y <i—1usw. Aus (50.2) ?7??Gr A,_1 <mn —iist A,_1 bestimmt
bis auf einen in den Koeff a, von A = apz™ + a1z ' +---, u. b, von B, =
boTy_1+ b1 2”2+ - rationaler Faktor. Dieser ist auf Grund von (50.1) leicht
zu bestimmen:

(777 gegen [68]): Es muBA,, _1??? = (—1)*A(0) sein, dh.

Pii(0)=(=1)"  (i>0)
Das gl. findet man S;_;(0) = (—1)** (i > 1) (Induktion mit 50.2)
Fasst man 50.2.1 als lineares Gl.-System fiir die unbekannten Beiwerte von

Py =piz b+ 4 po, Qicr = g1zt + - 4 qo auf, und damit als
GL.-Syst. fiir A,_;, so erhélt man die Vertraglichkeitsbedingung;:

1) Verwandt mit Baltzer, Determinanten (1881) S.126 ?

Seite 51
| ao 0 0 bo 0 0 \ 0
I aq aop 0 bl bo 0 ‘ 0
L : : : : o =0
| az;i—2 azi—3 v Q-1 bai—2 bai—z o0 bi—a \ 0
0 0 0 1 0 0 | (-1
i1 A zi7%4A ... A z'B zi7'B ... z B | A1
unbek: P;—1 Pi—2 Po qi—1 qi—2 do -1
oder 777
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ap 0 bo 0
a2;—2 Q-1 52@—2 bi—1
. 1A A B z B _ Zéihler
n—1u ao 0 bO 0 ‘Qi_Q...i; 27;_24..1‘_1|
B a2;—2 a; b bi—1
Ahnlich
ap 0 bo
a2;—3 ai—1  boi_3 bi—2
ri72A A 27'B B 1
Bn1 = [2; _g-i—1; 2i—3-i—1] (="
Seite 52

Die hochsten Glieder sind daher (nachgeprft am Zahlenbeispiel FB 1806/1 S. 8):

bei An—l
bei Bn_ 1

Die Vorzeichen der Imaginérteile der Wurzeln von A — i B

wenn A, B reell, gleich denen von agby,

Qg bo 0
+la b1 by
a9 b2 b1

2 —1ewi, 20— 1| [20 =25 20— 2+ i — 1]

ap 0 bo 0 0
ay Qg bl bo 0
az a1 by by by
a3 az by by by
ag a3 by b3 by

—ay -

ag
aj
a2

bo
by
ba

bo
by

(—1) Y2 — 2+ i 20— 2+ i— 1|1 [2i =3 i—1; 2 —3---i— 1

0 sind also,

)

, 7?77 mit ay, b1 =0 (v >n)

dh. Vorzeichen der Wu'! von A —i B = 0 ist gleich dem von

bo ap
aobo, ap-| b1 a1
by a2
Bemerkungen

bo ao
bo |, | b1 a1 bo
bl b2 an b1

bo
by
by
b3
aq

ao
ai
az
as
Qa4

zum Satz von Sturm:

bo
by
by
b3

ao
ai
a2
as

bo |, -

ba

a) Sind A, B reelle Polynome in x und ist Gr A > Gr B, so ist

n; —n, = Weo

31
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Dabei bedeutet n; die Anzahl der Nullstellen A(xz) + ¢ B(x) links von der
X —Achse (diese von —oo nach +oo durchlaufen) und W, die Wechselzahl in
7?7 Sturmschen Kette fiir x = +o0.

Seite 53

Ist Gr A < Gr B, so kann der Satz falsch werden; z.B. A=1, B =z.

Kette: 1 x —1; Woo = W_o =0, n; —n,. = 1.

b) Aus dem Satz a) kann man den urspriinglichen Satz von Sturm zur
Abspaltung der reellen Wurzeln wenigstens fiir den Intervall < —oco + co >
herleiten: Fiir A = f(z), B = it f'(z) ist fiir kleine ¢, wie Stérungsrechnung
zeigt, n; — n,. = Anzahl d. reellen Wu. von f(x).

Bemerkung fiir Schur [58]:

Sei f(x)=r(z)+i-af -s(x);r(x)=a"+ -, s(x)=2""1+--- al #0.
Hat f keine reelle Nullstelle so hat fiir beliebiges reelles p auch
folz) = (r(z) —p-x-s(x)) +iafs(z) keine reelle Nullstelle. Hieraus folgt leicht
(53.1) sgrfp(z) =sgrf(z) 0<p<l1

’ sgr fi(z) = sgr f(x) + sgnay; Grfr=n—1
Daher hat f(x) dund allen Wu mit ??? a > 0, wenn f; dies mit und ausserdem
ag < 0. Gibt Abziihlg der Wu von f in oberer Halbebene.

In (53.1) bedeutet sgr f(x) = Y. sgra’”.
f(a)=0

Seite 54
Verkettung fiir (z>E+x2 A+ B)p=0 und (2?E+2A+B)y = 0:
Dund existiert ein gemeinsamer EW, wenn es zwei Matrizen 7?7 # 0, 0 gibt mit

PB-BP=(QA-AQ)-B
QB-BQ=—-(PA-AP)+(QA—-AQ)A

Ist (54.1) l6sbar, dann sogar mit Rg (P Q) = 1.

Newtonsches Verfahren, Variante von Stellmacher (8.3.45)
fiir kompl. Wu einer reellen GI.

Ist ein quadratisches Polynom Q(z) = 22 + ax + b bekannt, welches die linke
Seite der aufzulosende Gl. F(z) = 0 ndherungsweise teilt, so dividiert man
F(x) = Fi(z) - Q(z) + R(x), R(x) = rox + 11, 777

und bestimmt Polynome § F; des Grades n — 3 und ?7?? des Grades 1 so, daf} in
erster Ndherung F=(F+0F) (Q+4Q),dh.

R=F-6Q+Q -6F
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ist; es kommt nur auf 6@ an; dieses findet man aus F16Q ???7 R (und Q)
indem man F} = F5Q) + Ry setzt und das lineare Gl.-syst. mit 2 Unbekannten
da,0b: R -6?7?7 =R 77?7 16st. Man bleibt also ganz im Reellen. St. be-
merkt, dal &hnlich auch Teiler hoheren Grades von F' verbessert werden kénnen.

Seite 55

Ein Hauptproblem der Kreiseltheorie(8.3.45)

besteht nach Stellmacher darin: Geg. A, C reell symm. A pos definit.

1) Wann gibt es B reell schiefsymmetrisch so, dafl det (Ap? + Bp + C) = 0

stabil ist 7 7?77 Wann kann es, bei vorgegebenem By, durch B = t By mit

t — oo stabil gemacht werden 7 Falls A = F angenommen wird, ist nach St.
+ +

der Fall B = h C = + stabilisieren,

der Fall B wie oben, C' = nicht. Vgl [78] S.481 777d.

Math IV 777

Frage: Gibt es Aufgaben, die in bezug auf mehrere Matrizen selbstadjun-
giert sind, so dafl man durch geeignete Wahl der Metrik die giinstigsten
optimalen Einschliessungssétze aussuchen kann 7

Verfahren von ?7? zur Gleichungsauflésung [80]

T2—T1

f(z) sei stetig & reell; wihle |C] < |m|min und setze:

Tpt1 = Tn + - f(Tn).
Dann kgiert x,, monoton gegen die zunichst bei zy gelegene Nullstelle

> To . > .
( < 2o ), je nachdem c¢- f(zo) Z 0 ist.
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Allg. selbstadj. Einschl.-Satz (Forts. von S.23); k beliebige
Ausgangspkte.

Sind k+ 1 EWe 1, -+, g1 realisierbar, so ist A (uqpg) = 0. Daher wird es
i.a. gar keine k + 1 realisierbaren EWe geben.
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Beispiel einer pos. definiten, aber nicht in Gesamtschritten
iterationsfihigen Matrix:

3 -2 =2
FirM=| -2 3 2 sind die EWe 1, 1, 7 und fiir die Iterationsmatrix
-2 2 3
0 -2 _2
3 3 2 2 4
F=[ -2 o 2 —, ==, +=>1
D) 3 37 3 +3
-5 5 0

Die Reihe

(1+F)r 1—F+F?... 4 ... kgiert also nicht.

(Dass die Iteration in Gesamtschritten auch bei positiv definiten M nicht zu
kgieren braucht, erwéhnt ohne Beispiel v. Mises [80]. Sein Beweis aber, dafl
bei pos. definitem M die Iteration in Einzelschritten stets konvergiert, ist

o0
mindestens liickenhaft: gezeigt wird nur die Kgenz von Y |q+1 — q)|2)
1
L azer  ais

Fir M = a2 1 as3 konvergiert
azg1 a2z 1
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die Iteration in Einzelschritten dund, wenn alle EWe von

ai2 a1 a13 Qo1 — Qo
(57.1) 3 3 absolut < 1
a12 31 — 12 G31 A32 (13 A31 + G23 A32 — G13 A21 G432

sind.

Zur Residuenrechnung der Funktionentheorie in allgemei-
neren Riumen.

Ist f(2) = ap + a1z + -+, a, in einem nicht notw. kommutativen (??7? oder
topologischen) Ring, f' = a1 + 2a22z + --- 777
floft=bog-L4bo+---, s0ist

0= an b_l
(572) 1-a; = agby + a1b_1
2-as = aghy + a1bg + asb_1  usw.

Daraus folgt a; - (b, —b_1) = 0.
Sind alle a, miteinander vertauschbar, so darf man auch die a,, mit den by
vertauschbar. Ist f =1 — AR (und ist A, einfacher ??? von 5+), so ist bei

=R = 2%+ p(A— \) stets

(57.3) (1= AR R, =0=R,(1—\R): RyR, =5,,R,.
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Aus der Partialbruchentwicklung von ﬁ konnte man Entwicklungssétze hin-
sichtlich jeder Metrik bekommen, bei der jeder idempotente Operator welcher
einen beschrinkten Betrag hat, durch Polynome in £ gleichméflig approximiert
werden kann.

Hauptlosungen hoher Stufe bei Dglen

Die Aufgabe ' = Ay mit der Nebenbedingung yy = 0 hat die Hauptlésungen
der Stufe oy, = 777 -e* (o0 =1---5) zum Eigenwert A = 1, wenn y so
gewihlt ist, dass 777=0 777

Aufgabe: Ein Beisp. mit Dgl. A- Ord., wo Randbedgg. nur yoy y1y; enthélt.

Beweis des Satzes von Grace:

Sind f(z), g(x) zwei apolare Polynome des Grades n, so gibt es keinen Kreis,
der die Nullstellen «, von f trennt man denen von (8,) von g:

1) f =[x —a)"a???, g = [(x — b)"]p; Apolaritit: [(a —b)"]sp = 0 ist
invariant gegen gebr. lin. Trans. von x

geometr. Bedeutg. auf Zahlenkugel ¢ (2) Sind alle ???verschieden,
so transformiere «, = 0. Die Apolaritdt zeigt dann: G(z) =
dy - (x —dy)" + -+ + dp—1(x — dy—1)™ + d,, - 1, daher ist ¢’(x) apolar zu
7Y (z — d,); jeder Kreis, der alle 8, enthilt, enthilt auch (nach Gauf) alle

Nullstellen 53],,, von ¢’, also nach Induktion ein «,.
277
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Fragen:

1. Zwei ganze Transzendente f(z), g(z) mogen teilerfremd heissen, wenn es
zwei ganze Transzendente 7?77, G(z) gibt mit ???= 1. Sind zwei Fkt.
ohne gemeinsame Nullstelle teilerfremd ?

2. Lasst sich jeder ausserhalb das Einheitskreises regulidre Funktion zerlegen
in die Summe von zweien, die in der linken und rechten Halbebene regulér
sind ?

3. Kann man den Weinsteinschen Einschliessungssatz auf die Eigenfunktio-
nen ausdehnen ? Wohl nur, wenn man Voraussetzungen iiber den néchsten
Eigenwert beim gesuchten macht. V 80

4. Wie la8t sich der Einschl.-Satz von Temple auf normale Matrizen ausdeh-
nen ? V71
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e ist keine quadratische Irrationalitit

Denn aus ae? +be+c=0, ???7ganz  folgt: 0 =n!(ae+b+c-e 1) =ganz +¢
mit 0 < € < 1 fiir gentigend grosse n.
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’ Einschliessungssatz fiir das Iterationsverfahren selbstadj. Eigenwertaufgaben. 1.5.45 ‘

(a) Vor.: Gegeben 2s + 1 ”Momente”mg = 1, mq, -+ , mas, reell,

mo  mi - Mg

M1 M2ttt Mt pos. def.

ms Mgy1 -+ 227
a) Def.: ”Spektrum” = endlich viele (nicht notw. verschiedene) reelle Zahlen
M1y Hn-

Ein Spektrum heisst moéglich”, wenn es eine reelle symm. Matrix A des Grades
n und eine reelle Spalte g mit n Komponenten gibt, so daf3

1. JA%q =m, (c0=0,1,---,2s)
2. A genau die Eigenwerte p1, -, pp besitzt.

Eine Punktmenge § der u-Geraden heisst ”Einschliessungsmenge”, wenn sie
mit jedem moglichen Spektrum mindestens einen Punkt gemein hat. Eine

Einschliessungsmenge heisst ”minimal”, wenn kein echter Teil von ihr Einsch-
2s

2s
liessungsmenge ist.- Fiir f(z) = > c,27 setze [f(z)] =Y. comy.
0

0
Aufgabe: Wann ist ein vorgelegter Spektrum moglich ? Konstruktion aller
(inbes. der minimalen) Einschliessungsmengen ?

b) Das Spektrum {pi,---, un} ist dund moglich, wenn das Gl.-System
S pl-p,=my, (60=0,1,---,2s) eine Losung p; > 0,---, p, > 0 hat.
v=1 - -

T

Bew.: p, = 22, wenn A auf Hauptachsen transformiert ist, und q =
Tn

¢) Ein allg. linearer Gleichungssystem Y. ays,p, =ms (0 =1---r) hat dund

v=1
eine nichtnegative Losung p1,- -+ , tn, wenn
777
Seite 61
T T
aus Y. a4y, Gy > 0 stets folgt > my g, > 0, (go reell.)
o=1 - o=1 -
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Bew.: ?Nur dann” klar. ???: Die Punktm {mg,---, m, des n-dim. Raumes,
die sich durch die n Punkte u, (Spalten von a,,) mit Hilfe nicht negativer
Koeflizienten darstellen lassen, bilden eine abgeschlossene konvexe Punktmenge
K. Wenn ein Punkt m* ¢ £ ist, so gibt es eine Hyperebene G, derart dass £
ganz in dem einen abgeschlossenen Halbraum von G liegt, und m* im andern,
offenen. Eine solche Hyperebene G erhélt man, wenn man m* mit einem
néchstgelegenen Punkt p C K geradlinig verbindet und darauf in p die total
senkrechte Hyperebene G bestimmt. Hat G die Gl. X ¢,m, = 0, bei passender
Wahl des Vorzeichens ¥m’q¢, < 0 und fiir die auf & gelegenen Punkt u,
b Ao vdo > 0.

d) Das Spektrum {g,} = {p1, -, pn} ist dund moglich, wenn fiir Poly-

nome f(x) (des Grades < 2s) aus ”f(u,) >0 f. alle v 7 folgt [f(z)] > 0.

Gleichwertig: {y,} ist dund méglich, wenn aus [f(z)] = 0 B
es gibt ein p, mit f(pe) > 0 und

folgt: { es gibt ein pg mit f(ug) < 0 und Bew: {1} =1#0.

Gleichwertig: {u, } ist dund unmoglich, wenn es ein Nullpolynom f(z) gibt, fiir

welches f(u,) > 0 f. alle v.

Seite 62

e) {m1, , tny Pnt1 = Hnt ist dund moglich, wenn {uq,---, p,} moglich.
Bew.: (b) oder (d)

f) Jedes Nullpolynom besitz mindestens eine Zeichenwechselstelle , ausser
wenn es identisch verschwindet.

Bew.: Ist f(z) Z 0und f(z) > 0, soist f(z) = 22?2 (z—ax)? 1L, (z—b,) (x—b,).
Da jedes f(x) definite quadratische Polynom Quadratsumme = linear ist, ist
auch f(z) = ¥g,(x)% g, reell. Wegen Definitheit von (mais) ist dann

[f(z)] > 0; denn fiir g(z) = f:c,, v £ 0ist  [¢*(z)] = Zg: f: Mot Ca Cg > 0.
0 00

g) Jedes mogliche Spektrum {pq1, -+, pp} mit n > 2s + 1 enthilt ein
mogliches Spektrum von n — 1 Zahlen p;; daher dann sogar eins von 2s + 1
Zahlen .

Bew.: Das Gl-Syst. (b) hat eine zumindestens) einparametrige Schar von
Losungen. FEine Gerade, die einen Punkt mit dem abgeschl. positiven Qua-
dranten des {pi,---, p,}-Raumes gemein hat, hat aber auch einen Randpkt.
gemein, dh. es gibt eine Losung mit z.B. p, = 0; dann {u; - - - pn—1} moglich.

h) Ein Spektrum von n < 2s + 1 wverschiedener Zahlen u, < pp-1 <
<o < g < pp moglich, wenn (1) [% -} (z — pa)] > 0 und fiir n < 2s (2)
[G(z) - T} (x — pg)] =0 f. alle G(z) mit Grad <2s —n

Bew.: (d); jedes f(x) mit f(uq) > 0 f. alle d ist Linearverbindung mit Koeff.

20
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i) Ist § eine abgeschlossene Einschliessungsmenge, so gibt es ein Nullpoly-
nom f(x) derart, dass die Menge f(f < 0) derjenigen p fiir die f(u) < 0 in f
enthalten ist; f (f < 0) ist eine Einschl.-menge o

277

Bew.: Jedes zu f fremde Spektrum ist unmoglich; wéhle in der Komple-
mentirmenge * von f eine abzé&hlbare iiberall dichte Teilmenge e7, - - -

Dann gibt es eine Folge von Nullpolynomen f;, fs,--- so daf} f,, 7?7 > 0 fir
a < n und daB die Quadratsumme der Koeff. von f,, = 1 ist. Eine Teilfolge
der f, kgiert koeffizientenméfig gegen ein Nullpolynom f(x). Dies ist > 0 fiir
alle €%, daher f(z) > 0 auf {*, d.h. f(f < 0) C f. Rest: (d). B

j) Jede Einschliessungsmenge enthilt die Menge f(f < 0) fiir ein passen-
des Nullpolynom f. Bew. wie (i).

k) s = 1. Ein Spektrum {ui, po} ist dund moglich, wenn II(z — u;)].
Dann gibt es ein Nullpol. f mit f(u1) > 0, f(u2) > 0, so auch ein
lineares: d.h. mit Rayleighzahl v wére etwa pu; > 0, us > 7. Aber
(=) (@ —p2) = (@+a) (x—7)+ (y—p1) (v — p2) zeigh (v —p1) (v —p2) <0.
Hieraus folgt: Jede Einschliessungsmenge enthélt eine minimale, und diese sind
1) Die Intervalle n < p < Ound n < g < v mit [(z—n)(x —v)] =0

2) deren Komplemente, 3) 1<y, >
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Ein Spektrum g1 < -+ < po(<x<)ps < -+ < p, ist dund méglich,

wenn [(z — p1) (z — pn)] <0, [(x — p2) (x — p3)] > 0. Ein Spektrum > ist
unmoglich, dgl. < 7. Bew. fiir das letzte: ??? f(z) > 0 auf Spektr. und
Nullpol. Dabei f(z) = (x — d)(z — p, — 1). Es gibt genau eine minimale
zweifache Einschliessungsmenge, ndmlich die volle Gerade unter Ausschlufl
von 7. Drei feine gibt nicht. Ein Spektrum ist dann und nur dann méglich,
wenn es mit jeder minimalen Einschliessungsmenge einen Punkt gemein hat.
Anstatt das System aller m. ??? wird man aber hier auch jedes in ihm dichte
Teilsystem nehmen kénnen.

1) s = 2. Bilden a < b < ¢ eine Familie, so sind a<p<ba<pb, -,
<
{ ’Z ;CCL minimale Einschliessungsmenge des gleichen {a < p < b; ¢}. Bew.:
Enschliessungseigenschaft z.B. von a < p < b folgt durch Stetigkeitsbetrach-
tung f. benachbarte zu {a < p < b, p = c}; (siehe hierzu V 11) 7?7 folgt aus
der Moglichkeit jeder Familie: Diese Mengen enthalten aus jeder Familie genau
einen Vertreter, so dafl hochstens ev. eine Galerkinzahl p; entbehrlich wiére:
a <71 < b; nach g miisste [(x —a) (z —v1)?(z — b)] = 0 sein, was zusammen mit
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[(z—a) (x—71) (x=0) (x—c)] = 0 ergibt [(x—a) (x—v1) (x—b)] = 0; 1 = ¢. Sind
v < 72 die Galerkinzahlen, d.h. [(x — 1) (z —y2)] =[x (x — 1) (z —12)] =0,
so sind p < y1; 71 < 0 < ¥2; ¥2 < ¢ minim. Einschl.-mengen;
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Bew. fiir 4 < ~71: Sei pp---p, ein Spektrum > 1, sei m > fimax; sei
??? die Familie von m . Dann ist (z — k) (x — ¢)?(x — m) ein Nullpolynom,
das auf dem ganzen Spektrum < 0 ist (wenn m noch so gewihlt ist, dass alle
i # 1)

Bew. fiir 71 < p < 72: Da (durch Stetigkeit) 71 < gt < 72 und v < p < 9
E-mengen sind, miisste jedes mégliche und zu v; < p < 72 fremde Spektrum
die Punkte ~; & 72 enthalten; sei es etwa p; < 71 < 72 < pg < ps moglich,
dann wiire [(z — p1) (x — 1) 7?2 (z — ps)] < 0, daher [2%(z —71) (z —2)] <0,
[(z = 7)?(z —72)?] <0, geht nicht.

Ist 17 < po < pt3 < g ein mogliches Spektrum, von dem nicht drei Zahlen
eine Familie bilden, so sind die 8 Mengen, die aus ??? durch Hinzufiihren
eines p,; entstehen, minimale Einschliessungsmengen. Dann nimmt man alle
e zu, so stimmt (erhilt man eine E-Mge), und durch geringe Verschiebung
der p;, bis der nur [II(x — p;)] = 0 bleiben muB, entstehen abgeschlossene
Einschliessungsmengen, deren limes eine beliebige der 4 obigen Mengen. -Dass
diese Mengen minimal sind, folgt aus (j): Es gibe sonst ein Nullpolynom ¢,
dessen Negativmengen echter Teil von { } ist; es wire also q(u;) > 0, und
etwa o(uy) > 0, dann gibt es kein Nullpolynom 1, das auf po, uz, pa > 0
ist, da sonst ¥+ const @ > 0 7?7y py trotz (d). Also wéren ug- -y
moglich, dh. eine Familie. Die Diskussion der minimalen E-Mengen, die die
Negativimenge f 7?77 fiir ein Nullpolynom 3. Grades enthalten, wird recht
7?7 durch Fallunterscheidungen 777
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(m) Uneigentliche Spektren einfithren, {u1, -+, pn, 0o} heisst moglich,
P1+p2+ -+ PntPoo = Mo
pip1 + p2p2 + -+ i Pn + 0poc = M
wenn >
1y 3t e+ 2T D + 0 pog = a1

BE°pL+ p3°p2 + o U P+ 1 Poo = Mas
eine Losung vgl. dazu S.72 unten ! p; > 0,---, p, > 0, poo > 0 besitzt. Die
Teilmenge § der reellen Geraden (einschl. oo) heisst uneigentliche Einschl.-
menge, wenn sie von jedem méglichen (eigentl. od. uneigentl.) Spektrum Pkt.
enth.
Schreibt man fiir ein Polynom f(z) = ag + - - - + agsz**

pos. fiir ass >0

f(o0) = 0 fir =0 |, sogelten (d) bis (j) fiir Uneigentliches.

neg. <0
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Daher erhilt (h) die Form:

(0) py < pro < -+ < g < 00 = pig41 (1) mit k& = 2s sind dund méglich, wenn

{ [Hllc(m_,uk)'mQS_k}ZO) [H’f(x_uk)xp]:o furp:o7523_k_1
7?77

Die frithen betrachteten (&igentlichen”) Einschl.-mengen sind diejeni-

gen Teilmengen der endl Geraden, welche mit oo zusammen eine

7?77 Einschliessungsmenge bilden.  Die mininmalen eigentlichen entstehen

aus denjenigen minimalen uneigentlichen, welche den Pkt oo enthalten durch

Erlassen dieses Punktes 777 .
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2s
n) Setzt fiir Formen der Dimension 2s wie § = > a, 2% y**7", [§] = L a, m,, so
0

gilt nach (d): Ein (bel.) Spektrum ist dund unméglich, wenn es eine Nullform
[f] = 0 gibt, 7?7 dem ganzen Spektrum positiv ist (diese Bedgg ist sinnvoll, da
Dim f gerade)

2s
|zy sich

§

Oder: Spektrum ist moglich, wenn die ”Momentenform” [‘ ac

2s

o €7 L0 €7
1 n| )1

0) Minimalform. Def.: Eine Nullform 77?7 heisst ”Minimalform”, wenn es keine

Nullform & gibt, deren Menge f(® < 0) echter Teil der Menge § (M < 0) ist.

Nach (j) enthélt jede Einschliessungsmenge f die Negativinenge einer gewissen

Minimalform

1) Die reellen Nullstellen jeder Minimalform M bilden ein mdgliches Spektrum.

Bew.: Sonst [§] =0, F >0 wo M =0, setze My = M + 3§, € > 0 klein;

kennzeichne die Pkte der proj. Geraden f durch (z, y) mit 2% + y? = 1. Wihle

uns jeden Nullpkt §, von M ein Intervall §,, in dem § > p > 0; auf dem

Restgebiet sei |[M| > ¢ und [§] < n; dann tuts € = %: aus M; < 0 folgt M 2 9,

also M < —§ oder (zy) € §,, dort aber folgt M < —¢ p; also f(M1) > 777.
2) Ein Minimalpolynom hat keine reelle Nullstelle, deren Ordnung > 2 wiére.

mit Koeff 2770 aus der zusammensetzen ldsst.

Dennaus M = N- (Bx—dy)? , N (o B) =0 folgt, dass fiir alle (a 3) < B
1 1 1 1

§ = N-(Bz—dy)? auf dem Spektrum von M ???ist und daher [§] = 0; da

nun jede reelle Form des Grades 2 Linearverbindung reeller Quadrate ist, folgt

[N - Ly - Ly] = 0 fiir jedes Paar von reellen
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Linearformen; damit kénnte man aber ein Negativ-Intervall von M ausléschen.
- Der gleiche Schluss zeigt, dal M keinen definiten Teiler, dh. keine komplexe

Nullstelle besitzt.
3) In der Umgebung einer zweifachen Nullstelle ist ein Minimalform stets > 0.
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Dann sei M = N £0£3£5 7?? Linearform, £;(p;) =0

Wire @9 < ¢1 < @2, & N < 0 auf diesem Intervall, so wire die Negativmenge
von M; = N £3£,£, kleiner als die von M, andererseits wire [M;] = 0, da
My = 0 iiberall, wo M = 0.

4) Ist M Minimalform, M(a) = 0, so ist f = {M < 0; a} eine min Ein-
schliessungsmenge. (Minimalitit folgt aus j; Einschliessung so: 7?7 einfach,
M =2£,-N, £1(a) =0. Da [£ N] # 0 fiir alle Linearformen £, kann man
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£1 gering abindern so daff{N £)] < 0; fiir geeignetes kleines ¢ > 0 ist
[1] = [N £] + £ £2%] = 0; die Menge {F??? 0} ist Einschliessungsmenge; und
die Grenzmenge fiir ¢ — 0, dh. die Gesamtheit der u; fiir die unendlich oft
T <0, ist {M < 0; a}. Ist nun a doppelt: M = N - £3 [£1]*® = 1, so gibt
es Lomit [N =1;F=N-(£2 -2+ - L¥ woF < 0ist M <0
oder £2 + 2 £2 < 0; Grenzmenge ??? {M < 0; a}. Da jede Einschl.-Menge f
die Neg.-Menge eines Minimalpolynoms M und einen seiner Nullpkte (da diese
realisierbar) enthélt, gilt.

p) Jede minimale Einschliessungsmenge besteht aus {M < 0;a} wobei
M ein bel. Minimalpolynom M und a eine beliebige seiner Nullstelle ist.

Zu jeder gebr. rat. Fkt. ¢(z) des Grades s kennt man einen Momentenpkt
©(A). Sind die Einschliessungsmengen die Orginale (dh. einen Pk als Werte-
vorrats) von @(A) C 277

q) Die voneinander verschiedenen Zahlen 7?77 bilden dund die Nullstellen eines
Minimalpolynoms A B2, wenn (1) zwischen je zwei [3; eine gerade Anzahl

von «a; liegt und (2) die Momente [AB?] = 0 & [w] Z 0,

T—a <
) _ 2
wenn d; T Ende eines Negativintervalls, und [W] > 0.

Insbesondere sind a; ~ ass dund Grenzen einer 777 -teiligen minimalen Ein-
schliessungsmenge, wenn sie ”gut realisierbar” Zusammenhang mit Friedrich’s
Definitheisbedingungen ?
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sind: TI2% (x — ;) = 0, [%] 2 0 wenn ag O Ende eines Neg.-
J

Intervalls.

Die Positivmenge bildet dann mit einer Nullstelle ebenfalls eine min. Einschl.-
Menge !

r) Bemerkg. iiber normale EW-Aufgaben: Geg: ¢, Aq,---, A%q; bilde
Momente m,, = [2%7°] = q*A*PA%q; die Matrix M = (mg,) = 7?77 > 0.
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1L
Geg. ferner ein komplexes Spektrum pi,--- , tn; setze m; = _Z . Dund
s
K3
ist es moglich, wenn fiir jede hermitesche Matrix §, fiir welche Spur § M = 0
ist, die "Nullform” m;§m; > 0 fiir mindestens ein 7 ausfillt. Fiir s = 1 besagt
diese Bedingung, dass jeder (Kreisbiindel mit Minimalkreis) Kreis, der aus
einem gewissen festen Kreis Diametralpunkte ausschneidet, in jedem seiner
(abgeschlossen) 2 Gebiete mindestens ein u; aufweisen muss. Projiziert man
passend auf Riemannsche Kugel, so sind genau diejenigen Spektren moglich,
die keiner offenen Halbkugel angehoren.

s) Bemerkung iiber allg. selbstadj. Aufgabe: geg. ¥ = AX, X = (q1---qy).
77?7 man nicht auf die Vielfachheit der Eigenwerte, sondern nur auf ihre Lage,
so gilt ein Kriterium wie (b): Es miissen dreigewisse gegebene quadratische
Formen @ Q2 @3 aus solchen P; > 0 mit Hilfe von c¢1; = 1, co; = i, €3, = uf
zusammensetzen lassen. Man mufl so alle (einfachen) Einschliessungsmengen
auch fiir den Fall bekommen, dass man Spektrum mit Vielfachheit vorgibt. Als
Sonderfall muf} also die obige Theorie (a) — (a) da herauskommen.

NB: Einfache Bemerkungen iiber Momentenkorper : M.Dresher, Moment 777
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t) Zum Iterationsverfahren bei selbstadjungierten Aufgaben:
Aus der Bemerkung von S.27 unten diirfte etwa folgendes herauskommen:
Man setze fiir zwei festausgewéhlte Familienpolynome §, G (etwa normierte

auf das Koeff.-schema < (1) (1) ) von z* 1 %) Q = % Dund sind < 2s+1

Zahlen ein mogliches Spektrum, wenn 777 die Nullstellmenge von 777 + % =0
bilden, wobei % eine reelle rationale Funktion vom Grade < s ist, welche
die obere Halbebene (und dabei auch die untere) in sich abbildet. Vielleicht
gilt allgemein, auch n > 2s + 1: Dund sind {1 ---pu,} mogliches Spek-
trum, wenn sie die Singularitdtenmenge einer Funktion % bilden, wobei %
die abgeschl. obere sowie die untere Halbebene in sich abbildet. % hat diese
Eigenschaft, und die Summe zweier Funktionen hat sie wieder 77?7 . In dieser
Form konnte das Ergebnis fiir kontinuierliche Spektren auch gelten, ferner fiir
s = oo: Kann* man bei s — oo F;, G5 so wihlen, dafl g — ¢(z) 7 Nennt man
eine anal. Fkt. positiv, wenn sie die obere Halbebene in sich hinein abbildet,
so bilden diese einen +Modul. Daher Frage nach Zusammensetzg als Sum.
aus “elementarer” Fktionen mit Koeff. > 0 diirfte auf Stieltjes Interprete
??7 fithren, erstreckt iiber die Halbebene I'm s < 0. Die durch lineare Transf.
aus den positiven hervorgehenden Funktionen, welche den Einheitskreis in sich
abbilden, kann man in elemtare Faktoren zerlegen, bei rationalen Fktionen
geht das eindeutig aus Nullstellen, da eine solche

* Vielleicht durch Festlegung einer gemeinsamen Nullstelle F jdv. Gg.
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Funktion, nachdem man ihr die Nullstellen a, mit Hilfe geeigneter linea-

re Funktionen wie = wegdividiert hat, konstant werden mufl. Soll eine

normale EW-Aufgabe mit dem Iteration q; = A’qyp = q* 7?7 qo ein Spektrum

in der Halbebene I'm z < 0 zulassen, so muss notwendig qu%x qo = > mo; 2°
- 0

eine positive Fktion sein; ist das hinreichend ? - ??? man die reellen positiven

Py ;
o + Tpy1 mit

n
rationalen Funktionen voll iiberzieht ?77sie sind % = > 2
reellen 7,; p, >0 - und diese mit den A + i B zusarr:menhiingen, deren
Nullstellen alle auf einer Seite der reellen Geraden liegen, iibersieht man auch
diese Polynome; dies der Weg von Lowner zur Herleitung der Hurwitzkriterien
in Frank. 777.
Legt man sich nicht auf eine bestimmte Basis der Familienpolynome fest, so
bestimmt ein moégliches Spektrum von < 2s + 1 Punkten nur die lineare Schar
a A + 3B eindeutig; eine Invariante von dieser ist die schiefsymmetrische
Z; Z: mit A = Y a;z¢"
B = Y b;z°"" bei Bemerkg. von S.27 diirfte auch zeigen, dass es in der Nihe
eines jeden moglichen Spektrums {u; - - - p,} mogliche Spektren gibt, die p
nicht enthalten.V)
Durch gebr. lin. Transf. wiirde das zeigen: {pj -+, 00} ist dund méglich,

) )

Matrix vom Range 2 der Determinanten d;;, =

wenn es eine Folge von moglichen eigentlichen Spektren {mugi)7 s ufjil gibt
mit ,ugf) — [lq bezw. oo. 1) Das folgt schon daraus, dai die moglichen

Spektren {uq - un} die EWe der Matrizen n-ten Grades < ;* IB; > sind,

mit variablem D:
Man kann D so wihlen, dafl ???nicht EW ist, und zwar beliebig nahe an
gegebenen 777
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u) Bemerkung iiber allgemeine selbstadj. EW-Aufg. Y = A X.
Aufgabe: Gegeben A = g B ; EWe ? Man kann annehmen, daf}
die r von 0 verschiedenen Zeilen von B linear unabhingig sind; dann ist
GrA+r = f+r Rg(Y,X). "Familie” sei ein mogliches Spektrum aus

f + r Zahlen; dh. das Spektrum von B >, mit RgB = GrD. Aus

B D

Stetigkeitsgriinden wird man sich mit der Behandlung des ”allgemeinen” Falles
r = f,dh. Rg(XY) = 2f, begniigen konnen, so dafl jede Familie 2f Zahlen
enthélt. Vermutung: Jede Familie § 777 die Gerade in zwei minimale abgeschl.
Einschl-mengen ein, ndmlich Hij;f (x —p) > 0bezw. <O0.

43



v) Zahlenbeispiel von Collatz: —y” = Ay, y(0) = y(1) + y(1) =0
o = 1, §1 = 1Bz — 22?), § = & - (To — 62 + 22%) F3 =
im0 (502 — 3523 +92° — 229), F4 = 57555 (20352 — 14002 +2942° — 3627 4 62°);

1
gibt Moment my, = [ §r Foda = ay,

0
mo=1 my=3/24 my=1/20 ms3=163/28-480 my = 1069/315 1152
ms = 653/3168 - 288 mg = 108281/3003 - 207360; die p; = -

sind pp = 4,8 po = 4,1667 pus = 4,12270 py = 4,116932 pus; =
4,1160359 g = 4,11588829. Hieraus mit

HE — M1
P
ME+1

wird auf 5 geltende Stellen genau A\ = 4, 1159 Exakt ist Ag v = —V/\.

He+1 — < A1 < gt ohne Angabe von Iy I ~ 207
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Es ist mo = 1, m; = 0,20833333, ma = 0,05, ms = 0,01212797619
ma = 0,002 9458 77425, ms = 0,000 7157 0742, mg = 0,000 1738 8893.

w) Ist F(z) ein Familienpolynom und Gr P(z) < s (s = Schrittzahl ???) so
ist (§-P)*=g*-P (74.1) o

Ferner ist fiir das spezielle Familienpolynom § = G(z, v) und das Galerkin-
Polynom G(x)

8;* G* mo ma tee mg
(74.2) =c¢sG(u) mit ¢ =| - . . >0

F G

mg Ms4+1 e masg
F(x)=3(t) B(=)-6(t) S(x)=3t) B(x)-6()
Bew.: — x—t x—t — r—t r—t —
(t) G(t) ‘ ’ 3(x) G(x)

@S0 . G(x)], = G(u) - [+*G(x)] nach (21.4) = G(u) - [+*G(z)] nach
(21.4)
= G(u) - cg nach (20.2)
Aufgabe: s-dimensionale Einschliessungsmengen fiir {\,---, A} (s =
Schnittzahl) !
(x) Die allgemeinste zu vorgegebenen Momenten m, = q,M? q realisierbar

charakteristische Funktion ist

(74.3) ®(z) = Dpp(x) - §(x) —p- G(x) - Dpy—1(x). Dabei ist § ein beliebiges
normiertes Familienpolynom des Grades s + 1, G das normierte Galerkinpol.
des Grades s, p > 0, D,,(z) die charakt. Fkt. einen beliebigen m-reihigen
(m > 0) reellen symm. Matrix, D,,_1(z) die zu der m — 1-reihigen Matrix, die
aus M durch Streichen der ersten Zeile u. Spalte entsteht, gehorige ch. Fkt.
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Bew: Fithrt man ?77neues Orthogonalsystem ein, in dem die er-
sten o Einheitsvektoren demselben linearen Raum aufspannen wie
qo, M qo,---, M7 Ly (¢ = 1,2,---,SH), so erhilt |z — M| die
Gestalt

(75.1) @(z)=|x— M|=77?

Setze die s-te Abschnittsdet. = G(z), die (s + 1)te = §(x), |z — S| = D (),
b? = p.

ai,---, ap, by, ~, b, sind durch die Momente m, (¢ =0, ---, 2s) eindeutig
bestimmt.

(J) Welche normierten Fktionenpaare D,,(z), Dp,—1(z) treten als charakt.
777 und m— ertse Abschnittsdeterminante reeller symmetrischer Matrizen auf
?

U.A.: 1) D, und D,,,—1 nur einfache reelle Wu; die von D,,,_1 sollen die von
D,, trennen. Bew: Sei D,, = (¢ + di) - Dyn—1 — Dyp—a

Dy = (Cm—lx + dm—l) “Dyyp2— D3

(75.2)

D1 = (CﬂE + dl) . DO

Dy=1
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Da D,,, -+, Dy Sturmsche Kette, wobei fiir D,, = 0 D! -Dp_q1 >0, ist

wegen der Anzahl in der Wu von D, stets ¢, > 0.

Schreibt man statt (75.2) em® + dm) Dy—1 — D2 = Dy,
D1+ (CnL—lx + dnb—l) Dp2—Dpy3=0

7D1 + (clx + dl) DO =0

so sieht man: Ist D,,(z) = 0, so ist auch

Cm® + dpy, -1
A (z) = -1 cm-1T+dm_1 —1|=0
Daher ist, da D,, normiert unld durch seine Nullstellen eindeutig bestimmt,
x + ‘i—;: — \/i?
Du(@)=| —gb= o+~
-

??? D,,,—1 = Abschnittsdeterminante.

(z) NB: Die Aufgabe von Schur, eine gegebene Gl. D,,(x) = 0 mit nur
reellen Wurzeln als Sékulargl. einer reellen symm. Matrix darzustellen, ist
damit fiir den Fall einfacher Wurzeln gelost; nimm etwa D,,_1 = % D!.. Der
allgemeine Fall kann rational auf diesen zuriickgefithrt werden, indem man
Dy, (z) in Faktoren mit einfachen Wurzeln zerlegt. Aufgabe: Allgemeinen Fall
direkt; sicher kann man rational zwei reelle symm. Matrizen A B angeben, so
daB D, (z) = |Ax — B| und A pos def., wenn D,,, lauter reelle Wurzeln hat.

s.(84.1)
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Vermutung von Rellich: Fiir zwei beschréankte Operatoren ist nie A B—B A = 1.
Beweis (14.5.45): Es wire (Induktion) (1) AB"*! — B"*'A = (n + 1) B™,
daher (n +1)-[ B" |<2[A|[ B B"| (n =0,1,2,---); B" = 0 fiir
n+1> 2’7”?‘7 daraus riickwérts mit Hilfe von (1) fir n =0, 1, 2---

Satz von Herglotz: Definiert man im nichtkomm. Ring mit den FErzeu-
genden A, B und der Relation AB — BA = 1 mit komplexen Koeffizienten

Konverz durch KOnvergenz der Beiwerte der Normalform 3 ¢,3A% B, so gilt

e2i7‘r~AB =1.

Bew. (14.5.45): (AB)" = i cnpAPB?, da A — t A, B —— 1 B ungeéndert
1iBt. Daher ist e*4 5 = Z (p(2) - APBP. Nach der obigen Formel (1) gilt (mit
D=y (D+p)¢ =0y, Co=1 Daherist D(D+1)-(D+p) ¢ =0,

Cp = EO: axe ™ * (y(z4+2mi) = (,(2), also e* 2TV AB = ez AB 5 — () setzen.

P
Folge: Operieren A, B auf einen Raum ¢, und ist ¢* eine Teilmenge mit
A*¢* C ¢*, B*¢p* C (b*, und ist {§ € ¢* mit B"(§ = 0 fiir ein n, so konvergiert
im gewoOhnlichen Sinn Z (QMAB ¢§ = (. Beispiel: A = —z, B = %, G =

oo
Polynom.
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Auflssung (R + (3 + [ sllnayceb,(y)dy) f(y) = g(z) mit Nebenbedgg. f € §:

Bekannt ist emdeutlger Operator A lmit RT1Rf = f fir f € f& R €F.

f—81yg —R gy —g! an
[b1&g 14+ [bi& ey - [ b1 & ta,

Dann ist . . . =0
[b, &g [b, 8 a4y <o 1+ [ b, 87,

Entwickle nach 1. Zeile

Differenzkerne endlichen Ranges n

haben die Gestalt K (z — y) mit einer Funktion K(z), welche einer beliebigen
linearen homogenen Dgl. mit konstanten Koeff. von der Ord. n geniigt, aber
keiner niedrigeren; und jede solche Funktion ist so ein Kern.

Vor. dabei: Entweder K n-mal stetig diffbar, gegeben fiir a < x, y < b;

Oder K stetig, gegeben fiir —oo < x, y < oo. Vermutlich geniigt auch Stetigkeit
fira <z, y <D
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Operatoren, die mit der Translation x — = + a vertauschbar sind, kann man
- a.

so erhalten y{f(x)} sei ein beliebiges Funktional; setze 2A{f} = v, {f(z + ¢)}.
(Daher heisst y; : y auf die Variable ¢ angewendet.) Es ist A{f(z + a)} =
RETACH) N

Ist y linear, so auch 2.
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Zur Losung der Betz-Gleichung. 1 77?7 fly) -2 = g(x). Fir gz) = bl

-y
? gibt die Lésungsformel f(y) = 7?7, aber diese ist nicht Losung: g verletzt

die S6hngen-Bedinggen f i’fx dx < 00, il0oo ﬁlw Vadr < co.

Aufgabe von Pasenal Jordan: Ein Verband ist ein Gl.-Syst. mit zwei unbe-
schrinkt ausfithrbaren Verkniipfungen a Nb, a Ub tauch ab, a + b geschrieben),
fiir welches gilt

anNnb=bNa, aUb=bUa
(A){ aNa=a, aUba=a
alle Untergruppen einer Gruppe &). Bei "modularen” oder Dedekindschen
Verbinden gilt ausserdem (z.B. alle Normalteiler von &)
(B) (ac+b)ec=ac+bec ???7; und bei "distributiven gilt sogar
(C) (a+b)c =ac+be Frage: Gibt es eine durch iibersichtliche Axiome zu
kennzeichnende Zwischenklasse von Verbénden zwischen den allgemeinen und
den Dedekindschen ? (Eine solche bilden z.B. die nachinvar. Untergruppen,
doch ist deren (von Zassenhaus gefundene)verbands axiomatische Kennzeich-
nung zu kompliziert.)

an (@Ub) =a, an(aUd) = a (z.B.
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’ Zur Theorie des Cauchyschen Hauptwertes ‘ 25.5.45
(1) Ist f(t) in jedem Int. ¢ < ¢t <bmit 0 < a < b < oo Riemannsch eigentl.

integrierbar, und existieren die uneig. Integrale f S +t ) dt und f Iﬁtt)\z dt, und

geniigt f(¢t) mit o > 0,
so existieren die beiden Grenzwerte

???f()_ _hmfff tmze+t—w1+ia)d hm ff ta:za+

e—0
oo
f f(t) tfzgiia)
0
e log(z—x1i) _ ohe de .. . . .
2 [ Tdf —imloge+ 3% [ sof = i bei ~ #dndert sich
T4e T—E.,
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nur (z reell) i — —i
b b
(3) Fiir §(2) = [ 2228 f(&) de st §(z +0i) = [ 2Ll de fiwr 2 > b,

z—¢

a

b b
Sxtoi)= [ %dgiwi [ L9 g¢ fiir 2 < a,

sonst §(z £+ 0i) = 777 logx(fgé) f(&)de + %Qf(x) + fb 7€) log (€ — z)d€ +

i f(b) log (b — x). :

(4) Def.: Eine fiir 0 < < oo definierte Funktion f(z) heisst eine P-Funktion

("Potenz”-) wenn sie sich einen Winkelraum (arg z) < ¢ fortsetzen ldsst und
e—1 i

dort gleichméBig mit einem € > 0 f(z) = { 8((||,§|‘*5)) ﬁfllrlrzzjog } gilt:

dh. *

Jede P-Fktion f ist auch eine L-Funktion, und £ f konvergiert 7?77 fiir R s > 0.

(5) Satz: Mit f ist auch £ f eine P-Funktion, allgemeiner auch ??? £ f mit

lol < 5
277
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(6) Satz: Fiir jede P-Funktion f(x) existieren auch die beiden ”Stieltjes

Transformation”
oo e'? oo
Y+ f =355 of f(€) =g = sy 2w of f(&) (z—0i)—¢&

(—¢) 00

vf = 5 f(f);lff6 = 511120 = [ f(© (IJ:(I)%?E und daher auch ihre
0 - 0

Summe (Biot-Savert, -Betz-?7?77)

Bf= (v +7-)f =577 f() 2%
Alle drei Funktionen sind wieder P-Funktionen; 7?7 es gibt ferner
Yo f —v—f5 = f. 7— ist die analyt. Forts. von v, 7?77

(7) Satz: Ist f(x) eine P-Funktion, so ist

Cyr f=—7-Lf, Ly f=—Lf
und daher LB f=—BLSf.

Bew: 2mily,f = [e™dt [ f©£% = [dt [ e'ftn) L =
0 0 0 0
() oo () 0 (—¢)
i f"nfe—“f(tﬁ)dt = J dn'n(lfn) [ e f(rydr = — [ de
0 0 (¥) 0
() (—¢) )
L [ e T f(ndr=— [ d¢-- L&f =2miv, Lf
0
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(8) Fiir —1 < 7?7 <0 ist ’yi =% 1)y 2% [1) v 2% = —[1)yrazt7®
B =k(a)- z® fﬁfﬁ‘“‘-dgzu)%xa

1) 'ypm(xa—i—x_l O‘) :l:l k(o) +k(-1—a)=0
Daher k(—3 = 0: Bz =0.
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(9) Mit f(z) sind auch f(az) (a > 0) und f(aP) - -2P~! (0 < p < 1)
P-Funktionen, auch sogar f(zF) - (:37)P~ L fir 0 < p < 1, ferner auch
h(z) - f(z), wenn h(z) in einem Winkelraum |argz| < ¢ und ???h(x) be-
schréinkt. Ferner auch 1 -??? und (log )* - f(z) (A beliebig).

(10) Die einzige P-Fktion f(z) mit B f = 0ist f(x) = L\;‘?

Bew.: v, f = —v_ f, also ist \/z - 7+ f eindeutig. Ferner | | < /|z| + ﬁ,
z

daher = const.

(11) Ist |arg a| so klein, daBf(z) eine P-Fktion im Raum ??? < |arga| + ¢ ist,
so gilt [z) v+ 7?7 =[ax) v+ f(¢)

(9777 0)
(11) Fiir P-Funktionen gilt v3f(t) = — = [ f(&) df%g;*bgg
0
= (£1+ 505 -log ) -y f(t) — 55 - v+ f(t) log t.
IO = v ) = rritlog z - Bf(t) — Bf(t) — Bllogt - f(t))} =
2 7Vt logt
=" {log - yx f(t) — 7z (log - f)} = 5b; 7 — log ¢
70 = 1)+ 2 -wlon 1700 - R 4 £ 8 () g §

1 ]
B2 =+ Ex%t log T [ hlsL)p p By =5 14 + %t log — [ h]

Daher

£%B 1o iz%logiﬁ
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V:0 n v
(12) (B — k(a))t* log"t = > < Z > 2% log” x - L ""‘”’kigippdp
n—1

Daher (B — k(a))" ! +t*log"t = 0
(13)B-{B - L flog £} =2 =7271  Bew: (11)

Im Gegensatz zu den Betz-Formeln

BB, /F=1,%-B/F =1
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gilt (13) fiir alle P-Funktionen (und liefert ersichtlich wieder eine P-Fktion)!.
NB: (13) heisst ausfiihrlich %8B, {,8: — ﬁ pft-log 3} =777

(14) Bei der Operatorenschreibweise mit fortgelassenen Argumentbuch-
staben muss man die Formeln homogen in denjenigen Fraktur-Operatoren
schreiben, die den Namen der Variablen, auf die operiert werden soll, &ndern.
Konsequent miisste man etwa die ”Integrationsvariablen” in der Reihenfolge
ihrer Ausléschung durchnumerieren, also z.B. (13)’

(13"): B{B — Lflog 2} =1 Esist flog 3 = log 3f = log 3% - 777,
Ist die hochste Variablenummer um k grosser als die Dimension den Fraktur-
Operatoren, so enthélt die Formel k freie Verdnderliche. Einen Faktor, der
nicht von s1,- -, S, abhingt darf man von rechts her bis vor den (m + 1)-ten
Frakturoperator durchschrieben.

! Dies ist keine Auflésungsformel, da die freie 2?7 in dem ??7? Losungsausdruck
auftritt.
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So e Sn—1 S1 e Sn

S1 e Sn
(1) Vermutung: det . . X —

Sp—1 "t S2p—2 Snoott Sl
hat die gleichen (84.1)
Nullstellen wie f(z), wenn Gr f(x) = n, s, ???v-te Potenzsumme der
Wurzeln von f(x) und f(z) quadratfrei. BEWEIS: 85.2 s. auch ?77?
v=1

Verallgemeinerung: s, = Y. p, =¥

(2) Aufgabe: Welche reellen (a) Diagonaltransformationen, (b) linearen
Transformationen von ag, a1, ---, a, haben die Eigenschaft, die Anzahl der
reellen Nullstellen von ag 4+ a1« + - - - + apx™ nicht zu vermindern ? Vgl. dazu
Pélya - Szegd, Aufgaben. Dabei zahlt die Wurzel oo als reell; die 777 sind reelle
Unbestimmte.- z.B. Gebr. lin. Transf. von z.

(3) Schuss Oberseminar: Themen 1932. 1. Fejér Interpolation, Math
Ann ~ 1932.

2. Titchmarsh, Kreisgitterproblem (g—;)

3. Bieberbarch: Bewegungsgruppen Math Ann 70, 72

Frobenius Berl. Ber. 1911

4. Colen, MZ 14 (?) Anzahl d. Wurzeln von f(z) im Einheitskreis

Dazu Schur 7?7 MZ 24

(4) Aufgabe: ??7? Abschnitt der Losungsreihe nur reelle Wurzeln ?  Dann
hitte jeder Abschnitt der Exponentialreihe seine Nullstellen in der linken
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Halbebene.
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[142] G.Mignosi behauptet félschlich: Dann und nur dann sind alle
(1) char Wu von A in der rechten Halbebene, wenn A + A pos. definit.

(2) Beweis zu (84.1) : Det = |[Ax — B|, A = TT, B =
1 1 1 1
T " _ T mit T = L
.. . I;’_l xg—l xzfl
f(z,) =0.

Reduktion singuldrer Formenbiischel A A + B (A, B Rechtecke gleichen
Typs). Sei zuniichst Rg(AA + B) = RgA. Gibt es Losungen r(\) von (V)
(AX+B)r =0, so gibt es auch solche, die in Bezug auf A ganz rational sind. Sei

1, L2, , L ein vollstdndiges System iiber K (A) linear unabhéngiger Losungen
p=1
von 7?7, derart daf8 1) alle () ganz rat sind und dass 2) Y Grr, = m = min.

Ist dann etwa p,(\) = ;20) +Agp+-+ )\"p-;(p"p), r,” #0,dh. Gry, =n,, so

sind alle zcEff) lin. unabh.. Denn sonst gébe es, wenn eine Beziehung » ’c,r, = 0

mit konstanten ¢, # 0 und mit max Gry, = p besteht, Polynome f,(\) mit
Gr f,(A) < p und nicht alle f,(A) = 0, und so daf in (2) 7?73 f,(N\)«x,

v=0 v=0
das Glied mit A" fehlt. Sei g = Z A 3, + ARt Z A 3'v, so folgt aus

—1 —1
/R/—’ IR/—’
(AX+B) =19y =0, daf} dies und dies  einzeln Losungen

von (1) sind.
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Da deren Grade < p— 1, sind sie wegen Minimaleigenschaft von 777 darstellbar
als Linearverbdgen der r, mit Gr??? < p — 1 (mit in A rationalen Koef-
fizienten). Das widerspricht der Darstellg (2). Ahnlich zeigt man, daff die
U,(;T) = By, (@) mit o > 0 lin. un. sind. Fiihrt man neue Koord r ein, unter
deren Einheitsvektoren die g, (@) vorkommen, und ebenso 9, (@) so nehmen
wegen B, ) =0; 05)1) =By, M =A4r,0, 1)22)31&) = A;g); . A;g’“’) =0
die lin. Transf. A und B die Gestalt an

o1



0 0 [\N] o o

o [\N] o |cC o [N\] o |D

0 0 0 0 [\]
0 0

A1 Bl

10 0 0
wobei ein Késtchen der Gestalt 01 00 bedeutet,
0010

&N\ ]=

viele als es r, mit n, = 0 gibt.

(A1X + Bp)r* = 0 hat keine Losung r* mehr, da eine solche zu einer von
1, , &y unabh. Losung von (1) ergénzt werden koénnte, da der Zeilenrang der
linken oberen Ecke von A und B der volle 27?7 . Aus Rg (A X+ B) = Rg A folgt,
dal auch A; vollem Spalten rang hat. Man kann daher durch Substraktion
geeigneter

. Davor koénnen noch 0-Spalten stehen, ndmlich so

o O O

1
0
0

o = O
= O O
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Multipla der Zeilen von A; jede Zeile von C' zum Verschwinden bringen
auf Kosten der Zeile gleicher Nummer von D. Da ferner in jeder Zeile linken
obere Ecke von B eine 1 steht, in einer Spalte, die sonst nur Nullen und in A
hochstens eine 1 unterhalb von der von B aufweist, kann man jede Zeile von D
durch Substraktion geeigneter Spalten der linken oberen Ecke von B zu Null
machen, auf Kosten hochstens der unmittelbar darunter stehenden Zeile von
A. So kann man zuerst die erste Zeile von C, dann die erste 7?7 Zeile von D,
dann die zweite Zeile von C, dann die zweite Zeile von D, dann die dritte von
C usw. Zum Verschwinden bringen. Das bedeutetet volle Reduzibilitat: Es ist,
wenn man A durch P A @, und B durch P B @ ersetzt mit nicht singulidren P, Q.
(5 4) ()
0 A 0 B

Besteht zwischen den Zeilen von A; A+ Bj eine lineare Abhiingigkeit iiber K ()),
so ergibt sich wie oben eine Zerféllung in I:] un einen Bestandteil Ao, Bs, da
weder lin. ab. Zeilen noch Spalten hat, also quadratisch undnicht singulér ist
und auf ?7? gebraucht werden kann. Insgesamt erhélt man also folgende
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reduzierten Bestandteile: Nullspalten 7?7, Nullzeilen 777

Die letzten konnen an der urspriinglich gegebenen Schar AX + B aus den
Elemetarteilern abgelesen werden, da D und D nur Einsen als Determi-
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nantenteiler Beitragen. Die Typen der Kronerker-Késtchen 777 sind aus den
minimalen Gradzahlen n, zu bestimmen: Typ: (np, n, + 1). Die Typen von
7?7 aus den minimal-Gradzahlen der Losgen des zu (1) transponierten Systems.
Da diese, wie leicht zu sehen, von der speziellen Wahl der Losungsbasis
t1,..., & nicht abhidngen ist die Normalform eindeutig.

Ist nicht Rg(AX + B) = RgA, so kann man zundchst A* mit
RgA* = Rg(AXN" + B) = Rg(AX + B) wéhlen und hat fiir A*, B obi-
ge Normalform; das gibt nach geeigneter Aquivalenz auch fiir A und B wieder
die obigen Typen ??7usw.; fiir die Weierstrafs Késtchen kann man die
Normalform

a [ 8 «
a [ 0 «
A~ )
& B
wéhlen, wobei 7?7 auf einen gemeinsamen Faktor # 7?7 bestimmt sind (denn
hier ist die einzige Elementarteiler (A — g)"

Seite 89
Formel von Biirmann Lagrange: Die Aufldsung von y — 2 = 2z F(y) nach
y lautet

_ R e A O ) .
y=x+zF(x)+--+ % —m=1— +---; daher ist

n
@:14_2%?4_...4_27”‘11?(@

dx n!  dzm™
Hiermit folgt [146]

0 n
(Q-az+22)"3)=) 2" ¢ (@—1) 1

dx™ nl2mn

Der Koeff von 2™ in y ist = % Koeff von 2"~ ! in F", falls F Potenzreihe.
Bew. funktionentheor., wenn F reg., F(z) # 0, durch Cauchys Intergralformel.
y als Variable einfiithren, einmal partiell integrieren.

Aufgabe: Wie weit stimmt die Struktur zweier endlicher Gruppen 77?7, wenn
sie dieselbe Charakterentafel haben ?
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1. 1. 33 (iibertragen von 20.4.46) Uber den Absolutbetrag einer Matrix

ik
Ausgehend von abs; A = {3 |ai|?>}? kann man eine unendliche Folge von

Absolutbetrigen erklaren durch.

abs; A = {abs, AA'}%. Es gilt dann

(a) abs, AB < abs, B, abs,(A + B) < abs,A + abs,B.
(b) abs, U AV = abs, A, wenn U, V unitér.
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(c) Ist Q = mit w, > 0, B = (ba g) mit ba >0, s0

w1
ist abs, (2 + B) g abs, 2, und = steht nur wenn B = 0.
(d abs,(A B) 2 abs,A, und = steht nur bei B = 0.

)
(e) abs, A = abs,A = abs, A’
() abs,11A < abs,A

(g) gﬂ% abs, A =| A'] (in meiner jetzigen Schreibweise).

Definitionen fiir unendliche Matrizen m durch lim | A,, |, wobei A,, der n-te
Abschnitt von A ist, so gilt:

(h) Existieren m und m, so auch A B,

undesist’ A+ B ‘g’ A ‘—&—’ B ‘,

AB|<[A B}

Existiert noch | C' | so ist auch A(BC) = (AB)C.
(i) Existiert A A’ und [ A A’ | so auch[ A | und esist[ A | =[ AA" |

() | Ax B |=| A |-| B |fiir Kron akersche Produkte
(k) ist bay > |aa,l, soist| B gm
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Ein Beweis der Jacobischen Zerlegungsformel fiir Bilinearformen.

a1 e a’lp
RgA=rundsinddie D, =| - --- - 1#0 (p=1222,--- 1),
apl DRI app
so ist
D,
Dy/D,
1 D3/Ds

bo1 1

— | b3 b3 1
A . Dr/Dr—l

1 ci2 ci3

1 C23
1
E
mit
ap1 _ a1
bpl - ail C]_p - ail

o4




air a2 ail  Qaip
ap1  Qp2 a1 Qa2p
bpo = , Cop =
ailr a2 ailr a2
a1 a2 a1 a2
aip a2 ais
a21 Aa22 423
b o ap1  Ap2  Gp3
p3 — D3
1
P
Bew: Dass iiberhaupt A = 777 - 777, folgt durch

5
0

Abbau von A (???Substraktion passender Linearverbindungen der voran-

gehenden Zeilen bzw. Spalten) bis auf Diagonalmatrix. Dass die J, die

angegebenen Werte haben, folgt daraus, dafldie Hauptunterdeterminanten

bei Multipl. mit den Dreiecken ungeéndert bleiben: &; - 62---9, = Dp;

o, = D[p)fl (p>2). Dass zB. T von selbst die angegebene Gestalt hat,

folgt so: Die p-te Zeile von A ist Linearverbindung der 1; 2, ~, p-ten Zeile
von T. Da die ersten 7?77 Zeilen von A lin. un., sind auch umgekehrt die er-
sten 7 Zeilen von T' Linearverbindungen der ersten r Zeilen uy, ug, - -, 1, von A
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und zwar ist die p-te Zeile A, von T-eindeutig bestimmt durch die For-
derung: IThre ersten p — 1 Zahlen sind 0, die p-te ist 1. Diese Linearverbindung

von Uy, - -+, u, aber wird offensichtlich (oder nach Cramer) gegeben durch
a1 al p—1 A1y
1 a21 az p—1 a2y
-Dp . e
Ap1 Ap p—1 Qpv

Mit anderen Worten lautet die Jacobi—F%melz
Setat man fic(y) = 30 U, Yy, fifx) = > K pax, und

air a2 a p—1 fi
lp(y) — ?2?? . . . -, mp(x) —
Ap1  Qp2 app-1 Jp
a11 aip
a21 azp
?77? ,
Ap-1 Ap—1p
/ !
1 P

%)



. mi(z) 11 (y
so ist f(z, y) = > aKAxKylz???~%+???
K 1---m
A 1---n

Die Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren, angewandt auf r lin. un.
Vektoren vy vs---v,, ist identisch mit der Jacobischen Zerlegung der quadrati-

1
schen Form () x,v,)?.
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1. Kein Polynom f(z) mit nicht lauter verschwindenden Koeff. verschwindet
fiir alle z in einem unendl. Kérper: Sonst kénnte man jedes Pol. mod f(x)
reduzieren, und es giibe nur endlich viele lin. un. Polynome (bezgl. Einsetzung
von Fragmenten aus dem Kérper). Dagegen kann man beliebig viele angeben,
die fir z;---x, den Wert 0, fiir x,,41 den Wert 1 annehmen und daher lin.
unabh. sind).

2.
1.6.46  Uber unendliche Reihen:

[ee]
> a, ist sicher dann kgt (oder beschrinkte Teilsummen), wenn es endlich
1

k 00
viele fest Zahlen pg, ---, pr mit > px # 0 gibt , so dass die Reihe ) A,
0 1

o0
mit A, = poan + P1ans1 — +Prantr konvergiert und a, — 0 geht (3 14,
beschrénkte Teilsummen hat).

[=s) k
Bew: s = > ay; S+, pi bilde so:
0

Anwendg z.B. >_0 P, (&) t", mit 1 — 2t £ + ¢ multipl.
3. Das Prinzip der Abelschen Summation kann man so aussprechen:

> ap kgt (oder beschrinkt) ist und > |c,41¢| kgt, dh ¢, ein Folge be-
1 1

o0
schrinkter Schwankung ist, dann ist auch Y ¢, a, kgt falls ¢, monoton reell
1

— =777
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1. Einige Reihen mit 7?7 Polynomen:

a) 3 (Pn+1(22);f;71(1))2 =1 — 22 gleichen kgt fiir —1 <z < 1.

n=1

n
Bew.: & = X\. > (Pyy1 — Py1) P, = —22+2P,11 P,
v=1

+1
und [ fP,dx—, 0gl firalle|f| <1.

—1 -
Hiermit folgt leicht, dass > a, P, ???kgt, wenn a, = 2”2—“ f f P, mit
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777 Beweis stetiger Ableitg von f.
0 .
b) Fiir £ = cos ¥ # £1 (¢ reell) konvergiert Y P, (&) - e'™¥
oo
7?77 auf jedem abgeschlossenen Kreisbogen e'?, der e*?? nicht enthilt. Bew.:
=1 f = (e1:§1):+ dwomit t =& +1+/1—E€2-£2 . cos w
L 9(2)]
T . . gw)| <1
Oft g(w) dw — 0 gleichm. fiir alle { 14 0<E<1-0
¢) Wenn Z ap cos nd und Z ay, sin n9 konvergieren (oder beschrkt. sind),
dann hat Z ap, Py (cos ¥) die gleiche Eigenschaft.
Bew: s, = % J >0 a,??? - dp, und Y kgiert nach Abel gleichmissig fiir alle
00
p;dabeit =& +1i/1—-6%2-cos ¢ (hier 0 < <m; p= 2 trivial)

d) Nach b und c kgiert Y P, (x) P,(y) gl. in jedem ???von —1 < Z <1, das
0
kein Randpkt und Diagonalpkt = = y enthélt 7?77
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1. Zur Taylorschen Reihe (reell oder komplex)

z

Herleitung mit exaktem Restglied: f(z) = [ f(Q)d¢=~f' () (¢—2)
0

.+ ff”(C)(z —Qd¢ = o= —[fO(C — ) + DT 4y

w y f 1G70Em" g

daher

f(z) = Z r (O) 2z +f wd( [ Im Reellen auch bei Hahn-Tietze,
Einf. 1nd El d. hoh. Math S. 276]

2. Zur Konvergenz von Potenzreihen auf dem Rande des Kgenzkreises:

f(2) sei iiber den Einheitskreis nach aussen iiberall fortsetzbar ausser in endlich
vielen Punkten e!?” (v = 1,---,7??; im Innern sei f(z) regulir. Bei den
e'?? sei f(z) noch in einem iiberstumpfen ¢ mit Scheitel e’ regulir, und
J1f(Q)]|d¢| bleibe beschriinkt bei Annéiherung des Weges £ an die Schenkel
dieses Winkels :

Graph

Dann kgiert die Taylorreihe f(z) = Y a,z” noch gleichmifig auf jedem

o7



abgeschlossenen Teilbogen des EK der kein e??* enthilt.
Vor. nicht korrekt! f(z) reg in & dieser kt:

Graph
7?77

Bew: 2mi f(z ffT~ ] d§+ff ot L T4 1T
£

—II— < ¢ auf den nbuchten nach Vor und vorher auf den Kreisbogen durch
geniigend ?777.
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D.h.: Wenn auf dem Konvergenzkreis nur endlich viele ”schwache” Sin-
gularititen liegen, z.B. f(z) = reg -t (z — e'¥» mit Rea > —1, dann

konvergiert die Reihe in allen andern Randrkten. Z.B. > P,({)e'™?. Die
0

urspriingliche Vor hat wohl schon zur Folge a,, = 0(1), dann kann man 96/3
anwenden!

1.Ahnlich: Ist f(z) regulir in & und in einem Pkt z, Null von positiver
Ordnung, dh. [f(z)| < |t — 20/® mit 3 > 0, und hat f(z) sonst nur endlich
viele sing. Stellen der Ordnung o > —1, so konvergiert die Potenzreihe fiir f(z)
um den Mittelpkt des Kreises, auf dem die z, liegen, in einem Intervall um zg
(einschlielich zo) gleichmissig. Bew: £ deformieren in die Eckenkurve £ der

Abb.. flf“ " |d¢| — 0(gl. fiir |2] = 1); [¢ — 2| > a. |¢ — 2

zeta

2. Satz: > a,z" habe auf dem Einheitskreis als Kgenzkreis nur endlich viele Singularititen
und sei reg. in einem Gebiet & wie Fig 1; die Singularitdten seien

von beschriankter Unendlichkeitsordnung: |f(2)] < |z — z,|%, a > —oc.

Wenn a,, — 0, konvergiert > a, z¥ auf jedem abgeschlossenen Regula-

ritdtsbogen des Kgenzkreises gleichméssig.

Bew.: a6/1, a3/2 auf {7 (z — 2,)}" - f(2) mit m > |a,| anwenden.

n
Erginzung: Wenn |a,| = 0 (v?) mit p > 0, sind auch die Teilsummen ) a, &

0
auf jedem Regularitétsbogen gleichmissig) 0vP.
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1. Ist f(2) ??7?& von Fig 1 (5.96), so ist in f(z) = a, 2¥
a, =Q (%) Bew: a, = 7?7 d(
2. Ist f(z) stetig im abgeschlossenen Gebiet & (Abb. 86/1), so ist
1
ay =0 O (;)

Bew: Durch Substraktion eines Polynoms f(z,) = 0 machen.
Genaueres: S. Satz von Faton-Riesz, Landan, Neuere Ergebn.

Abschitzung fiir Kugelfunktionen: s = P,(¢) + P,—1(¢), ¢ = cosd (0 <
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v <

t+1) dt
(Kneser) s = —% {777 prwe \/t(—ei')'\/t—e*i" +777 ...}

(p+2 cos 9/2) dp

Of (I4+p)n*1/p/p+1—2cos 9

a=cos /2 2a>—1=cosd 1—cos29=28a?*(1—a?)

|s| <

3o

0 < a < 1. Das Folgende gilt fir 0 <a?<1-6, 0<§<1:

2
(10<p<ii %gl\/m@, L) =M,

a2
(2)1<p o= < Max(2, §) =M

Zusammen: [s| < 2 [

o0
2/ M1+ (n+1) M? 2 VMadp _ 2 M, 1
¥ ;{ Arprtt = 7 [Ty ngn + 5 VM.
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Hadamards Liickensatz noch einfacher: (Knopp 1943)

Sei ngy1 > (1 +9)ng, ¥ > 0, > apa™ = f(z) ket fir x| < 1, f(z) reg. fir
z=1.

Ist jw| <1, z = 3, (wP + wPt!), soist |z| < 1 und zwar |z| = 1 nur fir w =1,
x =1. Also ist g(w) = f(z) regul. fiir |w| < 1, g(w) = b, w™ kgiert also fiir
w=1+4¢,4 > 0. Wihlt man p > %, so sind die Teilsummen von Y by w¥
also kgt fir x =1+ 6.

Aufgabe: In W = _Zoo an(2) 2"~ die Koeff bestimmen !

min |z + V22 — 1| < [t|?> < Max|z 4+ v/z2 — 1]

Scherzaufgabe: Aus 7 -ctgmz = 1 + 3 (A + L) folgt fiir 2 = 2 +iy, y — oo
- 1

zZ—V z+v

lim wctgriy =0, da alle Glieder — 0 (Gl in v).
y—oo

Aufgabe: Die Summe der reellen Wurzeln einer vorgelegten Intervall a < z < b
nach Art der Anzahl (Sturmsche Kette) berechnen ! Desgl. andere Funktionen
der Wurzeln.
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7.2.47 Positive Matrixfunktionen: Vgl [188]

1. Def. M(z) 7?70, wenn M (x) eine quadratische, rational von der komplexen
Verdnd. z abhingige Matrix ist, fiir welche 1) Imu*M (a + ib)u > 0, wenn
b>0 o

2) Imu*M (a+ib)u =0, wenn b = 0.

2. Ist M 72?70 0, so ist fiir reelle M (z) hermitesch.

3. Dund ist M(z) 7?70, wenn M (z) = > -+ P x4+ 6, wobei § hermitesch,
die P, und ’

P, > 0 [hermitesche Matrizen, pos. semidefinit oder definit] sind, mit reellen
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Ty

4. Ist M(z) 7?70, und M(z) stetig in o <z < 3, so ist M(8) — M(a) > 0. (3)
5. Ist M(z) 7?70 und det M(a+ib) =0, b # 0, so ist det M(x) = 0 und M
Mlo(x) 8 ) mit M (z) 7270.

6. Seien A(z), B zwei A rational von z abhingig ??7? Matrizen, quadratisch,

von den Graden a und b. Def.: A(B) =[>. A, x BY]-[E x ¢(B)]™!
v=0

unitér dhnlich <

Ay’
wobei A(z) = ;%DT gesetzt ist mit det ¢(B) # 0. Gr A(B) =a - b.
Die Defin. ist eindeutig, nicht von der besonderen Bruchdarstellg von A(x)
abhingig.
7. Aus F(z) = G(z) £ H(x) folgt F(B) = G(B) £ H(B).
Ist A(z) = FE (Gr = a), so ist A(B) = E (Gr = ab)
8. Hat A(z) die a Eigenwerte ¢, (z), sind B die b EWerte by - - - by, so hat A(B)
die ab EWerte ¢, (b1), -, ©a(bp). Bew: B in Dreiecksform
9. det A(B) =11, = EWvonBdet A(bg)
10. Ist F(z)???0 und G(x)??7 0, S0 ist
F(G(z))??? 0. zB.—-G 1(x)???0.
{ und F(x) + G(x) ??? 0, fallsGr F = Gr G.
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11.  Ist F(x)??? 0, so steigen die Eigenwerte in jedem Stetigkeitsinter-
vall monoton.(4)
12.  Def: Ist F(x)???0, so sei Ord F(x) = >, Rang ???von

Pole
F(z) = RgP, + Rg Px.
1
13. Gr det F(z) < OrdF(x). Beispiel fiir 777: F(z) = ( S )

einr — facherPol

einer — facheNullstellevonF(x) ’ wenn

14. Def.: Ist F(z) > 0, so heisst z* {

beim Durchgang von x durch z* genau r Eigenwerte von F(z) durch O(;j
gehen.

15. Dund ist a* r-fache Nullstelle von F(z), wobei det F(xz) #Z 0 sei, wenn
—F(z)~! in 2* einen Pvl der Ord r hat, dh. Rang ???in 2* = r.

16. Ist F'(x) ??? 0, so ist jeder EW von f(z) eine fiir reelle x regulire (bis auf
einfache Pole) in jedem Stetigkeitsintervall monoton im engerer Sinn wachsende
Funktionen.

17. Ist a* fiir F'(z) 7?? 0 ein r-facher und fiir G(z) 2?7 0 ein s-facher Pol, so ist
z* fiir F + G ein Pol mindestens von der Ordnung max(r, s).

18. Die Ordnung von z* als Nullstelle von det F(x) mit F(x)??7? 0 ist = Ord
x* als Nullstelle von F'(x) - Ord z* als Pol von F(z).

19. Ord F(z) =) Ord Nullstellen von F(x), wenn F(x)??? 0.

20. Ist H hermitesch, so ist —C*(z — H)~1C 7?77 0. (3)
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21. Ist F(2)??? 0 und Gr F = f und hat F(z) in « <z < 8 m + f Pole (mit

Vielfachheit gezihlt), so ist F(x) in o < 2 < 8 mindestens m Nullstellen. (16)

22. Es gilt wohl: Ist > max (Ord Nullst,, F(z), Ord Nullst,,G(z)) =
a<z, <

f+m, und det FF+ bt # 0, und F???20, G??? 0, so hat F(z) + G(z) in

a < z < 3 mindestens m Nullstellen. Bew: aus det (A~ + B~1) = 0 folgt

det(A+B)=0
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1. Aufgaben:

1) Definition von A(B) fir nur stetig A(z)

2) Folgt aus F(x)??? 0, F(G(x))??? 0 auch G(z)???7 0?7

3) 7?7 fiir G(F(x))???7 0

4) Fiir Sz > 0 mogen alle EWerte von F(x) pos. ??77?Imag.-teil
haben. Ist dann F(x)??7 0 ?

2. Schreibt man einer Matrix F'(z) ??? 0 vor Ord F(z) = 1, F(c0) = F, mit
det F' # 0, die Polstelle 7 # oo, die Nullstelle v # oo und den Eigenraum R zu
7 (dh. das Residumm bis auf positiven skalaren Faktor), so ist diese Aufgabe
dund lésbar (und dann eindeutig), wenn

signF = signF + sgn(v — 7)

wobei F die durch Einschrinkung von F' auf den zu R total senkrechten Raum

entstehende Matrix ist.
GrF > 2

v = 7 ist notw. u. hinr. . = =
T W signF = signF ’

doch ist jetzt der positive Faktor

beim Residumm willkiirlich.
3. Vermutung: Man kann einer pos. Matrixfunktion F(x)??? 0 der Ord n
n einfache Pole samt Eigenrdumen
vorschreiben ¢ n einfache Nullstellen mit gewissen Lageeinschrinkgen
unddenspeziellenWertF (a)aneinerweiterenStellea

t*(L — A\)~!rist > 0 7?7 Integraloperator [188]
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Mogliche Spektren und positive Funktionen s. hier zu 99

1. Ein eigentliches Spektrum {u,} ist dund méglich, wenn es eine Matrix
F(z)??? 0 gibt mit F(z) = =2 — M _ Mz 4 (£33 deren Pole alle unter
den p,, vorkommen (einschl. Vielfachheit).

2. Desgl. dund, wenn es ein h(z) 7?7 0 gibt mit h(x) = x Mo— My — %Jr{{x%}},
dessen Nullstellen alle unter den p,, vorkommen, mit A = My — M M M.

3. Ist Ord C'(G —z E)~1C < Gr G, so hat

_ _ !
( xliCG « 7% > einen von P unabh. festen EW + EV.

8
8
|
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zFE -G -B’ 0

4. -B zE-H - = |rtE — G||zrE — R|
0 —Q zFE — R
|2E—B(@E—-G) 'B'| + [-H-Q'(xE—R)"'Q]| = |2E — C(z M,y —
7?77 0 gegeben ??7? 0 willkiirlich, regul. in co

M;)71C’ + Pos| mit C'C = A (vgl 2)
zE-G -B’ 0
5. Rationaler Beweis von 7?77 mit -B xE—H —Q’ =
0 —-Q xE—-R
|rE—R|-|P|-|xE—~G—-PBP|mit P=oFE—H—-Q (xE—R)~'Q
6. Notw. u. hinr. fiir Moglichkeit von {pu, } ist jede der folgenden Bedingungen:
Es gibt o + A0, 4 S 4 ... 22720
—x Mo fx?]w1 fg:3M0+.. 2?9 0
%[Mo-l-QCMl +C2M2] (1 cz? [M1+CM2] (1_;I)2M2+??? 0.
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Uneigentliche Spektren (normale EW-Aufgaben) (f Freiheitsgrade)

1. Aufgabe: Gegeben Ay, A1 mit Typ A, = (n, f) und Rg (uoA1 = p1do) = f
fiir alle ¢/, @ # 0, 0. Gesucht sind die ??? Polynome det (u M’ — p' M) # 0
fiir diejenigen Paare vertauschbarer normaler Matrizen M’, M) fiir welche gilt
M'A—MA" =0. Def: Ist det (M’ — /' M) =T11"_, (mp, — u'f@,), so heisst
{u,} = {u |m,} ein "mogliches Spektrum” bei der ” Vorgabe” A’, A: In Zeichen
{pv} mSp A.

2. ZuAund U AP (U*U = E, det P # 0) gehoren die gleichen méglichen 777 .
Bew: BB =UA'P, B=UAP gilt mit M' =UMU*, M =U MU*

NB = UM AP = UMAP = NB' und det(M' — ¢/ N) =
det (m M’ — p/ M).

. ( B\ _ Al a f )
Sel<B)T<A>dh mit T' = <,7 6>,detT7éO.

3. Zu B = aA + BA B = ~yA + §A gehoren die Spektren

(5 )=r(5)

M A a f M M .
Bew.: Aus 7 A —()folgt‘(7 5)(M A,)‘—O,alsoMlt
w'N _ [(a p
w ) vy ¢
M A 7N uw . IS — Ay
Vi A‘—O setztman<y> (M>,sow1rddet(1/N—yN)—
! /
(7)™ - 11, BB o V, Yo |, ( li ) sind aber frei verénderlich.
i T, U Va v
Kurz: Zu B = T(A) gehoren die Spektren v = T'(u), wenn p zu A gehort.
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p' durch pq, p durch pg zu ersetzen,
A'm Ay, A durch Ay bis 5) hinzuersetzen
Besser: Alles waagerecht schreiben |(po, p1) usw.

Hier ist iiberall
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4. Stimmmen fiir zwei Vorgaben (A’ A), (B’ B) die "Momentenformen”

My = (pA" — @/ A)(AA" — Ap') = (uB' — y/ B)*(uB' — 4/ B) identisch
in g/, pu iiberein, so gehéren zu ihnen die gleichen Spektren (wenn sie in n
{ibereinstimmen).

B(ew .

) , 0) A—l* — B/*B/
(1, ')
( )=
(

1
1,1
1

(
(
(’ ) A/*A+A*A/:B/*B+§*B/
) (7_’_): AI*A_A*AI:B/*B_E*B/

1% AL I
<i*ﬁ/ i*ﬁ) (B) alSO(B,E):U(A’A); (2)

5. Sind zwei Vorgaben die Normenformen #q.: Mp = P*M; P, det P # 0, so
gehoren zu A und B dieselben Spektren. (2)

6. Die EW Aufgabe ist gegeben durch Angabe bis auf r-Aquivalenz der
vollstdigen Normenform
N (Alp, ) = t* (1 Az — poAr)* - (1 As — p2Ar)x

1

mit r =

Ty
Die Normenform ist (pos.) bihermitisch und definit: Aus N (A|u, r) = 0 folgt

(p1, p2) = (0, 0) ;
2

dh. aus N'=0 folgt Y uZ - > a2 =0. oder 1 =---=xzy =0.
1 1

7. Ist Pi(w, r) eine bihermitische Form (dh. lin. ??7in p, @, r, T und
stets reell), die pos. definit ist, so gibt es zu Bi als Normenform nicht stets ein
mégliches Spektrum z.B. ist (|u1]? + |pol?) (|z1]* + |z2]?) + a p1 Bio 21 T2 pos.
def. fiir |a| + |b] < 2,
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1. Jede Normenform ist volldefinit in dem folgenden Sinne:

a) definit: Aus |u|?[z|? # 0 folgt I > 0.

b) Ist II = pg fig - Mo + po Bix M1 + Tig 1 M5 + pq iy Mo, mit hermitesch 777,
My 1
My M,
Bew: = (A() Al)*(A(] Al)

S0 ist nichtnegativ hermitesch.
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2. An jeder volldefiniten hermitschen Form II gibt es als Normenform ein
mogliches Spektrum. Bew: Sei ¢ = g g Mo + po fix M1 + pa fio M + pa in Ma,
S0 ist

Mo M,y
( My M,
Fiir Existenz eines selbstadj. Spektrums zu My M; My ist notw. & hinr.
My = M.

) = (Ao A1)*(Ap A1) losbar nach Ag A;. f z.B. fiir f =n.

3. {u&”)} sei ein egentl. Spektrum {# oo}. Dund ist {u®), 00"} m
mogliche Spektr bei Sp (Mo My Mz), wenn es eine Hermitesche Matr. R >0
vom Rg < r gibt, so dass {u,} m Sp (Mg, My, M2 — R).

4. N & h dafiir, dass {p,, "} m selbstadj. Sp (Mo My M) ist, ist die
Existenz einer Matrix F(z) = z Mo — My — 22 + {{%} 2?2 0, welche genau
die () als Nullstellen hat.
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5.  Sonderfall von 4: Diejenigen selbstadj. Spektren {u(”)}, die zusam-
men mit oof m Sp (Mo My M>) sind, sind die Nullstellen der
F(z) =2 My—M;—2—{{%1} 2?72 722 0mit 0< D < A = Mo—M; My ' ???

x

6. N & h dafiir, dass {u(¥)} als Normales Spektrum mit (AgA;) ver-

traglich ist, ist: Fiir jede Hermitesche Matrix V = < “21 % ) fiir welche
lo*Vo + Tiop Vi + i1 o Vi + [pa]*Va > 0

ausfillt auf dem ganzen Spektrum {u(")}, ist Sp V*(ApA;) (A A1) > 0.

Bew.: 7) o

7. N & h dafiir, dass ein Element C eines Banachraums dem von einer vor-
gegebenen 7778 erzeugten + Modul angehort, ist: jedes auf B nichtnegative

Funktional ist auch auf C nichtnegativ. Vorsicht: vgl. 157
2 R
(Anwendung auf B = Gesamtheit der < |ﬁo| HOM% ) x P, P >0,
i o |l =
C = (ApA1)* (A Ay).

8. Sei Rg(BoA1 — f1Ap) = f. Dann sind die f (von selbst von (5o, 1)
verschiedenen) Nullstellen von det [po A1 — p1 Ao]* [0 A1 — 1 Ag] =0
zusammen mit f-mal (5o, 1) m Sp (Ag A1) selbstadj. Fall.

Bew: Durch Transf. §y = 0 annehmen.

f=2: 777103, 3 * nur wo linke Matrix = 0 ist.

9. TIst ein eigentl. Spektrum (not = oo) mdoglich, so nur bei det Ay # 0,
und dann sogar bei Ay = E (Bei vorgegebener Ansatz (A Ay).)
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1. Fiir je drei Matrizen My, My, M gilt

M v Mo—(M+v) My+Ms = (u My— M) My * (v Mo— M) +(Mo— My My ' My).
My M .

2. Ist (Apdi)*(Ap4y) = ( Mg‘ M; ), RgAg voll, so ist A =

My — MMy ' My > 0.

4 Beweis:

a) UAg P = ( g > annehmen

b) A= A7 (E — A (A5 Ag) ™" Ay A

idempotent und hermitesch

) E 0 My M, E —My —
¢ —M;MgY E )\ Mp M, 0 E -

My O
0 A
das liefert sogar eine allgemeine Aussage iiber sign A
d) A = C*C mit C:Al —A()MOlMl

3. N & h dafiir, dass zwei hermitesche Matrizen A, B mit det (z A+ y B) £ 0
simultan auf Quadratsumme zu transformieren sind, ist die Realitdt und
Linearitét der priméren Elementarteiler von z A + y B.

Bew: Sei T"'A~'BT = D diagonal. Dann ist fiir Ay, = T'AT, B, =T'BT
Alel =D 777, also Ay vertauschbar mit By, also simultan transfbar.

4. Kennt man bei einer EWAufgabe (A\A — B)r = 0 (4* = A, B* = B)

nur ein r samt Ar und By, so folgt kein Einschliessungssatz:
}\ —uiv)\ =—-(N+v+u).

Auch die Bedgg., dass eine (unbekannte) Linearverbindung >> 0 sein soll niitzt

nicht viel: Wihle oben u = 0, v = —k2, dann sind £k die EWe. Es gilt genau

zwei Einschl. Intervalle 777
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Punkte Erinnerungen an den selbstadjung. Fall mit f Freiheitsgraden:

1) Jedes maximale offene Ausschliessungsgebiet besteht aus hochstens f Inter-
vallen, und die Intervallendpkte bilden ein (bei Zéhlung der Vielfachheiten) m.
Sp. 2f Zahlen. T

2) Der Grosste offene Bereich, indem eine "Nullmatrix” Vy + Viz + Vox?
mit Sp > V, M, = 7?7 pos. semidefinit ist, ist ein Ausschliessungsbereich.

3) Ist (u*)) ein Moge Sp. (AgA;), und zwar mit Diagonalmatrizen Mo,
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My, und zwar bei y E — < g, C]; , so sind die Zeilen von Ag die * von den
f-Abschnitten der EVektoren ¢ von ( g CP ): r= ( ?‘,?? )

Sie geniigen der (freilich nicht hermiteschen)

Gl 2-Grades {E —C 'z E—P)C* "2 E—-G)}u=0 (%)
der ???des Grades 3 (x F — G), {1}u=0 wenn C = C* (+)
und der hermiteschen Gl. d. Grades f +1

———
{[uE-P|- (WE-G)—C* (uE—-P)C}tu=0 * *
sign {}} = sign |4 E — P| - [sign ( ??? ) —sign (xE — P)]
4) Bei f = 2 ist ein Spektrum aus 4 Zahlen dund méglich, wenn die linke Seite
von Gl. (2z) mit einer konstanten Linksmultipl. hermitesch gemeint, in allen
Nullstellen > 0 ausfillt . Dh. fiir Variables p soll sie die Signatur 2 0 2 0
haben, aber nicht 2 0 - 2 0. Rezept: Fortsetzung 109 (2) * u. *x nicht ???
777 Spektren semidefinite Nullmatrizen V' achten. Gibt etwas fiir Rg R,
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1) Vorgegebene Momente My M7 Ms M3 treten auf bei

My M, 7?77
det Ml M2 zF =0.
M2 M3 .132E

2) Multipl. man 108 3% von links mit (z - G) (C™'PC)+ A (A = C*C),
so erhidlt man eine hermitesche kubische GIl. fiir @ mit dem Leitglied
2% C~1PC* . Ist also C~1PC* ' von A~! und E linear abhiingig, so erhilt
man mit Hilfe von 3 (+) und ** eine quadratische hermitesche Gl. fiir w! Das
gibt wohl eine 2-parametrige Schar von Einschliessungssétzen.

3) Potential eines gleichmissig belegten Kreises A. Innen: Die Kraft auf
d51 — dﬂ

T1 T2

einen Massenpunkt ist 0, da
Graph

2
B. Aussen: ® = [ 1 log((r—a cos ¢)? +sin’ ¢ - a?) ady
0
27
=2malogr+ [ 4 log((1—% cos (p)2+ﬁ—zsin2<p)ad<p.
0

f:%flog(l—Q%cosw—l—?—;)adgo:%f log((%—coscp)Q—i—sinQ@)dap:O
nach A

FRAGE: Gibt es bei nicht selbtadjungierten Aufgaben eine adjungierte Metrik ?
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DT ste—n £ e =120
0 6‘1;71 M — VTI,+1 ) b
o0

2)]‘ Smmtd.’lﬁ——i—‘,—z???ﬂt
0

er—1 2t T 2
27 i 2m 4 An2
3) Schurideus Weg: f I;“led = f + f = [ Smitdy +
274 0
70 (z+2m1) 344n? (z4271)
6L+27r1 1
0
o] 27 4 A2 o0 3
Da [ --- reell, ist es weiter = [ £“="%.Rn '~ dy+ [ leifixfrhdx
0 0 0
Nun ist Rn ——— = —1 (Kreisverwandtschaft), daher
e y e v—1 2
%) 1 27 o d
[ =4 J 0 —awydy+ [-12e ] 22
0 0 0
i zdz o 8rt—ant w2
Also0 Zde — L. (j; Amty —y’)dy = S5 = T

e —1

Ahnlich f ;ngi z.B. aus f 2 @HT) g vsw,
0 0

[C.Schmieden selbst hatte
274 durch Viertelkreis nach recht umgingen.]
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Allgemeine algebraische Eigenwertaufgaben § A — a B)r = 0.
Aufgabe "reguléar”, wenn Matrizen [
und die Determinante = 0 ist

und fiir jeden Teilraum Reines Ranges r (1 <7 ?7?7?
"Bildraums” & R (= («, ) Summe aller (8 A — a B bis auf Proportionalitt).
b ist Hauptvektor < 2- Stufe zu S, wenn Sb C Gu mit Su=20
c ist Hauptvektor < 3- Stufe zu S, wenn Si C &b, Sb C Su, Su=0
Die Eigenvektoren zu S bilden einen lin. Raum e;. Ist R lin nu von S, so ist
S e = ‘ﬁel.
Daher bilden die Hauptvekt. der Stufe < 2 [ ???7Sb < fReq] einen lin. Raum
¢o. Es ist Geg = Res daher bilden die Hauptr. der Stufe < 3[ mit Sc¢ C Rey]
einen lin Raum e3. Aus Ge, = e, folgt, dass ¢, ein Eigenraum ist. Die
Vereinigung s >, ¢,(S) heisst der Hauptraum f(S). Dund ist b, C ¢,(95),
wenn [R™15]"b, = 0, wobei R irgendeine nichtregulire Matrix aus & ist. (Auf
die Wahl von R kommt es nicht an !)

der Rang des

Allgemeinste Formulierung (mehrparametriger) linearer ”Eigen” aufgaben:
Gegeben sind 777 lineare Ridume R; &, T und eine bilineare Funktion auf R, &
mit Werten aus T: RS =T.

S heisst Eigenlosung zu R (und umgekehrt), wenn RS =T, R # 0, S # 0.

[im obigen Fall ist R die 2 parametrige Matrizengesamtheit § A — a B; & ist
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der Raum der r).
vgl. 158
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Metrikfreie Eigenwerttheorie und Funktionalanalysis

In einem linearen Raum A seien beschrinkte Folgen definiert. a, = a sei
beschrkt. Def: ¢ heisst Funktional auf A, wenn fiir jedes a € A eine Zahl ¢ a
erklért ist, so dass 1) ¢ (aa + 8b) = ap(a) + B¢ (b) und

2) ¢ a,, beschrinkt, wenn a,, beschrinkt.

(1) Def. Folge ¢, beschrinkt, wenn ¢,, a,, beschrkt fiir jede beschr. Folge a,,
(Ist also eine Art gleichmiissiger Beschrénktheit). Damit gilt in vielen Féllen:
Die Tropologie in A ist dieselbe, wenn man A als Funktionalraum auf &
betrachtet und durch nochmalige Anwendung von (1) topologisiert. Dazu ist
notw. & hinr.: (2) aus der Beschrktheit von ¢, a,, fiir jede beschrkte Folge ¢,
folgt die Beschr. von a,, selbst.

Diese Bedgg. (2) diirfte im Hilbertraum und den Banachrdumen erfiillt sein,
allgemein gilt 7?77 dort sicher rdumlich 7?7 wenn es zu jedem Element a mit
777 ein Funktional ¢ mit |¢| < 1 und |pa| > § gibt. Gilt also (2), so kann man
A topologisch in den zu ¢ adjungierten Raum W einbetten, dh. besser von
vorn herein diesen betrachten. Es ist dann & 7?7 ¥ adjungiert und umgekehrt
X = ® + ¥ diirfte selbstadjung. sein: Es gibt in jedem Funktional auf X ein
Element von X, das ihm eindeutig zugeordnet ist: (@0, Uo) < (¥Yalo) = Xo
mit xo(x?) = rox + Xor Bei endlicher Dimension von A sind die zu normalen
Operatoren M #hnliches gekennzeichnet dadurch, dass aus ”(M u E)%a,”
beschrénkt folgt ”( ) a,, beschr.”
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Vollstetigkeit eines Operators auf A konnte erkldart werden durch gleichm.
s.115 Approximierbarkeit ? durch Operatoren endlichen Ranges.

Der obige "Paarraum” ("kanonische Raum”?) X ist selbstadjungiert [ aber
im Gegensatz zu h 7?7 nicht definit selbstadjungiert, dh. es ??? (x, x) 7?70
sein |, d.h. es gibt eine topologische lineare Abbildung 7" von X auf seinen
adjungierten Raum. Vollstetitgkeit eines Operators soll nur von Topologik
abhiéngen, Selbstadjungiertheit nur von inneren Produkt (das auch indefinit
sein darf)

??7-Schon jede Art von A in ® hinein) ergibt eine Metrik in A.

Aufbau einer Theorie von A X = AB X A, B hermitesch in bezug auf ein indefinites 7?77 vollstetig
1) Theorie vollstetiger in bezug auf eine definite Metrik hermitesch Op # (Hil-

bertraum)

2) Ist Metrik semidefinit, so sei 9 der Raum mit (N, N) = 0, X sei der

Differenzraum X — M. In X ist 7?7, also EWtheorie nach 1)

Ist K X = XX, soist K X =\XX + N; entweder ist nun

(3) KM =AM + N losbar mit M C ;
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dann auch K'Y =AY losbar: Y = X — M Oder (3) ist

unlosbar, dann ist KM = AM losbar. Also stets gibt es EW, wenn
nicht K X ¢ N

777

3) Ist A = 0 kein EW, so ist K = A~! B vollst. mit hermitesch in bezug auf die
semidefinite Metrik (X, DY) = [X, Y.
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4) ?7??koénnte die Theorie von Beiss [183] 2?77 Der verlangt bei X = AB X,
dass es eine konstante Matrix T gibt mit TB + B*T = 0, |T| # 0 mit
TB = H? > 0 hermitesch. Dann gibt es aber auch konstante hermitesche
Matrix S mit |S| # 0, (SB+ B*S =0 und) S-iB = H? > 0 also ist dann
i <L und i B hermitesch fiir [X, Y] = (X, SY), und i B > 0 in dieser Metrik.
5) Auch Holders Theorie sollte darin 777 :

0 —-F X A B X = ..
(E 0>'???<Y>:<MB* C><Y>S.V86wobe11n[184]

Kap I A= A" > 0 vorausgesetzt wird in Kap II nur ¢* > 0.
6) Einordnung [184] von Beissin Holder: X=A+AB)X: X =TY :
Y =(A*+ \B'Y)

Y * sm—1
0 —-F X _ 0 A 1 B*T 0 299
E 0 Y A 0 0 BT
???setzt voraus BT =T"B* >0, BT +TB*=0--- BT 1 =777
Da bei Holders Theorie die Urmetrik definit, ist durch sie auch Beiss’Problem

in eins verwandelt, bei dem die Op. selbstadj. inbezug auf eine definite Metrik.

Allgemeine Formulierung selbstadj. EW Probleme von 777 :
Geg. zwei (hermitesch) quadratische Formeln (y, y) & [y, y] = —9), so dass
777 folgt: y = 0.
Suche Stellen mit
RRCiAk
0 1 '
Es gibt eine eindeutig bestimmte stédrkste Topologie, in der 7?7 und 777 stetig
sind: y,, — y heisst (z +yn, 24+ yn) = (2 +y, 2+ )
Simulatane zuféllig von () und [ ] 7  fiir jedes z, ebenso [ ].
229
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Vollstetige Operatoren in C-Rdumen: Vgl. mit 120
Def. C-Raum = linearer Konvergenzraum, in dem 1) das Cauchsche Kgenzkri-
terium gilt und 2) aus a,, O a,, € C-Raum), 7??

N, N
> |, m| <const folgt > v, a, O.

vp=1 Un

Def: a, O, wenn aus 7?7 — 0 folgt €,a,, — 0.
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Dann gilt: Aus > |v,| < 0o und a,, O folgt die Kgenz von Y v, ay,.

Z.B. der Funktionalraum jedes B-Raums (in welchem beschrinkte ”a, 0"
erklért sind, mit "a[”) ist ein C-Raum. [Gibt es zu jeder Folge a, /4 eine
beschrénkte Funktionalfolge 7?7 mit a)a, # 0, so ist A topologisch in A**
eingebettet.)

Def: Operator M auf A ist eine Abh. von ganz A in sich, linear, die aus a,, — 0
stets A a,, — 0 macht.

Def: M, heisst beschrkt: ” M, 07, wenn aus a [ folgt M, ax [

M heisst vollstetig, wenn es zu jedem € > 0 einen Operator E endlichen Ranges
gibt, fiir den (X=£)"0 (n =1, 2, 3,---).

Satz: Ist M vollstetig, so hat (1 — M)z = 0 nur endl. viele lin un Losgen
??7?Ist jedes x, so hat (1 — M)y = a f. jede. a genau eine Losg

Bew. mit Abspalten: e — i, (XE)y"0 (n = 1,2,3,---)??27 M =
E+ N, 777 O- fiir N 727 Reihe. ’

Satz: Ist M vollstetig, so hiaufen sich die Eigenwerte A mit ??? x # 0 nicht im
Endlichen. Bew: Zu 7?7 < r nur endl. viele, dann zerlege M = E + N mit
(2r N)™O; e A" N™ kgt fiir |A| < 7277,
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Ist M vollstetig und (1 — M)z = 0 nur = = 0, so gibt es einen lésenden
Op. M’ mit

1-MAQ-M)=1-M)1-M)=1.

Aus der Beschrktheit, Stetigkeit folgt die Differenzierbarkeit der Resolvante

o0
zu A M, und daraus wird funktionentheoretisch die Kgenz von ) A" M™ im
0

grossten EW-freien Kreis folgen.

[Die Forderung ???: ”Zu jeder Folge a, Nullen gibt es eine proportiona-
le beschrankte, die keine Nullfolge ist.” Wire einschneidend; z.B. im Raum der
Folgen {c; ¢ ¢3} wo Kgenz koordinatenweise definiert ist, stimmt die Ford. 3
nicht: Wahle

an = {17, 2", 3"...}.

Frage: Ist die Summe zweier vollstetiger Op. un. vollstetig 7]
Bei der Ubertragung von Operatoren von A auf A* bleibt Beschranktheit und
Rang erhalten, daher auch Vollstetigkeit.

Kann von einem vollstetigen Operator M einen E endl. ?77so abspal-
ten, dass der Rest N = M — E vollig eigenwertfrei wird im Endl., so dass die
Resolvente ganz in A ist fiir 1 — ANV, so kann man eine ganze transzendente
Determinante A (A) von n Reihen angeben, deren Nullstellen die EWe sind,
sowie eine Art Fundamentalsystem ?7?77von A abhgig aus denen sich die
7?7 linear zusammensetzen.
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Eine Schwierigkeit fiir die Funktionentheorie in allgemeinen C-Réumen
scheint darin zu bestehen, dass aus der Stetigkeit nicht unmittelbar auf die
Beschranktheit einer Funktion a(z) zu schliessen ist. Gibt es aber geniigend
viele Funktionale, so gehts jedes Funktional b*a(z) stetig von z ab, ist also
beschrkt.

Die Schwierigkeit verschwindet durch Vor 3 iiber C-Réume:

V3: Jede Folge a,, # 0 enthilt eine Teilfolge, die 0 nicht als Haufungpunkt
besitzt. Dh.: Nun jede Teilfolge eine Nullfolge enthélt, ist sie eine Nullfolge
Def: a, — 0, wenn keine Teilfolge von a,, beschréankt ist. Unter V3 enthilt jede
unbeschréinkte Folge eine Teilfolge — oo.

Da a,, — oo Widerspruch gegen a,, — a, ist 77?7 V; jede auf einer kompakten
Menge stetig Funktion mit Werten aus dem C-Raum A beschrinkt.

Auch V3 ist bei dem Funktionalraum jedes B-Raums von selbst. erfiillt (aber
nicht die von S.116).

Frage: Bilden die stetigen Homomorphismen eines B-Raums in einen C-
Raum selbst einen C-Raum ? Arbeite bequemer mit B-Réume:
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Axiome fiir B-Réume (Beschrinktheitsriume) Linearer Raum A, indem
Teilmengen als beschréinkt definiert sind, so daf§

B 2) Enthélt jede Teilmenge von A’, die unendlich viele verschiedene Punkte
enthilt, eine ebensolche beschrinkte Teilmenge, so ist A’ .

Dh. jede unbeschrkte Menge enthélt eine unendliche Folge verschiedener 777,
von denen keine Teilfolge beschrkt ist.

B 1) Ist A’ beschrkt so ist jede Gesundheit ??? Linearverbdgen von Elementen
aus A’ mit einer Koeff.-absolutsumme < auch beschrkt. (C' > 0 beliebig)

Aus 1) folgt: Jede endl. Menge ist beschrkt., sind A’ und A” 0, so auch
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NB: ” Bo-Raum”: Raum mit By und By

In Bj-Réumen definiert sich die Konvergenz a,, — 0 so: es gibt Zahlenfol-
ge Y, — 00 mit vy, a, O.

77?7 Die 2-Réume entstehen, wenn man beziiglich dieser Kgenz das Cauchykri-
terium fordert, und zwar bequem in der folgenden scharfen Form:

Gibt es zu der Folge a,, eine Zahlenfolge ,, — 00, so dass die Vereinigung der
Mengen 7, - {ap — ap}p>q O ist, so gibt es a mit 7, (ap —a) O.

Gilt V, so heisst A abgeschlossen.

Satz: Die Homomorphismen eines Bj-Raums ?77in einen abgeschlossen
Bs-Raum A sind ein abgeschlossener Bz-Raum.

Bew: Sei K, - A C A , A abgeschlossen.
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Sei 7, — 00, v # 07 (Kp — Kq) O (p—q)

Sei an, O; np(x)y (Kp —Kg)a, O (p<gq,n)

daher

Yo (Kpan — Kgan) 8 (p<q) _

und nach v, (Kpan, — K a,) O (p) fiir ein K a, € A. Da K a,, Hiufungspunkt
von Kpa, (p, n) und

K a, O und v (K1 — K;) a, O, also K,a, O ist nach Bs) auch K a,, O, also K
Operator.

Nun zeigt 7?77, dass, da v, (K, — K) a,, Haufgspkt

1) Es brauchen wohl iiberhaupt nur beschréinkte Mengen definiert zu sein, so
dass jedes a einer solchen angehort.
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von v, (K, — Ky) ay, ist, wegen Bs) auch v, (K, — K)a, O (p, n).
In abgeschlossenen Bs-Réumen gilt die Funktionentheorie(dh Bp, By voraus-
gesetzt)

?7??7: In einem Bz-Raum A sei K ein vollstetiger Operator, welcher in be-
zug auf eine in ganz A erklirte stetige semidefinite Metrik selbstadjungiert ist:
[Kn,v] = [n, Kv] Gibt es ein uy, uz so dass (K ny,???) # 0, so besitzt K
mindestens einen Eigenwert.

Bew: Bernoulli: ;—}- wire sonst ganz 7?7, also auch Y A?"[??7]2, wihrend
die Koeffverhiltnisse doch monoton wachsen.

Oder mit Einfangen. vgl ITI 13, 23, 24 - - .

Kennzeichnung der zu einer hermiteschen Matrix &hnlichen Matrizen: (vgl 11T 13 !)

Dund ist M hermitesch &hnlich, wenn eine Teilfolge von '™ ™ beschrinkt ist.
Aufgabe: Folgt aus Beschriinktheit von e?(®A+5B) (fiir alle reellen a, f),
dass A und B simultan hermitesche Matrizen transformiert werden kénnen.
Stimmt fiir zweireihige.

Entwicklungssatz fiir vollstet. selbstadj. K sollte aus Partialbruchzerlegg von
777 folgen.

vervollstindigen

Seite 125

Damit eine Dgl.-EW-Aufgabe im neuen Sinn (112) selbstadj. sei, wird
notwendig sein, dass A und B selbstadj. Diffausdriicke sind; denn es gibt einen
Rang endlichen Rangdefekts in oo, indem die 2m Konstanten = 0 sind, aber
zur Metrik 77?7 beitragen.

Aufgabe: Bedingungen fiir die Selbstadjungiertheit der Randbedggen ermitteln,
und auf allgemeinere Randbedggen wie [ y(z) - ¢(z)dz??? y(1) = 0.
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Frage: Entwicklungssatz fiir symmetrisierbare Integralgleichungen ? vgl [209]
77?7 Oder polare 7 127 ? Ist der Kern & = £ mit 777 = £* P =P* > 0 so
ist R selbstadj. inbezug auf die Metrik [u, v] = [ [ u(z) P(zy)v(y) dy dz, und
jede Eigenfkt. “t—(gﬂ) ist eine Fourierkoeff., ndmlich von L(z, y) bezgl y; damit
folgt der Entwicklungssatz fiir 7?77 darstellbare Fktionen.

77?7 beschrankt Gl. in z.

Frage: ??77diirfte die Fourier-Entwicklung noch fiir die k-te Ableitung
(k < n) in jedem Teilintervall gleichmiissig konvergieren, indem die 1., 2-, -, k-
Ableitung gleichméssig existieren.
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1. Nach Kamke (U.Z. 46, 231) gilt offenbar fiir hermitesche Matrizen A, B: Ist
fiir jede zu einem festen A\ gehorige Eigenlosung von Ar = A Byt t*Br # 0,
so ist die Anzahl der zu A gehorigen lin. un. EVektoren gleich der Vielfachheit
der Nullstelle von A (A) = |A — AB| = 0.

1) A ist reell, also A — A B selbstadj.

Bew.: 2) Aus Hauptlosung: 2{AY —ABY} =BX, AX —ABX =0 folgt
BX, X)=c-{A-AB}Y, X)=c(Y,{A-AB}X)=0.

Klar, da HL = Grenze zweier Elen zu A # )X und ??7solche
(X, AX') = (X, BX') =0 machen.

2. Entwicklungssatz im Hilbert-Raum:

Ist R vollstetig beziigl. einer definiten Metrik selbstadj., so konvergiert jede
Fourierreihe (im Sinn der Metrik) und stellt ein Element dar, das sich vom

gegebenem nur um eine Losung von Ky = 0 unterscheidet: a = a0 + Y, ay
(A)
mit Ras = 0. Bew: Schliesse den von den E-Funkt aufgespannten Raum ab.

7?77 total senkrechten hat 77?7 keine E Fu, also ist Ry = 0 dort.

3. Ist nur R so beschaffen, dass aus b, — 0 (im Sinn der Metrik) folgt
Rb, = 0 im Sinn einer anderen Topologie, so gilt fiir jedes quellenmiissig
dargestellte a der Entwicklungssatz im Sinn der Topologie (Bew.: 2).

Ist z.B. R ein Integraloperator mit reellen symmet. dreiecksweise stetig
diffbaren Kern, so konvergiert fiir jede 7?77 darg. Funktion a auch die gliedweise
abgeleitete Fourierreihe gleichmissig = a’; denn ihre Ableitung g—g kann unter
dem Int.zeichen 777

Seite 127
Ist 2 ein selbstadj. definiter Differentialausdruck der Ord 2n, folgt dann aus
Beschriinktheit ??? [ u(z)(An(¢)) dr auch Beschrinktheit von [ u(™(z)2dx ?

Beruht hier auf die Theorie von 2n = A bn fiir indefinites b ?

Entwicklungssatz fiir y = A& Py, wo beschrkte
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hermitesche Operator fiir (n, v) = [ wvdz ist P ein positiv definiter Integral-
operator mit stetigem Kern:

Nach Mercer folgt aus (u, Pn) 0 auch (Pu, Pn) O und daher sogar Pu(x) gl.
beschrkter x, daher folgt aus ”& beschrénkt fiir (n, v)” auch ”& P beschrkt fiir
[n, v] = (n, Pov)”, daher ??? Fourierreihe in der Metrik [u, n].

Falls & die Eigenschaft hat, gl. kgte Funktionenfolgen wieder in solche
itberzufithren, lisst sich jede quellenméssig durch &8 dargestellte Funktion
in eine gleichm. kgte Reihe entwickeln. Genauer: Die Entwickl fir y = &B 2
entsteht, aus der gleichen 7?77, die aus der Fourierreihe fiir z kommt durch
Anwendung von &. Dh: Die Fourierreihe fiir z kgt in der Metrik (z, B 2), die
durch Anwendg von P hierauf entstehende Reihe kgt gleichméssig (Mercer).
Also Entwicklgssatz: Jede durch 8 quellenméssig dargestellte Funktion entsteht
durch Anwendg von & auf eine gleiche kgte Reihe stetiger Funktionen, wenn 3
ein pos. def. Integr. 7?7 & bezgl. (nv) besteht.
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Entwicklungssatz fiir polare Iglen : Ist B ein pos. def. Intop. mit ste-
tigem Kern und & jede gleichm. beschrkte Menge stetiger Funktionen in
eine ebensolche iiber und ist [ u-®v = [ Suw, so wird jede quellenmissig
dargestellte Funktion durch ihre Fourierreihe dargestellt, und diese kgiert
gleichméssig.

y = AP &y im Hilbertraum:

Sei P 0 vollstetig, & beschrkt hermitesch.

Dann ist p = g2, g > 0, vollstetig (wegen Spektrum).

y = qz geniigt die Gl. 2= Q&N z= ARz K ist vollstetig.

Also wird jede & durch seine Fourierreihe nach den EFunkt. z, dargestellt:
Zn = Ap R 2n (An # 0) 7?7 Metrik kgt.

Nach Mercer ist jeder pos. def. stetie Kern der Intervierte (das Qua-
drat) eine brauchbar unstetigen pos. definiten Kerns.

Seite 129

Ist R(x,y) positiv definiter Kern, so folgt aus (u,pu) <1 stets fiir

v(x) = [ Plx, y) uly) dy:
[u(z)]* < Max P(x, x) [und v(z) ist stetig.]

Bew:v:ZX’—w MQSZ%E

Aufgabe: einen EW fester Nummer von K(z, y; Z) als analytische Funk-
tion von Z untersuchen, wenn K(z, y, t) eine ”positive” Matrixfunktion von Z
ist.
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Frage: Konvergiert Y p,(z) von selbst in weiteren Punkten, wenn es fiir zg
kgt, falls die p, 7?77

Aufgabe: Kann man bei M, = 77?7 umgeben:

Schon allein durch Definitheit ?

NB: Fiir Entwicklungssatz, Abgeschlossenheitsdef nun man j3,, so definie-
ren, dass die m-te Abl: quadr. 777 ist.
vgl. Kamke III (def. EW) S 75

Ist M ein pos. definiter Selbstadj. Diffausdruck fiir 7?7, so ist
[ w?de C % [ w-M(n)dn,

wo K der kleinste EW von M u= An, U,(u) =0, so ist
Kamke 189111, 762 Bew mit Einfangen
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Ebenso ist vielleicht M y 7?77 zu bekommen

> 7?2 de < [ yny fir 777
Gilt sicher wenn ausserdem, alle Randwerte von 777

Linearverbdg abziehen.-Mittelkonvergenz fiir , ¢/, - - - , y™ zieht
gl. Kgenz fiir y, ¢/, -, y™~1) 2277 Systeme betrachten !
Man kann  Randbedingungen fiir 4  selbst  stellen, wenn  von

3
y sonst nur Integrabilitit voraus gesetzt wird: Definiere 33 (0) = limo s
w— N

Auch bei mehreren Freiheitsgraden liegen die Grammelwerte stets zwi-
schen den Raygleighwerten und den iterierten Rayleighwerten. Genauer: Ist P
Matrix, Typ (n, u), 7?? Type

(n, f), so bilden bei festem [ die I-ten Wurzeln ???von det(M C'P*C —
C'P**1C) = 0 eine monoton wachsende Folge. Minimaxkennzeichnung. Es ist

. . 'o! pEtlio ‘o' pE o K
fur .]edes ???? Typ (f? 1)/ /’Ll = H(lll)n /??? $pzclpk CFF z ;;tC’PK_lcxp Z H(lll)n (k)

Es ist wohl klirf A = A® yon P, wenn alle EWe an Cbeteil.
S 1ST WO ??? _ )\n_f+l o P
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Allgemein:
Sind A, B, C quadratische Formen und t?A + 2tB + C > 0 f. alle 7?7750 sind

die EWe von det (AB — C) = C grosser als die von det (AA — B) = 0. Denn
Y Ar-¢'Cr > (¢ Dr)?

Sind die Integrationen gebrochener positiver Ordnung auch vollstetig ?

Aufgabe: Variationsrechnung § <[;l :LL]> so in abstrakten Raumen fiir zwei Metri-

ken, die reell oder komplex sein diirfen. Beim Zusammenlegen eines Raums mit
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seinem konjugierten die Durchschnitte identifizieren, damit der entstehende
”kanonische” Raum nicht unnétig gross wird. -Numerische Abschéitzg der
Genauigkeit von Differenzeneigenwerten: Die Dgl-EF ist eine 7?7 A— EL. Nun
Weinstein auf A-GI.

??7? Analogon zum Satz von Stohr: Ist yq(z) ?77?

BF 272y + ¢ (2 )y = 0, (0) = ya(1) = 0; /(0) > 0,

Zeichenwechsel der Folge y1 (z), - -, bis zum n-ten Glied V,,(2) =nz + 0(1).
ZB.beiy'+Ay=0 y,=sinnz V,=[nx]

Vermutung: Ist u,(z) ein Orthogonalsystem mit
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n!(0) > 0, so ist V,(z) eine monotone Fktion von z. Sind die Sitze
itber die Anzahl der Nullstellen in einen vorgegebenen Teilintervall? Nein, die
kommmen aus Stohrs Zeilensatz.

Der Vorteil, wenn man nicht iiberall definierte Operatoren zulésst, besteht
darin, dass sie sich den ihnen angemessenen Raum durch Abschliessung des
urspr. Def.-raums selbst schaffen kénnen.

Hilbertschen Raum beziiglich schwacher Kgenz abschliessen

hat dann jeder Operator nur noch Punktspektrum ?

Aufgabe: Eigenwerttheorie in ”linearen Rdumen mit Operatoren” und beliebi-
gen Gruppen

Priifers-Theorie auf nicht Sturmsche Randbedingungen erweitern Priifers-
Theorie auf Iglen erweitern 777

Priifers-Theorie auf Randwertaufgaben hohere Ordnung erweitern.

Die Def. der ”brauchbar unstetigen” Kerne sollte wohl die Kerne
K(z,y) = K (y, ) umfassen, fiir die 1) K (z, y) € La(y), 2) K®(z,z) <C
gl. beschrkt.

Es folgt dann aus [ ¢?(z),dz <1 | [ K(z,y)e(y)dy| < C f. alle .

also wird jede im drittel kgte Folge durch Anwendg von K in eine gl. kgte
verwandelt, da wird der Entwicklungssatz gelten.
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15.5.47 Verhiltnis Rayleigh-Graumel: Berechnung der ersten EWe bei pos.
vollstetigen EW-Aufg.

Ist D Diffop., > 0, 7?? = D~! Intop >> 0, so setze bei Dy = \y

(Rayl.) p(n) = Mﬂ)) und 7(n) = (. 777 ) (Gramm).

(n,??77n (n,?77)

Niitzlich in Gr nur, wenn man (n, gfgn) = (£n, £n) berechnen kann
(halbe Iteration), sonst rechnet man mit der vollstindig berechneten Iterierten

genauer mit ¢ }::f; ZL) = Rayleigh von der ??7: p(fin)

Vermutung: Der Satz IT von Stohr [190] ldsst sich so verallgemeinern:
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Normiert man eine feste Komponente y; = 1, so ist die Zahl der Zeichenwechsel
in der Komponente k (bei nach den Eigenwerten geordneten Eigenlésungen)
|k —jl.

-Bew. des Oszillationswertes I: Sei ¢;(\) (¢ =1, 2, -+, n) monoton wachsend,
von —oo bis oo fiir A von —oo bis 400, stetig. Sei A%y; 1 +g:(\)y; =0, yo = 0,
y1 =1

"EWe” = A mit y,11(A) =0. Mit g; = ¢; — 2 ist.

Gra, 1 0
1 g 1 u 0
Do 1 s 0| k=12
e 1
- Yk —Yk+1
also yr = —Yr+1 Ar—1| Ag nach bramer. Ag =1

yp - (—1)F 1AL,
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Sei v;(A) die Zahl der Zeichenwechsel in 1, y2(A), -« - yi(A).

Dann ist v;(A) =Zahl der pos unter AAKI;, wenn diese alle = 0 k <4 —1)

also v;(\) = 7w (M;—1) M; = i-ten Abschnitt von M, 7 = 7?77

Insbesondere v, (A) = w(M,—1), w v,(N;) =7 (Mp(Aj) =7 -1

wenn keine Nullen auftreten

A; hat genau ¢ Nullstellen, da die i EWe umsonsten von —oo bis 400 wachsen,

zwischen je zwei Nullst von A; liegt genau eine von A;_;, dann wenn 7 (M;)

(1) um mindestens 1;
also ungenau 1, da nicht mehr als ¢ — 1 Nullstellen bei A;_; vorhanden.
Ebenso liegt zwischen je zwei Nullstellen von A;_ 1 genau eine von A;.

Bew von Stohr II: Ist A, der a-te Abschnitt, so ist mit

um 2 steigt, steigt 7 (M;—1) = 7 (M;) —

Y1
FE 0
Yx
= YK +1 0
0 1
1
0 1
Ao
“Ya+1 Yait2 Ya+1
TMT = Bato 1 =
Ya+1 1 Sats 1
1 777

Graph

Nun seien A}, A7, zwei Nullstellen von A, (0 > ?7?). Dann wichst

Jj+p
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mAq 777von A} —e bis A}, da w(R) nicht fillt, kann 7 7?77 héchstens um 1
fallen, also steigt (M) mindestens ???. Dh. zu einem abgeschl. Intervall, das
p + 1 Nullstellen eine A, enthélt, liegt mindestens p Nullstellen Ag.

Sind daher im Schema der EVektoren keine Nullkomponenten, so macht sich
jeder Zeichenwechsel von A;(A) an den EVektoren zu den EWerten A\, von
A,, = 0 bemerkbar. Tritt bei Dglen anstelle von T eine Integraltransformation 7
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A B und B A haben bis auf eine Potenz von x dieselbe charakt. Gleichung
Bew.: Sei Typ A = Typ B’ (m, n). Es ist

B zE,—BA 0 E,
Anderer Beweis: [0 zu Quadration ergénzen durch Nullen. Ist dann det A = 0,
ersetze A durch 777 variabel; oder nimm alle ??? Variablen.
Satz von Temple fiir normale Matrizen
Ist Y =LX, X ={z1-2n}, y = {¥1-Yn}, LL* = L*L, so enthilt jeder
Kreisbereich (dh abgeschl. Inneres oder Ausseres eines Kreises oder einer
Halbebene), der alle y, /x, enthilt, mindestens einen EW A, von L.
Bew: Aus Re) . (vy, +d2,) (ay, + Bx,) > 0 folgt

Re)’ (fu)z)m(a Ay +B) > 0, also fiir ein A,
Re(s A 48 (ady +6) 2 0
Nun ist aber sign Re 2248 — sign Re(y277?7)(az + (). Sind also alle

zFE, zTA E, A zFE,,—AB 0 o
B zE, 0 E, B + B, =2" |z B, — AB]|
und 2 B 0 ‘ ‘ Em A =a™- |z E, — BA|.

vy z+9d o
Re % > 0, dh liegen alle - in einem ??? &, so ist Re>_ () () > 0, also
fiir ein in Re %2458 >0: A CR

Y Av+o

Aufgabe: Zusatz zum Satze von Temple auf normale Matrizen iibertragen;
V 71 fiir reelle symm. heisst es: Sind alle El. von z pos., das gl. von einem

EV X;, so folgt aus AX —nX pos. AX —77? X negn <\ <v
Bew: X{(AX —-uX)>0 (A\1—n)(X???2X)>0 A1 —n>0.
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Zur analyt. Theorie der beschrkten ??? Operatoren in vollstindigen Riumen &’.

Def: Spektrum von L Gesamtheit der Punkte A, zu den es ein ¢ € ®, so dass
(L — X\)~1 ¢ von oo her bis an g her an fortgesetzt werden kann, aber nicht
dariiber hinaus Vermutungen: Zu jeder Spektrumsscheibe gibt 7?7 (p # 0)
@ < ¢, fiir die (L — X\)~! ausserhalb der Scherbe iiberall regulir ist; 7?7 die
Scherbe ist an ¢ beteiligt. -Spektrum von f(L) = f (Spektrum L)-¢ suchen, an
dem nur ein Teil des Spektrums beteiligt ist vielleicht wenn 77?7 im Spektrum,
und < 1 durch Umordnen von (L — A)~!, einmal nach §, einmal nach (A — L)
entwickelt.- Man muss die Operatoren L untersuchen, die keinen abgesschlos-
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senen Teilraum invariant lassen. -Ist V,,L = LV, (| V,, | = 1) so bilden die
(s. auch S.159) ¢ mit V;, o — 0 einen abgeschlossenen gegen L invarianten
Teilraum. -V, mit V,,¢0 — 0 bekommt man, wenn man ??? dem von L o, L2,
aufgespannten Raum approximiert. -Ist (| L | ~ 1 so gibt in jeder Kugel
von Radius p einen Kugel vom Radius ??7in welcher durchweg |L | > 7?77
ist. Ist L, Folge beschrinkter Operatoren, so gibt es ¢ mit |p| = 1, so dass
L

|Ln @] > 55— wie weit kann man 10 7?7 ?

Die analyt. Fortsetzung von (L — X)~!¢ ist nie mehrdeutig; denn fiir A ~ oo
gibt es nur eine Losung von (L — X)???. -Wenn L nicht ein-
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mal einen offenen Teilraum # 0, ¢ festldsst, folgt aus (m <o Vp,L=LV,
und Vo — 0 auch V¢ — 0 f. alle ¢, daher (’Tn‘ — 0, und die Approxi-
mation von ¢ durch ein Orthogonalsystem in 77?7 gibt Cayley-Hamiltonsche
Gleichungen. -Lésst L gar keinen Teilraum von ¢ fest, so hat ¢ die Dimension
1: Denn der Raum der endlichen Linearverbdgen von L ¢, L? ¢, muss 777 sein,

also o = > ¢, LPp, (L — )y =0. Wenn 0 C SpL, (| SpL |=1,Re SpL > 0,
: =

sind vielleicht die Folge L™ und ein ¢; das aus Annéherung an die Stelle A = 0
gewonnen ist, geeignet, um einen abgeschlossenen invarianten Teilraum zu
gewinnen. Vielleicht lésst sich so beweisen, dass ein Op. ohne ?7?7? Teilraum nur
einen Punkt als Spektrum hat. Wenigstens eine direkte Theorie der normalen
Operatoren sollte so herauskommen, ohne Riickgriff auf Hermitesche -Gibt es
fiir solche L eine 2v/L ?

22.5.47 Def.: Normaler Ring = Kommutativer Ring mit kompl. Zahlen als
operat. vollstindig bezgl. eines 7?7 |a| mit |a + b| < |a| + |b] 77?7 vielleicht
sollte man noch ???, dass man ???nicht mehr durch Quotientenbildung
erweitern kann, ohne diese Eigenschaft aufzugeben. Hier gibt eine schoéne
Funktionentheorie: Der Beitrag eines El. ist genau gleich den grossten Betrag

seines Spektrums (wie bei normalen Matrizen), nicht > wie ohne die Bedgg
277 -

Einen normalen Ring erhélt man aus einem kommuktiven Banachring & mit 7?77
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n

durch |a|] = lim d(am) und Ubergang zum Differenzenring R — R

mit n € R, wenn d(n) =0 (dh. 2 ganze Fktion von ) ist & abgeschl. ?
In einem normalen Ring gibt es zu jedem Element mit |Spektr — pos| = pos., 0
€ Spektr. eine Quadrat -und n-te Wurzel.-

Der Ubergang von der Banachmetrik d zu | | liefert gerade die urspriingliche
normale Metrik wieder, wenn man diese durch Ahnlichkeitstransf. mit einer
intakten Matrix 7?7 hatte:

Ist f(z) ein Polynom, und hat L das Spektrum {A} (definiert durch Nicht-
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existenz von (L — A\)~!) so hat M = f(L) genau das Spektrum {f(\)}. Denn
f(L) —p 22?21 (L — zk), worin zx alle Losungen von f(z) = p durchlduft.
-Also ist normalen Ringen |f(L)| = max L|f(2)| zunéchst fiir Polyn. f.

zCSp

Da stets Sp L~ = SpL™*, ist ??? normalen Ringen

1

O e s

Das Spektrum ist stets abgeschlossen. Wird der normale Ring R durch lin
Element L erzeugt und hat dieses das Spektrum 2, so ist R metrisch isomorph
dem Ring ??? derjenigen Funktionen (mit komlpexen Werten) auf 2, die aus
den Polynomen f(z) durch Abschliessung mit der Metrik || f(2)|| = max |f(2)]

entstehen.
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