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Metrisches über lineare Transformationen.

1. Bezeichnungen: Ans heiÿt: A quadratisch, detA � 0 (nicht sing.)
A ¡ 0 " : A hermitesch, pos. de�nit
A on " : A orthonormiert: A�A � I
I = Einheitsmatrix

O�ensichtlicher Nachtrag:
Hierzu Ch. Davis, Acta Steged 19, 1958 (Leperot)

2. De�nitionen: Für P ¡ 0 sei ia P � 1
2 Sp

�
P � P�1

� � n
pIV163 : εpP qq ( = IndentitätsAbweichung Eigenschaftens.
IV163)

Diagonal-Abw.: da P � min ia D�PD für ns Diag.-Matr. D

�
¸
v

b
pvv � pp�1q

vv � n pIV164 : δpP qq

Multiplikations-Abw.: ma P � min
c

ia pcP q c � ¡ 0 pIV� : δpP qq
Für beliebige A mit linear unabh. Spalten sei de�niert (auch � )

Orthogonalitäts-Abw.: ona A � ia A�A
Konformitäts-Abw.: kva A � ma A�A � min

c
ona pcAq

Multiplikations-Abw.: oga A�min
D

ona AD D diag. ns

�da A�A

Zu oga vgl. S.4 Nr.17
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3. Ist A�A ns und AC on, so ist ona C � ona A

4. Ist A�A ns und TA on, so ist ona T ¯ ona A und � wird wirklick
angenommen bei geg. A. (Bew.: T�1 � )

5. Ist A�A ns, so ist A pA�Aq� 1
2 on (Frobenius �Beweis 1896,7

. . .�Verhalten für detA�AÑ 0)

2



6. Ist A�A ns, so ist ona UAV � ona A , wenn U, V unitär

7. Besitzt der lineare Operator L ein vollständiges System von Eigenlösun-
gen, etwa pn1, . . . , nnq � E, so gilt

min
T�1LT normal

ona T � min
E Eigenl. vonL

ona E

8. Geometrisches Mittel gM pP,Qq für P � p2 ¡ 0, Q ¡ 0: Es gibt genau einDef.:
T ¡ 0 mit T 2PT 2 � Q 1. Setze

gM pP,Qq � TPT

9. gM pP,Qq � gM pQ,P q � gM
�
P�1, Q�1

��1

O�ensichtlicher Nachtrag:
Für P ¯ 0 de�niere gM � lim

tÑ�0
pP � t, "q

Frage: Ist P �Q � gM 2pP,Qq assoziativ?
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10. Sp gM pP,Qq � Sp
?
PQ � Sp

?
QP

11. Aus gM pP,Qq � I folgt P � Q�1

12. Eintrag inkl. Nummerierung durchgestrichen, ersetzt durch:
gM pT�1PT, T�1QT q � T�1 gM pP,QqT . immer wenn auch T�1PT ,
T�1QT � .

13. Ist P�Q, so ist bei P � p2, Q � q2: gM pP,Qq � pq.

14. Ist P �
�� P11 P12

P�12 P22

Pkk

�
¡ 0, P�1 �
��� P

p�1q
11 P

p�1q
12 ��

P
p�1q�
12 P

p�1q
22 ��

� � P
p�1q
kk

��
, so
ist min ia D�PD �

k°
1

Sp gM
�
Pkk, P

p�1q
kk

	
� n für D ns mit

D �
�
D1

D2
"
Dk

�
; n � Gr P .

Also nach 10: min
D

ia D�PD �
k°
1

Sp
b
PkkP

�1
kk � n.

Angenommen wird das Minimum nur für die D, für welche D1P11P1 �
p qp�1q

11 ist usw

1nämlich T �
a

p�1
?

pQpp�1
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15. Sei A on , B on . Dann ist für die T mit pTAq�pTBq � 0

min ona T � 2 Sp p1�AA�.BB�q� 1
2 � 2n

Bew: T�1 � pAD1, BD2q, ona T�1 � min, 14.

16. Sei A on , B on . Dann ist für die T mit pTA, TBq on

min ona T � Spp1�AA�BB�q�1 � n

17. Ein von oga A verschiedenes Mass für die Abweichung von der Unitär-
Orthogonalität liefert die Verallgemeinerung des v. Staudtschen � ([5]
S.41 für komplexe Orthogonalität):

sin2A � detA�A
pA�1A1q.pA�2A2q. � �pA�nAnq ; A � pA1, .., Akq

18. Für �A � 0 de�niere als Verzerrungsmaÿ das �Achsenverhältnis�

1 ® axv A � grösste char. � von A�A
kleinste " " " "

® 8
(Für ns A früher Spanne genannt)

Also axv � A

A
� 8 � , wenn Spalten lin abh.

19. axv pA,Bq ¯ axv A
Bew: pA,Bq ¯ A , pA,Bq ® A
allgemein axv AX ® axv A , wenn X on .
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20. Ist axv A � k , so wächst jeder Winkel bei Anwendung von A höch-
stens um 2 � arctg 1

2

�?
k � 1?

k

	
(genau).

Bew. braucht nach 19 nur für zweispaltiges (und dann auch zweireihiges
A geführt zu werden, das man in der Form p 1

k q annehmen darf.

21. Ist axv A � k , so gilt für den �Verzerrungswinkel�, den maximalen
Zuwachs ζpAq, den ein rechter Winkel erleidet, die Gl.eine unver-

ständliche und
unleserliche
Skizze am
Rande

tg ζ � 1
2

�
k � 1

k

�
Bew. � 20:

sin ζ � k2�1
k2�1 , cos ζ � 2k

k2�1 p1, yq Ñ p1, kyq
p�y, 1q Ñ p�y, lq

�Schenkel des maximal gedehnten rechten Winkels halbieren den ? zwi-
schen einem Schenkel des maximal gedehnten Winkels und dessen Bild.
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O�ensichtlicher Nachtrag:
Verzerrung vpAq so de�nieren, dass vpABq ® vpAq�vpBq � vpAq � ψpξqAufgabe
möglich ist vpAq � log �pAq ; gibts andere
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Einschliessungssatz für quasinormale Matrizen.29.8.47
Def.: Eine quadratische Matrix L heisst quasinormal, wenn sie ein vollst.

System von Eigenlösungen besitzt (dh. prim. Elem. Teiler linear), dh.
wenn sie einer normalen (oder Diagonal-) Matrix ähnlich ist.

Für die quasinormalen Matrizen gibt es �Entwicklg. nach Systemlösungen�.
Quasin für eine Matrix px, xq = normal für eine andere Matrix rxxs mit p ¨allg daÿ:
rxxs
pxxq ¨ q. p, q als Schranken der � einführen?
Es sei M quasinormal, und zwar gebe es eine Matrix T mit dem axv � k und(Vor.:
dem Verzerrungswinkel ζpT q � ζ mit TMT�1 � N normal. Sei x0, x1 geg. mit
Mxp � x1.)

Geg. n kompl. Zahlen λ1, . . . , λn; x0, x1 als �Spalten, � � 2. Sei alsoSatz: Vor.:
px1x2q� px0x1q � M pos. de�nit. Man deute jede Hermitesche Matrix

�
a b
b̄ c

�
durch Parallel� im R3 durch p Re b

a , Im b
a , ca q.

Dund gibt es eine quasinormale Matrix L, welcheBeh:
1) Lx0 � x1 macht, 2) genau das Spektrum λ1, . . . , λn besitzt, 3) durch ein
T mit axv T ® k auf Diagonalform transformiert w. kann,

Wenn die kleinste konvexe Hülle von
�

1
λv

�
	

mindestens einen PunktN mit

�
SpNM�1

�2 ® �
k � 1

k


2

. detNM�1
(4)

enthält.
O�ensichtlicher Nachtrag:

Diese konvexe Hülle hat den Wertevorrat von
�

x�x x�Ay

y�A�x x�A�Ay

	
für x�x � 1.
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a) Es gebe L. Sei L � T�1KT , k normal, axv T � k. Setze T xv � yv.Bew.:
Es ist ky0 � y1 , also liegt

N � py0y1q� py0y1q � px0x1qT�T px0x1q
in der konvexen Hülle des Spektrums.

Da X � px0x1qM� 1
2 on (vgl. S.25), ist nach S.419

axv TX ¨ axv T ® k

daher ist das Verhältnis der char �Π1, Π2 von X�T�TX k2, daher

pSpX�T�TXq2
det X�T�TX

� Π1

Π2
� Π2

Π1
� 2 ® k2 � 1

k2
� 2 �

�
k � 1

k


2
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Es ist SpX�T�TX � SpM� 1
2NM� 1

2 � SpNM�1 , desgl det.

b) Es gebe N . Dann gibt es y0, y1 mit py0y1q� py0y1q � N und eine
normale Matrix K mit dem Spektr. λ1, .., λn und Ky0 � y1.

Es ist axv py0y1qM� 1
2 ® k

Ergänzt man
�
yM� 1

2 , B
	
� S mit axv S ¨ k,

so ist S�1yM� 1
2 �

�
I2
0



on , axv S�1 ¨ k;

es ist also M� 1
2 y�S��1S�1yM� 1

2 � I
dh. mit S�1y � z: z�z �M

Daher z � Uy0 , U unitär. Mit SU � T wird y � T x, also mit T�1KT �
L Lx0 � x1, und axv T ¨ k.
O�ensichtlicher Nachtrag:
s. auch 85

8

Geg. n kompl Zahlen λ1 . . . λn; x0, x1 als n-reihige Spalten,Satz:

px0x1q� px0x1q �M ns

Dund gibt es eine quasinormale Matrix Lmit dem Spektr. λ1 . . . λn, die x1 � Lx0
macht und durch ein T mit ζpT q ¨ ζ in eine normale transformiert werden
kann, wenn der sph. � radius auf der durch M bestimmten Zahlenkugel ¯
π
2 �ζ ist. (Die Kugel hat den Mittelpunkt m01

m00
mit Radius

c
m11
m00

�
���m01
m00

���2)
Bew.: a) M � I. S.64 lautet hier s. auch 85

pSpNq2 ® �
k � 1

k

�2 detN

Durch
�
n00 n01

n̄01 n11



Ñ

"
Ren01
n00�n11

2

, Imn01
n00�n11

2

, n11�n00
n11�n00

*
� tξ1, ξ2, ξ3u

wird eine projektive Abb. des R3 der hermiteschen Matrix pnαβq auf den Raum
R13 mit den kartes. Koord. ξ1 ξ2 ξ3 erklärt, welche
a) der Paraboloid detN � 0 in ξ21 � ξ22 � ξ23 � 1 überführt
b) den Pkt. M � I in t0, 0, 0u (also � )

c) die Menge pSpNq2 ¨ �
k � 1

k

�2 detN in ξ21 � ξ22 � ξ23 ®
�
k2�1
k2�1

	2

d) den Punkt
�

1 λ
λ̄ |λ|2

	
in

!
2Reλ
1�|λ|2 ,

2Imλ
1�|λ|2 ,

|λ|2�1

|λ|2�1

)
� Pλ,

Da p 1 0 0 1 q � p1 � |λ|2q � p 1�|λ|2, 2Reλ, 2Imλ, |λ|2�1 q � p 1, Reλ, Imλ, 0 q � 2 � 0,
entsteht Pλ aus dem Punkt ξ1 � Reλ, ξ2 � Imλ, ξ3 � 0 durch �Proj. aus
t0, 0, 1u. Man kann also die λ-Ebene mit λ � ξ1 � iξ2 identi�zieren.

9
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Dund gibt es also ein L, wenn die konvexe Hülle von Pλ� mindestens einen

Punkt mit ξ21 � ξ22 � ξ33 ®
�
k2�1
k2�1

	2

enthält, d.h.,

1 ρ

�
ρ � k2�1

k2�1

	
, wenn der sphärische � radius der Pλ� ¯

arc cos k
2�1
k2�1 � π

2 � ζ ist.

b) Sei M beliebig. Führt L mit den EW λν x0 in x1 über mit x�x � M ,

so führt L � L�m01
m00b

m11
m00

�
���m01
m00

���2 die Spalte z0 � x0?
m00

über in z1 �
x1?
m00

�m01
m00

� x0?
m00c

m11
m00

�
���m01
m00

���2
.

Es ist pz0z1q� pz0z1q � I, und L hat das Spektr. λν �
λν�m01

m00? Die λν gehen

durch die Ähnlichkeitstransf.

λν � ? λν � m01

m00

in die λν über. Dabei geht, wenn wir diese Ähnlichkeitstransf. auf den ganzen
Raum ausdehnen, also

ξ1 � ? ξ
1
� Re

m01

m00

ξ2 � ? ξ
2
� Im "

ξ3 � ? ξ
3

setzen, die Figur der stereogr. Proj der λν auf auf die Einheitskugel über in die
Figur der stereogr. Pr. der λ-Ebene auf die durch M bestimmte Zahlenkugel.
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Bei allen EW-Einschliessungssätzen mit geg. x0, Lx0 � x1, bei denen die zulässi-
gen L unitär invar. gekennzeichnet sind, ist die Deutung auf der durch die Mo-
mentenmatrixM bestimmten λ-Kugel zu empfehlen; denn auf ihr stellen sich als

Kugeldrehunegn dar, diejenigen gebr. lin. λ-Transformationen
�

1
λ



Ñ �

�
1
λ



,

die die Momentenmatrix ungeändert lassen; z.B. bei M � I die unitären. Auf
der Kugel gedeutet die Gesamtheit der veträglichen Spalten drehinvariant; alsoWenn aber

λ � 8 aus-
gezeichnet ist
und M nicht
fest, besser
Paraboloid

sind z.B. die möglichen Spektren aus nur 2 Punkten in jedem Fall durch ihren
sphärischen Abstand allein gekennzeichnet.
Deutet man λ homogen als z1

z0
, so gehen die gebr. lin. Trans. z � pz0 z1q Ñ

zT , wenn man zu z�z übergeht, � lin. Transf. des reellen proj. Raumes
R3 der hermit. Matrizen H über, welche die Fläche 2. Grades F � detM � 0

7



festlassen. Die Gruppe der T , welche die Momentenmatrix M ¡ 0 in ein Mul-
tiplum von sich überführen, lässt den Pkt M ausserhalb F fest. Transformiert
man F projektiv in eine Kugel, M in ihrem Mittelpunkt, so entstehen die sämt-
lichen Kugeldrehungen als Bilder von T .
Die Sätze von S. 6,8 lassen sich auch so deuten: geg. x0 x1. Gesucht die Spektren
der L mit lx0 � x1, die normal sind in bezug (nicht auf die � -gelegte bekannte
Matrix p� , xq, sonder) auf eine nicht näher bekannte Matrix, deren � -ellipsoid
gegenüber der gegeb. �Einheitskugel� �das Achsenverh. k hat.
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Eigenwertaufgaben für Systeme vertauschbarer normaler Matrizen (homogen
geschrieben)
Geg. eine Matrix X � px0, . . . , xsq vom Range s � 1 mit n Zei-
len. Gesucht ist die Linearfaktorenzerleg. sämtlicher �Funktionen
det pt0L0 � t1L1 � � � � � tsLsq � 0 für solche n reihige Systeme vertausch-
barer normaler Matrizen L0, . . . , Ls, zu denen es eine Spalte a gibt mit
L0a � x0. Ist ptq � t0λ0 � . . . tsλs ein solcher linearfaktor, so heisst der
Pkt λ � pλ0, . . . , λsq des projekt. ps � 1q-dim. komplexen Raumes ein Eigen-
wert, und die Gesamtheit der n Eigenwerte eines nach obigem zugelassenen
Systems heisst ein bei � mögliches Spektrum

 
λ�

p1q, . . . , λpnq
( � Λ. (Sondert

man nachträglich diejenigen Spektren aus, bei denen für jeden einzelnen EW
gilt λν � λν1 , so erhält man die Theorie für das Iterationsverfahren mit
s Schritten.) Der Vorteil der allgemeinen Fassung dürfte, abgesehen voneine unleserli-

che Randnotiz dem grösseren Geltungsbereich, darin liegen, dass man jetzt als �Gruppe der
Aufgabe� die Gesamtheit der automorphen Transf der Momentenform in sich
zur Verfügung hat.
Hier reicht die unleserliche Randnotiz in den normalen Text herein

12

(1) Ist U unitär, so sind bei x und UX dieselben Spektren möglich.

Bew.: Ist Lta � Xt, detLt � c�±
v

�
λpvqt

�
, so ist ULU�1�tUa �

UXt, detULU�1t � detLt
Es kommt also nur auf X�X �M an: Λ mögl. Spekturm �M .

(2) Sind bei M die Spektren Λ möglich, so bei T�MT die Spektren ΛT .

Bew.: Lta � Xt, detLt �±�
λpvqt

�
. t � Ts: es ist LTsa � XTs,

detLTs � c
±�

λpvqTs
�

(3) Jedes bei I mögliche Spektrum Λ geht bei Rechtsmultiplikation mit einer
unitären Matrix wieder in ein solches über.

(4) Die sämtlichen mit X verträglichen Spektren erhält man in Gestalt der
Matrizen Λ � UX, U unitär, wenn man noch die in Λ eventuell auftre-
tenden Nullzeilen durch beliebige nicht-Nullzeilen ersetzt.
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Bezeichnung: Sind a, b Spalten (oder Zeilen) desselben Typs, so sei diag a ��
a1

a2
..

an



. Damit ist diag a � b � diag b � a
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Eigenwertaufgaben für Systeme vertauschbarer quasinormaler Matrizen
(homogen geschrieben, vgl. S.11).
Geg. eine pn, s� 1q-Matrix X � px0 . . . xsq vom Range s � 1; ferner eine Ge-
samtheit T von ns pn, nq-Matrizen. Ein Spektrum Λ (vom Typ pn, s� 1q mit
oder ohne Nullzeilen) heisst verträglich mit X, T, wenn es ps� 1q paarweise
vertauschbare Matrizen L0 . . . Ls und eine Spalte a gibt, für die

1) Lσa � Xσ

2) Lσ � T�1DσT mit T � T, Dσ Diagonalmatrix,

[3) det pL0t0 � � � � � Lstsq � const �±
v
pλv0t0 � � � � � λvstsq]

3) pDσqνγ � λγσ � ρν mit ρν � 0.

Man erhält die sämtlichen mit X, T verträglichen Spektren1, indem man alle1. Hauptsatz
Matrizen TX bildet und in ihnen, wo Nullzeilen auftreten, diese durch beliebige

vgl. 172 [Zeilen] ersetzt und die Zeilen mit belieb. Faktoren � 0 multipliziert.
Bew.: a) Λ sei so gebildet: TX � BΛ, B � diag b.

Sei Λ � pΛ0, ..,Λsq. Setze Dσ � diag Λσ. Es ist

Dσ � b � BΛσ
T�1DσTloooomoooon � T�1bloomoon � T�1BΛσ � xσ

Lσ � a � xσ

O�ensichtlicher Nachtrag:
Zusammenhang mit Quotientensatz?

14

b) Λ sei verträglich mit X, T: Lσa � xσ Lσ � T�1DσT ,

Dσ � diag Λσ p�Λ � pΛ0..Λsqq .
DσTa � T xσ Ta � b

diag b � Λσ � T xσ diag b � Λ � TX.

9



Nennt man A einen Teiler von B: A|B, wenn es eine Diagonalmatrix D2. Def:
gibt mit DA � B, so kann man den Hauptsatz kürzer aussprechen:
Die mit X, T verträglichen Spalten sind die Teiler von TX

Aus A|B folgt AR|BR.3.

Stehen die 3 Matrizengesamtheiten S, T, U (alles nicht singulär) zu einer Matrix4. Satz:
X in der Beziehung, dass TX � UXS ist, so
besteht zwischen der Gesamtheit Λ der mit X, T verträgl. Spalten

und " " Λ̃ " " X, U " "
die Beziehung Λ̃S � Λ.

Bew.: a) Ist Λ̃|UX S � S, so ist Λ̃S|UXS, also Λ̃S|TX, Λ̃S �
Λ

b) Ist Λ|TX, also Λ|UXS, ΛS�1|UX, ΛS�1 � Λ̃.

Folge:

15

5. Ist X die Menge der ns T mit axv T ¨ k, Typ T � pn, nq
S " " " " S " axv S ¨ k, " S � ps� 1, s� 1q
U die Menge des unitären Typ pn, nq

so erhält man alle mit T, I verträglichen Spektren Λ aus den mit U, I ver-
träglichen Spektren Λ̃ in der Form Λ � Λ̃S.

Hieraus wird der Satz von S.8 über den Fall � folgen unleserlich:
6. Der komplexe projektive Raum P1 (einer kompl. Dimension) lässt sich ab-

standstreu auf die Euklidische reelle 2-dimens. Sphäre S2 abbilden: (zν
komplex):

tz0, z1u ÝÑ
#
|z1|2 � |z0|2
|z1|2 � |z0|2

,
Re 2z̄0z1
|z1|2 � |z0|2

,
Im 2z̄0z1
|z1|2 � |z0|2

+
De�niert man den �Abstand von tz0, z1u und tz10, z11u durch

cos2 ϕ � |z̄0z10 � z̄1z
1
1|2�

|z0|2 � |z1|2
	�
|z10|2 � |z11|2

	
mit dem Abstand der reellen Bildpkte durch ihren Winkel ψ, so ist ψ �
2ϕ.

7. Die mit I normal unverträglichen Spektren sind dadurch gekennzeichnet, dass
es 1 ¨ k ¨ k�1 � oder verschieden �Eigenwerte� λp1q, .., λpkq gibt und n�k
zu diesen total senkrechte λpk�1q . . . λpnq, derart dass 1

k

k°
1

cos2?
�
λ, λpkq

�  
1

n�k
n°

cos2?
�
λλpnq

�
für alle λ dieses Spektrums.

10



16

Man kommt nicht mehr mit k � 1 aus, wenn s ¡ 1, und man kann daher auch
die unmöglichen Spektren nicht etwa dadurch kennzeichnen, dass alle ihre � von
einem passenden anderen �Ort� einen Abstand   π

4 haben.
Ist das Volumen der oben beschriebenen Menge (von λp1q..λpnq bestimmt)

vielleicht immer die Hälfte des ganzen projekt Raums? Dann könnte man so eine
Menge einen Halbraum nennen. In anderer Schreibweise ist er gekennzeichnet
durch die Existenz einer Hermiteschen Matrix H � 0 mit SpH � 0, so dass
der �Halbraum� genau aus den λ mit λHλ� ¡ 0 besteht.

Frage: Metrisiert man den projektiven s-dim. kompl. Raum Ps der pλ0, .., λsq
durch cos2 ϕ � pλµ�q2

|λ|2�|µ|2 , welches sind dann die volumentreuen ) Abb. von

Ps in sich? Das Linienelement ist ds2 � pλλ�qpdλdλ�q�pλdλ�qpdλλ�q
pλλ�q2 . Be-

schränkt man sich der Bequemlichkeit halber auf pλλ�q � 1, so ist ds2 �
pλλ�q pdλdλ�q � pλdλ�q pdλλ�q � pdλq2 � |λdλ�|2 Normiert man dagegen
λ � p1 λq, so wird in der Umgebung von λ � 0

ds2 � pdλq2

O�ensichtlicher Nachtrag:
So durch zurückgehen auf die Umgebg von λ � �

1 0 .. 0
�
vom dortigen

euklidischen Volumenelement aus auch ein unitär-projektiv invariantes Volu-
menelement de�nieren.
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Bei normalen EWAufgaben mit Schrittzahl s � 1 ist insbesondere X � px, yq�
selbst ein mögliches Spektrum, dh λν � yν

xν
ist eins. Nun folgt � aus der

Bemerkung, dass jedes Kreisgebiet, das ein vollständiges mögliches Spektrum
enthält, Einschliessungsgebiet ist, da es mindestens eine Halbkugel umfasst.
Ebenso Verallgemeinerung auf quasinormale. Enthält ein Kreisbereich alle yν

xν
,

so ist der in der MatrixM um den sphärischen Radius ρ vergrössrte Kreisbereich
ein Einschliessungsbereich.

Den Hauptsatz über quasinormale EWAufgaben von S.13 kann man auch so2.
aussprechen: Versteht man unter einer Eigenmatrix von L0...Ls eine quadr.
Matrix E mit LσE � E diag λσ, so sind die Eigenmatrizen, die mit X und
dem Spektrum Λ verträglich sind, genau diejenigen, welche ein Vielfaches von
Λ ind X überführen:

E � diag b � Λ � X

Die E�1 sind die, die X in ein Vielf. von Λ überführen.

11
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Zu allgemeinen EW Aufgaben kleiner Reihenzahl ( III 80 ):

1.
�
1� |µ1|2

	�
1� |µ2|2

	
� |1� µ̄1µ2|2 � |µ1 � µ2|2

2. Für n � 2 ist |µ1 � µ2| �
���det

�
M� M̂

	���
3. Für n � 3 ist bei M �

�
0 � �
1 � �
0 � �

	
notwendig für normale Spektren µ1µ2µ3:∣∣∣∣∣∣

1� |µ1|2 Reµ1 Imµ1

1� |µ2|2 Reµ2 Imµ2

1� |µ3|2 Reµ3 Imµ3

∣∣∣∣∣∣ � 0 Bew.: 4.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 Reµ1 Imµ1 |µ1|2
1 Reµ2 Imµ2 |µ2|2
1 Reµ3 Imµ3 |µ3|2
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ � 0

4. Bei der stereogr. Proj. auf die zu p 1 0
0 1 q gehörige Kugel geht λ über in!

|λ|2�1

|λ|2�1
, 2Reλ
|λ|2�1

, 2Imλ
|λ|2�1

)
5. Für x�1

�
1 0
2b �1

�
x � x� iy ist der genaue Wertevorrat x2

1�|b|2 � y2

|b|2 ® 1.
(Murnaghan, F.D., on the �eld of values of a square matrix, Proc nat

Ac Sci 18 (1932) 246�248).
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Gemeinsame Nullstellen zweier Hermitescher Formen. Finsler [22] Commentt.
9
1. Die gemeinsamen dh. normierten nichttrivialen Nullstellen zweier Hermi-

teschen Formen in n ¯ 3 Veränderlichen bilden eine zusammenhängende
Mannigfaltigkeit.
O�ensichtlicher Nachtrag: Gegenbeisp. f. n � 2� p 0 1

1 0 q ,
�

0 i
�i 0

�
Bew.: a) Zurückführung von n ¡ 3 auf n � 3.
Sei x�kHλxk � 0 pλ, k � 1, 2q, xk � 0� px1, x2q � 2.

Wähle x3 mit Rg px1, x2, x3q � 3, setze x � z1x1 � z2x2 � z3x3 undn © 3
x�Hλx � z�Gλz

�
z �

�
z1
z2
z3

		
.

z1 �
�

1
0
0

	
und z2 �

�
0
1
0

	
sind gemeinsame Nullstellen von G1, G2,

also, da jetzt n � 3, stetig durch Nullstelle zt 1 ¨ t ¨ 2 verbinden, mit
zt � 0. Es ist dann das zugehör x auch � 0 und stetig von t abhg.
Invarianz gegen αH1�βH� , γH � δH� : �Hi ÑM�1HiM, detM �a)
0.

12



Bew. für n � 3. Es gibt s, t reell so dass
f ps, tq � det psH1 � tH2q � 0, s2�t2 � 1. Denn f p1, 0q � �f p�1, 0q.b)
Da es beim Satz nur auf den von H1, H2 erzeugten Modul ankommt, kann
man detH1 � 0 annehmen, und durch lin. Transf der x kann man H1 ��
p
q

0

	
erreichen.

Ist Rg H1 � 0, so handelt es sich um die Nullstellen von H2 die sindc)
zushängend nach 212. d) Ist Rg H1 � 1, q � 0, so handelt

20

es sich um die in der Form x �
�

0
z1
z2

	
� �

0
z

�
darstellbaren Nullstellen von

H2, also von x�H1x � z�H2z, die hängen zusammen nach 212.
e) Sei nun Rg H2 � 2, pq ¡ 0; dann handelt es sich nur um

�
0
0
z�

	
.

f) also braucht nur pq   0 behandelt zu werden, durch lin. Transf. der x

kann man p � 1, q � �1 annehmen: H1 �
�

1
�1

0

	
. Sei H2 �

�
A b
b� c

�
Gesucht sind die x �

�
reiϕ

reiψ

z



mit x�H2x� 0 und zunächst c � 0. Ist x1 �

p r
z1 q eine Lösung, also r�

�
1
�1

�
r � 0 und r�Ar � r�b � z � b�r � z̄ �

0 für z � z1, so besitzt beim selben r �Gleichung auch Lösungen z von
beliebig grossem Absolutbetrag (nämlich sie erfüllen eine Gerade oder die
gesamte Ebene); z Ñ8 und Normierung auf Quadratsumme 1 ergibt stetige
Überführung von in x2 �

�
0
0
1

	
; also hängen alle Lösungen mit dieser

zusammen.
g) Sei � H2 �

�
A b
b� c

�
und c � 0, obdA c � 1. Bei festem r erfüllen die

z für die p r
z q�H2 p r

z q � 0, einen Kreis (oder Punkt � ) der z-Ebene,hängen also
zusammen

folgender Absatz ist durchgestrichen:
also kann man eine geg. Lösung unter Festhaltung des r stetig in überführen,
bei der z z.B. den tiefsten Punkt des durch r bestimmten Kreises bedeutet.
sie ist � 0, da schon bei der geg. Lösung r � 0 ist (wegen c � 0). Es genügt

daher zu zeigen, dass die r � 0 mit r p r
z q�H2 p r

z q � r�Ar�r�b�z�b�r�z̄�zz̄ �
0 eine

21

Lösung z besitzt unter Vermeidung von r � 0 zusammen hängen. (die Kreise
und ihre tiefsten Punkte ändern sich dann stetig mit 2). Die Bedingg. lautet
|z � b�r|2 � |b�r|2 � r�Ar, also ist für Lösbarkeit notw & hinr. |b�r|2 �
r�Ar � r� pbb� �Aq r ¯ 0.
mit bb� �A � p u v

v̄ w q besagt dies für r �
�
reiϕ

reiψ

	
r � 0:

u� w � 2Re veipψ�ϕq ¯ 0 ergibt r � �
1
eiϕ

�
, Re veipψ�ϕq ¯ �u�w

2

2die tieftsen Punkte ergeben die stetige Verbindung

13



Ist v � 0 und gibt es überhaupt eine Lösung, so its jedes ϕ, ψ Lö-
sung: zushg. Ist v � 0, so erfüllen die veiα einen Kreis und die α mit
Re veiα ¯ �u�w

2 , , wenn es solche gibt, einen Bogen 0 ¨ α0 ¨ α ® αq ¨ 2π;
α0 ® ψ � ϕ ¨ α1 ist zusammenhgd.
[UB: besser von vornherein ϕ � 0 erreichen durch stet Abänderg: � Ñ eiϕ� .

Die nichttrivialen Nullstelen einer Hermiteschen Form hängen zusammen.2.

a) n � 1 : keine oder alle; trivial

b) n � 2 : Erreiche H � p p q q p � q � 0 trivial
p � 1 , q � 0 : x � p 0

z q
pq ¡ 0 : keine
pq   0 : erreiche H � �

1
�1

�
x � 1?

2

�
eiϕ

eiψ

	
zush.

c) n ¡ 2 : wie 191a.

22

Wertevorrat Hermitescher Formentripel
Sind Hλ pλ � 1, 2, 3q Hermitesche Formen in n ¯ 3 Variablen, so durchläuft1.
der Punkt Px � tx�H1x, x

�H2x, x
�H3xu eine konvexe Punktemenhe , wenn x

� alle Spalten durchläuft, für die x�x � 1 ist.

Bew.: (vgl Hausdor� MZ3 (1919), 314-316) a) Sei x�kHλxk � aλ un-
abh. von k pk, λ � 1, 2q
Dann sind x1 und x2 gemeinsame Nullstellen von H1 � a1I , H2 � a2I ,
können aber im Bereich der gemeins. nichttriv. Nullstellen stetig verbun-
den werden, daher auch den Bereich der gemeins. auf x�x � 1 normierten
Nullstellen (S.191). xH�H3x läuft stetig von x�1H3x1 nach x�2H3x2 , nimmt
also jeden Zwischenwert an, ständig ist x�H1x � a1 , x�H2X � a2 . Also
liegt jeder Punkt der geradlininigen Verbindungsstrecke der zwei Punkte
tx�kH1xk, x

�
kH2xk, x

�
kH3xku pk� q auch in der betrachteten Menge.

b) Ist x�1H1x1 � x�2H1x2 oder x�1H2x1 � x�2H2x2 , so bringe die beiden
Punkte Px1 , Px2 durch homogene lin. Transf. der Hλ in eine Stellung, in
der die beiden ersten Kuv. übereinstimmen. a).

Existenz von Nullstellen: Drei Hermitesche Formen H1 , H2 , H3 in n ¯ 32.
Veränderlichen besitzen stets eine gemeinsame nichttriviale Nullstelle, ausser
wenn eine passende Linearverbindung r1H1 � r2H2 � r3H3

Zeile unleserlich

23
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Bestimmung des unitären Typus der Matrixpaare mit

#
L0a � x0

L1a � x1
mit gege-

benen px0x1q� px0x1q �M .
Geg. sei eine pos. de�nite zweireih. Hermitesche Matrix M . Ein Paar n-
reihiger Matrizen pL0, L1q � L 3 heisst mit M verträglich, wenn es eine n-
Spalte a gibt so dass�

a�L�0L0a a�L�0L1a
a�L�1L0a a�L�1L1a



�M �

�
m00 m01

m10 m11



ist.
1. Aus

�
L0 L1

�
vertr M folgt

�
L0A L1A

�
vertr M , wenn Ans .

2. Aus
�
L0, L1

�
vertr M folgt

�
UL0 UL1

�
vertr M , wenn U�U � I .

3. Aus L vertr M folgt LT vertr T�MT , wenn Typ T � �
2, 2

�
. T ns

4. Dund ist L nicht vertr M , wenn es eine Hermitesche p2, 2q-Matrix H
gibt mit SpHM � 0 , SpHL�L " 0 .

( d.h. h00L
�
0L0 � h01L

�
1L0 � h10L

�
0L1 � h11L

�
1L1 pos de�nit.)

Bew: a) Es gebe H . Dann ist für jedes a SpH
�

a�L�0 L0a a�L�0 L1a

a�L�1 L0a a�L�1 L1a

	
¡ 0 ,

also
� � �M : also L unvertr. M .

24

b) Sei Lunvertr M , det
�
t0L0 � t1L1

� � 0
a) Sei zunächst speziell t0 � 1 , t1 � 0 , also detL0 � 0
zwei Zeilen durchgestrichen
Es ist m0 � 0 , da M " 0 , dann ist x� pm00L

�
αLβ �mαβL

�
0L0q x � 0 un-

lösbar (für α, β � 0, 1 ), da sonst a � x �
?
m00

|L0x| die verträgl. �Da die Gl.
für α � β � 0 identisch erfüllt ist, haben die anderen 3 keine Lösung Rest
der Zeile durchgestrichen

also sind Re x� pm00L
�
0L1 �m01L

�
0L0q x � 0 � Re x�Kx

Im x� pm00L
�
0L1 �m01L

�
0L0q x � 0

x� pm00L
�
1L

�
1 �m11L

�
0L

�
0 q x � 0 � x�Ix

*
(A)

unlösbar. Nach 242 ist eine reelle �der Herm. Matr. von A pos. de�nit.
r1 pK �K�q � r2i pK �K�q � r3I " 0 . pr1 � ir2q k � pr1 � ir2q k� � r3I " 0
Umgeordnet nach L�αLβ :
h00L

�
0L0 � h01L

�
1L0 � h10L

�
0L1 � h11L

�
1L1 " 0 (B)

Da K und I in 0 übergehen, wenn man L�αLβ durch mαβ ersetzt,
hat die linke Seite von B die gleiche Eigenschaft: SpHM � 0 .

3mit det pt0L0 � t1L1q � 0 ; andere werden nicht betrachtet.

15



(b) Sei nun t0 , t1 beliebig, dann wähle T � �
t0 t2
t1 t3

�
ns und setze

LT � N . Ist � 3 unvertr T�MT , also gibt es SpGT�MT � 0 ,
SpGN�N � SpGT�L�LT " 0 . Setze H � TGT� .

Achtung: Es gilt immer dann SpAB � SpBA , wenn die Elemen-
te
Zeile unleserlich
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5. Gibt es ein H der in 234 beschriebenen Art und ist ϑ � �
d1
d2

� � 0 festge-
geben, so gibt es auch ein H mit der zusätzlichen Eigenschaft ϑ�Ĥϑ � 0 .

Denn bei geringer Änderung von H bleibt HL�L positiv def.

6. Sei ϑ � 0 beliebig gegeben als 2-Spalte. Dund ist L unvertr. M , wenn
es eine λ-Spalte i gibt mit

I�M i � ϑ�Mϑ und i�L�Li " ϑ�L�Lϑ
oder !

Bew.: � H nach �mit ϑ�Ĥϑ � 0 . Dann ist H 1 � const.H � ϑϑ� � ii�

mit passendem � , da H inde�nit sein muss wegen SpHM � 0 .
Es ist SpH 1M � ϑ�Mϑ� i�M i

SpH 1L�L � ϑ�L�Lϑ� i�L�Li pos oder neg de�nit

"
7. Def: A vertr M , wenn

�
I, A

�
vertr .M .

8. Dund ist Aunvertr M , wenn es i � p c1c2 q gibt
mit c0I � c1A

2 ¡ i�Mi
m00

oder Bew: Wähle ϑ � p 1
0 q �

b
i�Mi
m00

2   " in 6.

26

9. Ist A vertr. M , so ist A1 vertr. M
Ā " M̄
A� " M̄ Bew.: 8.

Frage: Ist stets A1 unitär ähnlich zu A ?

10. Dund ist Aunvertr. I , wenn es ein komplexes α gibt
mit A� α

2   1� |α|2 , dh.

A� α ¡
b

1� |α|2 . Bew: Im � ist e1 � 0 ; α � � c0
c1

oder A� α  
b

1� |α|2
11. Dund ist A vertr. mit I , wenn der im R3 gedeutete Wertevorrat vonEine durch-

gestrichene
Randnotiz

"
A��A

2 ,
ipA��Aq

2 , A
�A�I

2

*
für x�x � 1 vom Nullpunkt aus gesehen einen

sphär. � radius ¯ π
2 besitzt

16



Es handelt sich um
!
Re x�Ax, Im x�Ax, |Ax|2 � 1

)
.

12. Dund ist T�1AT für ein passendes T mit ρ pT q ¨ ζ vertr. mit I ,
wenn der in 11 genannte Wertevorrat vom Nullpkt aus einen sph. � radius
¯ π

2 � ρ besitzt.
Bew. wie S. 6&8: Sei B vertr. I .

Dund ist T�1BT vertr. M für ein passendes T mit axv T ¨ k , wenn
axv M ¨ k2 .

27

13. Dund ist A vertr. I , wenn für alle α

A� α ®
b
a� |α|2 ® A� α (11)

Dund ist A vertr. M , wenn für alle α

A� α ®
d
m00 |α|2 � 2Rem01ᾱ�m11

m00
® A� α (7)

14. Dund ist A vertr. I , wenn für jedes α ein x existiert mit

|pA� αq x| �
b

1� |α|2 � |x| , d.h. mit

x� pA�A� I � xG� yHq x � 0 , für jedes x , y (wobei A � G� iH )

15. A � G� iH ist mit den und nur den M �
�

1 µ�iν
µ�iν ρ

	
vertägl., füar�Anfang

brauchbar welche der Pkt
�
µ ν ρ

�
dem Wertevorrat von

�
G H A�A

�
angehört

(für x � 1 ) (trivial bis auf welcher konvex ist)
Der Wertevorrat liegt ganz im Paraboloid z3 � z2

1 � z2
2 . Auf diesem lie-

gen lediglich die Bilder der Eigenvektoren, und zwar stellen sie die früheren
�EWe dar.

O�ensichtlicher Nachtrag:
vlga am 20.10.69 Problem genannt: Zweidimensionale gemeinsmae Nullstellen
von Herm. Formen Hi , das heiÿt Xn�i mit X�X � I2�2 , X�HiX � 0

28

1. Def: Der �Wertevorrat PWL0L1 � (gedeutet im Paraboloid), besteht aus al-
len Hermiteschen Matrizen

W pxq �
�

x�L
�
0 L0x x�L

�
0 L1x

x�L
�
1 L0x x�L

�
1 L1x

�
mit x � 0

17



Anschaulich gedeutet wird
�
h00 h01
h10 h11

�
als homog. kartes. Kov:

z1 � Re h01
h00

z2 � Im h01
h00

z3 � h11
h00

. Der Wertevorrat liegt im
Paraboloid: detW ¯ 0 , auf diesem nur die �Werte� W px� q füar
die Eigenvektoren der Aufgabe pt0L0 � t1L1q x � 0 ; es ist hierfür

W pxq �
�

t̄1t1 �t̄1t0
�t̄0t1 t̄0t0

	
.

2. Def. Der Wertevorrat KWL0L1 entsteht aus PWL0L1 durch die Transf.

KW �
�
Pw00�Pw11

2 Pw01

Pw10
�Pw00�Pw11

2


 �� Stereogr.
Proj. Nord-
von pol!

�

mit der Umkehrg.

PW �
�
Kw00 � Kw11 Kw01

Kw01 Kw00 � Kw11



� PW �

��Pw11

�Pw00



KWL0L1 liegt in der Einheitskugel pw01q2 � w2

11 � w2
00 . Bei � fester

kartes. Koordsystem w00 � 1
3. Für p2� 2q-Matrizen ist PWLT � T�PWLT

29

Spezielle Wertevorräte
1. Für A � �

λ 0
ν µ

�
ist PWEA das Ellipsoid (Paraboloid)��λ�Wµ

��2 � |ν|2 � detW mitµ � ��µ
1

�
, λ � ��λ

1

�
.

ë� 0 :Verbindungsgerade von
�

1 λ
λ̄ |λ|2

	
und pµ�q

KWEA ist das Ellipsoid��λ�Wµ� w11λ̄µ� w00

��2 � ν2 �
�
w2

00 � |w01|2 � w2
11

	
2. Im Grenzfall µ � λ ist

PWEA : pλWλq2 � |ν|2 detW

ë Tang. Ebene am Paraboloid in
�

1 λ
λ̄ |λ|2

	
KWEA :

�
λWλ� w11 |λ|2 � w00

	2 � ν2
�
w2

00 � |w01|2 � w2
11

	
Für p 0 0

ν 0 q : PWEA : W � pw0 w
w̄ w3 q mit w2

3 � |ν|2
�
w0w3 � |w|2

	
3. Für A �

�
0 0 0
1 0 0
0 1 0

	
ist PWEA das Gebiet mit der Parameterdarstellg.

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

��
��
��

��
��
��

(

1
1

2

1

2
1

)

( 1 0

0 0
)

I

W
W �

�
p4 � p2 � 2 ζ � p3

ζ̄p2 p2 � 1



1 ¨ p ¨ 8
|ζ| ® �

Für |P | � 1 ist W � p2 � 2

18



30

Geometrie im Raum der de�niten zweireih. Hermiteschen Matrizen �
Deute die Gesamtheit p � P für eine feste pos. def. Matrix P mit willkür-

lichen p ¡ 0 als einen Punkt im P3 , für semipos. R als einen Randpkt; alsindef. P gibt
[Punkt �aus-
serhalb� � ]
Gerade �

Bewegg. die proj. Abb von � in sich, die R fest lassen: R : detR � 0





 








P1

P2

R1

R2

det p�

Die R heissen die Enden von � .
1. Es ist das DV pR1R2;P1P2q � axv P1P

�1
2

eine Beweggs invariante, �und durch
P1 und P2 bis auf den Exponen-
ten �1 . Ist P3 � aP1 � hP2 , so ist
axv P3P

�1
2 � axv P2P

�1
1 � axv P3P

�1
1 .

Symmetrisch in P1P2 ist die Funktion
dieses DV

P1P2
2 �

�
P̂1 P2

�2
4 � det P̂1 detP2

� 1
4

�
DV � 1

DV
� 2



; P1P2 heisse

::::::::
Abstand?

�
�
P̂1 P2

�2�
P̂1 P2

� �
P̂2 P2

�
ist dieser Abstand additiv?! nein P1P! � 1

wobei rM s � SpurM� und {pm11 m12
m21 m22 q �

�
m22 �m12�m21 m11

�
ist.

2. Es ist detM � 1
2

�
M̂M

�
, det pM �Nq � detM �

�
M̂N

�
� detM�

Â
�
� rAs , pA�Bq̂ � Â� B̂ , pABq̂ � B̂Â . det Â � detA

Für A11 � T�AT , B1 � T�BT ist
�
Â1B1

�
�

�
ÂB

�
� |detT |2 .

3. M̂ ist der Spiegelpunkt zu M an I . M̂ �M � rM s I�
RR̂

�
� 0 .

4.
�
XÂ

�
�

�
X̂A

�
� 0 ist die Gl. der Polaren zu A , �

�
X̂R

�
� 0 die Tang. in

� .

5.
�
XR̂1XR̂2

�
� 0 ist die (doppeltzählende) als Fläche 2. Ord zählende Gerade

R1R2 . Es ist
�
XR̂1XR̂2

�
�

�
XR̂1

� �
XR̂2

�
� detX �

�
R̂1R2

�
31

6. Die Gl. der einfach zählenden Geraden R1R2 ist R̂1XR̂2 � 0

� Innerer-Rand:

7. Nach 301 sind rXM̂s2
rXX̂s � const die Flächen festen Abstands von M .

Daher kann man, wenn eine bestimmte Matrix R gegeben, die Flächen

R XR
2 � rXR̂s22

rXX̂srRs2 � const als Abstands�ächen von R bezeichnen. Bei geg.
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Randpunkt R sind die Abstände zwar durch X festgelegt, aber nur die

Abstandsverhältnisse XR
2

Y R
2 � rXR̂s2

rY R̂s2 �
detY
detX sind beweggsinv.

Also: IR � 1
Die Abstands�. von R sind die �� � �Schar aus der Tangentialdoppelebene
in R und R . Auf einer Geraden durch R bilden die Zahlen XR

2
eine

projektive Skala mit RR
2 � 0 , R̂R

2 � 8 . Also ist

XR
2 �XR̂2 � const � 1 unabh von X

für X � pR� qR̂.

Für X � p1R1 � p2R2 ist konstant XR1
2 �XR2

2 � rR1R̂2s
rR1s2rR2s2 .

8. Lote rXP̂1s
rXP̂2s � const sind die zur Geraden P1P2 senkr. Ebenen.

Das ist das von den� ebenen zu R1 , R2 �Bündel
Denn dir Gr. der Drehungen um R1 und R2 lässt so eine Ebene fest.

32

Der Fusspunkt des lotes von M auf die Gerade R1R2 ist

F �
�
MR̂2

�
R1 �

�
MR̂1

�
R2

sein Abstand von M ist der minimale Absatnd von M zur Geraden und
er hat den Wert

M R1R2
2 �

$'&'%
2 rMR̂2srMR̂1s�2
rR1R̂2srMs2 fürdetM � 0 und

2 rMR̂2srMR̂1s
rMM̂s�rR1R̂2s fürdetM � 0.

Also ist M R1R2
2 �

c
MR1

2�MR2
2rR1s2rR2s2rR1R̂2s Die Abstands�. einer

(gilt für detM �
�0 ) Geraden hat auch festes

Abstandsprodukt zu den Enden der Geraden.
R1R2 �M R1R2 � 2MR1 �MR2

Für den Fusspkt F des Lotes von M auf die durch P1P2P3 gehende

Ebene ist rMP̂is
rFP̂is unabh. von i .

8. Abstand zweier �Punkte:

Def.: R1R2
2 � rR1R̂2s2�4

rR1s2rR2s2 nicht beweg in � . also RR̂ � 2 ,

RR � 0 , R0R1 � R8R1 � 1
Also man hat in den Formeln die �eigentlichen�

�
MM̂

�
durch rMs2

2 zu
ersetzen, um uneigentl. M zu umschliessen.
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Die Einschliessungsaufgabe bei einem Iterationsschritt
besteht darin, aus der Kenntnis eines Punktes vom Wertevorrat W der Aufga-
be unter passenden Schiefheitsbeschränkungen (�Krümmungs?beschränkungen
für den Rand von W ) ein Ende des Wertevorrats zu lokalisieren, oder allg, über
alle Enden, das Spektrum, Aussagen zu machen.

Ist R ein Ende von W und g eine Gerade durch R , die zu W fremd ist,1.
so ist der zu R gehörige Eigenraum total senkrecht zu den anderen. Denn ist

U�AU �
�
λ
ν µ

. . .

�
mit ν � 0 , so enthält W den Wertevorrat von

�
λ
ν µ

�
,

also eine Abstands�äche zur Geraden λµ (vgl. , diese berührt R , schnei-
det also g .

Gibt es insbesondere zu jedem Ende des Wertevorrats eine
solche Gerade (z.B. wenn der Wertevorrat eben ist), so ist die Aufgabe normal.

Frage: Lässt sich A durch eine ÄhnlTransform. mit dem axv � in eine
normale transformieren, wenn der Absatnd des Werterands von der konvexen

Hülle des Spektrums ¨
�
k� 1

k

2

	2

ist? Die Umkehrung gilt nach 64.

34

Der Wertevorrat zweireihiger Matrizen.

Def: WA�Gesamtheit
�

x�x x�Ax

x�A
�

x x�A
�Ax

	
  g3 (besser: γ3 ?), x � 0

�Gesamth. W

1. Für A � �
λ 0
ν µ

�
ist der Wertevorrat Abstands�äche zur Geraden RλRµ

(mit Rλ �
�

1 λ
λ̄ |λ|2

	
).

Bew.: für λ � µ :
Der Wertevorrat ist zweidimensional und geht bei allen Bewegungen in sich
über, die seine Enden fest lassen4. Insebesondere gilt:

2. WA ist die Gesamtheit mit rWR̂λWR̂µs
rWŴ srR8RµsrR8Rλs �

|ν|2
2rR8s2 . 291

dh: W RλRµ
2 � 1 � |ν|2

4 �R8 R1R2
2

λ � µ : WRλ
2 � |ν|2

2 R8Rλ
2

3. WA � Ges. W mit : rWR̂λsrWR̂µsrWR̂λWR̂µs
rŴW s2�rR8Rλs2rR8Rµs2 �

ϑ2pAA��A�Aq
4rR8s4 . III80

dh. W RλRµ
2 �

!
W RλRµ

2 � 1
)
� ϑ

16 �R8 RλRµ
2?

4. Jedes Schiefe mass, das nur von AA� �A�A abhängt, ist inv. gegen dieAllg. gilt:
�Translationsgruppe� (gebr. lin Transf � ),

T � �
ε t
0 η

�
mit |ε| � |η| ,welche jede

4denn eine gebrochen lin. Transf. führe λ� in sich über. Dann führt sie auch A in sich
über. Für λ � µ Grenzübergang.
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Abstands�äche von R8 in sich überführt.

35

im Wertevorrat von A �
�

0 0 0
1 0 0
0 1 0

	
W �

�
p4�p2�2 ζp3

ζ̄p3 p2�1

	
wächst auf dem Ran-

de WR0
2

von I monoton nach 8 .
Der nächste Randpkt. I liegt auf R0R8 .

I

R0

R∞ Der Wertevorrat von A � p 0 0
1 0 q ist die Abstandskurve zu

R0 � p 1 0
0 0 q durch I :

R0W � 1 I

R0

Ein Mass für die Schiefe von Matrizen mit nur einem EW ist der Kehrwert des
Abstandes ihres Wertevorrats von 8 .
Frage: Sei A nilpotent. Ist dann A durch die Summe der pos. Ewe von
AA� �A�A nach oben beschränkt? (Unabh. von n?!)

Ist n unbeschränkt, so ist der Wertevorrat aller nilpotenten A mit

0

∞
A ® a ein zu 8, 0 symmetrisches Segment von P3 :
Die Schiefe im Hauptraum zu einem EW äussert sich also in einer
Aufblähung des EWs zu einer Kreisscheibe: Es gibt ein (kontinuier-
liches, kreisscheibenförmiges) Spektrum, zu dem derselbe normale
Wertevorrat gehört.

36

Zur Geometrie im Raum P3 .
Es gibt zu zwei Pkten P1 , P2 genau eine Bewegung P Ñ P 1 , so dass

PP 1 ¡ P1P2 für alle P , die nicht auf der Geraden P1P2 liegen. Diese geht
in sich über.

Ist X vom Typ pn, 2q gegeben, so durchläuft pTXq� pTXq die Kugel mit
dem DV-Radius k2 , wenn T mit axv T ¨ k läuft.

Die �Translationsgruppe�
�
ε t
η

�
mit |ε| � |η| � 1 stellt sich als wirkliche

Translation dar in dem Raum H3 (�Halbraum�): Deute H � �
h00 h01
h10 h11

�
miteukl.
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h01 � h̄10 , H11 reell als den Pkt H� �
!

Re
h01
h00

, Im
h01
h00

,

c
h11
h00

�
���h01
h00

���2
)
� tξηζu

wenn detM ¯ 0 h11
h00

� ζ2 � ξ2 � η2

Die Ebenen im Raum P3 werden die zu ζ � 0 orthogonalen Halbku-
geln. Die erwartete Translationsgruppe T � p 1 b

0 a q geht über in die Ähnlich-
keitstransf., die ζ � 0 fest lassen: λ � ζ � iη λÑ aλ� b

Mit M unverträglich sind im normalen Fall genau die Spektren, die ganz
im Inneren oder ganz im Äusseren einer durch M gehenden, auf ζ � 0 or-
thogonalen Kugel liegen (�Orthogonal-Kugel�)

H3 entsteht aus der Kugeldeutung von P3 nicht durch Inversion!
Hier folgt evtl. noch eine Zeile

37

Dund ist M mit dem Spektr. tλνu unverträglich �der Klasse der quasinor-
malen Matrizen Λ , die durch Ähnlichkeitstransf. mit ζpT q ¨ ζ0 normalisiert
werden können, wenn dieses Spektrum von M aus in H3 unter einem eukl.
�winkel   π

2 � ζ0 erscheint, dh wenn es sich einschliessen lässt in eine Kugel
durch M , die mit ζ � 0 einen Winkel ® π

2 � ζ0 bildet, dh. wenn es von
M getrennt werden kann durch eine Kugel, die mit ζ � 0 den Aussenwinkel

π
2 � ζ0 bildet. Bew.: 383

30

folgender Absatz ist durchgestrichen:
Jede Kugel in H3 , die ζ � 0 in einem Kreis K schneidet, ist das Bild

einer Abstands�äche in P3 zu der Ebene, die der durch K gehenden Ortho-
gonalkugel entspricht. Bew 382

Bew.: M durch Ähnlichkeitstransf in I überführen.
Bei quasinormalen Aufgaben sind Einschliessungsmengen die Kugelninne-

ren, die mit ζ � 0 den Winkel π
2 � ζ0 bilden und M enthalten, und die

Kugeläusseren, mit dem ? π
2 � ζ0 , die M enthalten.

Den Spiegelungen von P3 an einer Ebene (Die Bewegungen von P3 ,
die nicht Translationen sind) entsprechen den Inversionen von H3 an den zu-
gehörigen Orthogonalkugeln; denn sie führen deren Schar in sich über. Diese
Spiegelungen �� aller Bewegungen.

38

De�niert man in P3 den Winkel zweier Ebenen, die sich längs R0R8 schnei-
den, als ihren euklidischen, so stimmt allgemein der Winkel zweier Ebenen in
P3 mit dem Winkel der entspr. Orthogonalkugeln in H3 überein; denn bei
Spiegelungen wie Inversionen bleibt dieser Winkel ungeändert. Bei I selbst
ist die Abb. von eukl P3 auf H3 also winkeltreu �daher ist sie �überall
winkeltreu.
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Ist L eine Kugel, die mit der Randebene R denselben Kreis als Durchschnitt2.
hat wie die Orthogonalkugel F , so geht L bei jeder Inversion in sich über, die
F und R in sich überführt, daher bei allen ne Beweggen, die F festlassen;
daher in L ein Abstands�äche zu F .

Erscheint in P3 eine Ebene F1 von M 1 aus unter dem � radius ψ , so bildet3.
die Kugel k durch M und die �Spur� der zu F1 gehörigen Orthogonalkugel
F in H3 den Aussenwinkel ψ mit R

Geraden von M zum Rand von F

M
2ψP

f

ϕ′

i

ϕ
χ

ϕ � π
2 � Ξ � π

2 � τ
ϕ1p� ϕq � π

2 � τ 1 ϕ� ϕ1 � 2ϕ � π � pτ � τ 1q � 2ψdito

39

Die Deutung der Hermiteschen p2 2q-Matrizen in H3 dürfte sich bei allen Fra-
gen empfehlen, bei denen R8 � p 0 0

1 0 q ausgezeichnet und damit die erweiterte
Translationsgr, die diesen festlässt, bevorzugt ist.
Der Wertevorrat von p 0 0

ν 0 q ist eine tangierende Kugel, der von
�

0
1 0
0 1 0

	
für

nÑ8 die obere Hälfte der Einheitskugel.
H3 ist der Poincarésche Halbraum. vgl. � zykl. II B 4, Nr 6,7

Frage: Kann man normale Operatoren aus ihrem Wertevorrat kennzeichnen,
indem man sich auf lineare Teilräume der Operatoren beschränkt?

Zur Hesseschen Normalfrom:
Ist lpx yq � 0 eine Geradengleichung, so ist d � lpx, yq eine Koordinate in
einem Parallelkoosystem, das l � 0 als eine Kante hat, also ist dpx,yq

dpx1,y1q das
Koord-Verhältnis zweier Pkte, das ist aber gleich in jeder Richtung, also ist es
� Abstandsverhältnis.

P

α = 0

s
′
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Aufgabe: Was folgt aus Kenntnis von x und Ax � y bei normalen EWaufga-1.
ben, wenn man weiss, dass eine positive Eigenlösung Existiert?
vgl. S. 702

Bemerkung zur Di�erentialrechnung:2.
Für fpx, y, ��q � extr. bei gpx, y � �q � const und hpx, y, ..q � const ist not-

wendig:
!
Bf
Bx � λ BgBx � µ BhBx ,

Bf
By � . . .

)
oder 0 � λ BgBx � µ BhBx , 0 � ��

hat nichttriv. Lösung λ , µ , .
Die Oder-Bedgg ist wichtig bei folgendem Beispiel:

x1px2 � x3q � extr. bei x2
1 � x2

2 � x2
3 � const , x2

1 � x2
2 � const .

3.

F1

M

R1

R2

R3
S1

3°
i�1

DV pRiSi;MF1q � 1.

alle DV sind ¡ 0 im Inneren des Drei-
ecks

41

Inhaltsverzeichnis Prange-Koppenfels, Vorl. üb. Di�. u. Int.-R.I (Springer
Berlin 1943)

I. Die ganzen rationalen Funktionen.
�1. Der Flächeninhalt �unter einer geraden Linie�.

1.1: Die Bewegung des freien Falls. 1.2: Bedeutung des Schach-
telungsverfahrens für das Zahlenrechnen. Begri� der Irrationalzahl
1.3: Beispiele (Flüssigkeitsdruck, Au�aden eines Kondensators, De-
hung eines Stabes, Formänderungsarbeit, Einspannmoment eines ein-
geklemmten Balkens) 1.4: Der Flächeninhalt unter einer Geraden in
beliebiger Lage. 1.5: Die Parabel zweiten Grades und ihr Steigungs-
bild.

�2. Der Flächeninhalt unter einer Parabel zweiten Grades.
2.1: Die Flächeninhaltsaufgabe. 2.2: Die ganzen rationalen Funk-
tionen dritten Grades und ihre Steigungsbilder.

�3. Die ganzen rationalen Funktionen beliebigen Grades.
3.1: Flächeninhalt und Steigung der Kurve y � xn . 3.2: Allgemei-
ne Bermerkungen über den Verlauf der ganzen rationalen Funktionen.
3.3: Der Taylorsche Satz für ganze rationale Funktionen. 3.4: Null-
stellen der ganzen rationalen Funktionen (Abspaltg von Linearfakto-
ren, Newtons Näherungsverfahren; Lagranges Interpolationsformel).

�4. Elemente der Di�erentialrechnung.
4.1: Die Newtonsche Iterationsformel. 4.2: Die Di�erenzen
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als Funktionen. 4.3: Di�erentialgleichungen.
�5. Anhang: Der Grenzwertbegri� und seine Bedeutung.

5.1: Grenzwerte von Zahlenfolgen, Kgenz, Bgenz. 5.2: Das Rechnen
mit Grenzwerten. 5.3: Häufungsstellenprinzip und Konvergenzkriteri-
en. 5.4: Grenzwerte von Funktionen. 5.5 Sätze über stetige Funktio-
nen. 5.6: Analytische De�nition des Flächeninhalts.

II. Die gebrochen rationalen Funktionen und ihre Flächeninhaltsfunktionen.
�6. Der Flächeninhalt unter der Hyperbel y � 1

x .
6.1-6.6: Verlauf, Bedeutung (isotherme Zustandsänderung), Flächenin-
halt nach Schachtelungsverfahren, Eigenschaften von lnx , Praktische
Berechnung, gleichmässige und ungleichm. Kgenz der Näherungspara-
beln.

�7. Der Fundamentalsatz über den Zusammenhang zwischen Flächenin-
halt und Tangentensteigung. Der Integraph.
7.1-7.5: Steigg von lnx , Steigg beliebiger Flächenfunktionen, Mittel-
wertsatz, Integraph.

�8. Die Umkehrung der Funktion lnx . Exponentialf. u. Logarithmus.

43

8.1-8.4: Exponentialreihe, Logarithmen und Zahlenrechnen, natürl.
Wachstum.
�9. Verallgemeinerte Hyperbeln.

9.1-9.2: y � 1
xn pn � 2, 3, . . . q Teilbruchzerlegg.

�10. Der Flächeninhalt unter der Fkt. y � 1
1�x2 .

10.1-10.3: Annäherung durch rationale Funktionen, Potenzreihe
|x|   1 und |x| ¡ 1 , Deutung am Kreis, arctg x , x � tg w .

�11. Flächeninhalt unter der Fkt. y � 2x
1�x2 . Substitution. Di�erenz und

Di�erntial einer Funktion.
11.1-11.5: Deutung der � summe an der Substitutionskurve, Begri�
des Di�erentials, Substitutionsmethodem Beispiel einer Dgl. mit Tren-
nung der Veränderlichen.

III. Ausbau der Di�erential- und Integralrechnung.
�12. Die Bedeutung der Di�erentialschreibweise für die Ausbildung des

Kalküls.
12.1-12.7ßteigg. als Di�erentialquotient, Umkehrregel, Kettenregel,
Flächeninhalt als Integral, Fundamentalsatz der D&I, Substitutions-
methode, Trennung der Veränderlichen.

�13. Di�erentiationsregeln und Integrationsmethoden.
13.1-13.9: Grundregeln der Di�rechnung, Produktintegration
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Partialbruchzerlegg., Integr. gebr. rat. Fkt., numrische Integration, Fehler-
abschätzg bei Integr. mit Hilfe genäherter ganzer rat. Funktionen.

�14. Die Taylorsche Formel.
14.1-14.2: Die Schmiegeparabeln, Darstellg der höheren Ableitungen als
Quotienten von Di�erentialen, Taylorentwicklung mit Resteglied als Integral
Abschätzung des Resteglieds.

IV. Die infachsten irrationalen Funktionen und ihre Integrale.
�15. Potenz mit beliebigen Exponenten py � xαq
�16. Die Funktionen

apαx2 � 2βx� γq und ihr Integrall die Funktionen
arcsinx und �x .

�17. Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen. (einschl. y2 � ky � 0 ).

V. Die Fourierschen Reihen.
�18. Mathematische Darstellung der harmonischen Schwingungen.
�19. Entwicklung einer periodischen Funktion in eine trigonometrische

Reihe (stetig bis auf endl. viele Sprungstellen; endl. viele Maxima
und Minima).

???

Die Seiten 45 bis 54 fehlen
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Inhalt Lettenmeyer [6]: Für x ¡ x0 seien die reellen Funktionen ϕpxq
und ψpxq di�bar und ψ1pxq � 0 . Es sei lim

xÑ�8
|ψpxq| � �8 ,

lim
xÑ�8

ϕ1pxq
ψ1pxq � A . Dann ist lim

xÑ�8
ϕpxq
ψpxq � A p�8 ¨ A ¨ �8q .

(desgl. xÑ x0 .

Bew.: sign ψ1 � const nach Satz von Darboux über Zwischenwertl.
Abltg.

Sei ψ1 ¡ 0 für x ¡ x0 , ψ Ñ �8 . Sei ε ¡ 0 geg., dann ist
A� ε   ϕ1

ψ1   A� ε pA� εqψ1   ϕ1   pA� εqψ1 , dh. ϕ� pA� εqψ
wächst ϕ� pA� εqψ fällt. ϕ� pA� εqψ hat also Grenzwert α
oder 8 (desgl. ϕ� �

A� �
�

�
ψ ). α fällt aus, da sonst auch

ϕ� �
A� �

�

�
ψ Ñ endl. , ψ Ñ endl . Also ϕ� pA� εqψ Ñ �8 , desgl.

ϕ� pA� εqψ Ñ �8 , dh. A� ε   ϕ
ψ   A� ε für grosse x .

Lindelöf. Ullrich Einf. in die höh. Analysis, Teubner 1934, benutzt das Zeichen��b
aF pxq � F pbq � F paq.

Beispel einer stetigen nirgends di�erenzierbaren Funktion.
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(verwandt mit der van der Waerden London, Di�&Int,)
Sei f0pxq durch die folgende Kurve dargestellt, � :

−1
−1−2−3

1

1 2 3

und fnpxq � f0p16nxq
2n

Beh: fpxq �
8°
0
fnpxq ist stetig, aber nirgends di�bar.

56

Bew.: 1) Alle Di�erenzenquotienten von f� pxq sind absolut ® 1 , und zwi-
schen zwei benachbarten Extrema gilt das Zeichen � . Wo zwischen
den dann ausschliessenden Extrema ist er 1

3 und vom anderen Vorzei-
chen. f0pxq ein Extremum hat, sind alle fnpxq � 0 pn � 1, 2, . . . q .

2) Alle Di�erenzenquot. von fnpxq sind absolut ® 8n , und �
gilt für benachbarte Extrema von fnpxq . Wo fnpxq � extr. ist
fn�1pxq� fn�2pxq ��� zwischen ausschl. ist er 1

38n und von
anderem Zeichen

3) x1 , x2 seien zwei benachbarte Extrema von fkpxq . Dann ist����fpx1q � fpx2q
x1 � x2

���� �
����� 8̧
k�0

fnpx1q � fnpx2q
x1 � x2

�����
¯

����fkpx1q � fkpx2q
x1 � x2

����� k�1̧

0

����fnpx1q � fnpx2q
x1 � x2

����
¯ 8k �

k�1̧

0

8n � 8k � 8k � 1
8� 1

¡ 6
7
8k

Sind x0 , x3 daran ausschliessende Ext. so ist der Di�quot.
¯ 1

38n � 8k�1
8�1 © 1

68k

4) x sei beliebig. Wähle zwei benachbarte Extrema x1 , x2 von fk
so dass x1 ¨ x ¨ x2 . Dann ist���� x2 � x

x2 � x1

fpx2q � fpxq
x2 � x

� x� x1

x2 � x1

fpxq � fpx�q
x� x�

���� �����fpx2q � fpx�q
x2 � x�

���� ¡ 6
7
8k, also����fpxiq � fpxq

xi � x

���� ¡ 6
7
8k für i � 1 oder 2.

*) Also ist fpxq in x nicht di�bar, da pxi � xq ® 2 � 8�k Ñ 0 pk Ñ 0q
Stetig ist fpxq wegen der gleichen Kgenz.
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*) Sind x0 , x3 aussen an x , x2 anschliessende Extrema von fk , so ist��� fpx3q�fpx0q
x3�x0

��� ¡ 1
6 � 8k und vom anderen Zeichen als fpx2q�fpx1q

x2�x1
. Also ist

auch nicht lim
ξÑx

fpξq�fpxq
ξ�x � 8

57

8³
x

ex�ξ � fpξqd ξ � fpxq � f 1pxq � � � � � f p0qpxq �
8³
x

ex�ξf pn�1qpξqd ξ .
wenn f pνqpξqe�ξ Ñ 0 pξ Ñ8.ν � 0, 1, .., nq

Beispiel einer stetigen Funktion, die an einer dichten Menge von Stellen nicht
di�erenzierbar ist:

fpxq �
8̧

n�0

sin p2n � 2πxq
2n

ist nicht di�bar für x � g
2p ( g, p ¡ 0 ganz).

Bew.: f hat Periode 1.

a) fpxq � sin 2πx� fp2xq
2

wenn also f in x di�bar, dann auch in 2x �und in x� 1 .
b) Wäre f in 0 di�bar, so wäre f 1p0q � 2π � cos 2π � 0� f 1p0q

0 � 2π .
c) Wäre f in x � g

2p di�bar, dann nach a) auch in x � g , also auch
in x � 0 .

O�ensichtlicher Nachtrag:
Ähnlich für �nirgends di�bar� mit

³
statt

°
?

σ2 : �Distortion� nennt Weyl [8] den Quotienten zweier Hermitescher Matrizen.
Es ist k1

kn
¨ σ2 � |x|1

|x|2 ®
kn
k1

, wobei det pG1 � kG2q � 0 , |x|2ν � x�Gνx .
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Zu lim
�
1� x

n

�n � ex .
a) Für 1h ¡ 0 , h � 0 gilt p1� hqn ¡ 1� nh pn � 2, 3, 4, . . . q .
b) Für genügend Grosse n und festes x steight

�
1� x

n

�n
monoton. Denn
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ist �
1� x

n

�n�
1� x

n�1

	n�1 ® 1 , so gilt, wenn 1� x

n� 1
¡ 0,

1� �x
n� 1� x

� 1
1� x

n�1

¯
�

1� x
n

1� x
n�1

�n
���1� �x

n pn� 1q
�
1� x

n�1

	
�
n � �

1� �x
n px� 1� kq


n

also ist nach a) 1� �x
n�1�x   0 oder � 1

n� 1   �x oder x � 0
c) Für 1� nh ¡ 0 , h � 1 ist p1� hqn   1

1�nh n ¯ 0
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Wertevorrat von A �
�

0
a 0
b c 0

	
W : W �

�|x1|2 � |x2|2 � |x3|2 ax1x̄2 � bx1x̄3 � cx2x̄3�
|a|2 � |b|2

	
|x1|2 � 2� bc̄x1x̄2 � |c|2 |x2|2

�

Der Rand von W entsteht aus den x1, x2, x3 mit

p�q
∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

ax2 � bx3 ax1 � cx3 ax1 � cx2�
a2 � b2

�
x1 � bcx2 cbx1 � c2x2 0

∣∣∣∣∣∣ � 0

Ist
�
x1 x2 x3

�
eine Lösung von p�), so ist auch$'&'%

ξ1 � bx1x2 � cx2
2 � ax1x3 � cx2

3

ξ2 � ax2x3 � bx2
3 � bx2

1 � cx1x2

ξ3 � ax2
1 � cx1x3 � ax2

2 � bx2x3

eine ( ξ1 ξ2 ξ3 ist die Lösg des zu p�q gehör. homog. Gl.Systems).

ξ ist AA� �A�A �
���aā� bb̄ �cb̄ 0

�bc̄ aā� cc̄ ab̄
0 bā bb̄� cc̄

�

Setzt man aā � α , bb̄ � β , cc̄ � γ , so wird

1
2ϑ

2 pAA� �A�Aq � pα� β � γq2 � 3αγ
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Für die symmetr. Grundfunktionen ck der EWe von AA� �A�A gilt:
c2 � � 1

2ϑ
2 pAA� �A�Aq , c3 � pα� γq � t3αγ � 2β pα� β � γqu

Setzt man |a|2 � |b|2 � |c|2 � α� β � γ � ν2
A � ν2 , so ist

ν2 ® ?2 � ϑ pAA� �A�Aq , und � �nur bei b � 0 , |a| � |c| .

8³
0

e�t
2
d t nach brief�Mitteilung von Kra�t an Kamke (Sept. 47):

Sei Gpxq �
x³
0

e�t
2
dt �

8°
0

x2n�1p�1qn
n!p2n�1q Es ist G21 � 2GG1 , also

G2p8q �
8³
0

2GpxqG1pxqdx �
8»
0

8̧

0

x2n�1p�1qn
n!p2n� 1q � e

�x2
dx �

¸»
� � �

�
8°
0

p�1qn
2n�1 � π

4 pë vertauschg vermeidbar durch Abschätzg

2N�1¸
0

¨ e�t
2 ¨

2Ņ

0

(Taylor-Rest)
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Geometrische Bedeutung der trigonometrischen und Hyperbelfunktionen.
x
ξ � Cos S1

∆1
y
ξ � Sin S1

∆1

A,B auf Ellipse/Hyperbel, M=Mittelpunkt, P=Pol von AB
Sei ϕ der Inhalt des Sektors AMB

∆M " " " Dreiecks AMB
∆P " " " " APB
l " " " Vierecks AMBP

Dann ist S : l � ϕ : tg ϕ bezw.� t : Tg t

∆M : l � cos2 ϕ : 1 �Cos 2 t : 1
∆P : l � sin2 ϕ : 1 �Sin 2 t : 1
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Geometrische De�nitionen der trigonometrischen Funktionen:
1. K sei eine orientierte Kreislinie mit Mittelpkt. M und Radius r , P0

ein Pkt. von K ; Pt sei der Punkt von K , den man durch Abtragen
eines Bogens der Länge t

�¿ 0
�

von P0 aus auf K erreicht. Dann sind
x � cos t , y � sin t die Koord. von Pt in demjen. rechtw. Koordsystem,
in welchem M � p0, 0q ,
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P0 � p1, 0q , Pπ
2
� p0, 1q ist.

2. Um den Nullpkt einerX-Geraden wird er Kreis durch x � 1 geschlagen. Auf
ihm wird von x � 1 aus in beliebiger Richtung längs der Kreislinie der Bogen
|t| abgetragen und der Endpunkt Pt senkrecht auf die x-Achse projiziert. Der
Fusspkt. trägt den Wert x � cos b . j � cos

�
t� π

2

�
.

Partielle Integration von In �
x³
0

sin ξn dξ liefert (mit c � cosx , s � sinx ):

x � cs� 2 � 4
1 � 3

cs3

4
� 2 � 4 � 6

1 � 3 � 5 �
cs5

6
� 2 � 4 � 6 � 8

1 � 3 � 5 � 7
cs7

8
� 2 4 6 8 10

1 3 5 7 9
cs9

10
� 2 4 6 8 10

1 3 5 7 9
�I10

Daher x � cs
1 � 2

3cs
3 � 2 4

3 5cs
5 � 2 4 6

3 5 7cs
7 � . . . für �π

2   x   π
2

arcsin s?
1�s2 � s� 2

3s
3 � 2 4

3 5s
5 � 2 4 6

3 5 7s
7 � . . . �1   s   1

Dieselbe Rücklau�ormel In � csn�1

n�1 � csn�2

n�1 In�2 liefert für n � 1, . . . :

1 � c� cs2

2
� 1 � 3

2 � 4cs
4 � 1 � 3 � 5

2 � 4 � 6cs
6 � � � � � 1   s   1

und damit die Binomialreihe für p1� tq� 1
2

Aus

#
I0 � cs

1 � 2
3cs

3 � 2�4
3�5cs

5 � 2 4 6
3 5 5cs

7 � � � � � 2 4 6 8 10
3 5 7 9 11cs

11 � 2 4 6 8 10
3 5 7 9 11 � 12I12

I1 � 1
2cs

2 � 1 3
2 4cs

4 � 1 3 5
2 4 6cs

6 � 1 3 5 7
2 4 6 8cs

8 � 1 3 5 7 9
2 4 6 8 10cs

10 � 1 3 5 7 9
2 4 6 8 10 � 11I11

folgt für x � π :

#
π � 2�4�6�8�10�12

1�3�5�7�9�11 I12 also wegen In�1
In

Ñ 0 :
2 � 3�5�7�9�11

2�4�6�8�19I11
π
2 � 2

1 � 2
3 � 4

3 � 4
5 � 6

5 � 6
7 � � � 10

11 � 12
11 � �
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Für iα �
π³
0

psin ξqα dξ wird iα
iβ �

8±
n�1

�
1� α�β

pα�2n�1qpβ�2n�1q
	

Wallis' Produktdarstellung von π sollte aus der Berechnung des Konvergenz-
radius von x

sin x �
°
anx

n oder ähnlich nach dem �herauskommen.

Di�ertiale.
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1. Def: Ein Di�erential ist eine Nullfolge: Besser: d � t∆1,∆2, . . . ,∆n, ..u
da � tda1, da2, . . . u mit folgender Gleichheitsde�nition: da � db ,
wenn es eine Folge εn mit lim εn � 1 und dan � εn dbn gibt.
( d � d1 , ∆n � εn∆1

n )
Diese Gleichheitsdef. ist re� � symm., transitiv

2. Def: Ist z eine Zahl, d ein Di�., d � t∆1,∆2, . . . u , so isttz∆1, z∆2, . . . u � d1 das Di�erential d1 � z d .
Das Di�. t0, 0, . . . u wird mit 0 bezeichnet. d � 0 heisst:

Fast alle ∆n � 0 .

3. Satz: Ist ad � b d und d � 0 , so ist a � b .

Def:

Gibt es a mit d1 � ad , so heisst a � d1
d der Quotient der Di�eren-

tiale d1 , d

64

Ist lim
xÑa�

fpxq � lim
xÑa�

gpxq � 0 ,
��� f 1pxqg1pxq �A

���   ε in a   x   b , so ist��� fpxqgpxq �A
���   ε in a   x   b . Bew: fpx1q

gpx1q � f 1px2q
g1px2q a   x2   x1

Deutlicher: Der Wertevorrat W von f
g ist enthalten in dem von f 1

g1 .

Folge: Taylorentwicklung: Ist fpxq 3-mal di�bar in xa, by , |f3pxq|   K , so

ist
���fpxq � fpaq � f 1paq

1! px� aq � f2paq
2! px� aq2

���   px�aq3
3! �K

Bew: aWb

�
fpxq�fpaq� f 1a

1! px�aq�
f2a
2! px�aq2

x3



� � Wa

�
f 1pxq�f 1a�f2a px�aq

3x2

	
� aWb

�
f2pxq�f2a

6x

	
� W

�
f3pxq

6

	
® K

6

Satz von Stiemtae [über pos. Lösungen homogener lin. Glen, Math � 76 (1915),
340-2]
Entweder hat

°
µ
aλµxµ ¡ 0 eine Lösung, oder

°
λ

aλµJλ � 0 hat Lösg.

Jλ ¯ 0 , � 0 . [Hardy-Littlewood-Polya, Inequalities S.171. Ähnliches Haar,
Über lineare Ungleichungen, Acta Litt. ac Scient: Univ. Hung. λ (1924), 1-14;
L.L. Dines, A theorem on orthogonal functions with an application to integral
inequalities, Trans amer Math Soc 30 (1928), 425-438]
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Aus Hardy-Littlewood-Polya: Inequalities (Cambridge Univ. Press 1934)
Seien qν ¡ 0 Gewichte mit

°
q � 1 ; aν ¡ 0 , ν � 1, 2, � � � , n .
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Def: Mrpaq� t° qaru 1
r r � 0

Gpaq � ±
a9 Apaq � M� paq

lim
rÑ0

Mrpaq � Gpaq Bew mit Potenzreihe, 2 Gl. für ar plim r � 0q1)

lim
rÑ8

Mrpaq � max a lim
rÑ�8

Mrpaq � min a2)

M0paq � Gpaq , M8paq � max a , M�8paq � min a .Def:

M�8paq   Mrpaq   M8paq ausser wenn alle a gleich sind3)

Mrpaq   M2rpaq pr ¡ 0q4)
quad Bew mit 5)

t° abu2   °
a2

°
b2 ausser wenn a und b proportional5)

Mopaq   M1paq ausser wenn alle a gleich sind6)
Bew: I a) q � 1

2 b) q � 1
2m c) q beliebig

II Existenz von max G bei M1 � const .
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Gpaq �Gpbq � � � � �Gplq   Gpa� b� � � � � lq7)
ausser wenn je zwei von paq, pbq, .., plq proprt. oder es ein ν gibt mit
aν � bν � �� � lν � 0 .

Aus α ¡ 0, β ¡ 0, . . . , λ ¡ 0 , α� β � � � � � λ � 1 folgt8) ¸
aαbβ � � � lλ  

�¸
a
	α �¸

b
	β

. . .
�¸

l
	λ

ausser wenn eins aus paq, pbq, .., plq in allen andern proportional ist.°
ab    °

ak
( 1
k �  ° bl

( 1
l , wenn k ¡ 1 , 1

k � 1
l � 19)

Mrpaq   Mspaq , wenn r   s , ausser wenn alle a gleich10)

Minkowski: Mrpaq �Mrpbq � � � � �Mrplq ¿ Mrpa� b� � � � � lq r ¿ �
11)

t° pa� b� � � � � lqru 1
r ¾ t° aru 1

r � t° bru 1
3 � � � � � t° lru 1

r r ¿ �12)

Aus � : aαbβ   aα� bβ ( α� β � 1 , a ¡ 0 , β ¡ 0 (dies aus Bernoulli)
folgt 6 allgemein durch Induktion nach n .

Aufgabe: Liefert Gummimembran die konforme Abb. eines Gebietes, wenn Rand-
Zuordnung richtig?
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Ist Pn pSq die n-te Potenztransformation von S , ∆ �

������
1 bpn2q bpn3q

. . . bpnnq

�����

Qn pSq � ∆Pn pSq∆�1 , so gilt
Qn pS1q � Q1

n pSq . ( S eine 2 reihige Matrix)
Dies folgt daraus, dass sich in fpx, yq � °�

n
ν

�
bνx

νyn�ν die bν kontragradient
zu den xνyn�ν transformieren.

�Vermutung über Vertretergruppen:
�die einfache Untergr. A � G eine Komposition Faktorgruppe von G , so
� A in jeder Kompositionsreihe eine Faktorgruppe.
G � Aζ� , Aζ alternierend der Rest dieser Zeile und die nächste Zeile sind
unleserlich

Wichtig für Schiefe von ST ist der Fall SvT� . Kann man Schiefe invar. gegen
gebrochen lin. Trans. durch Doppelverhältnis de�nieren? O�ensichtlicher
Nachtrag:Nicht stetig möglich

In der Gesamtheit der Matrizen A mit detA � 0 gibt es eine linksinvariante

Bogenlänge uC � lim
n°
1
ϑ
�
C�1
ν�1Cν � E

�
. Es ist �AC � uC und �C1 � C2 � uC1 � uC2 ,

aber nicht immer �C1C2 ¨ uC1 � uC2 .
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Abblidungen einer Gruppe in sich. Rest der Zeile unleserlich
A sei eine Gruppe von Antimorphismen von G , S der Stamm der mit A

elementweis vertauschbaren Abbildungen von G in sich. Greift man aus jeder
Klasse unter A konjugierter Elemente von G ein Element Gν heraus, und
ist HpGq die Gesamtheit der Elemente H von G , für die aus GpH � GH
folgt Hp� H , also eine Gruppe, so ist jedes Element s � γ eindeutig be-
stimmt durch die Angabe der Gpν , und diese liegen in H pGνq und sind dort
frei wählbar. Bezeichnet man mit vν die Gesamtheit der Elemente s � γ
für welche GsK � 1 für alle K � � , so ist S � v1 � v2 � � � � vn die direkte
Summe additiv elementweis vertauschbarer Rechtsideale vν .
Es ist H pGsq � H pGq .

Ein halber Iterationschritt
Aus N " 0 und gegebene x, y, z mit Mx � y , Nx � z folgt � : es gibt je
einen EW λ © γ und λ ¨ γ .
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Frage über normale Matrizen: Liegen alle charakt Wurzeln in dem Winkelraum,
der von den Elem. der Matrix aufgespannt wird?

Nein: p 1 2
2 1 q hat ch Wu 3 , �1
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Normale Eigenwertaufgabe:
Sind M , N hermitesche Matrizen und ist für jede Eigenlösung von
Mx � λNx x�Nx ¡ 0 , so ist N positiv de�nit.
Dann �Orthogonalsystem von Lösungen � xν ; y�Ny � p° cνxνq�N °

cνxν � �

Ist die Aufgabe normal in dem � x�νNxν � 0 falle ELösgen, so gibt es kei-
ne Hauptlösgen: Aus

�
N�1M

�2 � 0 folgt für N�1My � � : N�1Mz � 0
�mz � 0 , z�Nz � z�My � y�Mz � 0 ; z � 0 . Die Nxν sind dann lin.
unabh.

De�nition der Selbstadjungiertheit und Normalität.31.5.48
M,N seien lineare Abbildungen eines Raums in den anderen. Die Aufgabe
Mx � λNx heisst selbstadjungiert in bezug auf die positiv de�nite Hermitesche
Metrik

�
x y

�
, wenn aus Mx � Ny stets folgt:

�
x y

� � �
y x

�
NB: Diese Metrik ist natürlicher als eine im Bildraum der Mx Der Rest

der Nebenbemerkung ist unleserlich
Mx � λNx heisst normal in bezug auf die pos. hermitesche Metrik

�
x y

�
,

wenn immer dann |y| � |z| ausfällt, sobald es ein x mit den beiden Eigen-
schaften gibt 1) Mx � Ny 2)

�
z v

� � �
x w

�
für alle Paare v, w mit

Mv � Nw .
O�ensichtlicher Nachtrag:
symmetrische Fassung M Õ N ?
Zuordnung unitärer selbstadj. � linksinvers bei �EWAufgaben
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Collocation method.1
Hängt sie mit einer semide�niten Metrik |y|2 � °

k

|y pTkq|2 zusammen?

Temple.2
Gibt z�

y�
-Kriterium die schärfsten ohne Kenntnis der Metrik möglichen

Aussagen über das Spektrum? � , hängt von Metrik doch etwas ab, da die
ausgewählten n Funktionen paarweise orthog.

Kann man die singulären Stellen von pL� Zq�1 dadurch zu einer Mannigfal-
tigkeit kleinerer Dimensionszahl (als des ganzen Raumes) machen, dass man für
� eine Quaternioen-Variable zulässt? O�ensichtlicher Nachtrag:
oder R3 , �Satz von Stokes?
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Die Aufspaltungsformlen von Ja�eott und Southwell (Kamke I 231)
sollten auf höhere Eigenwerte verallgemeinert werde. Klar ist f. d. 2. EW

λ2 ¯ Λp1q2 �
ķ

k�2

Λpkq1 bei Southwells Fall. unleserliche Bemerkung
1)

Antwort: Die Formel von Southwell z.B. gibt: mit σm� � λ1 � λ2� � �λm2) Weitere
gilt σm

�
Lp1q� � Lp2q ��� Lpiq

� ¯ σm
�
Lp1q

�� σm
�
Lp2q

�� � �σm
�
Lpkq

�
.

Mehr wird man wohl nicht sagen können (zwei Diagonalmatrizen adie-
ren!) B � A� h
Bew: σm � min

�
x�L1 x1 � � � �σ�Lm σm

�
für x�i xk � δik .

Zeile unleserlich
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Zum Einschliessungssatz von Temple: (Kamke I 231)
Es ist nicht nötig, dass für alle g die kleinsten ELösgen positiv sind. Die
Schranke ergibt den EW, zu dem eine pos. EL existiert, falls e. einen solchen
gibt.

Zum Satz von Temple für normale Matrizen L : IV135
Ist z � tξνu � Ly � L tηνu ην � 0 , und gibt es zu λ eine EL � x � tξνu
mit durchgestrichen , so liegt durchgestrichen erscheint von λ aus gesehenunleserliche

Randnotiz der Haufen der Kν � ξν
ην

mindestens unter dem ? π � 2α ; insbesondere bei
α � 0 liegt λ in dem konvexen Polygon der Kν .

Bew: �   π
2 ;

°
ξν pξν � ληνq � 0 gibt

°
ξ̄νην pKν � λq � 0 .

arc pKν � λq � ϑ� βν |βν |   π
2 � α , so wäre

���arc ξ̄νην pKν � λq�� ϑ
��   pi

2 ,�
daher |ϑ� arc Σ|   π

2 , Σ � 0 .

Aufagbe: Invariant gegen gebrochen lin. Transf. formulieren; die Kν trans-
formieren sich je mit; Man könnte auch Vorkenntnisse über arc ξ̄νξν ver-
langen.

Aufgabe: Wie ändern sich A , A
α
, Schiefe �bei Determinaten-

Transformation? Woher � transf.? Wie bei beliebiger rat Darstellung?
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Def der Schiefe
Kann man die �Translations-Schiefe� σ � σpAq als den kleinsten Radius de�-
nieren, mit dem man in der λ-Ebene das Spektrum tλνu verbreitern

ein mögliches �normales� Spektrum entsteht?
muss, damit die �konvexe Hülle� des erweiterten Spektrums

den Momentenvorrate von A
(jeder mit tλνu verträglichen Momentenpunkt) umfasst. � und dann σ als
Funktion der plikq bestimme?
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Es ist σ ppL� qEq � |p|σp2q unleserliche Bemerkung. Entsprechend eine Win-
kelschiefe α als Erweiterungsradius auf der (gewöhnlichen) Riemannschen Ku-

gel. αplq � α
�
pL�q
rL�s

	
wenn p p qr s q � 3 Parameter absol. invariant

O�ensichtlicher Nachtrag: n � 2 ?

über arc λν :
Ist A � UP , U�U � 1 , P � P� " 0 , so ist

min arc ων ¨ arc αν ¨ max arc ων

wenn det pA� ανq � det pU � ωνq � 0 und die ων höhstens einen Halbkreis
�
Bew: Ax � λx P x � λU�x x�P x � λx�U

�
x ; λ � � � � .

Dies gibt eigentlich eine Abschätzung für die äussersten EWe von A .
Gibt es so etwas auch für die inneren? Entsprechend etwas für |λ� | ¨ ? Folgt
aus Reων ¡ 0 , Re ω̃ν ¡ 0 entsprechendes für UP � Ũ P̃ ?

73

Maxima und Minima bei mehreren unabh. Veränderlichen:
fpx, yq � e3x � 3exy � y3 hat ein rel. Minimum fp0, 1q � �1 , sonst nir-
gends fx � fy � 0 , trotzdem f nach unten nicht beschränkt, fp0, yq Ñ �8
y Ñ �8 .

Welche (abelschen) Gruppen besitzen eine Untergruppe vom Index 2? Für Spei-
ner von Interesse; vielleicht schon von Prüfer oder Pontrjagn beantwortet.

Implizit gegebene Funktionenpaare. Existenzsatz im Grossen?
Vielleicht kann man im Quader Q : a ¨ a ¨ x , α1 ¨ y1 ¨ β1 α2 ¨ y2 ¨ β2

� eindeutig y1, y2 aus F px y1 y2q � G px, y1 y2q � 0 ausrechnen, wenn in Q

BpF Gq
Bpy1 y2q � 0 . mit 0 ¡

∣∣∣∣F pxα1 y2qF pb β1 y2q F px y1 α2qF px y1 β2q
G pxα1 y2qG pb β1 y2q G px y1 α2qG px y1 β2q

∣∣∣∣
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Zetafunktion. Setze τpzq � ζpzq � 1 �
8°
2

1
nz

Integriert man τz � 1
z�1 �

8°
2

#
1
nz �

n³
n�1

dt
tz

+
fortgesetzt parallel, so er-

gibt sich eine Formel der Art
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τpzq � 1
z � 1

� z

2!
τpz � 1q � zpz � 1q

3!
τpz � 2q � � � � �

zpz � 1q � � � pz � k � 1q
pk � 1q! τpz � kq

� zpz � 1q � � � pz � k � 1qpzkq
pk � 1q!

8̧

2

n»
n�1

� k�1

tz�k�1
dt

(1)

Hieraus folgt villeicht

τpzq � 1
z � 1

� z

2!
τpz�1q� zpz � 1q

3!
τpz�2q� zpz � 1qpz � 2q

4!
τpz�3q�� � �?(2)

Ein direkter Beweis dieser Formel etwa für Re z ¡ 2 würde unmittelbar die
Fortsetzung der ζ-Funktion in die ganze Ebene liefern.

liefert z eine einfache Gl für fpzq � P pzq � τpzq :(2)

fpzq �Γpz � 1q � fpz � 1q
2!

� fpz � 2q
3!

� fpz � 3q
3!

� � � �

dh.
8̧

1

fpz � nq
n!

� Γpzq
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Schiefe von A über einem Teilraum Φ30.7.48
kann so def. werden: X � �

X1 X2 � Xα

�
sei orthonorm allorts von Φ .

σA pΦq � Spur X� pAA� �A�AqX
Ist Φ invariant gegen A , so ist σA pΦq ¯ 0 , mit � � wenn Φ auch

gegen A� invar. ist, dh. wenn auch der zu Φ orthogonale Raum � A inv.
Bew: A p� pC B

� D q annehmen, Φ � � ; σA pΦq � SpCC� .
Ist Φ invariant gegen A� , so ist σA pΦq ® 0 .
Sind Φ , Ψ zwei komplementäre Haupträume für A , so kann doch
σA pΦq � σA pΨq sein A �

�
0 1 0
0 1 1
0 0 1

	
Dund ist im Wertevorrat von A die � λ1 spitz, dh. lassen sich alle EWe
λ1 unitär direkt abspalten, wenn die Schiefe von A auf dem zu λ1 gehörigen
Eigenraum (nicht Halbraum) Null ist. Der Eigenraum ist in diesem Fall � selbst
Halbraum.

Die äussere innere Stützebene des im Paraboloid �Wertevorrats, die } der
Tangebene im kompl. Pkt s ist, schneidet �der Projektion die λ-Ebene den

Kreis |λ� s| �
#
A� s

A� s
aus.
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De�niert man die irrationale Transformations-Schiefe von A als2.8.48
σA � � s Gr

 
A� s � A� s , A� s � A� s

(
mit A � Diagonalmatrix der EWe von A , so gilt der Einschliessungssatz:
Vergrössert
Verkleinert

)
man den Radius des Kreises |λ� s| � |pA� sq x| |x| � 1 um σ ,

so enthält das Innen
Aussen

)
Gebiet mindestens einen EW von A . Duch direkte

Summe gewisser

� α
1 α

. . .
. . .
1 α

�
kann man diesen Satz wohl umkehren.

Ist A �
�� α1

α2

. . .
αn

�
�N , N �
� 0 0 ��� 0

0 ��� 0

. . .
...
0

�
, so ist σA ¨ N .

Es ist

#
σ pA B q � max pσA, σBq
σpNq � N

Wie äussert sich die Schiefe bei Ähnlichkeitstransformation? Gilt derselbe Satz
auch für andere De�nitionen der Schiefe?

Zu Brauer [18]: Theorem 15 lässt sich verallgemeinern:

Sei A � paikq eine n-reihige komplexe Matrix, P1 �
n°
k�1
k�i

|aik| Ist r

die kleinste und R die grösste aller Wurzeln der npn� 1q{2 Glen
px� Re aiiq px� Re akkq � PiPk , so gilt für jede char. Wn. ω von A :

r ¨ Reω ¨ R. Denn pReω � Re aiiq pReω � Re akkq
® |Re pω � aiiq � Re pω � akkq| ¨ |ω � a1|� |ω � akk| ¨ PiPK für ein

Paar i, k (�nach Theorem 11).

77

Nilpotente lin. Transf. des Hilbertraums wohl alles dasselbe!
können in schwach, stark und gleichm. nilpotent eingeteilt werden, jenachdem
ob

°
λn py, Tnxq oder

°
λnTnx oder

°
λnTn ganz ist.

Frage: Fällt für gl. nilpotentes A
An

An�1 schliesslich monoton?

NB: Wenn A gl nilpotent ist, braucht doch nie Ax � 0 zu sein:

A � �
2 �

�
0 0 0 0 ��
1 0 0 0 ��
0 1 0 0 ��
0 0 1 0 ��



Frage: Ist T nilpotent, wenn die Menge der

X mit Tnx �X � 0 überall dicht liegt?

Bezeichnet man als einen Hauptkomplex der Gruppe G (bezüglich einer fe-
sten Untergruppe A von G ) jeden Komplex H mit AH � HA , so ist jeder
Komplex (i.a. mehrdeutig) Summe von �primären�, der AH � AKνA . H und
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C mit AH � AC heissen konjugiert. Konjugierte Komplexe enthalten gleich-
viel Elemente. Aus 2 zu H konjugierten C1 , C2 kann man einen weiteren
gewinnen (untersuchen wann neben H � °

Kν auch
°
KνAν Hauptkomplex

ist).
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Einschliessungssätze für Eigenlösungen24.8.48
könnten von folgender Art sein: geg. x , Ax � λx . Dann gibt es in angebbarer
Nähe von x einen Vektor, and dem nur Eigenwerte aus angebbarer Nähe von
λ beteiligt sind.

Normale EW-Aufgaben Ax � y

Ist der Einheits-Vektor x �
R°
1
xν in die Summe paarweis orthogonaler Vek-

toren xν zerlegt, wobei xν Eigenvektoren zu � verschiedenen Eigenwerten
λν sind, so heisse für jede Punktmenge B der λ-Ebene (ihre Komplementär-
menge sie B̄ ) die Zahl

°
λν�B

1x�νxν � αA pBq der Anteil von B an x . � :

Beteiligung
Es ist 0 ¨ α pBq�αA pBq α pBq � α

�
B̄
� � 1 .

Unter dem Einschliessungsvermögen von B (bei gegebenen x, y ) werde
ϕ pBq � sup

Ax�y
αAB verstanden, unter dem Einschliessungszwang von B die

Zahl ζ pBq � inf
A
αAB 0 ¨ ζ pBq , ϕ pBq ¨ 1

ζ pBq � ϕ
�
B̄
�
� 1.

ϕ pBq hängt von xy nur bis auf unitären � faktor � , genauer nur von

dem Momentanpunkt M �
�
x�x x�y
y�x y�y

	
: �

Aufgabe: Bestimmung von ϕ pM,Bq bei gegebenem M und B .

Lösung für B : |λ| ¨ r und M � I :1)
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ϕ
�
I, |λ| ¡� r

� � #
1 r ¨ 1
1
r2 r ¡ 1

also ϕ pI, |λ| © rq � min
�

1
r2 , 1

�
Bew: a) Sei A verträglich mit M � I , Ewe λν , � E � xν .

Sei x � °
ξνxν , dann ist, wenn

°1 gleich
°

über |λ| ¨ r ist :°2 "
°

" |λ| ¡ r " :
(1)

°1
ξ2ν �

°2
ξ2ν � 1

(2)
°1

λνξ
2
ν �

°2
λνξ

2
ν � 0

(3)
°2

λ2
νξ

2
ν �

°2
λ2
νξ

2
ν � 1
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Aus (3) folgt 1 ¯ °2
λ2
νξ

2
ν ¯ r2

°2
ξ2ν

also α pBq � °2
ξ2ν ® 1

r2

b) Für λ1 � 0 , λ2 � r , λ3 � �r und ξ21 � 1� 1
r2 , ξ22 � ξ23 � 1

2r2

gibt (1)(2)(3) und α pBq � 1� 1
r2

Daher ist ζ pI, |λ| ¨ rq � max
�
1� 1

r2 , 0
�
.

Etwas allgemeiner: ϕ pM, |λ| ¯ rq � min
�
1, 1

r2

�
, wenn

#
m11
m00

� 1
|m01| ¨ 1

r

a) wie oben
b) : λ1 � 0 λ2 � reiϕ λ3 � �reiϕ ξ21 � ξ22 � ξ23 � 1 � p1 � p2 � p3 � 1

wenn ϕ � arc m01 , m11 � m00 � 1 r pp2 � p3q� |� |
r2 pp2 � p3q� 1

hat Lösung pν ¯ 0 , da M im λ-Dreieck liegt; p� � p3 � 1
r2

?
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Einschliessungssatz für Eigenvektoren bei einem Iterationsschritt:
Bei einer normalen Eigenwertaufgabe mit der Momentenmatrix M s � x�x be-
sitzt das Gebiet Sp ÂRλ ¯ 0 an dem Vektor xs höchstens der Beteiligung
α � µ�

µ�
, wenn unter der Nebenbedingung A�MA � const

µ� � s�As � maxA�AA
µ� � minA�AA

Für jeden zu xs nicht proportionalen Vektor gibt es � , so dass an ihm g�
stärker beteiligt ist.

A

F
M

R+
R
−λ1

λ2

λ3

Bew: a) richtig für A � �
1
�1

�
, M � �

h
g

�
.

b) invariant gegen T�MT .
c) für Extrema � : λ1 λ2 λ3

NB: es ist α � DV pR�R�; MAq � DV pR�R�; MIq

Folge: Lässt sich das Kreisgebiet K der λ-Ebene durch eine gebr. lin. Trans, die
Diametralpkte (� M ) in ebensolche überführt (also Drehung um Mittelpunkt
M ) überführen in den Kreis K1 mit dem Radius r   δ , die zu |λ� ρ| � δ
konzentrisch ist, so ist K an einer passenden Linearverbindung von x, y höch-
stens mit den � r2

δ2 beteiligt.
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passendes zMindest�

ρ
ρ + δ

Auf der Kugel

Mindestanteil

von g
−

√

ρ
−

√

ϕ
+

1

Forts: 154
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Selbstadjungierte Operatoren (EWAufgaben) kann man gut durch ihr Bild
kennzeichnen.

X � Gesamtheit gewisser
�
x y

�
, derart, dass x, y P R ( R mit hom.

pos. def. Metrik) , X � Modul , X � X� , wenn X� die Gesamtheit allereine längere
unleserliche
Randnotiz

pu, vq mit u, v P R bedeutet, für die v�x � u�y für alle
�
x y

�
in X .

(Stimmt für selbstadj. Op. px,Axq mit der üblichen Def überein, Nagy S.29).
Ähnlich wohl unitäre Aufgaben durch x�x1 � y�y1 für alle

�
x1 y1

�
aus X

zu kennzeichnen. Dagegen scheint es schwierig, allgemeine normale Aufgaben
durch ihr Bild X zu kennzeichnenl; es sei denn, dass aus AX � A stets folgt!

AX��X�;
oder: A�X�X; also es ist nur bei algebr. EWaufgaben mit Spektrum! zu bewei-

sen, dass diese Def mit der üblichen übereinstimmt. Vgl. IV 124 ! V155

Kennzeichnung normaler Eigenwertaufgaben durch ihr Bild.Datum unle-
serlich Sie R ein Euklidischer Raum pax, yq � a px, yq ; A sei eine lin Transf. � R .

Dund ist A normal, wenn es eine lineare p1, 1q-Abbildung des Bildes A :Satz:
tx, yu von A auf den adjungierten Modul5 B : tu, vu mit der Eigenschaft
gibt: |αx� βy| � ��ᾱu� β̄v

��Ç für alle α, β �
Bew: a) Ist A normal, so ist A : tx,Axu für die x P ϑA � ϑA� ; A� � ;

und B : tx,A�zu "
also hier der Zuordnung ta,Axu Ø tx,A�xu wird
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5 B ist de�niert als Gesamtheit aller tu, vu mit pv, xq � pu, yq für alle tx, yu P A .
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pαx� βAx, αx� βAxq � �
αᾱ px, xq � αβ̄ px,Axq � ᾱβ pAx, xq �
ββ̄ pAx,Axq

� αᾱ px, xq � αβ̄ pA�x, xq � ᾱβ px,A�xq�
ββ̄ pA�x,A�xq

� �
ᾱx� β̄A�x, ᾱx� β̄A�x

�
(kurz: αI � βA ist normal, daher metrisch gleich ᾱ� β̄A� )

b) Es gebe Zuordnung tx, yu Ø tu, vu von A Ø B mit
Ç

.
(3) Da die Zuordnung in R2 längentreu und B abgeschlossen ist, ist auch

A abgeschl. Also ist A zu B adjungiert, A � A�� , und nach (1) ist
ϑA� dicht.

(2) ϑA ist dicht, denn aus pp, ϑAq � 0 folgt t0, pu ¨ � Sei t0, pu Ø tx0, y0u ,
dann ist nach

Ç |x� | � 0 , also auch y0 � Ax0� 0 , also p � 0 nachÇ
. Also existiert A� , und es ist B : tu,A�uu für u P ϑA� .

Ein durchgestrichener Absatz
(1) Für alle x P ϑA gilt nach

Ç
, wenn tx, yu Ø tu, vu ; |x| � |u| ,

|y| � v| , ferner
� αᾱpx, xq�αβ̄px,Axq�ᾱβpAx, xq�ββ̄pAx,Axq�αᾱpu, uq�ᾱβpu,A�uq�αβ̄pA�u, uq�ββ̄pA�u,A�uq
� 1 �1 �1 1 1 �1 �1 1
� 1 �i i 1 1 i �i 1
� 1 i �i 1 1 �i i 1

pAx, xq � pu,A�uq py, xq � pu, vq
und ähnlich für tx1, y1u Ø tu1, v1u py1, xq � pu1, vq .
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(4) Durch
 
x y

(Ø  
u v

(
sind xØ u eindeutig und längentreu zugeord-

net nach (1): u � Tx ; ϑA� � TϑA . Da ϑA dicht, kann T längentreu
auf R erweitert werden, und da ϑA� dicht, ist TR � R , also unitär.

(5) Nach (1) ist pAx1, xq� pTx1, A
�Txq � x, x1 P ϑA .

�px1, T
�A�Txq

also x P ϑA� und A�x � T�A�Tx , also |A�x| � |A�Tx| � |v|
dh. ϑA � ϑA� nach (1) � |Ax|.

(6) Da alle Vor. auch für A� stets A erfüllt sind, �nach (� )
ϑA� � ϑA���ϑA .

als Ersatz für �Operator� vozuschlagen Bez: � � tx{yu
$ besser x{y ?
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Normale Paarungen und Eigenwertaufgaben.
Ist R eukl. Raum und A eine lineare Mannigf. tx, yu aus R2 , (ei-

ne Paarung) und B � , so heisst A normal, wann es eine p1, 1q Abb.
A Ø B � tu, vu gibt mit |αa� βy| � ��ᾱu� β̄v

�� .
Jede Eigenlösung einer Normalen EWaufgabe zu α, β ist eine EL der adjun-
gierten Aufg. zu ᾱ, β̄ .

Bew für λ � 8 : nach (83)(1) ist py1, xq� pn1, vq
Sei t0, y1u P A; also x1 � 0: py1, xq� 0

also t0, y1u P B .
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Folge: Ist A � tx, yu normal, so ist die Summe der Räume x , y dicht. Aus
pp, xq � pp, yq � 0 folgt tp, 0u P B t0, pu P B , also pp, pq � 0 , p � 0 .

Frage: Bedeutet eine �topologische� Abb. A Ø A� (in ähnlichem Sinn wie me-
trische bei Normalität) Quasinormalität der Aufgabe?

Frage: Wenn man unter dem Schiefewinkel τ eines n-Beins den minimalen
? versteht, den ein Bein mit der Ebene der übrigen bildet, � eine Matrix L
τ -normal nennt, wenn sie ein vollst. System von Eigenvektoren mit dem (maxi-
malen) Schiefewinkel τ besitzt, kann man dann die Spektren der τ -normalen
L mit Ly � z kennzeichnen?

Frage: Wie de�niert man bei einer allgemeinen linearen Paarung �Hauptlösungen
mit �invarianten Teilräumen�, Teilraum von p mehrere Worte unleser-
lich Komponenten zusammen auch nur einen Raum der � erzeugen.

Frage: Hängt die Tatsache dass je zwei mit y , z verträgliche normale Spek-
tren sich nicht durch einen Kreis trennen lassen, mit dem Satz von Grase
(IV58) zusammen?

Frage: Kann man eine Di�erential-EW-Aufgabe derart durch eine Di�erenzen-
Aufgabe ersetzen, dass alle Eigenwerte vergrössert werden?

85

Die Bezeichnung �kontinuierliches Spektrum� scheint auf normale EWAufgaben
zugeschnitten zu sein. Bei einem allg. nilpotenten Operator ist 0 der einzige
Punkt des Spektrums, aber nicht EW. Man sollte sagen: Fast-EWe statt konti.
Spektrum.

Sind bei einer selbstadjungierten Aufgabe zwei Momentanpunkte gegeben, so ist
die Gruppe der gebr. lin. λ-Transf., die die Aufgabe in sich selbst überführen,
nur noch � .
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Eine selbstadj. Paarung ist wohl eine maximale lineare Mannigfaltigkeit auf
einem quadratischen Gebilde, nämlich px, yq � py, xq . Nur bei endlichem n .

Kann man die Einfang-Methode von Hoheisel-Collatz auch für normale Ope-
ratoren im Komplexen, etwa auf die Einschliessungskreise, zum Nachweis von
Spektralpunkten anwenden?
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Zur Einordnung der Theorie von Hölder in die Paarungstheorie:

Die Aufgabe
� �E
E



d
dt

�
u
v



�

�
λA B
B� C


�
u
v



�̄ �

�
n1

...
nn

�
mit der

Randbedingung up0q � up1q � 0 , A , C hermitesch A,B,C stetig int,

C " 0 ( O�ensichtlicher Nachtrag: d.h. aus
�³
0

y�Cy � 0 folgt cy � 0 .) ist

selbstadj. in dem Raum R der � p u
v q , für welche

(1) u �
1³
0

9u mit einem 9u P B für welches

(2)
³1
0
9u � 0 , und durchgestrichen

(3) 9u�B�u� Cv � 0 (��� bis auf Menge vom Mass Null �),
mit der Metrik � rx, x1s � rp u

v q , p u1
v1 qs�

1³
0

v�1Cv5 .

Bew.: 1) v ist de�nite Metrik: Ist
1³
0

v�Cv � 0 , so ist cv � 0 , also

9u�B�u � 0 . Dies ist wegen u � 0 eine �Gl. für 9u , also ist 9u � 0 ,
u � 0 .

2) R ist vollständig bezüglich dieser Metrik
Denn in dem Raum H3 ist R ein abgeschlossener Teilraum, da die linken
Seiten der homogenen Bedingungsgleichung stetig in der natürl. Metrik von
H3 . Auf R aber ist diese Metrik topologisch äquiv. zu der Metrik (4). vgl 88
Mitte!

3) Die Paarung A besteht aus den Paaren tx, x1u x, x1 P R , für wel-
che � 9v�Bv � Au1 ist.
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Ist tx, x1u P R , so ist rx1, xs �
³
v�Cv1 �

³
v� p 9u1 �B�u1q

� ³ p� 9v� � v�B�q u1 �
³ p� 9v�Bvq� u1 �

³
u�1Au1 reell

Also ist A � A� .
d) Sei tx2 x3u � p u2

v2 q p u3
v3 q P A� , dh. rx2 x1s � rx3 xs � 0 f. alle

tx, x1q P A .
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dh. aus � 9v�Bv � Au1 folgt:
³
v�1Cv2 �

³
v�Cv3 � 0 .

Beh: tx2, x3u P A , d.h. ϑ � � 9v2 �Bv2 �Au3 � 0

Bew: Sei tx, x1u P A : Dann ist»
u�1ϑ �

»
u�1 t� 9v2 �Bv2 �Au3u

�
»
t 9u�1 � u�1Bu v2 �

»
p� 9v�Bvq� u3

�
»

v�1Cv2 �
»

v� p 9u3 �B�u3q

�
»

v�1Cv2 �
»

v�Cv3 � 0

Nun ist aber u stetig di�bar mit u1p0q � u1p1q � 0 beliebig wählbar.|
Denn v1 bestimmt sih dazu aus (3), und dann kann man u und v aus#
� 9v�Bv � Au1 I
9u�B�u� Cv � 0 II

so bestimmen, dass up0q � up1q � 0 ist. [Denn die allg Lösung von I (� -
Gl für 9v ) hat n lineare Konstanten frei, die Anfangswerte von] Denn
das zugehörige homogene System

� 9v�Bv � 0, 9u�B�u� Cv � 0, up0q � up1q � 0

hat nur die triviale Lösung v � 0 , u � 0 :
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0 � ³
u� p� 9v�Bvq � ³ p� 9u� � u�Bq v � ³

v�Cv ; v � 0 ; v � �

Da u1 �wählbar, ist ϑ � 0

Kann man beweisen, dass alle vernünftigen EWAufgaben der Mechanik slbst-Frage:
adjungiert sind? (über den Variationsweg)

über semide�nite hermitesche Matrizen.
Sei H "

�0 . Dann ist ‖Hx‖2 ¨ x�HxH

Bew.: 0 ¯ pPxq� �H � H
�
Px wenn H � P 2

� x�H2x� H x�Hx 0 ¨ H ¨ hE gibt H2 ¨ hH
NB: Das gilt also allgemein für beschränkte semide�nite Operatoren H ; Die
Semimatrix x�Hx ist aber topologisch äquivalent der Semimatrix x�H2x nur
dann, wenn H de�nit, und � H "

pE ¡ 0 ist, dh wenn H äq E ist
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Aufgabe: Bei einem Dgl.-EW-Problem den Ein�uss der sa Randbedggen auf
die EWe abschätzen. Hierzu wird man die Randbedggen in einer
Form darstellen müssen, dass man ihren Unterschied numerisch mes-
sen kann. Dazu muss man erst alle sa Randbedggen aufstellen. Hierzu
Kamke I,210 [20] O�ensichtlicher Nachtrag:
Änderung der Randbedggen messen durch Änderung der Greenschen
Funktion, nach ϑ2 oder .

Über EW-Aufgaben mit mehreren Parametern: Richardsen [21]. Kamke I, 286.
+ Hilbert Grundzüge S. XVIII,19

Frage: Welche selbstadj. Op. haben reines Punktspektrum, dh. einen Entwick-
lungssatz im ursprünglichen Sinne (unendl. Reihe von ELösg.)? Und
wann soll man eine Aufgabe sa nennen in Bezug auf eine Metrik, für die
der Raum nicht vollständig ist?

Kennzeichnung selbstadjungierter Paarungen.
Ist R euklid. Raum, A eine lineare Mannigfaltigkeit in R2 , so ist dund dieI
Abschliessung Ā von A selbstadj, wenn
1) px, yq � py, xq für alle tx, yu P A
2) die Summe tx, yu� ty,�xu dicht in R2 ?
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Bew: a) dann: Ist tξ, ηu P Ā , so ist pξ, yq � pη, xq f. alle tx, yu P A ,
also pξ, η1q � pη, ξ1q f. alle pξ1, η1q P Ā . Ist tu, vu P R2 ,
pu, yq � pv, xq f alle px, yq P A , so gibt es tξ, ηu P Ā mit
tu, vu � tξ, ηu � tp, qu , wobei pp, xq � pq, tq � 0 f alle tx, yu P A
(sogar P Ā ).

Ferner ist pp, yq � pq, xq � 0
Wegen Dichtheit von tx, yu und ty,�xu ist tp, qu � 0 , also tu, vu P Ā .
�nur dann: Ist Ā sa, so ist tξ, yu � tη,�ξu � R2 , � Ā � tξ, ηu .

II Dund ist die Abschliessung Ā von A sa, wenn

1) px, yq � py, xq wenn tx, yu P A � [173] �bekanntlich� s. Stone

2) die Mengen

#
tx� iyu
tx� iyu beide dicht in R (oder tx�

#
ρ

ρ̄
yu ,

ρ � ρ̄ ).

Bew: a) dann: Ist tx� ρyu [für tx, yu P A ] dicht in A , so ist für
tu, vu P Ā� tx� ρy, vu � px, vq � ρ py, vq� py uq � ρ pu vq

� py, u� ρ̄vq
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also aus �u� ρ̄ � 0 folgt u � v � 0
Nun wähle xn � ρ̄yn Ñ u� ρ̄v ; dann � xn Ñ ξ , yn Ñ η , daSei³ tx� ρ̄yu y ; p� ρ̄y, x� ρ̄yq � px� αy, x� αyq � py, yq � �� 2 � α2

�
für tx, yu P A

mit α � Re ρ .
� u� ρ̄u � ξ � ρ̄η mit tξ, ηu P A nun ist tu� ξ, v � ηu P Ā� mit
pu� ξq � ρ̄ pv � ηq � 0 , also u� ξ � v � η � 0 ; tu, vu P Ā .
�nur dann: Ist Ā � Ā� , px� ρy, vq � 0 f alle tx, yu P A

letzte Zeile der Seite unleserlich
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III Für Paarungen, die durch Mx � Ny festgelegt sind also zu der Aufg.
Mx � λNx gehören, besagt II: pM � iNqx � Nw

soll lösbar sein i�R für eine in R dichte Menge w.

Bei gewöhnl. Dglen ist das von selbst erfüllt. Da genügt � A � A� , um
Ā � Ā� auszusagen.

Zurückführung der gew. Dgl.-EW.-Aufgaben auf Integralgl.
wird möglich sein, wenn man die Theorie der Dglen so allgemein entwickelt,

dass man pf, gq �
1³
0

fpxqppxqgpxqdy �
1́

0

fpxqP pxyqgpyqdxdy als Metrik zu-

lässt, mit der Vor: pf, fq ¡ 0 Rest der Zeile unleserlich.

Ist ein lin. Raum vollständig bezgl. zweier euklidischer Metriken, so sind beide
topologisch äq.: 0   p ¨ |x|1

|x|2 ¨ q .
O�ensichtlicher Nachtrag:
Welche Topologien lassen sich durch euklidische Metriken erzeugen?
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Integralgleichungen, die bezüglich allgemeiner Metriken selbstadjungiert sind.
K sei ein Integraloperator mit brauchb. unstetigem Kern [mit Resolven-

te nur Pole 1.Ord. � ], B der Banachsche Raum aller in   0, 1 ¡ stetigen
Funktionen x mit max |x| � |x|� als betrag. B1 sei eine lineare Teilman-
nigfaltigkeit von B , die alle Eigenlösungen ψν von p1� λkq y � 0 (zu endl.
λ ) enthält. In B1 sei eine semide�nite euklidische Metrik px1, y1q de�niert,
die bezügl |x|� stetig ist. K bilde B1 in sich ab und sei dort selbstad-
jung. bezgl. px1, y1q . Ist dann s1n die n-te Partialsumme der Fourierrihe zu
x1 P B1 , so gilt Ks1n Ñ Kx1 im Sinn der Matrix px1, x1q � ‖x‖2 Insbesondere
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gilt in B1 die � formel im semidef. Fall: � � ‖ϕν‖2 , � ϕν � Anteil
von der �

px1,Kx1q � ° α1ν
2

λν
, [ α1ν � px1, ψνq ; pψi, ψkq � δik ]

Hieraus folgen die Extremaleigenschaften der Eigenwerte, wenn px1, y1q de�-
niert.
Bew.: Ist p ¡ 0 gegeben und s1n die Partialsumme der Fourierreihe die alleunleserlich
Anteile � zu � |λν | P p enthält, so geht gleichmässig

p�Kqq px1 � s1nq Ñ 0 mit q Ñ8
Also p�Kqq px1 � s1nq Ñ 0 wegen Stetigkeit von ‖ � � �‖
Nun ist wegen der Semide�nitheit der Metrik∥∥pK �

x1 � s1n
�∥∥   ∥∥x1 � s1n

∥∥ , sonst wäre∥∥∥ ppKq2m �
x1 � s1n

�∥∥∥ ¯ ∥∥∥ ppKq2m�1 �
x1 � s1n

�∥∥∥ ¯ �� ¯ ∥∥ ppKq �x1 � s1n
�∥∥

¯ ∥∥x1 � s1n
∥∥
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Also ‖K px1 � s1nq‖   1
p ‖ px1 � s1nq‖  1

p ‖x‖
lim
nÑ8

‖K px1 � s1nq‖ � 0 , da p � ppnq Ñ 8

Ist λν an x1 unbeteiligt, so ist px1, ψνq � 0 für jede EL ψν zu λν .
Das braucht man (noch einige λν abspalten) nur für den Fall zu beweisen,
dass für ein p ¡ pλνq alle |λρ| ¨ p an x1 unbeteiligt sind. Dann ist aber
|ppLqq x1| Ñ 0 , also ‖ ppqqq x1‖Ñ 0 , also�

p
λν

	q � px1, ψνq � �
x1,

�
p
λν

	q
ψν

	
� px1, pqKqψνq � pppKqq x1, ψνq Ñ 0 .

Das Entsprechende gilt für Systeme �Dglen.

System von gew. lin Dglen 1. Ordnung:
9y �Ay � λBy ; R0yp0q �R1yp1q � λ tS0yp0q � S1yp1qu .

Die Aufgabe sei sa inbezug auf eine Metrik px yq welche im Raum �der Ite-
rierten de�niert, de�nit und bezgl. Gl Kgenz von y stetig � . Dann gilt
pKy, yq � ° αν̄

λν
, wenn K der Iteratiionsparameter ist.

Frage: Kann man dies auch aus der Hölderschen Theorie bekommen?
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Sa. Dglen 2m-ter Ordnung: (reell)
Mz � λNz , Rz � λSz , sei λ � 0 kein EW.
Ó Ó

Ord 2m > 2n
( �Für alle Iterierten x, y sei

³
yMx� ³

xMy�px,Myq³
yNx � ³

xNy �px,Nyq
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I. pz,Nzq ¡ 0 für alle Iterierten x � 0 .

y � Y� �
�� z

9z
...

zp2n�1q

�

äq. 9y �Ay � λBy R0y0 �R1y1 � λ pS0y0 � S1y1q

Wähle für Y1 Iterierte von Vektoren der Gestalt Y� dh Y1 : Bilder
� von Iter. z !

y1, y2 wenn yi � Yzi ist, (die zi sind dann selsbt It.)
ry1, y2s � pz1, Nz2q

Dann gilt Passeval für die Metrik z1, Nz2 im Raum der Iterierten.

Allgemein: Ist im Raum der Iterierten z eine de�nite Metrik gegeben, die
stetig bezgl. Gl. Kgenz von z, 9z, ��, zp2n�1q ist, und ist die Iteration sa bezgl.
dieser Metrik, so gilt Passeval für die Iterierten.
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Durch Abschliessung entstehende vollstetige Operatoren.
B sei ein Banachraum, A eine vollstetige Abb von B in sich. Metrik:
|x| . In B sei eine bezgl. |x| stetige euklidische de�nite Metrik pxmyq
erklärt, px, xq � ‖x‖2 , A sei selbstadj. bezgl. px, yq (oder normal). Dann
ist A auch bezgl. ‖x‖2 in B beschränkt, und wenn man B hinsichtlich
‖x‖2 abschliesst zu einem ( B umfassenden) Hilbertschen Raum R , und A
stetig auf R ausdehnt, so ist A in R vollstetig und hat dort nicht mehr
Eigenlösungen als I �B , ausgenommen vielleicht zum Eigenwert 0 .
O�ensichtlicher Nachtrag:
Wann enthält R auch keine neue Lösung zu λ � 0 ?! �

Bew.: (1) Ist |A| ¨ 1 , so ist |Anx| Ñ 0 f. jedes x P B .
hieraus folgt ‖A‖   ‖x‖ wie S.92 unten

also ‖A‖ ¨ |A| in B

(2) Ist pλ�Aq�1 eine meromorphe Fkt. von frac1λ

bezgl. | | , so nach (1) auch bezgl. ‖ ‖ , und die Fortsetzg gibt auch
wirklich das � zur Fortsetzg von pλ�Aq . (Die Ordnung der Pole
bleibt natürlich � ). Stellt man die zu λν � 0 gehörige Projektion
durch ein Kurvenintegral zunächst in � | | dax, so hat es denselben
Wert auch bezüglich ‖ ‖ in B nach � , der endliche Rang dieses
Projektionsoperators ändert sich nicht beim Abschliessen.

96

51



Def: Ein Operator A , der beschränkt sei, hat �diskret� reines Punktspektrum,
wenn p1� λAq�1

x für jedes x meromorph ausfällt. Das ist weniger
als vollstetig: A � E .

Frage: Wie hängt diese Def. mit denjenigen Op. zusammen, die gleichmäs-
sig durch algebraische approximiert werden können? (Algebraisch:
fpAq � 0 für ein passendes Polynom f .)

Von der Spektralzerlegung eines normalen Operators in einer linearen
Mannigfaltigkeit R1 aus dem Hilbertschen Raum R wird man dann reden
können, wenn der Anteil von λ ¨ λ0 an x P R1 stets selbst P R1 ist. d.h.
Eλ0R

1 � R1 für jedes λ0 , wenn das Spektrum reell.

Konvexe Körper, lineare Rüme
1) Durch jede Stützgerade eines konvexen Körpers geht eine Stützebene. Analog

im R� Denn man projiziere } der Geraden auf eine Ebene E und nehme
Stützger. in E .

2) Ist R ein linear metrischer separabler Raum, a � 0 in R , so gibt es
mindestens einen Teilraum R1 ® R mit R � R1 � tau , ‖x1 � a‖ ¯ ‖a‖ f.
alle x1 P R1 .
Bew: 1 auf eine aufsteigende Folge von Räumen Rn anwenden, die a

Letzte Zeile der Seite unleserlich
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Aufgabe: Oszillationsansätze von Sturmschen Aufgaben auf allgemeine über-
tragen, indem man in einer der Randbedingungen das rechte Inter-
vallende 1 durch eine Variable b ersetzt, und sie [eine von ihnen]
so abändert, dass es genau eine Lösung gibt, und den i.a. von 0
verschiedenen Wert des letzten Randausdrucks als Funktion ϕ von
b betrachtet (bei festem λ ). Ist diese letzte Randbedingung gerade
y1 � 0 , so sollten sich Sätze über die Nullstellenzahl der Eigenlösun-
gen ergeben; mehrfache Eigenwerte kïnnten eine Kurve ϕpbq geben,
welche in b � 1 eine mehrfache Nullstelle hat.

Spektrum im Banachschen Raum (Vertauschbare Operatoren)
De�niert man SpA als die Gesamtheit der λ , zu denen λ�A keine be-
schränkte Reziproke hat, so gilt:
Aus |SpA| ¨ 1 , |SpB| ¨ 1 und AB � BA folgt: ‖ SpAB‖ ¨ 1 .
Bew:Es genügt, dies für |SpA| ¨ h   1 , |SpB| ¨ h zu beweisen für jedes

x ist Anx beschränkt, also ist An ¨ α ,
ebenso Bn ¨ β , also pABqn ¨ αβ , also

°
λ� pABqn folgt |λ|   1 .
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Frage: Ist SpAB � SpA � SpB , wenn AB � BA ? Ist richtig, wenn SpA
nur ein Punkt ist, oder endlich viele Punkte sind,
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denn dann kann man funktionentheoretisch in Anteile zerlegen.
O�ensichtlicher Nachtrag:

SpA und SpB in je ein einfach aus h Gebiet G,H einschliessen (pas-
send gewählt), diese durch Polynome auf Kreisscheiben abbilden, dann I
anwenden?

Das diskrete Produkt zweier linearer Räume X , Y ist der von den Paaren
xy

erzeugte Modul mit den Relationen:
n°
1
xiyi � 0 , wenn nach Wahl einer lin.

un. Basis ξ1,�, ξν in dem von xi,�, xn aufgespannten Linearraum, und ent-
spr. einer Basis η1 � �ηs , nach Einführen von xi � °

αikξk yi � °
βikηk und

formalem Umordnen alle Kra� der ξiηj verschwinden. Zusammenhang mit
�Abb des dualen Raums Y� in X ? �� endl. Ranges zuerst, dann im Sinn
einer aus XY induzierten Metrik abschliessen, wenn X , Y �metrische Räu-
me sind. Bei Hilbertschn X , Y ist die Identi�kationsvorschrift wohl gleich-
wertig mit

°
xiyi � 0 , wenn ‖

°
xiyi‖2 � °° pxi, xjq pyi, yjq � 0 l stets ist

‖
°
xiyi‖2 ¯ 0 .

Kroneckersches Produkt zweier Transf., Determininaten Transform., Spektren?Aufgabe:

Adjungierte beschränkte Transf. eines Banachschen Raums B
Es ist stets A � A1 , aber nicht stets A � A1 im Gegensatz zu Rn z.B.

A0 �
�

0
1 0

1 0
1 ��



, B � Hilbertraum. Dund besitzt A beschränkte Reziproke,

wenn A ¡ 0 und A1 ¡ 0 . WA0 �
�

1 ρ
ρ1 1

	
mit |ρ|   1 .

WA10 �WA�0
� �

1 ρ
ρ r

�
, r   1 , |ρ|   r .
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Die direkte Summe eines vollk. Raums mit seinem dualen, S � X` U , it wohl
vollkommen, und besitzt ein inneres Produkt

ps1, s2q � u1x2 � u2x1 ,wenn si � txi, uiu .
Dieses ist hermitesch, aber nicht de�nit. Setzt man für eine stet. Abb. A von
X in sich puAqx � n pAxq , und Ãs� � A tx, uu� � pAx, uAq , so haben diese
stet. Abb. sÑ Ãs die Eigenschaft der Selbstadjheit.�

s, Ãs
	
�

�
Ãs, s

	
reell.
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Sie sind aber nicht die einzigen dieser Art; sondern wenn ps, Lsq reell ist für
alle s , ist L tx, uu � tAx� xpuq, uA� upxqu mit uxpuq � upxqx � 0
Also wenn L selbstadj ist L � A� n wobei A eine Abb von X in sich, und
ps,NAq � 0 , wobei N �� �� � : N tx, uu � tKu,Mxu N liefert ein anti-
hermitesches inneres Prod. in X , und eins in U , denn u � cpvq � v � xpuq � 0
usw.
Zu A gibt es dund beschränkte Inverse, wenn Ã ¡ 0 (S.98 unten), allge-
meiner wohl: wenn Ã kgenzgleich.
Kann man S auf vernünftige Art in zwei komplementäre Teilräume zerlegen,
in denen dieses lineare Produkt positiv �negativ de�nit ist?
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Ein durchgestrichener Absatz (wahrscheinlich verö�entlicht)

Zur Schlussweise von Osgood.
A sei eine beschränkte lin. Abb. eines Banachraums B in einen anderen.
Dann enthält jede Kugel Kδ von B mit dem Durchmesser d eine Kugel Kδ ,
δ � d

8 , mit der Eigenschaft: |Ax| ¯ δ A f alle x P Kδ .
Bew: 1) Ist |Ax| ¨ m für alle x � x0 � ϑ , |ϑ| ¨ r , so ist A ¨ 2m

r .
2) In Kδ ist p � sup |Ax| © d

4 A � 2δ A . ( µ0 � µ� ,� ¡ 0 )
3) Wähle x1 P Kδ mit |Ax1| © µ� und Kδ mit x1 P Kδ � Kd .

Für x P Kδ ist |Ax| © |Ax1| � δ A .
Folge: Ist An gegeben, so gibt es in jeder Kugel vom Durchmesser d ein x
mit

|Anx| ©
�

1
8


n
� d An pn � 1, 2, 3, � � �q

Frage: Wie weit kann 1
8 vergrössert werden?
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Vollstetige Operatoren A in Banachräumen B . p1� αAq b � 0
Diejenigen x P B , an denen kein λ � 8 beteiligt ist, bilden einen
abgeschlossenen Teilraum N � B , denn N ist der Durchschnitt abge-
schlossener Räume von endlichem Defekt. Ist N � 0 , so gibt es zu jedem
ε ein l derart, dass für jedes x , an dem nur |λν | ¡ l beteilgt sind,
|Ax|   εpxq ist.
Denn ist xn eine beschränkte Folge derart, dass an xn λ1, ��, λn nicht be-
teiligt sind, so geht xn á 0 und daher yn � Axn Ñ 0 (ist nämlich für eine
Folge xn dieser Art xn Ñ x , � ist an x kein EW beteiligt, also x � 0 ).

Ist N � 0 , so braucht wohl trotzdem nicht die Menge der endlichen Linear-
verbindungen von Hauptelementen dicht zu liegen. Ist N � 0 , so ist B1AR
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dicht in B1 ; daher folgt aus pxnq ¨ C , kz1 , Akxn á 0 auch xn á 0 also
� Ñ 0 , Akxn Ñ 0 , also aus |xn| ¨ C , A2xn á 0 folgt Axn Ñ 0 � , wenn
k ¯ 2 , auch Axn Ñ 0
Allgemein gilt: Ist Au � 0 unlösbar in B , A vollstetig, B Banach, so folgt
aus A2xn Ñ 0 , |xn|   C stets Axn Ñ 0 . Hieraus folgt: [Sind die Fourierre-
ste von x beschränkt, Wächst der Anteil von λn an x höhstens wie |λn|k
mit festem k ], so liegt die Fourierreihe von Ax .
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Ordnung ρ der Fredholmschen Determinante und Grössenabschätzung.
Ist 0   1

2 , so gibt es zi jedem ε ¡ 0 eine unbeschränkte Folge konzentrischer
Kreise um 0 , auf denen |∆pλ| ¡ e|λ|

ρ�ε
ist. Aus diesen ist also p1� λ� q�1

relativ klein , wenn �   e|λ|
2ε

.

Abhängigkeit von pA� λq�1
a von λ bei symmetrischem A . p� , bq ¯ 0

Sie pA� λq aλ � a usw. Dann ist

aλ � aµ

λ� µ
� aλµ � Im pax�iy, aq � y � ‖Ax�iy‖

‖ax�iy‖2 ist eine monoton fallende Funktion von |y|
y2 ‖ax�iy‖2 " " " steigende " " ",
dann ‖ax�iy‖2 � ‖ax�iη‖2 �

�
η2 � y2

�
‖ax�iy,x�iη‖2 , und

y2 ‖ax�iy‖2 � ‖a‖2 � ‖ pA� xq ax�iy‖2 vgl. S.107 unten
Ebenso ist ‖ax�iy � az�iy‖2looooooooomooooooooon � px�� q2 ‖ax�iy,z�iy‖2 mon. fall in |y|

und y2: monoton steigend

Vielleicht nützen die Identitäten ( α, β, γ reell)

pγ � αq pγ � βq pβ � αq ‖aαβγ‖2 � pγ � αq ‖aαγ‖2 �
pβ � αq ‖aαβ‖2 � pγ � βq ‖aβγ‖2

Ã
�
Ã� B̃

	
‖aα‖2 � B̃

�
Ã� B̃

	
‖aβ‖2 �

ÃB̃ pα� βq2 ‖aαβ‖2 �
∥∥∥ ��

Ã� B̃
	
A�

�
Ãβ � B̃α

	�
aαβγ

∥∥∥2
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Hilfssatz über �positive� analyt. Fktionen.
Sie ϕpzq neg in einem Gebiet Im z ¡ 0 und dort Imϕpzq ¯ 0 . Man

kann sogar ϕ steig auf jeder �nehmen. Bei vertikaler Annäherung an die
reelle Achse kleine |ϕ| beschränkt und auf jeder �� in jedem Punkt eines
Intervalls xp, qy lim Imϕpzq � 0 . Sei schliesslich δ |ϕz| ñ0

  C , ( z � x� iδ ,
p ¨ x ¨ q ) gleichm. in x δ Ñ 0 .

Dann ist ϕpzq neg auch für z � x , p   x   q .
ϕ sei durch Spiegelung auch in Im z   0 erklärt, ist vertikal stetig in � .

Bew.: 1) 1
2πi

�³
C rs
δ

ϕz dz � Bpr, sqgeqq0 , unabh. von δ pp ¨ r ¨ s ¨ qq

p q

C rs

δ

s + iδ

s− iδ
sr

Dann unabh von δ nach Cauchy also

Bpr, sq � 1
2πi lim

δÑ0

�
s�iδ³
r�iδ

ϕ dz �
s�iδ³
r�iδ

ϕ dx

�

� 1
2πi lim

δÑ0
2

�
s�iδ³
r�iδ

pϕ� ϕ̄q dz

�
� 1

π lim
δÑ0

s�iδ³
r�iδ

Imϕ dx © 0 .

2) Im Inneren des � R : p� i, q � i, q � 1, p� 1

1
q + i

q + iδ

q
q − iδ

q − i

Z

ist ϕ̄pzq � ρpzq � ψpzq wobei ρpzq � ρδ regulär ist

und Imψpzq � 1
2π lim

δÑ0

q�iδ³
p�iδ

Imϕp� qlooomooon
¡0

� Im
"

1
ζ � z

� 1
ζ̄ � z

*
loooooooooooomoooooooooooon

¡0

dζ

Bew: Setze ρpzq� 1
2πi

³
R

ϕpζq
ζ�z dζ � � 1

2πi

³
R

ϕpζ̄q
ζ̄�z dζ̄ � � 1

2πi

³
R

ϕpζq
ζ�z dζ

ψpzq� 1
2πi

³
C pq
δ

ϕpζq
ζ�z dζ � lim

δÑ0

1
2πi

³
C pq
δ
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ψpzq � 1
2πi

lim
δÑ0

$'&'%
q�iδ»
p�iδ

� � dx�
q�iδ»
p�iδ

� � dx

,/./-
Imψpzq � � 1

2π
lim
δÑ0

Re t� � �u � � 1
2π

lim
δÑ0

$'&'%
q�iδ»
p�iδ

ImϕpζqIm 1
pζ � zq dx

�
q�iδ»
p�iδ

ReϕpζqRe
1

ζ � z
dz �

»
p�iδ

�
»

p�iδ

,/./-
� 1

2π
lim
δÑ0

$'&'%
q�iδ»
p�iδ

Imϕpζq � Im
"

1
ζ � z

� 1
ζ̄ � z

*
dx

�
q�iδ»
p�iδ

ReϕpζqRe
"

1
ζ � z

� 1
ζ̄ � z

*
dx

,/./-
� 1

2π
lim tI1pδq � I2pδqu .

Wegen Re
!

1
ζ�z � 1

ζ̄�z

)
� Re �2iδ

pζ�zqpζ̄�zq (Statt |δReϕpζq| ñ 0 genügt

|δReϕpζq|   C nach Satz von � .) ist lim I2pδq � 0

O�ensichtlicher Nachtrag:
es geht auch |δReϕ| ñ 0 , denn δ ‖az‖Ñ 0 monoton, also gleichm (Di-
ni) bei festem a

3) Für jedes Teilintervall xr, sy in xp, qy und Im z ¡ 0 gilt

Bpr, sq �min
�
xr,sy

1
ζ�z ¨ Imψpzq ¨ Bpp, qq �max

xp,qy
Im 1

ζ�z

Bew: Imϕpζq �min
ζ

Im tu ¨ Imϕpζq � Im
!

1
ζ�z � 1

ζ̄�z

)
¨ Imϕpζq �max

ζ
Im tu

und
q�iδ³
p�iδ

©
s�iδ³
r�iδ

, da Imϕ © 0 und Im tu © 0
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4) ψ � 0 .
Bew: Sonst wäre Bpp, qq ¡ 0 . Dann gäbe es (Intervallhalbierung) ein
ξ0 , p ¨ ξ0 ¨ q ; sodass es immer wieder Intrevalle rν ¨ ξ0 ¨ sν gibt mit
B prν , sνq © sν�rν

q� �p�
�Bpp, qq . (mit prν � sνq Ñ 0 ).
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Setzt man zν � ξ0 � i psν � rνq , so wird

Imψ pzνq ¯ sν � rν
qν � pν

Bpp, qq �min Im
1

ξ � zν

Im 1
ξ�zν � �Im pzν�ξq

pξ�zνq2 ¯ sν�rν
2psν�rνq2

Also Imψ pzνq ¯ 1
2 �Bpp, qq Û 0 , Imϕ pzνq Û 0 .

Nr 3 besser: 2y
pq�pq2�y2 �Bpp, qq ¨ Imψpzq ¨ 2

yBpp, qq
" 4 " pn ¨ ξ ¨ qn wi oben r, s wählen und yn � pn � qn

wählen: Imψ px� iynq ¯ Bppn,qnq
qn�pn ¯ Bpp,qq

q�p
Imϕ pznq Ñ 0 , Imψ pzn Ñ 0 , also Bpp, qq � 0 , also Imψ � 0 , ψ � const ,
ψ � 0 .
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Zum Satz von Hoheisel.
Sei L eine lineare Abb. eines lin. Teilraums T kompl. des lin. Raumes

R in R hinein. In R sei ein de�nites hermitesches inneres Produkt px, yq
erklärt und für je zwei Elemente auf T sei pLs, tq � ps, Ltq . Es gebe ein
a P R � 0 mit folgenden Eig.: zu jedem z eines Gebietes G der z-Ebene
gebe es mindestens ein az P T mit pL� zq az � a . Dann ist ϕpzq � paz, aq
neg. in G .

Der erste Teil des Beweises ist durchgestrichen

Beschränkt man sich mit z auf eine Umgebung von z0 , die den Abstand
δ ¡ 0 von der reellen Achse hat, so wird wegen az0 � pL� zq az�az0z�z0
‖az0‖2 �

∥∥∥ pL� xq az�az0z�z0

∥∥∥2 � y2
∥∥∥ az�az0z�z0

∥∥∥
also ‖az0‖2 © δ2

∥∥∥ az�az0z�z0

∥∥∥2

‖az � az0‖ ¨ 1
δ ‖

az0‖ � |z � z0| ¨ 1
δ2 ‖a‖ |z � z0|����ϕpzq�ϕpz0qz�z0 � ϕpz1q�ϕpz0q

z1�z0

���� � ���az�az0z�z0 � az1�az0
z1�z0 a

��� � |pb, aq|
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Nun ist az � az1 � pL� z0q b , also
‖az � az1‖ ¯ δ ‖b‖
‖b‖ ¨ 1

δy ‖a‖ � |z � z1|
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Also mit z Ñ z0 , z1 Ñ z0 geht bÑ 0 , pbaq Ñ 0 , also existiert ϕ1 pz0q .
2) z0 � x reell: zeige, dass die Vor des Hilfssatzes von S.103 erfüllt

Im paz, aq � Im paz, p� �� q azq
� Im tpaz, Lazq � z̄ paz, azqu
� Im z � ‖az‖2 ¡ 0 für Im z� 0.

Für z � x� iy ist (mit az�a�
a�� � b )

‖ax‖2 � ‖az‖2 � p� b,� bq � p� b,� bq � y2 � ‖b‖2 � ‖az � ax‖2 ¥ 0 , al-
so

‖az‖2 � ‖ax‖2 folglich lim
yÑ0

Imϕpzq � 0 und |ϕ ¨ � ‖ax‖ � ‖a‖|
�� .

xÄhnlich ‖az‖2 � ‖az‖2 �
�
y12 � y2

	
‖c‖2 , c � az�az1

z�z1 also fällt ‖az�iy‖2

monoton, wenn |y| wächst.{
� ist stetig in x0 : |ϕpzq � ϕpxq| � paz � ax, aq � ‖iy p� , aq‖

� ‖iy paz, axq‖ � |y| � ‖ax‖2 Ñ 0 f. y Ñ 0
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xAus y2 ‖ax�iy‖2 � ‖ pL� xq ax�iy‖2 � ‖ pL� x� iyq ax�iy‖2 � ‖a‖2 folgt
wegen pL� xq aa�iy � bx�iy , b � pL� xq a und Fallens von ‖b‖2 , dass

y2 ‖ax�iy‖2 monoton Ñ 0 für y Ñ 0 {

Aus pL� zq az � a folgt ‖a‖ ¯ |y| � ‖az‖2 , also
‖az‖ ¨ ‖a‖

|y| , |y| � |ϕpzq| ¨ ‖a‖2 .

Es ist ϕ1pxq � lim
zÑx

ϕpzq�ϕpxq
z�x � lim

zÑx
paz, axq � lim

zÑx

"
paz, azq � paz, ax � azqloooooomoooooon

rein imag. wegen

|ax�az |2� |ax|2�|az |2

*

Da ϕpxq und somit ϕ1pxq reell, ist

ϕ1pxq � lim
yÑ0

pax�iy, ax�iyq ¯ 0

und wegen |ϕpzq|2 ¨ ‖az‖2 ‖a‖2 , limϕpzq � ϕpxq gilt

|ϕpxq|2 ® ‖a‖2 � lim ‖az‖2 � ‖a‖2 � ϕ1pxq.

� : Stets existiert lim
yÑ0

pa, ax�iyq denn
�
a, 1

pA�xq2�y2 a
	
Õ , also polarisiert.�

a, 1
pA�xq2�y2 b

	
Ñ , b � pA� x� iyq a wählen: Re pa, ax�iyq �

�
a, A�x� a

�
NB: �Ñ�:�kgt�
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O�ensichtlicher Nachtrag:
Es ist ja sogar ax�iy beliebig oft di�bar auf jeder VertikalenÑ. da |ax�iy|
� vgl. auch S. 167
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Aus Bliss [26]: Dass jedes s zu allen EFn ψi orthogonale stetige f (in
der Metrik) verschwindet (nur �8 relle ELösugen existieren), folgt aus der �
W2µ�2W2µ�2 ¯W 2

2µ in

pfλ, f0q �
¸
Wνλ

ν ; fλ � λ

�
f

:::::::::

fλ existiert überall, da die orth. gerade als Lösbarkeitsbedgg erkannt war.
genauer: fλ �� pA� λBq fλ � Bf

Einzigkeit der Quaternionen (Frobenius 35)
Sei A=�Zahlensystem�=Matrizenring mit detA � 0 für A � 0 .

1) Ist ψ pAq � 0 die Gl. �Grades, so ist �ψ � � �� .
2) Durch Abspaltung von aE von jedem Basiselement Ai � E p� q kann man

eine Basis Ei mit E2
i � �E erreichen. ( i � 2, ��, r )

3) r � Rg A � 3 , da aus E2E3 � a1E �� 2E2 � a3E3

folgt �E2 � �E3 �� 2E�E3 � a3E ,
Elim von

E1E2 gibt a2
2 � 1 � 0 gegen lin. unabh

3) Ist r ¡ 3 , Ek � Eλ, so ist pEk � Eλq2� a pEk � Eλq � b E � 0
p � q2� a1 p � q � b1 E � 0

addieren: pa� a1qEk � pa� a1qEλ � pb� b1 � uqE � 0
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a � a1 � 0

pEk � Eλq2 � bE � 0
EkEλ � EλEk � 2skλE pskk � �1q .

Daher ist für reelle Variable uk mit U � °
ukEk

U2 � E �
¸
skλukuλ � E � φ puq .
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Daher ist φ pnq negativ de�nit, also � �°
u2
λ mit reeller � :

uk � °
aaλvλ. Hauptachsentransf. de�niter

Setzt man Tλ � °
akλEk, Formen

so wird U � °
ukEk � °

vλTλ, u2 � �
¸
v2
λ � E, also

TT2
k � �E, TkTλ � �TλTk.

Hieraus folgt r ¨ 4 . Denn sind T2 T3 , Tk drei versch. Elemente � E ,

so ist pT2T3Tkq2 � E , also

T2T3Tk � �E, T2T3 � �Tk

folglich gibt nur eine von E,T2,T3 verschiedene Einheit wegen lin unabh.

Der Satz, dass jede Subst.-Gruppe R mit R � R� unendl. Basis des
Invar.-Systems hat, stammt von E. Fischer (nach Ostrowski, Math Ann
78(1918), 117). Ostr. beweist, das Entsprechend für Abelsche Gruppen, bei
denen jede matrix lineare El. Teiler hat, samt Transf. auf Diagonalform.
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Dass die Matrizen AA� � A�A diejenigen sind, die unitär auf Diagform trans-
formierbar sind, stammt von Toepler und �unabhängig. verö�. hat es Toepler
[36], dort auch Def. von �normal�, Frobenius [35] hat diesen Begri� nicht, auch
nicht den der unitären Matrix, entgegen v. Neumann MA 102, 377

Tautz � vor über Daniell [39]:
T0 sei eine Funktionenklasse mit

(1) f8 beschrkt, reell (2) T0 reell-linearer Raum (3) neben fν P T0

ist auch f1 _ f2 � max pf1, f2q P T0

f1 ^ f2 � min pf1, f2q P T0

In T0 sei ein Funktional Ipfq , reell, de�niert, mit
(I) I pfcq � cI pfq , I pf1 � f2q � I pf1q � I pf2q
(II) f ¯ 0 Ñ I ppq Iq ¯ 0
(III) f1 © f2 © f3 © .. und fn Ñ 0 gilt I pfnq Ñ 0 .
Die Funktionenklasse T1 bestehe aus den Grenzfunktionen monoton steigender
reeller Funktionen, wobei � als �wert zugelaasen wird: das sd die abwärts
halbstetigen Funktionen: fn Õ ϕ . Es geht dann I pfnq Õ ein, Funktional
I pϕq p¨ 8q wobei aber die Unabhängigkeit von der besonderen Wahl der Folge
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fn noch gezeigt werden muss, sie folgt aus dem
Hilfssatz: Aus lim fn pxq © h pxq P T0

folgt lim I pfnq ¯ I phq
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Bew. mit gn � fn _ h ; lim gn � h

h� g1 © h� g2 © �� Ñ 0 , also ñ 0 (� ), also
³
gn Ñ

³
h .

Nun folgt: Aus lim fn© lim gnÝÑ lim I pfnq¯ lim I pgnq
und damit aus � ÝÑ �
Die Axiome von (1)(2)(3) gelten mit der Einschränkung: c © 0

" (I)(II)(III) " "

Wiederholung auf T , statt T0 angewandt gib nichts neues; es gilt

wenn ϕn Õ ϕ, ist I pϕnq Õ I pϕq
Nun de�niere$&%



I pfq � inf I pϕq , ϕ ¯ f ; ϕ P T2

I


pfq � �


I p�fq

Es wird


I pfq ¨ I



pfq . Wenn � , heisst f messbar, und wenn der Wert

endlich, summierbar; die Menge der summierbaren heisse T2 . Jetzt sind in
T2 wieder alle Axiome erfüllt.
Aus fn Õ f , fn summierbar und lim I pfnq endlich folgt: lim I pfnq � I pIq ,
f summierbar.
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Daraus Masstheorie mit Hilfe der Kennfunktionen (char. Fkt)
limfn ist summierbar, sobald ¨ einer summierbaren Funktion. Daraus auchDenn
Lebesques Kgenzsatz.
Beispiele: I T0 � stetige Fkt, I � ³

gibt Lebesque-Int
II T0 � stetig, I � ³

f dg , g monoton �
III Pontrjagens Integral stetiger Funktionen einer kompakten topolog. Gruppe

mit 2. Abzählbarkeitaxiom (dh. es gibt eine abzählbare Überdeckung von
G durch o�ene Mengen
und ab stetig von a und b gleichzeitig abhängig gibt Lebesqueint. in
Gruppen
� gilt immer bei Kompaktheit

IV Wahrscheinlich geht es entsprechend, wenn man statt reeller Funktionswer-
te solche aus einer hellegeordneten abelschen Gruppe entnimmt.

V Direchletsches Problem p�P � nP pfqq für festes P als Funktional der
Randwerte f einer Potentialfunktion n ansehen)
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Inhalt Zaanen [10]
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I: Generalisation to Hilbert space of the theory of integral equations with sym-
metrisable kernels. The bounded linear operator K is said to be symmetrisable
on the left with respect to the bounded non negative de�nite symmetric ope-
rator H if HK is symmetric. It is assumed that the operator T � EK
is completely continuous, where E is the projection on the orthogonal com-
plement of the subspace of elements f such that Hf � 0 . The results take
their simplest form if Hf � 0 implies Kf � 0 and we shall assume this in
� them; when this does not hold the results in general apply to T insteat
of K . It is proved that the eigen values of K are real and that eigenvec-
tors ϕ1 and ϕ2 belonging to di�erent eigenvalues λ1 and λ2 are orthogo-
nal, that is, pHϕ1, ϕ2q � 0 . A form of the minimum-maximum theorem for
eigenvalues is proved, with N pfq � pHf, fq 1

2 playing the role of ‖f‖ and
H-orthogonality that of ordinary orthogonality. The expansion theorems takes

the form lim
kÑ8

N

�
Kf �

k°
n�1

λnanϕn



� 0 , where an � pHf,ϕnq . It is shown

that if λ � 0 the equation Kf � λf � g has a solution if and only if g is
H-orthogonal to all the eigen-vectors of K� belonging to the eigenvalue λ (if
any); the solution then satis�es
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lim
kÑ8

N

�
f � λ�1g �

ķ

1

λn
λ pλ� λnqanϕn

�
� 0,

where an � pHg,ϕnq , the °
indicates �di�cations to be made if λ in an

eigenvalue.
in the special case K � AH , where A is bounded and symmetric, the

expansion theorem can be improved; it now becomes Kf �
8°
i�1

λiaiϕi � p ,

where Hp � 0 . An example is given to show that the term p cannot be
omitted in general. A similar result is obtained concerning the expression for
the solution of the equation Kf � λf � g .

II. The author specialises the results of part I to the case when K is a
symmetric operator of �nite norm, which therefore possesses an L2 kernel,
and H is the identity. He thus obtains the standard theorems on integral
equations of the second kind with L2 hermitian kernels by a method di�ering
from the � (Proc. LMS (2) 43, 255-279 (1937)). He also proves that, if H px, yq
is a positive semi-de�nite continuous kernel, there is an L2 hermitian kernel
G px, yq such that H px, yq � ³

G pxsqG psyq ds .
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III. The author applies the results of parts I and II to integral equations of
the second kind with kernels of the form K px, yq � A px, yqh pyq , where
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A px, yq is an L2 hermitian kernel and h pxq is a bounded nonngeative
function. He ahows that this generalisation of the theory of symmetricable
kernels is completely spplicable in this case, without introducing any further
restrictions on h pxq , (for example, that h pxq�1 is bounded). He gives an
example showing that the additional term p pxq in the expansion theorem
may still arise in the second case. He also remarks that the results can
be applied to more general kernels, of the form k1 pxqA pxyq k2 pyq , where
A px, yq is an L2 Hermitian kernel, k1 pxq , k2 pxq and rk1 pxqs�1 are
bounded and k1 pxq k2 pxq is of constant sign. F. Smithies, Cambridge,
Endgland.

Inhalt Wilkins [67]: This paper contains a new de�nition for de�nitely self-
conjugare adjoint integral equations which is substantially weaker than that
originally given by Reid. For such systems it is found that all of the expansion
theorems given by Reid remain valid, but that there need not now be
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a denumerable in�nity of characteristic values. Moreover it is shown that the in-
dex of a characteristic value is equal to its multiplicity as a zero of the Fredholm
determinant.

Inhalt Bellman [97]
Sei tφn pxqu eine Folge von Fkt. aus L2 pa, bq mit

pφi, φkq � aik, aii � 1, ϕ �
¸
i�k

1 paikq2   8

Dann gilt �Bessel�"

Für bk � pf, ϕkq ist
8°
1
¨ ³ |f |2 dx

�
1� ffrac12

�
und �Riesz-Fischer�Ïst° pbkq2   8 � gegeben, so gibt es f pxq P l2 pa, bq mit
8°
1

���bk � pf, φkq2��� ¨ 8°
1
|bk|2 � ϕ

Inhalt Farnett [89]: Sei A � paikq , Ri � °
k

paikq , Tk � °
i

paikq , R � maxRI ,

T � maxTk ; dann jedes HI ¨ pRT q 1
2 für EWe es Ist ferner für x�X � 1

px�Axq2 ¨ °
i,k

|aik|2
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mit

|x�AX| ¨ 1
n

�¸
|aii| �

#
pn� 1q

¸
s

¸
r s

p|arr| � |ss|q2

� n pn� 1q
2

¸
s

¸
r s

p|ars| � |asr|q2
+ 1

2
��

118

Für EWe λ ist |λ|2 ¨ °
r
pUrVrq 1

2 mit

Ur �
¸
s

|ars|2 , Vs �
¸
r

|ars|2

Inhalt Smithies [92]:

Eigenwerttheorie für relle symmetrische Kerne K ps, tq mit
b́

a

K2 dsdt   8
(im Lebesqueschen � ) im Anschluss an Schmidt. Existenzbeweis für

Kn �
b³
a

Kpnq ps, sq ds gilt mit pass. c, C : K2n
c2n Ñ C © 1 (wie Schmidt),

dann aber schliesst er für χn ps, tq � e�2nKp2nq ps, tq , dass´ pχm � χnq2 dsdtÑ C � C � 2C � 0 , χn ps, tq ÝÑ
�

χ ps, tq ,
und

´
χ2 dsdt � C © 1 , also χ � 0 fest überall
c2χ ps, tq � ³

Kp2q ps, rqχ pr, tq dr f fast alle s, t .

K ps, tq �
�

8̧

1

ϕn psqϕn ptq
λn

Ist q P L2 , g � Kq , so ist �
�

°
anϕn

Ist p, q P L2 , so ist
³
p
Kq dsdt � ° anbn

λn
(Hilbert formula)

Entsprechendes für Schmidts assoz Eigenfunktionen unsymmetr. Kerne;
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für unsymm. Kerne auch der Approximationssatz: Sei K ps, tq P L2 ps, tq ,
αν psq P L2 psq , βν ptq P L2 ptq pν � 1, , nq . Ist n fest, αν variabel, so wird´"

K �
n°
1
ανβν

*2

dsdt � min � ´!
K �° ϕνpsqψνptq

λν

)2

dsdt

� ´
K2 dsdt�

n°
1

1
λ2
ν
. (wie Schmidt)
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Verteilung der Eigenwerte im Schmidtschen Sinne von einem K ps, tq .
BρKps,tq
Bsρ � Kρ ps, tq existiere für ρ � 0,�, n� 1 fest überall und zwar absolut

stetig in s für fast alle t , und Kr � Lp psq für fast alle t und ein punkt
1   p ¨ 2 . (Letzteres auch für r � 0 ).
Ist dann

b»
a

$&%
b»
a

|Kr ps� ϑ, tq �Kr ps, tq|p ds

,.-
2
p

dt ¨ A |ϑ|2α

für ein A und alle genügend kleinen ϑ , wobei entweder r ¡ 0 , α ¡ 0
oder r � 0 , α ¡ 1

p � 1
2 , dann ist K ps, tq P L2 ps, tq , und für nÑ8 gilt

1
|λn| � O

�
n�β�r

�
mit β � α� 1� 1

p .
Bew mit Fourier-Entwicklg im eigentl. Sinn (nach trigonom. Fkt.

Dies verbessert für symmetrische Kerne eine Abschätzung von Hille-Tamastei
[93].
Ferner ist

° ϕνpsqϕνptq
λν

� K ps, tq fast überall, und die � , falss entweder r ¡ 0
oder r � 0 , α ¡ 1

p , fest überall absolut.
H. Weyl [94] hatte für stetiges BK

Bs sogar 1
|λn| � � �n�3{2� .
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Aus Dunford:
Eine f pzq für z in einem komplexen Gebiet und f pzq in einem Ba-

nachraum ist analytisch, falls jedes γf pzq analytisch, für alle lin Funktionale
γ .

Potenzreihen auf dem Rande des Kgenzkreises s Landau neuere �d Fn 2.April
1929 Bln
Hardy-Littlewoods Umkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes:

Ist an   c
n pc ¡ 0q f pxq �

8°
0
anx

n kgt für |x|   1 und lim
xÑ1

f pxq � 0 .

Dann ist
8°
0
an � 0 .

(Littlewood: The converse of Abel's theorem on power series Proc LMS (2) 9
(1911), 434�448) Landau neuere Ergebnisse

Satz von Pringsheius 1912 f pxq � °
anx

n und g pxq � °
Re an � xn habe den

Kgenzradius 1. Sei Re an ¯ 0 . Dann ist 1 singulärer Punkt von f pxq .
Bew: 1) Seien alle an ¯ 0 . Wegen xn �

n°
ν�0

�
n
ν

�
1

sn�ν
�
x� 1

2

�ν
divergieren für

x ¡ 1 die Reihen l mit Geraden ¯ 0 )
8°
n�0

n°
ν�0

an
�
n
ν

�
1

2n�ν
�
x� 1

2

�ν
,

8°
n�0

8°
ν�0

an
�
n
ν

�
1

2n�ν
�
x� 1

2

�ν
,

8°
ν�0

fpνqp 1
2 q

ν!

�
x� 1

2

�ν
,

daher f pxq singul in 1 .

2) Wende 1 auf g pxq an: Re
° fpνqp 1

2 q
ν!

�
x� 1

2

�ν
dgt für x ¡ 1
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Satz von Faton-M.Riesz 1916: Aus an Ñ 0 folgt
°
anx

n kgt in jedem
regulären Pkte de EK und zwar gleichm. auf jedem abgeschl. Regularitäts-
bogen.

0

R

x1

x2

y2

z1
y1

z2

Bew: x1 x2 sei ein Reg Bogen,
enth. in " " y1 y2

f sei neg im abg Sektor � z1 z2
Wie zeigen auf dem Rande des Sektors
gleichmässig lim

nÑ8
gn pxq � 0 , wenn gn pxq � fpxq�snpλq

xn�1 px� y1q px� y2q
Unterteile 1) o�ene Strecke Oy1

2) " " y1 y2
3) abs. Bogen z1 z2

M sei � max |f | auf Sektor�äche.

1) |f pxq � sn pxq| ¨ |an�1|xn�1 � � � � ¨ εn
|x|n�1

1|x| , εn � fin
ν¡n |aν |

|gn pxq| ¨ εnr
n�1

1�r
1

rn�1 p1� rq � 2 � 2εn , und x � ry1 ; 0   r   1 .

2) Wenn für jedes m ¯ 0 M � |a0| � |a1|R� � � |am|Rm � Am gesetzt
wird; x � ry1 p1   r   Rq , gilt für n ¡ m
|f pxq � sn pxq| ¨M � |a0| � � � |am|Rm � εm

�
rm�1� � �rn�

¨ Am � εm
rn�1

r�1 also

|gn pxq| ¨
�
Am � εm

rn�1

r�1

	
1

rn�1 pr � 1q 2R � Am
r�1
rn�1 2R� εm2R
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Nun ist r�1
rn�1   r�1

rn�1�1 � 1
rn���1   1

n , also |gn pxq| ¨ 2AmR
n � 2Rεm

In jedem ε ¡ 0 gibt es ein m � m prq , sodass 2Rεm   ε
λ . Dann ist für alle

n ¡ m und n ¡ �AmR
ε |gn|   ε

2 � ε
2 .

3) für n ¡ m ist
|f pxq � sn pxq| ¤M � |a0| � � �εm

�
Rm�1� � �Rn�

¨ Am � εm
Rn�1

R�1

ferner |x� y1|   2R , |x� y2|   2R .

|gn pxq| ¨
�
Am � εm

Rn�1

R�1

	
1

Rn�n 4R2 � Am
4

Rn�1 � εm
4R2

R�1

Aus Steinitz [104]: Ist Z eine lineare abgeschlossene Punktmenge, γ ein nicht
zu Z gehöriger Punkt, so gibt es einen abgeschl. Halbraum, der Z , aber nicht
γ enthält (S. 157).

Lässt sich (im Rn ) γ aus α0,�, αn mittels positiver Koe�., deren Summe
1 ist, kompruieren, so kann man aus den Punkten α n� 1 oder weniger als
n� 1 solche wählen, dass sich schon aus diesen γ mittels positiver Koe�zien-
ten, deren Summe 1 ist, kompruieren lässt.
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Aus Bonnesen-Fenchel, Theorie der konvexen Körper, � . III1 (1934):
S. 5: Die konvexe Hülle einer abgeschl. Menge ist der Durchschnitt aller abg.
Halbräume, die die Menge enthalten. Ist die Menge konvex, so ist sie gleich
ihrer abg. Hülle
S. 6: Jeder Randpunkt der konvexen Hülle einer abg. beschr. Menge M liegt
auf wenigstens einer Stützebene von M . (Stützebene, enthält Punkte von M ,
und M liegt in einem der beiden Halbräume.) Durch jeden Randpunkt eines
konv. Körpers geht wenigstens eine Stützebene.
S. 8: Der Schwerpunkt S � 1

M � ³
M

xdm einer beliebigen nicht negativen Mas-

senbelegung in einer beschr. abg. Menge M gehört der konvexen Hülle von
M an.
S. 9: Jeder Punkt der konvexen Hülle einer abgeschl. Menge liegt im Inneren
oder auf dem Rande eines Simplex, dessen � zur Menge gehören.

Noch aus Steinitz [104]:
Ist Z eine beliebige endl. oder unendl. Pmenge, r die Dimension von Z̄

(=Durchschnitt aller konvexen Mengen, die Z enthalten), es lässt sich zu jedem
Pkt ζ aus Z̄ eine aus nicht mehr als r � 1 Punkten bestehende Teilmenge
A von Z so bestimmen, dass ζ in Ā ist.
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Aus Inhalt Halperin [23] :
In L � pn pxq dn

dxn � � � � � p0 pxq
sei 1) p

pr�1q
r pxq absolut stetig für 1 ¨ r ¨ n

2) p
prq
r pxq Lebesque sei � summable für 0 ¨ r ¨ n , dh wohl P L2

3) |pn pxq| ¯ ε ¡ 0
D sei der lineare Raum der f pxq , für welche f pn�1q abs. stetig und
f pnq P L2 , Da der Teilraum mit f pxq � �� � f pn�1q pxq � 0 für x � 0 und
x � 1 . L de�niert lin Op. T, T0 in D,D0 .
Satz: T und T0 sind abgeschlossen, die adj. Op. werden durch die Lagren-

gesche Formel
n°
r�0

p�1qr drpprpxqq
dxr in D0 bezw D gegeben.

Dazu Friedrichs Math Ann 109, 465 Ferner gew. Dglen L p�8,8q
und partielle 2. Ord.

Aus Davis [20] : Γ1 px y, λq & Γ2 px, y, lq seien die Greenschen Fktionen

zu p1q
#

2n� λn � 0
Ni pnq � 0

und p2q
#
Ln� ln � 0
Vi pnq � 0

( L = gew Di� Op n-ter Ord.)
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Sind λp , λp�1 zweier aufeinander folgende reelee Eigenwerte von (1) und

ist
b³
a

rΓ1 px, x, lq � Γ2 px, x, lqs dx� für λr ¨ l ¨ λp�1 , so liegt ein EW lν in

λp ¨ lν ¨ λp�1 .
Frieder M A 109 465
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Der höhste Elementarteiler
en pAq einer n-reihigen ganzzahligen Matrix ist die grösste Zahl, die als g.g.T.
der Elemente von Ax auftreten kann, wenn die El von x teilerfremd sind.
Hieraus ist klar en pABq Ò en pAq en pBq

en pAq = Durchschnitt aller Ideale pAxq mit pxq � 1 .

Die Stammringe, die bei Permutationsgruppen auftreten, sind alle halbeinfach.
Die anderen auch?

Identität von v. Neumann [109]] :
ϑ2 pAB �BAq � vartheta2 pAB� �B�Aq � �Sp tpA�A�AA�q pB�B �BB�qu

Frage: Kann ein algebraisches Spektrum leer sein, dh. gibt es A so dass
pA� λq�1 für jedes λ existiert? Bei A , das symmetrisch bzgl. einer
de�niten hermiteschen Matrix ist geht das nicht nach 106.

Ja! vgl. S. 136

Frage: Ist σ1{2 vollkommen?
� 8°

1
|xn|1{2   8
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Zur algebraischen Eigenwerttheorie. Operatoren endlichen Defekts4.11.48
Die lineare Abbildung A des linearen Raumes X in sich besitzt

Def: den (endlichen) Defekt n , wenn 1) Ae � 0 genau n lin. unabh. Lösg. hat
Schreibe n � def A 2) Dim X |AX � n

1) Ist I invertierbar und R von endlichem Range n , soist A � I �R vonSatz:
endlichem Defekt ¨ n 2) Ist umgekehrt A von endlichem Defekt n , so gibt
es I invertierbar und R vom Range n mit A � I �R .
Bew. 1): Rechnung durchgestrichen

Beweis
a) pI �Rqx � x0 ist gleichwertig zu

�
a� I�1R

�
x � I�1x0 dh, man

kann I = identischer Operator annehmen,besser 128/9
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Ist R �
n°
1
rνnν , so ist x�°

rνnνx � x0

wegen x � °
rν � γν � x0 äq zu

°
rrν puν � γνq � 0 uνx� � 0

d.h.
°
γµuνrµ � γν � �uνx0

Die Anzahl d der lin un Lösgen von Ae � 0 ist = Defekt puνrµ � δµνq
lösbar ist das System d.u.n.d., wenn die Spalte

�
u1x0�
�

unx0



d linearen Bedg-

gen genügt; da die nν lin. unabh., sind dies d lin unabh Bedggen
v1x0 � �� � vdx0 � 0 .
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b) Ist umgerechnet def A � n und E � te1 � � � enu der Nullraum von A ,
so wähle einen maximalen zu x fremden Teilraum M (� ). Es ist
X � M` E , dh. jedes x � m�°

eνuνx , uν lin un. unueµ � δµν Seien
weiter r1,�, rn ein lin un. System von X und AX

x � Ay �
¸
γνrν .

Setze I � A�°
rνuν gleichwertig zu

(1) Ax�
¸
rνuνx � x0

[ z � m�°
eµ� eingesetzt gibt

Am�
¸
rνuνm�

¸
rνγν � x0 ]

Az �
¸
rνγν � x0 besitzt eine Lösg z, γν

also ist (1) äq. A px� zq �
¸
rν puνx� γνq
dh. zu x � z � e pAe � 0q & uνx � γν

dh. zu AE � 0 , uνe � γν � uνx .
Da dieses System stets genau eine Lösung e hat, hat

Ix � x0 stets genau eine Lösung x.
O�ensichtlicher Nachtrag:
Sind A,B von endl. Defekt, so auch AB .
Unterscheiden sich zwei invertierbare Operatoren nur um einen Operator des
(endl.) Ranges n , so auch ihre Inversen:

A�1 �B�1 � �A�1 pA�BqB�1.
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Nichtexistenz von Hauptlösungen hoher Stufe:Zur
Es gelte pA� λqk h � 0 und pλ� λ0qk pA� λq�1

h � 0 für λÑ �
Dann ist pA� λ� qk�1

h � 0
Bew:

pA� λq�1
�
pA� λ0qk � pλ� λ0qk

�
h ��

pA� λ0qk�1 � pλ� λ0q pA� λ0qk�2 � � � � � pλ� λ0qk�1
�
h

Au�ösungstheorie für (I) pq �Rqx � c , R �
n°
�
rνnν � rνuν

rν , uν lin anabh.
x � c�Rx � c� ξνrν

Rc� ξµRrµ � ξνrν

(I) äq. zu ξν � ξµ � uνrµ � uνcAlso
Also ist (I) dund lösbar für jedes c , wenn δ � det pδαβ � uαrβq � 0 . Ist
∆ � 0 , pδαβ � nαrβq�1 � pψαβq , soist p1�Rq�1 � 1� °

αβ

rαψαβuβ Also ist

p1�Rqx � 0 lösbar, wenn ∆ � 0 .
(I) dund lösbar, wenn Rg pδαβ � uαrβq � Rg pδαβ � nαrβ , uαcq Die An-

zahl d der lin un Lösungen von p1�Rqx � b ist ¨ n und es gibt d lin.
un. Linearverbindungen u1ρ der uν mit der Eigenschaft: Dund ist (I) für c
lösbar, wenn u1ρc � 0 pρ � 1, 2, � � � , dq Daher hat der Bildraum p1�RqX
den Defekt d .
Sie A eine lin. Abb. des lin Raums X in sich. A hat den endlichen DefektDef:
d , wenn .. wie auf 126. Ein Operator endlichen Defekts kann Hauptlösungen

(zu λ � � ) beliebig hoher Stufe haben: A �
�� 1

1
1

0
1

1
1

�
 hat en als HL

der � z.B. in σ8
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Au�ösungstheorie für Ax � c , A � I�1 �R , R �
n°
1
rνnν

A hat endlichen Defekt d ¨ n ; dund ist Ax � c lösbar, wenn

u1ρIc � 0 pρ � 1, 2, ��, dq für d passende lin. un. lin �der uν

Dund ist Ax � 0 lösbar px � 0q , wenn ∆ � det pδαβ � uαIrβq � 0

Die Lösungen von Ax � c sind x � Ic� ξνIrν

mit ξν � ξµ � uνIrµ � uνIc

71



Sei ∆ � 0 . Ist pδαβ � uαIrβq�1 � pψαβq , so ist

A�1 �
�

1� °
α,β

ψαβIrαuβ

�
I � I � IrαψαβuβI

Daher RA�1 �rαψαβuβI .
A�1 � I � pE � IRq�1

IRI � I � I
�
E �RI

��1
RI

wobei
"
E � IR die � von E � IR aus IRR

E �RI " " " E �RI " RIR

Haupt-Nullösungstheorie für A � I�1 � ru
Sei 0 � ∆ � 1� uIr

:::::::::::::::
, sodass es genau eine lin un �mit Ae � 0 gibt: e � Ir

� � h für Lösbarkeit von Ax � c ist uIc � 0

also n � h für Existenz von Hauptlösungen der Stufe n : 1� uIr � nI2r � � � � � uInr � 0

& alle Hauptlösungen sind
n°
1
ανI

νr .

denn richtig für n � 1 ; ist n ¡ 1 , so folgt aus An�1Iνr � 0
pν � 1 � � �n� 1q & nI2r � 0

AnInr � An�1
�
I�1 � rn

�
Inr �

An�1In�1r �An�1ruI2r � 0 .

Dh. man ∆ � 1� uIr , ∆1 � �uI2r , ∆n � �2nI3r ,.., ∆pn�1q � �pn� 1qnI� r ,
so ist n&h für Existenz von HL der Stufe n: ∆ � ∆1 � �� � ∆pn�1q � 0 .
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Es genügt wohl Stetigkeit von n0 pa� λq�1
rβ nur in ΠAnR .

Hauptlösungstheorie für pA� λqn x � 0 , A � K �R , R �
n°
1
rνnν

pK � λq�1 � I pλq � I� existent f. λ P �
Vor: uαIx ist beschränkt in G , für jedes � α und x P X . Dann ist entwederHauptsatz
jedes λ � G EW, oder die EWe häufen sich nicht in G und jeder hat endliche
Ordnung. � : nαIrβ � ; nαIh � wenn h Hauptlösung

Bew: 1. uαIx ist regulär in G .
2. Setze ∆ pλq � det pδαβ � nαIrβq , ist regulär in G .

Bei δ pλq ist nach 129 jedes λ EW. Es genügt auch, wenn
nαI pλqK�nrβ 1 für jedes feste n vgl auch 166

Ist ∆ pλq � 0 und � ∆ p0q � 0 , so ist 0 EW endlicher Ordnung.
Denn dann haben die παβ von S. 129 nur Pole in λ � 0 ; sei

�
λkψαβ

� ¨M
pα, β � 1 � � �nq � ∆ pλq , 0   |λ|   ε . Dort ist, wenn Ak�1h � 0 ,

pA� λq�1 �
Ak�1 � λk�1

� � Ak � λAk�1 � � � �λk siehe auch IV�

�R pA� λq�1 � λk�1 � h � RAkh� λRAk�1h� � � � � λkRh

nach 129 Mitte � rαψαβλ
k�1nβIh � � � �
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Die linke Seite geht Ñ 0 für λÑ 0 , also 0 � RAkh wegen AAkh � 0 ist
auch 0 � KAkh � Akh .
Mehr Bewegungsfreiheit hat man, wenn man nur fordert: uαIx von rationalemNB:
Charakter in G
Beispiel: X � σ� ; x � txnu �8   n   8 ; |xn|  Mx

Für K �
�� 0 1

0 1
0 1

0 1
0 1

0 1
0 1

�
 , K �
�

1

�
wird

I � pK � λq�1 txnu �
# 

xn�1 � λxn�2 � λ2xn�3 � � � �
( |λ|   1 � 1

λxn � 1
λ2xn�1 � 1

λ3xn�2 � � � �
( |λ| ¡ 1

∆ pλq �
#

0 |λ|   1
�1 |λ| ¡ 1

Aufgabe: Die Beschränktheitsvorrauss. vermeiden nach Art von 129 unten
(Einführung von Quasiableitungen).

Folgender Text steht quer am linken Seitenrand oben:

NB: pA� λq�1 � pK � λq�1 � pK � λq�1
!
E �R pK � λq�1

)�1

R pK � λq�1

wobei in R pK � λq�1
R zu bilden ist
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Operatoren endlicher Ordnung.
Ein Operator A des lin. Raumes X hat die endliche Ordnung σA , wenn manDef.
X direkt in die Summe zweier A-invarianter Teilräume X � X1 � X2 zerlegen
kann mit Dim X1 � σA , derart dass

AnX1 � 0 für ein n und Def A � 0 in X2.

Sei entsprechend A � A1 �A2 � A1X2 � A2X1 � 0 , Aixi � �
Besser: A � �

A1
A2

�
1 � 11 � 12 11X2 � 12X1 � 0 , 1ixi � xi

usw. Besser: A hat endl Ord vA , wenn 1) def A endl
2) def An � def An�1 , dh def

Hat A endliche Ordnung σA , so auch endlichen Defekt d ® σA . Denn1. �
1
A2

� � �
1
A�1

2

	�1

,
�

1
A2

�� �
A1

A2

� � �
1�A1

0

�
kρ � sigmaA Umkehrg

gilt nicht (s. S. 128 unten).
Ord A ist eindeutig durch A bestimmt: σA � Dim X{AnX2.
Dund hat A endl Ord, wenn A endl. Defekt hat und OrdA 0 endlich im

3. � 1945 Daher überträgt sich auch der Abänderungssatz auf Op. endl. Ordnung.
Def Ak � Def Ak�1 .
Der ursprüngliche Punkt 3 wurde surchgestrichen

Dund ist Ord A endlich, wenn A andl Defekt hat und die Defekte4.
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Def An beschrkt sind, dh von einer Stelle ab konstant. Ord A � max Def An .

Bew: 1) Sei Def An � Def An�1 , Xn � AnX , AnX1 � 0 . X1 ^ X2 � 0 ,
da x2 � Anx , Anx2 � 0 folgt A2nx � 0 , Anx � 0 , x2 � 0 .
X � X1 ` X2 . AX1 � X1 ; AX2 � An�1X � AnX � X2 . Aus
Ax2 � 0 folgt x2 � � also Def X2A � 0 .

2) Sei Ord A � vA ; AnX1 � 0 . Dann hat A nach 1) endl. Defekt,
und def An � def An�1 , da AnX � An�1X .

5. Dund hat A endliche Ordnung, wenn A � I�1 �R , Rg R endl;
IR � RI . dh. A�R � I invertierbar, A_R .
Bew: dann I � 1 � : aus Anx � 0 folgt x P RX ; nur dann: A � �

A1
A2

�
,

I�1 � �
1
A2

�
.

oder: Dim RX� IRX� I2RX� ..
�   8

Ordnung von pA� λq im Gebiet G � ord pA� λq � °
λPG

ord pA� λq , wennDef:

�
dh. A� λ soll stets endl. Ord haben, mit � 0 bis auf endl. viele λ .

Hauptsatz: Dund hat A� λ in einer Umgebung von λ � 0 endliche Ordnung,
wenn es einen Op. K gibt, derart dass in einer Umgebung G |λ|   ε   1
und δ pλq � �

ord G pK � λq � 0 und A � K �
n°
1
rνuν und uν pK � λq�1

x � für λ�

dh. � K �R " R pK � λq�1
x � "

a) Dann: 130
b) dann: Sei ord pA� λq � 0 in 0   |λ|   ε .
0 sei EW; X � X1 � X2 nach 131. A � �

A1
A2

�
Setze K � �

1
A2

�
; pK � λq�1�

� 1
1�λ

pA2�λq�1

	
R � �

1�A1
0

�
; R pK � λq�1

x� �
1�A1 0

0 0

� pÓq p x1
x2 q

�
�
p1�A1qp1�λq�1 0

0 0

	
p x1
x2 q � p1�A1qx1

1�λ
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Hauptsatz 132
Im (hinreichenden Teil) darf man die Beschränktheitsforderung nicht � .
Beispiel: Wähle

"
K so, dass ord pK � λq � �
r, εn Ñ 0 |λ|   1

und von den pK � εnq�1
r

für n � 1, 2, � � � je unendlich viele lin. unabh; (das gibt es zu jedem
r , für das Dim pK � λq�1

r � 8 für |λ|   ε , f. jedes ε . Ist aber
Dim pK � λq�1

r � n für |λ|   ε0 , so � pK � λq�1
r�X1 , Dim X1 � n ,

r � pK � λqX1 � KX1 ` X1 ; r � Kx1λ � λx1λ , λ � 0 .
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Besteht zwischen einigen x1λ genau eine lineare Beziehung, so seien deren
Koe� ξλ ; Dann gilt die Beziehg mit λξλ nicht, daher ist x � X !; daher
K � X1 � X1 , dh. r liegt in einem K-invarianten Teilraum endl. Ranges.
Obige Bedingungen sind also immer erfllbar, wenn es eine Element gibt, dessen
K-Iterierte lin. unabh. sind.

Dazu wähle man u mit u pK � εnq�1
r �

#
0 2|n
1 2� n

Dann ist ∆ pεnq � 1 2|n.
0 2� n.

; also ist λ � 0 Häufpkt von EWen sowohl

wie von Nicht-EWen.

Aber vielleicht kann man die Beschränktheitsvoraussetzung mildern, wenn A Hier beginnt
ein Pfeil zur
nächsten Seite

(selbstadjungiert) besser: symmetrisch in bezug auf ein de�niertes hermitesches
inneres Produkt px, yq : pAx, yq� px,Ayq . Hieraus deutet der Umstand hin,
dass im Falle R � ru ,

pA� λq e � 0 u pK � λq�1
x � px,pK�λq�1rq

pr,pK�λq�1rq gilt,

wie für Lösbarkeit von pA� λq y � c sowohl u pK � λq�1
c � 0 als pc, eq � 0

n&h sind
O�ensichtlicher Nachtrag:
NB: Es genügt auch die Vor: ∆ pλq regulär. (von selbst � 0 ,

134

Ist also ∆λ � 0 , so ist u pK � λq�1
x � uIx stetig bezügl. ‖x‖ � px, xq ;

[und übrigens ist T � I � 1
uI2r IruI

2 zu pA� λq invers im Raum pa� λqX ,
der vom Defekt 1 ist.]

Bezeichnug: bei hermitescher Metrik schreibe px, yq � ȳx
ȳ ist also die durch y erzeugte lineare Funktion
Jeder hermitesche Operator endl. Ranges hat die Gestalt

°�rν r̄ν . Denn
ist er � R � °

sνuν , so ist im Raum γ der sν rs � 0 , da sonst
R� � R �Rt � 0 , woraus s � Rt � 0 folgt. Also macht R eine her-
mitesche nichtsing. Abb. von γ in sich. Wählt man als Basis von γ
die Eigenlösungen von R , so wird Rrν � λνrν , dh. wenn R � °

rνvν :
uνrµ � λνδνµ � cν � r̄νrµ
Bei geeigneter Normierung also

Rr �
¸
�rν r̄ν � r

Dasselbe gilt aber auch im Raum N der zu allen rν orthgonalen n P X IstHier endet der
Pfeil von der
vorigen Seite

R � °
rνwν , so 0 � prνwνx, nq � px, rνwνnq , also rνwνn � 0 wνn � 0 .

Folge: Statt Beschrktheitsvorrauss. genügt: K symmm. Genauer:
Gibt es zu dem bezgl. px, yq symmetrischen A ein symmetr K , sodassSatz:
K � λ invertierbar für alle λ P G und A � K �°

rνuν , so ist Ord pA� λq
endlich in der Umgebung jeder Stelle von G .
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Denn nach 106 ist pK � λq�1
x reg in G bezgl. ‖ ‖ , und nach 134 ist uν

stetig bezgl. ‖ ‖ , also uν pK � λq�1
x reg in G ; nach 130 ist auch A� λ

endlich un λ kein H.P., da s pλq � 0 �
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Verschärfung von Hauptsatz 134 für Hilber-Räume X :
A sei eine überall def. symm. Abb. des Hilbertraumes X in sich, und
zu jedem ε � 0 gebe es ein R endl Ranges (aber nicht notw. symm. oder
stetig), sodass A � K �R , wo pK � λq�1 existiert für |λ| ¡ ε . Dann ist
A vollstetig.

Bew: A ist beschrkt, da überall de�niert; und ist λ1 � 0 kein EW,
soist A� λ1 invertierbar, also pA� λ1q�1 beschrkt, dh. λ1 kein HP von
EWen λn : Ginge λn Ñ λ1 , � pλn � λ1q   1

n2 , so setze x � °
γnen P X ,

wobei gamman � 1
n für n ¡ ord λ1 . Die � γn bestimme so, dass x K e

für alle e zu λ1 , sodass pA� λ1q y � x lösbar in X . � y � °
δnen ,

x � ° pλn � λ1q δnen , 1
n � δ pλn � λ1q , δ Ñ8 .

Also gibt es keinen HP der EWe ausser λ � 0 ; A vollstetig.

Will man allgemein die symmetr A untersuchen, zu welchen es zu jedem ε
ein R gibt, sodass A�R � K �spektral   ε � ist, dh. K � λ�1 exist. f
|λ| ¡ ε , so kann man sich auf (metrisch) beschränktes A beschränken, denn
man kann statt A A1 � A2

1�A2 betrachten (das unterscheidet sich von K
1�K2

nur um endl Rang). Dieses A1 besitzt für λ   0 , λ ¡ 1 Inverse, ist also
beschränkt: ‖A1‖ ® 1 .

Ist speziell A � K � ru , so ist das Spektr. von A reines Pktsp;
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keine ELösg e zu λ � 0 ist zu r orthogonal, denn sonst wäre e K pK � λqX � X .
Es gibt also nur abzählbar viele Eigenwerte.
Die Fourier-Koe�. aλ pxq , λ � µ , streben bei λÑ µ ( µ � oder
� EW) stärker gegen Null, als jede feste Potenz pλ� µqk . Denn
pA� λqX � pA� λqk�1

X .

Ganz ohne Beschränktheits- oder Vollständigkeitsforderung gilt der Hauptsatz
13�nicht, selbst nicht für Räume X mit def. inn. Prod. und symm. A
Gegenbeispiel: X � Ges. d. txnu , n � 1, 2, 3, � � � , mit xn � O

�
n�k

�
für

jedes k . px, yq � °
xnȳn . Sei en � t0 � �0, 1, 0, � � �u , Aen � 1

nen ; r �  
1
n!

(
es gibt eine Linearfktion u auf X , sodass uen � 1 n � 1, 2, 3, � � � und für
µ � 1

ν u pA� µq�1
r � 0 ; denn je endl. viele en und pA� µq�1

r sind lin
unabh., s. schräger Pfeil und durchgestrichene Positionsangabe. Setzt man
dann K � A� ru , so ist K � λ von endl. Defekt für jedes λ , auch A� λ .
Also ist K � λ invertierbar, sobald aus pK � λqx � 0 folgt x � 0 . Diese
Gl. besagt nun
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pA� λqx � 0rux . Ist λ � 1
n , so folgt 0 � pen, pA� λqxq � � pen.ruxq

� � 1
n! � ux , also pA� λqx � 0 , x � const � en , 0 � const � uen ,

const � �
Ist λ � 1

n , so ist ∆ � 1� u pA� λq�1
r � 1 , also existiert pK � λq�1

Für dieses K existiert also pK � λq�1 für jedes |λ|   8 , das alg. Spektrum
von K ist leer! ( K ist nicht symmetrisch)

Also ein Nichteigenwert von A ist HP von EWen, nämlich O. Ord
|λ| 1A � 8

gegen Hauptsatz 132.

O�ensichtlicher Nachtrag:
s. auch IV28
Folgender Text steht quer am linken Seitenrand unten:

Aus p� q eν � 0 ,
n°
1
ξν

�
A� π

ν

��1
r �°

uνeν � 0 folgte � p pAq r   0 mit

p pxq � π
�
x� π

ν

� �
x� 1

ν

�°
ξν

�
x� π

ν

��1
.
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Über die notwendigen und hinreichenden Bedingung für das Bestehen eines
Kleinschen Oszillationstheorems.

Inhalt [21] Richardson: �notw; �hinreichende Bedinggen dafür, dass das
Gl.System (mit n P 3 abh. und unabbh. Vaeriablen?)

pi � 1, ��, nq .�
pi pxiqu1i pxiq

�1 � qi pxiqni �
�

ņ

j�1

Aij pxiqλj
�
� ui pxiq � 0

ppi ¡ 0q mit der Nebenbedgg. ui paiq � ui pbiq � 0
Lösungen ni pxiq besitzt, die in ihren Intervallen vorgeschriebene Anzahlen von
Nullstellen haben?

Inhalt [117] Dines: (Math Rev. 97 (1948), 324): The author derives from an
earlier result (� 42, 353-365, 1936) a singular proof of the following theorem of
v.N.: Let qj and bij be two real m by n matrices of which the �rst is
positive paij ¡ 0q . then � there exists a unique λ and nonzero, nonnegative

vectors x � tx1 � xnu , y � ty1 � ynu , such that λ
m°
j�1

aijxj ¯
m°
j�1

bijxj and

λ
n°
i�1

aijyi ®
n°
i�1

bijyi

Inhalt Hilding [119] : Let thnu be a complete orthogonal set in Hilbert space.
The author considers the question of when a set tgnu su�ciently �close� to
thnu is also
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complete. The results are there. Let rn � ‖gn � hn‖ . Then tgnu is also
complete if (1)

°
r2n   1 of (2) ‖gn‖ � 1 and

°
r2n

�
a� 1

4r
2
n

�   1 , or (3)
pgn, hnq � 1 and

°
r2n{

�
1� r2n

�   1 . The reviewer does not follow the remark
on page 3 that the condition

°
r2n   8 is necessary in all three cases. [An

extensive � on the subject is ignored. A bibliography can be found in a paper
of the reviewer, Am of Math (2) 45, 738-739, 1944l Math Rev. 6127].

Das Verfahren von Leonhard zur Stablilitätsuntersuchung (� 38) 17-28) ist im
wesentl. das gleiche wie Brehler, J. reine angw Math 87 (1879) und Hermite
Bull SMF 7 (1879). [Math Rev 8154]

Inhalt Lorch [123] : Dafür, dass ein normierter linear reeller Vector-
raum ein (ohne Vollständigen!)

::::::::::
Hilbertscher ist, ist nach [124] n&h :

|f � g|2 � |f � g|2 � 2
!
|f |2 � |g|2

)
und nach [125]: aus |f | � |g| folgt stets

|αf � βg| � |βf � αg| Hier folgt darüber hinaus: 1) Es gibt ein festes γ�0
�1 ,

sodass a |f � g| � |f � g| folgt |f � γg| � |f �� |
2) � γ1 � 0, 1 Aus |f | � |g| folgt |f � γg| � |γf � g|
2) Auf f � g � h � 0 , |f | � |g| folgt |f � h| � |g � h|
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4) |f � g � h|2 � |f � g � h|2 � |f � g � h|2 � |f � g � h|2 ist unabh von h
5) Aus |f | � |g| folgt |γf � αg| ¯ |f � g| wenn a� 0 .

Inhalt Hoheisel 65: K ps, tq sei stetig, reell, symmetrisch.
 
Kϕn �

³
Kϕn dt

(
Def: λ heisst EW, wenn es ϕn gibt, ‖ϕn‖ � 1 , p1� λKqϕÑ 0 .
1. Jeder EW ist reell. 2. Für jede endl Menge von versch. EWen ist°

λ�2
nu   4

´
u2 d� d�

Def: λ heisst Vollwert VW, wenn 1� λKϕ � f für jedes stetife f eine stet.
Lösg besitzt.

2. Ein VW ist kein EW 4. Sei λ VW, R ps, t, λq die Lösg von
p1� λKqR � K . Dann ist R stetig in s, t .

3. Ist λ VW, so auch jedes λ einer Umgebg von λ0 . (Neumannsche Reihe)
4. Jeder Häufpkt von VWen ist VW oder EW.
5. Es gibt nur VWe und EWe.
6. Ist K � 0 , so gibt es einen EW

Bew: BR
Bλ �

³
R ps, t, λqR pτ t λq dτ

R ps, t, λq � R pt s λq
für U0 pλq �

´
R2 ps t lambdaq dsdt ¡ 0 gilt dann

U0 pλq � λ
´
K ps tqR pτ s λq dτ dσ ,
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U2
0 pλq ® λ2

´
K2 ps tq dsdt .

´
R2 dsdt � λ2 � σ � U 1

0 pλq
d
dλ

�
1
λ � σ

U0pλq
	
¯ 0
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λ ¡ 0 : λ�1 � σU�1
0   0� σ lim

λÑ�8
U�1

0 ¨ 0

λ   0 : λ�1 � σU�1
0 ¡ 0� σ lim

λÑ�8
U�1

0 © 0

Daher U2 pλq � σλ2 � λn0 ¯ 0 f. alle λ
U3 pλq � 1

2 pU2 pλq � U2 p�λqq ¯ 0
Nun ist U 1

3 p0q � U2
3 p0q � U3

3 p0q � 0 ,
U4

3 p0q � U4
2 p0q � �U3

1 p0q � �U3
0 p0q � �6

´
K2

2 ps tq dsdt   0 .
Andererseits 4!U4

3 p0q � lim
λ�0

U3 pλq : λ4 ¯ 0 .

Existenz von Eigenfunktionen ist gleichwertig
zu R ps, t, λq � A ps, tq pλ� λ0q�1 �B ps, t;λq
wo B stetig und di�bar in λ0 . Hieraus auch Lösbarkeitsbedgg.

Inhalt Doob&Koopman [114a] :
Sie ϕ pλq reg für Imλ ¡ 0 , Imϕ pλq ¯ 0 , lim

tÑ�8
sup piTϕ pitqq   8 ; dann

gibt es eine eindeutig bestimmte, nicht abnehmende Funktion α pxq in
�8   x   8 mit

lim
xÑ�8

α pxq � 0 , α px� 0q � α pxq , α pxq ¨ lim
tÑ�8

|tIϕ pitq| mit ϕ pλq �
8³
�8

dαpxq
x�λ � c ,

c reell

Ist insbes. T eine sa lin Trans des Hilbertraums H mit Rλ � pT � λq�1
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für Imλ � 0 , f P H und g P H , so gilt

pRλf, gq �
8»

�8

dβ px; f, gq
x� λ

, wo β eine(*)

komplexe Funktion ist, deren reeller und imaginärer Teil in �8   x   8 von
beschränkter Variation sind.

Inhalt Lichtenstein [111]: Sei T ein ebenes Gebiet, S sein glatter Rand, Tn
das Gebiet der Pkte in T , deren Abstand von S ¡ h ist. Zur Lösung von
(1) ϕ pτq t� ³

T

K pT, T 1qϕ pT 1q dτ 1 � ³
S

L pT, σ; qϕ pσ1q dσ1 � f pT q
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wird

Kh pτ, T 1q �
#
K pT, T 1q in Th
K pT, T 1q � 1

hL pT, σ1q in T � Th
gesetzt ( σ1 � Fusspukt des Lotes von T 1 auf S ) und in der Lösung ϕh pτq
der Ersatzgl.

ϕh pτq �
»
T

Kh

�
T T 1

�
ϕh

�
T 1
�

dτ 1 � f pτq

auf 10 Seiten der Grenzübergang hÑ 0 mit �Fredholmschen Reihen durch-
geführt

s. folgende Angaben
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ÖInhalt Gunther [110] : führt (1) auf eine umfangreiche,
in [143] entwickelte Theorie der mehrdimensionalen Hieltjes-Integrale zurück:
Für jeden messbaren Teil pt1q von T und psq von S setze

u pt1, τq � 1
t1

³
pt1q

K pτ, τ 1q dt1, v ps, τq � 1
σ

³
ps1q

L pτ, σ1q ds1

t1w pt1, τq �
#

0 wenn pt1q S nicht tri�t
s1v ps, T q wenn pt1q S tri�t

Man setzt K pt, τq � u pt, τq � w pt, τq , dann ist
(1) äq/ zu ϕ pτq � ³

T

K pt1, τqϕ pτ 1q dt1 � f ptq .

Aufgabe: Theorie der gemischten Integral der Dimension 2 durch Verschmieren
auf Zylindern und Ausbreiten dieser Entspr. Dim. 3. O�ensichtlicher
Nachtrag:Dazu [110-111]

Inhalt Schmidt [144]: �1 Neumannsche Reihe für
´
K2 dsdt   1 ; �

�3 Zurückf. von K � endl Rang auf endl. Gleichgssystem
�4 Der allg. Fall ∆ � ∆1 s � 0 : �

s � 0 : Defekt � n , n Nulllösg, n lin Bedgg f. �

143

�5 Lösender Kern von ϕ� Kϕ � f , wenn K � K1 �
m°
1
αν p� qβν ptq

P1 �
8°
1
K
pνq
1 ϕ p� q � ϕ psq � ³

Γ ps, tq f ptq dt mit
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Γ ps, tq � Γ1 ps, tq � 1
∆

m°
k�1

m°
µ�1

Aµk
�
αk psq �

³
Γ ps, rqαk prq dr

� � pβµ ptq
� ³

Γ� pr, tqβµ prq dr
�

�6: Hat K n Nullösungen, so gibt es n , aber nicht weniger, stetige ϕν psq ,
ψν ptq sodass K �°

ϕν psqψν ptq keine Nullösg hat.

Inhalt Landoberg [38] : Duch �determinanten wird gezeigt: �λ� EW
K ps, tq�� � q �

?pz � λqe1 , . . . , pz � λqeν pe1 ¡ e2 ¡ �� ¡ eν ¡ 0q und von

der Ordnung p � e1 � e2 � � � � � eν ; es seien ϕ
p1q
α ϕ

p1q
α die zugehörigen

Systeme von adjungierten �Eigenfunktionen�, dann

hat L ps, tq � 1
λ

ŗ

ρ�1

�
ϕ
pρq
0 psqψpρqeρ�1 ptq � � � � � ϕ

pρq
eρ�1 psqψpρq0 ptq

	
� 1
λ

ŗ

ρ�1

�
ϕ
pρq
0 psqψpρqeρ�2 ptq � � � � � ϕ

pρq
eρ�2 psqψpρq0 ptq

	
den einzigen EW λ und eine Serie unleserlicher Zeichen Di�erenz
K �� �M , �� ��EW λ verloren, während die übrigen EWw, ETeiler
und Eigenf ungeändert bleiben.
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Verhalten beim Übergang von K zu K1 � c1K � c2K
p2q � c3K

p3q� � wenn�8 ° pcνGνq , |K| ¨ G in x0, 1y .

Ganze Funktionen endlicher Ordnung ,die nicht Polynome sind, nehmen jeden
Wert, mit höchstens einer Ausnahme, 8 oft an:
Sei sonst f pzq � αi � pi pzq eqipzq , i � 1, 2 ; pi, q :Polynome; α1 � α2

f 1 pzq � pp1i � p1qiq eq1 � ppi � p2q2q eq2 ; �
Da p q dieselben Nullstellen haben und Polynome sind, gibt es eine Konstante
c
mit c2q � c p1q , also eq1 � ceq2 , also

cp1e
q2 � α1 � p2e

q2 � α2

pcp1 � p2q eq2 � α2 � α1

cp1 � p2 � d � 0 konstant; deq2 � α2 � α1 q2 � konst
f � Polynom

Aufgabe: Di�erenzenverfahren und Knotenmethode so modi�zieren, dass man
über das Verfahren von ∆λ etwas aussagen kann.
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Zur Γ-Funktion29.12.48
bemerkt Lösch am 12.12.48 :�Ist F pzq in einem Streifen α ¨ Re z ¨ α� 1 ,

α ¡ 0 regulär und dort |F pzq| ¨ c
��zz�1

�� und

#
F p1q � 1
F pz � 1q � zF pzq ,

so ist F pzq � Γ pzq . Beweis mit der Stirlingschen (oder auch schon der
schwächeren Pincherle-Mallinschen) Formel�. Diese Forderung ist aber stär-
ker als die der Beschränktheit, denn es ist

��zz�1
�� � |z|x�1 � e�y arc z Ñ 0

für |y| Ñ 0 , wenn man den Hauptwert des arc nimmt (und nur für diesen
hat die Γ-Funktion diese Eigensch.) Die genaue zulässige Grössenord. im

Streiden 0 ¨ Re z ¨ 1 ist O
�a|y| � eπ2 |y|	 : Es ist im

#
0 ¨ x ¨ 1
|y| ¡ 3

|Γ px� iyq|2 ¨ |Γ p1� iyq|2 � |y|π
Sin π|y|

daher ist in 0 ¨ x ¨ 1 :

F pzq � Γ p1� zq � π

sinπz
� O p|y|q für y Ñ �8

wegen Periodizität � C

also F pzq Γp1�zq sinπz
π � 1 � C sinπz

π � c sinπz
F pzq � Γ pzq t1� x sinπzu

Was bei c � 0 zu dem Widerspruch |F pzq|�a|y|π |c| eπ2 |y| für y Ñ �8
führt. Also ist 0 ersetzbar in dieser Kennzeichnung: F � Γ p1� sinπzq .

Dass für y © 3 |Γ px� iyq|2 © |Γ p1� iyq|2 ist, folgt
aus Re Γ1

Γ � d
dx log |Γ px� iyq| ¡ 0 für 0 ¨ x ¨ 1 ; y © 3 :

Re Γ1
Γ � �C � x

|z|2 �
8°
1

!
1
n � n�x

pn�xq2�y2

)
¡ �0, 6� 0, 1�

!
1� 1�x

p1�xq2�y2

)
� 1�

!
0, 6� 0, 1� 1

1�x�x2�y2

)
¯ 0, 2 .

|Γ p1� iyq|2 � πy
Sin πy folgt aus |Γ piyqΓ p1� iyq| �

��� π
sinπiy

��� � ���Γ piyq iyΓ piyq���
146

Diese Seite ist komplett durchgestrichen
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Aufgabe: Ist jeder Modul des Ranges n2 von n-reihigen Matrizen, die alle nur
reelle Wurzeln haben, ähnlich dem Modul der hermiteschen?
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Das Paraboloid ξ3 � ξ21 � ξ22 wird durch die Abbildung

ξ1 � δξ11 � αξ13
δ � ξ13

; ξ2 � δξ12 � βξ13
δ � ξ13

; ξ3 � 2αδξ11 � 2βδξ12 �
�
δ2 � α2 � β2

� pδ � ξ13q
δ � ξ13

in die Kugel pξ11 � αq2 � pξ12 � βq2 � ξ123 � δ2 pHq
verwandelt, dertart dass der uneig. Pkt P8 des Paraboloids in N � tα, β, δu
übergeht, der Pkt M �  

α, β, δ2 � α2 � β2
(

in tα, β, 0u und dass der Punkt 
ξ1, ξ2, ξ

2
1 � ξ22

(
in das Bild von tξ1 ξ2 0u bei der stereogr.Proj. dieser Ebene

auf H (von N aus) übergeht.

Gibt man zwei EWaufgaben duch Paarmoduln, P px yq , Q pu, vq , � kann man
ihre Entfernung < ε nennen, wenn es eine lineare Abb. px, yq Ø pu, vq gibt,
derart dass

|x� u|2 � |y� v|2
px2 � y2q 1

2 pu2 � v2q 1
2
  ε
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In diesem Sinne hängt z.B. eine gebrochen lineare Transf. der Aufgabe stetig von
den Koe� der Transfrom. ab/ Allgem. slbstadj. Aufgaben als Grenzaufgaben
�algebraischer�? Störungsrechnung?
O�ensichtlicher Nachtrag:Besser eine Def unabh von spezieller Zuordnung ma-
chen!

2 Freiheitsgrade in Paarschreibweise . Vorgabe von g � p xρx q � p xy q und ditoüber

g1 bedeutet Vorgabe von gg11 � g1g
1 �

�
xx11�x1x

1 xy11�x1y
1

yx11�y1x1 yy11�y1y1
	
�

� � I
� �



Ist Rg I � 2 , so ist schon durch I der von g , g1 erzeugte Modul eindeutig
bestimmt bis auf Linearfaktor

�
αE 0
0 βE

�
.

[ Rg I � 1 bedeutet, dass unter den αg � α1g1 ein
�

0
y

�
oder p x

0 q enthalten
ist.] Reelle Selbstadjungiertheit verlangt Sp I � 0 .

Für die Paarmatrizen P � px, sxq � px, yq eines reellen selbstadj. Modul gilt
übrigens P1Q � Q1P , und der Modul besteht aus allen Lösungen P all dieser
Gleichungen.
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Multiplikationssatz der Γ-Funktionen:

Für p � 2; 3, . . . ist klar: Γ pzq � cpp
zΓ

�
z
p

	
Γ
�
z�1
p

	
� �Γ

�
z�p�1
p

	
cp �?

cp ¡ 0 klar. Dasselbe für q angeschrieben und für die Argumente z
p , z�1

p ,
c , u. eingesetzt
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gibt cp�q � cpc
p
qq

p�1
2

wegen Symmetrie � cqc
q
pp

q�1
2

hieraus !
cqq

1
2

) 1
q�1 �

!
cpp

1
2

) 1
p�1

also �
!
c22

1
2

)1 � 1?
2π

Daher cp � 1
?
p p2πq p�1

2

Ein Integral mit der Simpsonschen Regel zu berechnen hat nur Sinn, wenn die
Kurve durch eine kubische Parabel durch Enden und Mitte die Kurve leidlich
annähert; nicht bei Ecken oder Sprüngen. Ein grosses Teilintervall teile man
derart in kleinere, dass in diesen die Bedingung erfüllt ist.

Vermutung über ganze Funktionen: 1) Sind f, g, � � h ganz & verschieden, so
ezf , ezg, ��, ezh linear unabhängig. 2) Lassen f, g, � � �h den Wert 0 aus

und sind sie lin. un., so lässt
c1f � c2g � � � �cph 0 nicht aus.

150

Signatur quadratischer Formen & Abschnittdeterminanten6.2.49

Ist aik � qki � aik , ∆ν �
∣∣∣∣a11 � � � aiν
aνi � � � aνν

∣∣∣∣ � 0 , so ist die Vorzeichen-vgl. IV92

verteilung der �Wu von
�
a11 � � � aiν
aνi � � � aνν



� A diesselbe wie die der

∆1,∆1∆2,∆2∆3, ..,∆n�1∆n

Bew: a) Es gibt eine Dreiecksmatrix D �
�� 1 d12 d13 d14

1 d23 d24
1

. . .1

�
 , sodass (Bew:

Induktion) D1AD �
��m1

m2

. . .
mn

�
 die Diagonalform bekommt.

b) 1 �∆ν � 1 � m1 � � �mν : mν � ∆ν
∆ν�1 pν � 1q . Trägheitsgesetz.

Ergänzung 20.10.69: Jedes ∆i � o ist durch ∆1
i zu ersetzen, wobei ∆1

1 � d
dt p∆i pA� tIqq|t�0 .

Inhalt Bodewig [169a] : Besitzt f pxq � 0 m1 Wurzeln |xi| � R1 , m2 Wurzeln
|xi| � R2 ¡ R1 , - so quadrieren

sich schliesslich beim Übergang von fk pxq zu fk�1 pxq � fk p?xq fk p�?xq
die Koe� von x0, xm1 , xm1�m2 , . . . ; fk zerfällt

Glen: fk pxq � a0 � a1x� � �anxn Ñ
$'&'%
a0 � a1x � �am1x

m1 � 0
am1x

m1 � � � � � am2x
m2 � 0

. . .
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Der einzelne Bestandteil wird durch xi � Riyi in eine zi � yi � 1
yi

in eine
reziproke Gl. halben Grades für die reellen zi verwandelt. Sind nur ¨ 2 Paare
komplexer Wu von f0 � 0 vorhanden; etwa x1,2 � re2iϕ , x3,4 � Re�iϕ , so
bekommt man aus Kenntnis der reellen Wu x1i, r, R zwei Gl. für cosϕ, cosψ :#

2r cosϕ� 2R cosψ �°
x1i � �a1

a0
2
r cosϕ� 2

R cosψ �°
1
x1i
� �an�1

an
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Inhalt Bodewig [169b] : Ist f pzq analytisch, so löse f pzq � 0 roh durch Kon-
struktion des Bildes eines passenden rechtwinkligen Polygonzuges der z-
Ebene, wobei die Knickstellen von z � z0 sukzessive nach konformer
Abbildung geschätzt werden. Verfeinerung nach Newton oder mit ent-
sprechenden höheren Formeln *�Verfahren von Euler , Instit. Balmei
Di�eren� II Cap IX): �Sei f pz0q � b , z � F pwq :

z � z0 � b F 1 pbq � 1
2b

2F 2 pbq � 1
6b

3F3 pbq � � � �
mit F 1 pbq � 1

f 1pz0q , f
2 pbq � �f2{f3

1 , F3 pbq � �
3f2

2 � f1f2
� {f5

1 ,
F IV pbq � �15

�
f3
2 � 11f1f2f3 � f2

1 f4
� {f7

1 fλ � f pλq pz0q
Das eignet sich namentlich, wenn die höheren Ableitungen von f einfach
sind.

Inhalt Bodewig [169c] : Beweis des Satzes von Laguerre: Die alg. Gl. f pxq � 0
habe nur relle Wurzeln X1 ¨ X2 ¨ .. ¨ Xn . x � x0 liege (auf der pro-
jektiven Geraden) zwischen Xm und Xm�1 . Wählt man in

xk�1 � xk � nf pxkq
f 1 pxkq �

a
H pxkq

mit H pxq � pn� 1q2 f 1 pxq2 � n pn� 1q f pxq f2 pxq (=Hessescher
Ausdruck) die Vorzeichen � so, dass man stets nach links (bezw. rechts)
kommt so konvergiert xR gegen Xm (bezw. Ñ Xm�1 ).
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(Der Fehler kubiert sich jedesmal, falls die Wurzel � ist �Kgenz 3. Ord.).
2. Sind wieder die Xν alle reell, so liegen sie nicht alle innerhalb oder

alle ausserhalb des Intervalles xu, vy mit

pu� xq pv � xq
�
f 12 � ff2

	
� pu� v � 2xq ff 1 � nf2 � 0

(wobei v beliebig wählbar). Insbes. v � x , v � x � 0 : In
�
x� nf

f 1 , x
	

und

0,�a0{a1 liegt mind. eine Wu.
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Verallgemeinserung eines Satzes von A Brauer (On the characteristic equation
of �matrices, 1947) (s. Rückseite des des � ) (1947):

Ist pA�BqAk � pA�BqBk � 0 für ein k , so ist |λE �A| � |λE �B| .
Dasselbe folgt aus pA�BqAk � Bk pA�Bq � 0 .

Inhalt Bodewig [170]: Berechnung der Determ. � geschieht numerisch am be-
sten (bzgl. Anz. d. Mult. & Add.) duch 0-machen einzelner Zeilen.
Berechnung der Inversen besser nach Schur, mit � -Abschnitt des Grades�

P Q
R S


�1

�
�
P�1 � TU �T
�S�1

1 U S�1
1



mit T � P�1QS�1

1 U � RP

S1 � S �RP�1Q

153

Konvergenzbeweis für das Iterationsverfahren von Seidel in allgem. Form
Sie E �D �D� " 0 ( D nicht notw. Dreiecksmatrix!)

Dann ist für jeden EW λ von pE �Dq�1
D� |λ|   1

Bew: Sei x�x � 1 , pE �Dq�1
D�x � λx

D�x � λ pE �Dqx
x�D�x � λ p1� x�Dxq

|x�Dx|2 � |λ| � |1� x�Dx|2
Nun ist wegen E �D �D� " 0 1� 2Rex�Dx ¡ 0 , also Rex�Dx ¡ � 1

2

|λ|2   1 .

Aufgaben : Quotientensatz durch Beobachtung von Beteiligungen verschärfen.
- Die singulären Basen aller normalen Paarmoduln angeben, die
ein gebundenes Paar px, yq enthalten. - Was ist vom Ener-
gie=Standpunkt aus die richtige Metrisierung des Funkt.-Raums?
Mehrfach selbstadj. EWaufgaben.

Zusammenhang zwischen �geradliniger� und orthogonal-�Kreisbogen�-Geometrie
(hyperbolischer) in Einheits-Kreisinnern: Errichte auf einer �Geraden� die senk-
rechte Ebene, schneide diese mit der Einheitskugel, Projiziere den entstehenden
Orthogonalkreis des Äquators stereographisch ins Kreisinnere. Verallgemeine-
rung: Zuerst eine schiefe Parallel- oder Zentralproj. machen.
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Extremaleigenschaften bei hermit. 2-reihigen Matrizen zu 80
Sei M ¡ 0 , M � H � P , H ¯ 0 , P ¯ 0 . Sei Sp ÂM   0 ,

Sp ÂH ¯ 0 . Seien µ� , µ� die Lösungen von |µ�M �A| � |µ�M �A| � 0 .
Sei weiter M � R�R� mit |R�| � 0 , A � pR� � nR�
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A

F

H

M

R+

R
−

P

Dann ist p � µ� , n � µ� , und

SpHR̂�
SpMR̂�

¨ �µ�
µ�

das Zeichen � steht genau dann wenn
H � c �R� �M , also H � F .

Bew: In A � pR� � nR� ist p ¡ 0 , n   0 wegen SpAR̂ � n SpR�R̂�   0 .
|pM �A| � |pp� nqR�| � 0 : p � µ� . n � µ�

Es ist 0 ¨ Sp ÂH � pSp R̂�H � n Sp R̂�H ¨ pSp R̂�M � n Sp R̂�H
� pSp R̂�M � n Sp R̂�H

Sp R̂�H
Sp R̂�M

¨ p

n

� steht genau dann, wenn 0 � Sp ÂM und Sp R̂�P � 0 , dh.
P � cR� , dh. H � F .
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Man �ndet durch leichte Rechnung
F � �

a� p
n

�
R� �M , oder 0   � p

n   1
F � R� � p

nR� , daher ist
FR̂
MR̂

ein Mittelwert von 1 und � p
n , also ¡ � p

n für R � R�

Zur Paarungsdef. der selbstadj. Aufgaben in euklid. Räumen: (Zu S.81)
Mit X � �

x1
x2
� � x, I � �

0 x
�1 0

�
besagt Symmetrie von X :(1) y�Ix � 0 für

x, y ¨ X.
" Selbstadjheit " :(2) X � voller Or-

thogonalraum zu Ix
Bei Symmetrie (1) ist (2) äquiv. zu X� IX � R�R

dh. bei Operatoren L : pL� iq px1 � iy1q � a� bi ist lösbar f. jedes a, b .

Da auch αL� β sa ist mit L , sobald α, β reell,

ist aber auch pL� pξ � ηiqq z � r stets lösbar
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Bei Matrizen ist die folgende Bedgl. notw & hinr. dafür, dass zwei sa Paar-
moduln g, g̃ , die Hermitesche Matrizen darstellen, zu vertauschbaren Matrizen
gehören: Es gibt eine (komplex-) lineare Abbildg px, yq Ø px̃ ỹq sodass x�x̃ ,
x�ỹ , y�x̃ , y�ỹ alle reell sind.
Bew: a) notw: Sei g : px,Hxq und g̃ : px,Kxq . Ordne zu px,Hxq Ø px,Kxq

b) hinr: Sei zugeordnet px,Hxq Ø pAx,KAxq , |A| � 0 . Dann sind
wegen Realität von x�Ax usw. die folgenden Matrizen hermi-
tesch: A , KA , HA , HKA . Daher KA � AK , HA � AH ,
HKA � KHA . Folglich HK � KH .
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Beteiligung bei sa Aufgaben. [Hämgt mit Hilfssatz von S.103 über positive4.4.49
Funktionen zusammen]
Ist ein o�enes Intervall i an einem Element a unbeteiligt, so exisiert aλ für
jedes λ P i , und umgekehrt; das dem Betrag nach kleinere aλ hängt stetig von
λ ab. Die Umkehrung folgt aus dem Hilfssatz: Ist die Funktion ϕ pλq � L

piq
2

und ist ϕpλq
λ�λ0

� L2 piq für jedes λ0 P i ,

so ist
1

2n³
0

|ϕ pλq|2 dλ © 1
2n , so ist

1³
0

|ϕpλq|2
|λ|2 dλ dgt. Bew hierfür: Setze

an �
1

2n�1³
1

2n

|ϕ|2 dλ

dann ist sn � an � an�1 � an�2 � � � � �
1

2n�1³
0

|ϕ|2 ¯ 1
2n�1 pn � 1, 2, � � �q

und
1³
0

|ϕ|2
λ2 dλ¯ 40 � a1 � 41a2 � 42a3 �3 a4 � � � �

� ps1 � s2q � 4 ps2 � s3q � 42 ps3 � s4q � � � �
� s1 � 3s2 � 4 � 3s3 � 42 � 3s4 � � � �
¯ 1� 3

2 � 4�3
22 � 42�3

23 � � � �
� 1� 3

2

�
1� 2� 22 � 23 � � � �� � 8Das Entsprechende gilt für normale Transformation: da ist

und

an�
1{2n�1³
|λ|� 1

2n

|ϕ pλq|2 dλ zu setzen

sn ¯ 1
4n ; es wird

1³
0

ϕ2

λ2 dλ ¯ 1
4 � 3

42 � 4�3
43 � 4�3

44 � �� � 8
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Ist A in einem euklidischen R , so ist Rλ � pA� λqR i.a. nicht abgeschlos-
sen. Aber wenn λ eine o�ene Menge durchläuft, ist der Durchschnitt �der
Rλ abgeschlossen. Ist i1 X i2 � 0 , so ist Ri1 `Ri2 � R .
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Ist R1 dicht in R � eukl. , AR1 � R1 , so kann doch 0 Häufpkt des Spektr
A sein. (die Anteile der banachschen Spektrumsteile müssen nur stärker als
jede Potenz von λ in 0 verschwinden).
N � h dafür, dass R1 zu jedem r1 auch, dessen 0-Anteil enthält, ist:

N1 �AR1 � R1
( N1 = Gesamtheit der n1 mit An1 � 0
n1 � r1 ; AR1 =abgeschl Hülle von AR1 in
R1 .

Verschärfg zu S.156: Ist A sa in eukl Raum G , und gibt es zu f P G und
jedem λ � i o�en eine beschrkte Folge xn P G mit pA� λqxn Ñ f ,
so ist i auf f unbeteiligt.

zum Bew. nimm andernfalls an:
δ³
0

|ϕ|2 dx ¡ δ p�q für alle δ ¨ δ0

(an f ist gewiss kein Punkt � aus i beteiligt; ϕ sei die Beteiliggsfkt.
an f .)

Dann gibts zu jedem ε ¡ 0 ein xn mit Bet.-fkt. χ mit
8³
�8

|χ� ϕ|2 dλ   ε2

Also ist mit �� bezgl. p0, δq : ‖χ� ϕ‖   ε , δ ‖χ‖ ¯ ‖λχ‖ ¡ ?δ � ε

‖χ‖ ¡
?
δ�ε
δ ; δ � 4ε2 wählen:

‖xn‖ ¡ 1
4ε Ñ8 mit εÑ 0 .
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Bezeichnet für einen in G dichten Raum R � G R pλq diejn. linearen � ,

die aus den Vielfachen von pA� λqR1
pRq

besteht mit R1 : |r| � 1 , so ist
für o�enes i¹

λ�i
R pλq � r piq

die Gesamtheit derjen. Elem von R , an denen i unbeteiligt ist ( A zunächst
sa & beschrkt vorausgesetzt)

Bew: dass I unbet. ist an R piq : 157. Ist i an f P r unbet., so
f � pA� λqx , x P G ; rn Ñ x , rn beschrkt; wegen Stetigkeit von A gibt
pa� λq rn Ñ f .

NB: � pλ0q ist Raum derjenigen x � G , für die die Gesamtbeteiliggsfkt.� λ ist lokal
unbeteiligt auf

f �
λ³
�8

|ϕ|2 dλ � Φ pλq in λ0 horizontal verläuft. (erst δ passend wählen mit

p�q , dann ε �
?
δ

4 ; dann δ Ñ 0 )
NB: In unvollständigen Räumen braucht das Spektrum nicht abgeschlossen

zu sein (Spektrum: an mindestens einem Element ϕ lokal beteiligt).

Zum Rechnen mit Paarungen. Ö oder � A
�
A�1B � 1

�
?
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A�B = Gesamtheit der tx, y � zu, wenn tx, yu P A, tx, zu P B.
AB = " " tx, yu, " tx, zu P B, tz, yu P A.
Es gilt CA� CB � C pA� bq

pA�Bq � C � A� pB � Cq , A pBCq � pABqC
pABq�1 � B�1A�1 ( A�1 � tx yu , wenn A � tx, yu ). B�A� � pABq�
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Zur Spektraldarstellung:
Kann man die Stieltjes-Integrale verwenden, indem man von Schwerpunkten,

d.h. von konvexen Hüllen spricht?

Zur Frage der Existenz selbstadjungieren, der Metriken.
Dund gibt es für die Paarung tx, yu die nicht die EWe 0,8 hat, im Raum

der n-gliedrigen Spalten x eine Metrik y�Hx , für welche sie sa ist, wenn
in dem vom xy erzeugten Modul eine positiv de�nite Hermitesche Matrix
(nämlich H�1 ) enthalten ist.

Bew: a) nur dann: die Paarg sei tx,Axu . Der erzeugte Modul besteht
aus den MA� , �M �M� . wähle M � H�1A��1 .

NB: Es scheint dass H�1diegleicheEigenschafthat.
b) dann: Sei

°
xνy

�
ν � H�1 ,

°
xνx

�
νA

� � H�1 p°xνx
�
ν q�1 � A�H

hermit.

Examensaufgabe: Theorie der selbstadj. Di�erenzengleichungen

Existiert D�1 , so ist Rg
�
A B
C D



� Rg D � Rg

�
A�BD�1C

�
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Zur Def der normalen Paarung in euklid. Räumen:
I. P normal, wenn P � P�� , PP� � P�P gleichwertig ist: II. P normal,

wenn es zu jedem r P R eine Matrix Mr �
�
a b
c d

�
mit El aus R gibt, sodass

a� d � r und ta, bu P P , tc, du P P , ta, cu P P� , tb, du P P� ,

Bew: Die Matrizen M entsprechen eindeutig den ta, du P PP� XP�P .

Gilt I, sogibts nach Nagy zu jedem r ein ta, du P PP�P�P a� d � r :
II gilt.

Gilt II, so ist P`Q � R2 , Q � �1{P� , also ist P � P�� (abgeschlos-
sen).

Daher PP� u. P�P selbstadj.; Da für kein tx, yu P PP� x� y � 0
sein kann und schon die a� d alles liefern, ist PP� die Gesamtheit der
ta, du ; ebenso P�P : I gilt.
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Frage: Ist II eine geeignete Def in beliebigen Räumen?

Invarianz gegen gebrochene lin Transf.: Def II ist invariant gegen P Ñ PT
mit unitärem T , da SpT�MT � Spm (z.B. T � �

1 1
1 �1

�
) (direkt nach-

zurechnen6). Def I ist invar. gegen P Ñ PT , T � p α β q , rp 0 1
1 0 qs Folglich

ist PT stets wieder normal denn jedes T ist �W p α β qV ; W,V unitär.

161

Inhalt [187]8J : ABC D seien Hermitesch, |B| � |D| � 0 ; Für die Existenz
eines T mit F 1AT � C , F 1BT � D ist n+h: 1) Elementteiler von
A� λB und C � λD

stimmen überein; 2) die Indizes von B
�
B�1A� λE

�n
und

C
�
C�1D � λE

�n
" " f alle n � 1, 2, 3, und alle reellen λ. [1) allein genügt

nicht!]

Inhalt [189] : Sind H1,H2 sa im Hilbertraum und vertauschbar rE1 pλq _ E2 pµqs ,
so gibt es ein sa H3 � H1H2 , H3 � H2H1 . Ferner sind H1H2 ,
H2H1 , H1H2 �H2H1 essentially self-adjoint, dh. ihre abgeschl. lin.
Erweiterungen sind sa.

Die Gl. pku1q1 � pλp� qqu � 0
tritt auf in Wärmeströmung, Saiten- und Stabschwingg, Di�usion, Verteilg von
elektr. Potential, Turbulenz, Gezeiten, Schröd. Wellengl.; gibt trigonometr,
Bessel-, Legendre-, Hermite-, Tchebyche�-, Laguerre-, gewisse kon�uente hy-
pergeom. Fkt, Mathien Fkt.

Inhalt Doob & Koopman (Forts. von S.140) [114a]:Æ
Folgt durch Polarisation aus pRλf, fq �

8³
�8

dαpxif,gq
x�λ und
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liefert β pxi f, gq � pExf, gq nach Stone Kap V.
Grundlage: Satz von Herglotz (Leipziger Berichte Math plup Kl - 63 (1911), 508-

511): Ist su pgq � 0 für |z|   1 , u pzq ¡ 0 , so gibt es
�
z � reiψ

�
eine nichtabnehmende Funktion α1 pΘq , 0 ¨ Θ ¨ 2π , mit

6
�

1 1
1 �1

� �
a b
a c

� �
1 1
1 �1

� �
�

a�b�c�d a�b�c�d
a�b�c�d a�b�c�d
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s. auch Buch Stone u pzq � 1
2π

2π³
0

1�r2
1�2r cospΘ�ψq�r2 dα1 pΘq . 7

�Eine verwandte Trennung der rein analytischen Tatsachen von den Eigenschaf-
ten des Hilbertraums geben auch S. Boshner S. Der Preuss Akad Wiss 1933,
371-376 und A Kleintchine, Proc Mat As. Sri USA 19 (1933), 567-573.

Inhalt Müller [190] :n.a.: Eine transitive p-Gruppe enthält eine reguläre Unter-
gruppe. �nicht klar, mit El d. Ord p im Zentrum. dh jede minimale trans p-Gr
ist regulär.

dh. A   P , p� � pαq Indikator A � E ÝÑ IL mit AX L � E , AL � P
Gefährlichkeit von Frequenz-Nachbarschaften wird vernünf-

tig wohl nur
mit nichtli-
nearer Elast-
Theorie def.
werden �

kann mandurch den Betrag der Energie-Aufnahme aus der Stör-Anregung mes-
sen. Das muss ein vernünftiges Prinzip für EW-Aischliessung bei Schwingungs-
aufgaben liefern.
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Trägheitssatz für normale Matrizen.
Sind A1, A2 normal, detT � 0 , A1 � T̄ 1A2T , so hat A1 ebensonviele EWe
α � 0 mit arc α � ϕ wie A2

Bew: a) Sei Aν � Gν � iHν , Gν � Ḡν , Hν � H̄ν . Dann ist
H1 � T̄ 1H2T , daher hat H1 ebensoviele EWe ¡ 0 wie H2 , also
hat A1 ebensoviele EWe α mit Reα ¡ 0 wie A2

b) da für e�iϕAν � Bν die Vor von a) erfüllt sind, hat A1 ebenso-
viele EWe in der o�enen Halbebene Re e�iϕα ¡ 0 wie A2 : Die Anzahl
sei nϕ pAνq

c) Da für genügend kleines ε ¡ 0 nϕ�π
2�ε pAνq � nϕ pAνq � kϕ pAνq

die Anzahl der EWe mit arc � ϕ darstellen, ist kϕ pA1q � kϕ pA2q
Folge:
Ist U, V unitär, T̄ 1UT � V , so sind U, V ähnlich, � sie haben diesselben
EWe. Anderer Beweis 165 Ñ

Eindeutigkeit der Polardarstellung :
Sei A � PU � QV , P ¡ 0, Q ¡ 0 UV unitär. Dann hat UV �1 � P�1Q
nur pos relle EWe, ist als unitäre Matrix also � E .
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Beweis des Satzes von Klein aus Dissertation! 1868 [MacDu�ee 65� ] :
Sind H,K hermitesch und hat |λH �K| b mal die Wurzel 0 und c

Paare konjugiert komplexer Wurzeln, so besitzt K mindestens b� x EWe
® 0 (und ¨ 0 ).

7Ein entsprechender Satz für allgemeine Gebiete im Rn bei Radon, Wiener � 122 (1913),
1295
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Bew: Ist λ� λ̄ EW, so gibtes λHx � Kx ; nun ist aber für λi � λ̄j
x̄1iKxj � 0 ; also gibt es eine (� )-dim lin Mannigfaltigkeit. mit (wenigstens wenn
alle EWe die ord 1 haben), auf der x̄1Kx � 0 . Dann hat aber der p-kleinste
EW von K , mit p � b� c , noch das Vorz. ¨ 0 .

Vermutung :
Ax � λBx hat, wenn A,B hermitesche Op. in belieb Raum und A vollstet
bezgl B ist, 8 vielle reelle und höchstens s Paare komplexer EWe, falls A
nur s negative EWe hat.

Ist T�UT � V , U&V unitär, T � P W , P ¡ 0 , W unitär. so ist
W�UW � V .

Denn PW�UWP � V , PU1P � V , PU1P � PU�
1 P � E U1P

2U�
1 � P�2 ,

daher wegen der Eindeutigkeit der positiven Qudratwurzel U1PU
�
1 � P�1 ,

PU1P � U1 , V � U1W
�UW .

165

6.6.49

Vorzeichen deas Realteils der EWe von A � G� iH G� iH hermitesch.
Ist G ¡ 0 od © 0 , so ist stets Reαν ¡ 0 oder © 0 . Entspr.   0,¨ 0 . In
allen anderen Fällen lässt sich aber über die αν nichts aussagen aus Kenntnis,
der Signatur σ von G , dh. man kann σ und die αν vorschreiben.
Bew für σ � n� 2 : Vorgeschrieben sei |λE �A| � λn � cλλ

n�1� �� .
Wähle a11, � � � , an�1n�1 reell ¡ 0 und paarweis verschieden, ann so dass

Re ann   0 und
n°
1
aνν � c1 ; akλ � 0 wenn k � 1 , k, λ   n .

Dann ist
|λE �A|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ� a11 �a1n

λ� a22 �a2n

. . .
...

λ� an�1n�1 �an�1n�1

�1 �1 � � � �1 λ� ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

n¹
1

pλ� aννq �
n�1̧

1

aνn

1��pn�1q¹
ρ�ν

pλ� aρρq

Nun sind die n� 1 Polynome
1��pn�1q±
ρ�ν

pλ� aρρq � ϕν pλq llin un, da je

n� eine Nullstelle gemeinsam haben, die beim letzten nicht vorkommt, also

kann man die aνn seo wählen, dass
n�1°

1
aνnϕν pλq ein vorgeschriebenes Po-

lynom des Grades n� 2 wirdl da die Koe� von λn und λn�1 schon durch
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n±
1
pλ� aννq richtig hergestellt werden, kann pλE �Aq �werden. Es ist fer-

ner G �

�����
a11 gnn

. . .
...

an�1n�1 gn�1n

gn1 �� gnn�1 Re ann

����
 ; G hat n� 1 pos. EWe. da sein

pn� 1qter Abschnitt sie hat, und einen negativen, da Re ann   0 .

166

Aufgabe : Allgemeine Transformationen einer hermiteschen Matrix suchen, wel-
che alle EWe (auf der projektiven Geraden) nach rechts verschieben.
Z.B. für L pxq � αx�β

γx�δ B � L�1 pL pAq � P q , P © 0

Aufgabe : Verschiebungssätze für EWe normaler Matrizen bei Änderung
AÑ B � A�H1 H1 hermitesch? Insb wenn B wieder normal?
(Dann, falls A � G� iH , und H lauter versch�Wurzeln hat, ist
H1 mit H und daher mit G vertauschbar).

Z.S.130: Beweis, dass aus uαIrβ reg in g folgt: uαIhl� Sei Amh � 0 .
A � K �R gibt Kmh � °

KρR � . . . � h
h �

¸
K�µR � � � � h

Also genügt es zu zeigen, dass für jedes µ � 0 RIK�µR � fµ pλq � R pK � λq�1
K�µR

reg in G .
Nach Vor. ist f0 pλq reg in G , weiter aber

fµ pλq � fµ�1 pλq � fµ�1 p0q
λ

, da

pK � λq�1
K�µ�1 �K�µ

λ
� pK � λq�1

K�µ ,

wie man beim Ausmult. �

NB: R pA� λq�1
R ist meromorph in G .

167

Zur Methode von Hoheisel :
Will man im Reellen bleiben, so betrachtet man statt pa axq vielleicht besser
wegenVorzeichen pax, axq � ‖ax‖2 � a2

x Es ist die dividierte zweite Di�erenz�
a2
x, a

2
y, a

2
z

� � a2
xy � a2

yz � a2
zy � C � a2

xyz , C � s21�3s2
2 , sν � xν � yν � zν .
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az ist di�bar im abgeschl. Bereich L : y ¯ |x� x0|k pk � 1, 2, � � �q
k = 1

k = 2

x0

denn az � ax0 � pz � x0q ax0x0 � � � � � pz � x0qk�1
ax0��x0zlooooooooooomooooooooooon

| |¨C�|z�x0|�|ax0���x0 |
az Ñ ax0 für z Ñ x0 in L : also |az|l , az di�bar beliebig oft
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