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Fragen fiir Arbeiten: 25 70 84

Metrisches iiber lineare Transformationen.

1. Bezeichnungen: Ans  heifit: A quadratisch, det A # 0 (nicht sing.)
A>0 " : A hermitesch, pos. definit
Aon " : A orthonormiert: A¥*A =1
I = Einheitsmatrix

Offensichtlicher Nachtrag:
Hierzu Ch. Davis, Acta Steged 19, 1958 (Leperot)

2. Definitionen: Fiir P > 0 sei iaP = 3Sp(P+P7) —n
(IV163 : €(P)) ( = IndentitdtsAbweichung Eigenschaftens.

IVi63)
Diagonal-Abw.: da P = min ia D*PD fiir ns Diag.-Matr. D

zzm—n (IVi6a 1 6(P))

Multiplikations-Abw.: ma P =minia(cP) cB >0 (Vg :4(P))

c
Fiir beliebige A mit linear unabh. Spalten sei definiert (auch W)
Orthogonalitats-Abw.: ona A =ia A*A

Konformitats-Abw.: kva A = ma A* A = min ona (cA)
(&
Multiplikations-Abw.: oga A= m[i)n ona AD D diag. ns
=da A*A

Zu oga vgl. S.4 Nr.17

3. Ist A*A ns und AC on, soist ona C =ona A

4. Ist A*A ns und TA on, soist ona T = ona A und = wird wirklick
angenommen bei geg. A. (Bew.: T-! W)

5. Ist A*A ns, so ist A (A*A)_% on  (Frobenius M Beweis 1896,7
... W Verhalten fiir det A*A — 0)



Def.: 8.

9.

Ist A*Ans,soist ona UAV =ona A , wenn U,V unitir

Besitzt der lineare Operator L ein vollstdndiges System von Eigenlésun-
gen, etwa (ny,...,n,) = E, so gilt

min ona Tl = min ona E
T—1LT normal E Eigenl. von L

Geometrisches Mittel gM (P, Q) fiir P = p® > 0,Q > 0: Es gibt genau ein
T > 0 mit T?PT? = Q '. Setze

gM (P, Q) = TPT

-1

gM (P,Q) = gM(Q,P) = gM (P~1,Q71)

Offensichtlicher Nachtrag:
Fiir P = 0 definiere gM = tliIEO(P +t,")

Frage: Ist P o Q = gM?(P, Q) assoziativ?

10.
11.
12.

13.

14.

SpegM (P, Q) = SpvPQ = Spy/QP
Aus gM (P,Q) =1 folgt P =Q !

FEintrag inkl. Nummerierung durchgestrichen, ersetzt durch:
eM (T—1PT, T7'QT) = T~ 'gM(P,Q)T. immer wenn auch T~!'PT,
T'QT |.

Ist PEQ, so ist bei P = p?, Q = ¢*: gM (P, Q) = pq.

Py | Pz PV PV
Ist P = P | Pay >0, P! = Pl(z_l)* P2(2—1) , 50
Py . . PIEI;I)

k
ist  minia D*PD = SpeM Py, Py ) =n  fiir Dns mit
1

D,
D= D2 ;n=Gr P.
Dy,

k
Also nach 10: mén ia D*PD = ZSpq/Pkk.P,:kl —n.
1

Angenommen wird das Minimum nur fiir die D, fiir welche D{P1 P, =
( )511) ist usw

Insmlich T = /p—14/pQpp—1!



eine unver-
stindliche und
unleserliche
Skizze am
Rande

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sei Aon, Bon. Dann ist fiir die 7 mit (TA)*(TB) =0
min ona 7' = 2Sp (1 — AA*.BB*)_% —2n

Bew: T~ = (ADy, BD3), ona T~ = min, 14.

Sei Aon, Bon. Dann ist fiir die T’ mit (T'A,TB) on
min ona T = Sp(1 — AA*BB*)™! —n

Ein von oga A verschiedenes Mass fiir die Abweichung von der Unitér-
Orthogonalitit liefert die Verallgemeinerung des v. Staudtschen M ([5]
S.41 fiir komplexe Orthogonalitét):

det A*A .
(ATA;).(A5A2). - -(AxAL)’

sin? A =

A= (Ab o Ak)

Fiir B A # 0 definiere als Verzerrungsmaf} das ,,Achsenverhéltnis”

| < axy A= grosste char. Mvon A*A

IA

kleinste " " " " *

(Fiir ns A frither Spanne genannt)

A
Also  axv = @ = oo W, wenn Spalten lin abh.

axv (A4,B) = axv A

Bew: |(A, B) gm, (A, B) g@

allgemein axv AX <axv A , wenn Xon.

5

Ist axv A=k ,so wichst jeder Winkel bei Anwendung von A héch-
stens um 2 arctg ; (\/E — ﬁ) (genau).

Bew. braucht nach 19 nur fiir zweispaltiges (und dann auch zweireihiges
A gefiihrt zu werden, das man in der Form (!, ) annehmen darf.

Ist axv A=k , so gilt fiir den ,Verzerrungswinkel”, den maximalen

Zuwachs ((A), den ein rechter Winkel erleidet, die Gl.

th=%(k—%) Bew. W 20:

. 27
sin€ = o7y, cosC =gy (Ly) = (Lky)

(_y’ 1) - (_y7 l)

B Schenkel des maximal gedehnten rechten Winkels halbieren den X zwi-
schen einem Schenkel des maximal gedehnten Winkels und dessen Bild.




Aufgabe

29.8.47

allg daf}:

Satz:

(Vor.:

Vor.:

Beh:

Bew.:

Offensichtlicher Nachtrag:
Verzerrung v(A) so definieren, dass v(AB) <v(A)+v(B) W v(A) =(&)
moglich ist v(A) = logM(A) ; gibts andere

Einschliessungssatz fiir quasinormale Matrizen.

Def.:  Eine quadratische Matrix L heisst quasinormal, wenn sie ein vollst.
System von Eigenl6sungen besitzt (dh. prim. Elem. Teiler linear), dh.
wenn sie einer normalen (oder Diagonal-) Matrix dhnlich ist.

Fiir die quasinormalen Matrizen gibt es ,,Entwicklg. nach Systemlésungen”.

Quasin fiir eine Matrix (z,x) = normal fiir eine andere Matrix [zz] mit p <

([ii]) <gq. p,q als Schranken der M einfiithren?

Es sei M quasinormal, und zwar gebe es eine Matrix 7' mit dem axv = k und
dem Verzerrungswinkel ((7) = ¢ mit TMT~! = N normal. Sei o, r1 geg. mit
Mxp = xl-)

Geg. n kompl. Zahlen Ay,...,\,; o, r1  als M Spalten, M = 2. Sei also
(;1;2)* (ror1) = M pos. definit. Man deute jede Hermitesche Matrix (% l;)
durch Parallel@Mim R3 durch ( Bep, Imb <)

Dund gibt es eine quasinormale Matrix L, welche
1) Lro = r1 macht, 2) genau das Spektrum Ay, ..., \, besitzt, 3) durch ein
T mit axv T < k auf Diagonalform transformiert w. kann,

Wenn die kleinste konvexe Hiille von (%l ) mindestens einen Punkt N mit
2 1\?
(SpNM 1) < <k + k) . det NM~1

enthilt.
Offensichtlicher Nachtrag:

. . * * A .
Diese konvexe Hiille hat den Wertevorrat von (n”f Ai"x x"f A*Zh;) fiir p*r = 1.

7

a) Esgebe L. Sei L =T 'KT ,knormal, axvT = k. Setze Tr, = 1,.
Esist kpyo=1n; , also liegt

N = (9091)™ (no91) = (ror1) T*T (ror1)
in der konvexen Hiille des Spektrums.
Da X = (ror1) M™% on (vgl. S.25), ist nach S.419

axv TX <axvT =k
daher ist das Verhiltnis der char BMII;, I, von ~ X*T*TX k2, daher

(Spx*T*T%)> I, Il , 1 1\?
L =4 24 92<k —+2=[(k+ —+
P Ty S VA R R i Tk



Satz:

Esist SpX*T*TX = Sp M~:NM~% = SpNM~1 | desgl det.

b) Es gebe N. Dann gibt es 1o, 1  mit  (hoy1)* (hov1) = N und eine
normale Matrix K mit dem Spektr. Aq,.., A, und Ky = n;.

Es ist axv (t)otjl)M_% <k

Erginzt man (UM*%,B =S5 mit axv S <k,

S0 ist S—lgM-2 = <1(.)2) on , axvSl<k;
es ist also M~—ty*S*=1G=1yN =5 =]

dh. mit Sly=3 3*3=M

Daher 3 =Uty ,U unitér. Mit SU = T wird y = Ty, also mit T 'KT =
L Lyg=r1, undaxvTl <k,

Offensichtlicher Nachtrag:

s. auch 85

Geg. n kompl Zahlen A1 ...\,; 1o, &1 als n-reihige Spalten,

(ror1)* (xor1) = M ns

Dund gibt es eine quasinormale Matrix L mit dem Spektr. A1 ... \,, diegr; = Lyg
macht und durch ein 7 mit ((7) < ¢ in eine normale transformiert werden
kann, wenn der sph. Bradius auf der durch M bestimmten Zahlenkugel =

)

% —( ist. (Die Kugel hat den Mittelpunkt z—gé mit Radius 4 / Bt — |ToL

moo moo
Bew.:a) M =1. S.64 lautet hier s. auch 85
(SpN)? = (k+ 1)’ det N
Moo Mot R, I -
Dureh (70 ") o { e e, e
= {1, &, 85}

wird eine projektive Abb. des R3 der hermiteschen Matrix (n,g) auf den Raum
RY, mit den kartes. Koord. & &3 &3 erklirt, welche
a) der Paraboloid det N = 0in &2 + €2 +¢2 =1  iiberfiihrt
b) den Pkt. M =1 in {0,0,0} (also W)
N

c) die Menge (SpN)* < (k+ %)zdetN in G+6&+E< (igi:)

1A . 2ReX  2ImA  AP-1] _
d) den Punkt (A |)\|2) in {1+|>\|2’ BVER W2+1} = P,
Da (1001) - (1 — |A]*) + (1A% 2Re A, 2Im A, AP—1) — (1, ReA, ImA, 0) - 2 = 0,
entsteht Py aus dem Punkt & =Re), & =ImA, & =0 durch BProj. aus
{0,0,1}. Man kann also die A\-Ebene mit A = &; + ¢, identifizieren.




Wenn aber
A = o0 aus-
gezeichnet ist
und M nicht
fest, besser
Paraboloid

Dund gibt es also ein L, wenn die konvexe Hiille von P,g mindestens einen

2
Punkt mit &2 + &2 + & < (gj;}) enthilt, d.h.,

2 PO .
(p = ’,;;}), wenn der sphérische Mradius der Pm =
2 .
arc cos 22;% =5 —( ist.

b) Sei M beliebig. Fithrt L mit den EW A\, r¢ in py iiber mit p*r = M,

YT Lo
.. B T . - .. . B
so fithrt L = \/@, mr die Spalte 3¢ = N iber in  3; =
moo m00
1 _mo1,_ o
o0 oo VMmoo
myy m‘z
moo moo
" U_’VYLOI
Esist  (3031)" (3031) = I, wund L hat das Spektr. A\, = % Die ), gehen
durch die Ahnlichkeitstransf.
mo1
=4 A+ —
Y = mgo

in die ), iiber. Dabei geht, wenn wir diese Ahnlichkeitstransf. auf den ganzen
Raum ausdehnen, also

&= € +Re %

moo
§=/ & +Im"
&=y §3

setzen, die Figur der stereogr. Proj der )\, auf auf die Einheitskugel iiber in die
Figur der stereogr. Pr. der A-Ebene auf die durch M bestimmte Zahlenkugel.

10

Bei allen EW-Einschliessungssétzen mit geg. ro, Lto = 1, bei denen die zuléssi-
gen L unitdr invar. gekennzeichnet sind, ist die Deutung auf der durch die Mo-
mentenmatrix M bestimmten A-Kugel zu empfehlen; denn auf ihr stellen sich als

A
die die Momentenmatrix ungeéndert lassen; z.B. bei M = I die unitaren. Auf
der Kugel gedeutet die Gesamtheit der vetriglichen Spalten drehinvariant; also
sind z.B. die méglichen Spektren aus nur 2 Punkten in jedem Fall durch ihren
sphérischen Abstand allein gekennzeichnet.

Deutet man A homogen als 2L, so gehen die gebr. lin. Trans. 3 = (20 21) —
37, wenn man zu 3*3 ibergeht, Mlin. Transf. des reellen proj. Raumes
R3 der hermit. Matrizen H iiber, welche die Fliache 2. Grades F =det M =0

Kugeldrehunegn dar, diejenigen gebr. lin. A-Transformationen <i> — <1>,



eine unleserli-
che Randnotiz

festlassen. Die Gruppe der T, welche die Momentenmatrix M > 0 in ein Mul-
tiplum von sich iiberfiihren, ldsst den Pkt M ausserhalb F fest. Transformiert
man F projektiv in eine Kugel, M in ihrem Mittelpunkt, so entstehen die sdmt-
lichen Kugeldrehungen als Bilder von T

Die Sétze von S. 6,8 lassen sich auch so deuten: geg. 1o r1. Gesucht die Spektren
der L mit lrg = 11, die normal sind in bezug (nicht auf die B -gelegte bekannte
Matrix (M ,r), sonder) auf eine nicht niher bekannte Matrix, deren M -ellipsoid
gegeniiber der gegeb. ,Einheitskugel” M das Achsenverh. k hat.

11

Eigenwertaufgaben fiir Systeme vertauschbarer normaler Matrizen (homogen
geschrieben)

Geg. eine Matrix X = (ro,...,ts) vom Range s + 1 mit n Zei-
len. Gesucht ist die Linearfaktorenzerleg. sdmtlicher M Funktionen
det (toLo + t1L1 + -+ +tsLs) # 0 fiir solche n reihige Systeme vertausch-
barer normaler Matrizen Lg,...,Ls, zu denen es eine Spalte a gibt mit
Loa =xo. Ist (t) =toMo +...tsAs ein solcher linearfaktor, so heisst der
Pkt A = (A\o,...,As) des projekt. (s + 1)-dim. komplexen Raumes ein Eigen-
wert, und die Gesamtheit der n Eigenwerte eines nach obigem zugelassenen
Systems heisst ein bei g mogliches Spektrum {)\. W, ..., )\(”)} = A. (Sondert
man nachtriglich diejenigen Spektren aus, bei denen fiir jeden einzelnen EW
gilt A, = A, so erhidlt man die Theorie fiir das Iterationsverfahren mit
s Schritten.) Der Vorteil der allgemeinen Fassung diirfte, abgesehen von
dem grosseren Geltungsbereich, darin liegen, dass man jetzt als ,,Gruppe der
Aufgabe” die Gesamtheit der automorphen Transf der Momentenform in sich
zur Verfiigung hat.

Hier reicht die unleserliche Randnotiz in den normalen Text herein

12
(1) Ist U unitér, so sind bei ¢ und UX dieselben Spektren mdoglich.
Bew.: Ist Lta=Xt, detLt=c]] (/\(”)t), soist ULU 'tUa =
UXt, det ULU 't = det Lt
Es kommt also nur auf X*X =M an: A mo6gl. Spekturm B M.

(2) Sind bei M die Spektren A moglich, so bei T*MT die Spektren AT
Bew.: Lta=2Xt, detft=[](A"t). t=Ts: esistLTsa=XTs,
det LTs = c[] (/\(”)Ts)

(3) Jedes bei I mogliche Spektrum A geht bei Rechtsmultiplikation mit einer
unitdren Matrix wieder in ein solches iiber.

(4) Die sdmtlichen mit X vertriglichen Spektren erhilt man in Gestalt der
Matrizen A = UX, U unitdr, wenn man noch die in A eventuell auftre-
tenden Nullzeilen durch beliebige nicht-Nullzeilen ersetzt.



1. Hauptsatz

Vgl. 172

Bezeichnung: Sind a, b Spalten (oder Zeilen) desselben Typs, so sei diag a =
a1
< o2 > Damit ist diaga-b=diagb-a
an

13

Eigenwertaufgaben fiir Systeme vertauschbarer quasinormaler Matrizen
(homogen geschrieben, vgl. S.11).

Geg. eine (n,s+ 1)-Matrix X = (zo...rs) vom Range s + 1; ferner eine Ge-
samtheit T von ns (n,n)-Matrizen. Ein Spektrum A (vom Typ (n,s + 1) mit
oder ohne Nullzeilen) heisst vertriglich mit ¥, ¥, wenn es (s + 1) paarweise
vertauschbare Matrizen L ... L, und eine Spalte a gibt, fiir die

1) Lya =X,
2) L, =T7'D,T mitT < %, D, Diagonalmatrix,

[3) det (Loto + - -+ Lsts) = const - [ | (Avoto + -+ + Apsts)]

3) (DU)M = Ao - pp mit p, # 0.

Man erhilt die simtlichen mit X, T vertriglichen Spektren!, indem man alle
Matrizen €X bildet und in ihnen, wo Nullzeilen auftreten, diese durch beliebige
[Zeilen] ersetzt und die Zeilen mit belieb. Faktoren # 0 multipliziert.
Bew.: a) A seiso gebildet: TX = BA, B =diaghb.
Sei A = (Ao, ..,As). Setze D, = diag A,. Es ist
D, -b=DBA,
T7'D,T-T7'b, =T 'BA, =1,
—_— —

Lo - a =i,

Offensichtlicher Nachtrag:
Zusammenhang mit Quotientensatz?

1
b) A sei vertriglich mit X, ¥: L,a=1, L,=7T"'D,T,

D, = diag A, (A = (Ag..Ay)).
D,Ta="Tx, Ta=5b
diag b- A, =T, diag b- A =TX.



2. Def:

4. Satz:

Nennt man A einen Teiler von B:  A|B, wenn es eine Diagonalmatrix D
gibt mit DA = B, so kann man den Hauptsatz kiirzer aussprechen:
Die mit X, ¥ vertrdglichen Spalten sind die Teiler von TX

Aus A|B folgt AR|BR.

Stehen die 3 Matrizengesamtheiten &, ¥, 4 (alles nicht singulér) zu einer Matrix

X in der Beziehung, dass %X =4XG ist, so

besteht zwischen der Gesamtheit A der mit X, ¥ vertrdgl. Spalten

und n n A n n x’ u n n

die Bezichung AG = A. 5 5 5

Bew.: a) Ist A|UX Sc&,soist AS|UXS, alsoAS|TX,AS =
A
b) Ist A|TX, also A|UXS, AS'UX,AS™!=A.

Folge:

15

5. Ist X die Menge der ns T mit axv T <k, Typ T = (n,n)
G " " S " axv S<k " S=(s+1,s+1)
81 die Menge des unitdren  Typ (n,n)
so erhilt man alle mit ¥, I vertriglichen Spektren A aus den mit U, I ver-
triiglichen Spektren A in der Form A = AS.

Hieraus wird der Satz von S.8 iiber den Fall Bfolgen unleserlich:

6. Der komplexe projektive Raum P; (einer kompl. Dimension) lisst sich ab-
standstreu auf die Euklidische reelle 2-dimens. Sphire S, abbilden: (z,
komplex):

{20, 21} —>{

\z1|2—|zo|2 Re 2%y Im 2%y }

R e E N P

Definiert man den M Abstand von {zg, z1} und {z{, #;} durch
2oz + 2124

(120 + 1217) (12617 + 1247)

mit dem Abstand der reellen Bildpkte durch ihren Winkel ¢, so ist P =
2¢.

cos? p =

7. Die mit I normal unvertraglichen Spektren sind dadurch gekennzeichnet, dass
es 1<k <k—1Moder verschieden ,Eigenwerte” A1), .. A(*) gibt und n—k

k
zu diesen total senkrechte A**1) . \(") derart dass %Z cos? X ()\, )\(k)) <
1

ﬁ Slcos? x ()\)\(")) fiir alle \ dieses Spektrums.

10



16

Man kommt nicht mehr mit £ = 1 aus, wenn s > 1, und man kann daher auch
die unméglichen Spektren nicht etwa dadurch kennzeichnen, dass alle ihre l von
einem passenden anderen ,Ort” einen Abstand < 7 haben.

Ist das Volumen der oben beschriebenen Menge (von A .. \(") bestimmt)
vielleicht immer die Hélfte des ganzen projekt Raums? Dann kénnte man so eine
Menge einen Halbraum nennen. In anderer Schreibweise ist er gekennzeichnet
durch die Existenz einer Hermiteschen Matrix H # O mit Sp H =0, so dass
der ,Halbraum” genau aus den A mit AH\* >0 Dbesteht.

Frage: Metrisiert man den projektiven s-dim. kompl. Raum P, der (Mg, .., As)
Ak 2

durch cos?p = X215
LY

welches sind dann die volumentreuen ) Abb. von
() (dxda® )= (AdA*) (dar*)

D)2 . Be-
schrinkt man sich der Bequemlichkeit halber auf (A\\*) = 1, so ist ds® =
(AN®) (dAA*) — (AdA*) (dAN*) = (dA\)® — [AdA*|°  Normiert man dagegen
A=(1 }), so wird in der Umgebung von A =0

P, in sich? Das Linienelement ist ds? =

ds? = (d))?

Offensichtlicher Nachtrag:

So durch zuriickgehen auf die Umgebg von \ = (1 0 .. 0) vom dortigen
euklidischen Volumenelement aus auch ein unitar-projektiv invariantes Volu-
menelement definieren.

17

Bei normalen EWAufgaben mit Schrittzahl s = 1 ist insbesondere X = (z, 1)
selbst ein mogliches Spektrum, dh )\, = g—” ist eins. Nun folgt Maus der
Bemerkung, dass jedes Kreisgebiet, das ein vollstindiges mogliches Spektrum
enthélt, Einschliessungsgebiet ist, da es mindestens eine Halbkugel umfasst.
Ebenso Verallgemeinerung auf quasinormale. Enthilt ein Kreisbereich alle g—l”l,
so ist der in der Matrix M um den sphérischen Radius p vergrossrte Kreisbereich
ein Einschliessungsbereich.

Den Hauptsatz iiber quasinormale EWAufgaben von S.13 kann man auch so
aussprechen: Versteht man unter einer Eigenmatrix von Lg...Ls eine quadr.
Matrix F mit L,FE = Ediag A\,, so sind die Eigenmatrizen, die mit X und
dem Spektrum A vertréglich sind, genau diejenigen, welche ein Vielfaches von
A ind X iiberfiihren:

E-diagb-A =%

Die E~! sind die, die X in ein Vielf. von A {iberfiihren.

11
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Zu allgemeinen EW Aufgaben kleiner Reihenzahl ( III 80 ):

Lo (1 ) (14 ) = 1t ngsal + i — ol
2. Firn =2ist |u —pe| = ‘det (./\/l —M)‘
3. Fiir n = 3 ist bei M = (g : :> notwendig fiir normale Spektren puq papis:

‘2
‘2

1—1Ju]” Repr Imypy

1—|u2l” Reps Impo| =0 Bew.: 4.
1—|ps® Reps Tmpys

1 Rewy Impr |m)?
1 Repo Imps |ue )
1 Reps Imps |us]
1 0 0 1

|2
=0

4. Bei der stereogr. Proj. auf die zu (}{) gehorige Kugel geht \ iiber in

A*~1 2ReA 2ImA
2417 A2 +17 (A2 +1

.. —1(1 0 _ ; : 2 y?
5. Fir (25 -1 ) t=x+14y ist der genaue Wertevorrat 1+I\T|2 * P =1

(Murnaghan, F.D., on the field of values of a square matrix, Proc nat
Ac Sci 18 (1932) 246~248).

19

Gemeinsame Nullstellen zweier Hermitescher Formen. Finsler [22] Commentt.

9
1. Die gemeinsamen dh. normierten nichttrivialen Nullstellen zweier Hermi-
teschen Formen in n = 3 Verdnderlichen bilden eine zusammenhingende
Mannigfaltigkeit.
Offensichtlicher Nachtrag: Gegenbeisp. f. n =20 (91),( % ¢)
Bew.: a) Zuriickfithrung von n > 3 auf n = 3.
Sei 1fHxtk=0 (ME=1,2), 1,00 (r,12) =2
Wihle r3 mit Rg (r1,r2,13) = 3, setze r = 2111 + 2212 + 2313 und
z1

t*Hyr = 3%G3 (3 = (22

z3

31 = (é) und 32 = (g) sind gemeinsame Nullstellen von G;, Ga,
also, da jetzt n = 3, stetig durch Nullstelle 3, 1 < ¢ < 2 verbinden, mit
3¢+ # 0. Es ist dann das zugehor ¢ auch # 0 und stetig von ¢ abhg.

Invarianz gegen o, + fHg, YH+6HR: BH; > M~ 'H,M, detM #
0.

12



hingen
zusammen

also

Bew. fiir n = 3. Es gibt s, ¢ reell so dass
f(s,t) =det (sHy +tHy) =0, s°+t>=1. Denn f(1,0)=—f(-1,0).
Da es beim Satz nur auf den von H;, Hs erzeugten Modul ankommt, kann
man det H; = 0 annehmen, und durch lin. Transf der z kann man H; =

p .
q 0 erreichen.

Ist Rg H; = 0, so handelt es sich um die Nullstellen von Hy die sind
zushdngend nach 21,. d) Ist Rg H; =1, ¢ =0, so handelt

20

es sich um die in der Form = <z01 ) = (2) darstellbaren Nullstellen von
Z2

Hs, also von t*Hr = 3* Ho3, die hingen zusammen nach 215.

e) Seinun Rg Hy =2, pg>0; dann handelt es sich nur um (Z(O) )

]
f) also braucht nur pg < 0 behandelt zu werden, durch lin. Transf. der x
kann man p = 1, ¢ = —1 annehmen: H; = (1—10>. Sei Hy = (Ab)

b* ¢
re'® . .
={—re* % und zunichst ¢ =0. Ist ry =
z

() eine Losung, also  t* (' _;)v=0 und t*Av+t*b-2z+b%c-z =
0 fiir z = 21, so besitzt beim selben v B Gleichung auch Lésungen z von
beliebig grossem Absolutbetrag (ndmlich sie erfiillen eine Gerade oder die
gesamte Ebene); z — o0 und Normierung auf Quadratsumme 1 ergibt stetige

Uberfithrung von in 1, = (%); also hingen alle Losungen mit dieser
zusammen.
g) Seil  Hy = (b‘i g) und ¢ # 0, obdA ¢ =1. Bei festem t erfiillen die

z fiir die  (5)* Hy (%) = 0, einen Kreis (oder Punkt M) der z-Ebene,

folgender Absatz ist durchgestrichen:

also kann man eine geg. Losung unter Festhaltung des t stetig in iiberfiihren,
bei der z z.B. den tiefsten Punkt des durch t bestimmten Kreises bedeutet.
sie ist # 0, da schon bei der geg. Losung t # 0 ist (wegen ¢ # 0). Es geniigt

daher zu zeigen, dass die v # O mit ¢ (£)* Hy (1) = t* Av+t*b-2+b*t-2+ 22 =
0 eine

21

Lésung z besitzt unter Vermeidung von t = 0 zusammen hingen. (die Kreise
und ihre tiefsten Punkte &ndern sich dann stetig mit 2). Die Bedingg. lautet
|z + b*t|* = [b*c|> — t*Ar, also ist fiir Losbarkeit notw & hinr.  |b*t|> —
t¥Ar = v* (bb* — A)v 2 0.

mit  bb* — A= (%y) Desagtdies fir t= (’”ew) r # 0

ret?

u+w+ 2Reve’ =¥ >0 ergibt t = (eilg, ), Revel(¥—¢) > —utw

2die tieftsen Punkte ergeben die stetige Verbindung

13



Ist v = 0 und gibt es iiberhaupt eine Lésung, so its jedes ¢, ¥ Lo-
sung: zushg. Ist v # 0, so erfiillen die ve’® einen Kreis und die o mit
Reve!®* > —“;“’, , wenn es solche gibt, einen Bogen 0 < oy < o £ oy < 27,
ag =Y —p <o ist zusammenhgd.

[UB: besser von vornherein ¢ = 0 erreichen durch stet Abéinderg: B — c¢*H .

Die nichttrivialen Nullstelen einer Hermiteschen Form hingen zusammen.

a) n=1 : keine oder alle; trivial
b) n=2 : Erreiche H = (?,) p=q=0 trivial
p=1,q¢=0 : r=(?)

pqg >0  : keine
pqg <0  :erreiche H = (1 _1) r=—+= (z,f) zush.

c) n>2 : wie 19,.

22

Wertevorrat Hermitescher Formentripel

Sind H), (A=1,2,3) Hermitesche Formen in n = 3 Variablen, so durchlauft
der Punkt P, = {t*Hr,t*Hor,r*Hsr} eine konvexe Punktemenhe , wenn ¢
alle Spalten durchliuft, fir die *r =1 ist.

Bew.: (vgl Hausdorff MZ3 (1919), 314-316) a) Sei rjHxrx = ax un-
abh. von k (k,\=1,2)
Dann sind r; und po gemeinsame Nullstellen von Hy —ail, Hs = asl ,
konnen aber im Bereich der gemeins. nichttriv. Nullstellen stetig verbun-
den werden, daher auch den Bereich der gemeins. auf r*r =1 normierten
Nullstellen (S.191). pH*Hsr lduft stetig von rfHsr; nach phHspo , nimmt
also jeden Zwischenwert an, stindig ist *Hir=a;, *HyX =as. Also
liegt jeder Punkt der geradlininigen Verbindungsstrecke der zwei Punkte
{e}f Hixp, v} Hoxw, v Hsrr} (kM) auch in der betrachteten Menge.

b) Ist r¥Hyr # t3Hipo oder rFHopy # r3Hopa , so bringe die beiden
Punkte P, , P, durch homogene lin. Transf. der H) in eine Stellung, in
der die beiden ersten Kuv. {ibereinstimmen. a).

Existenz von Nullstellen: Drei Hermitesche Formen H, , Hy,, H3 in n >3
Verdnderlichen besitzen stets eine gemeinsame nichttriviale Nullstelle, ausser
wenn eine passende Linearverbindung r1Hy + roHs + r3H3

Zeile unleserlich

23
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Loa=1o

mit gege-
Lia=pn

Bestimmung des unitdren Typus der Matrixpaare mit {

benen (ror1)” (ror1) = M .

Geg. sei eine pos. definite zweireih. Hermitesche Matrix M . Ein Paar n-
reihiger Matrizen (Lo, L;) = L ® heisst mit M vertréiglich, wenn es eine n-
Spalte a gibt so dass

a*LE’)‘LOa a*Lg‘Lla - M= Mmoo Mol
Cl*LTL()Cl a*L’l"Lla a N mio Mi11

ist.
1. Aus (LO L1) vertr M folgt (LOA LlA) vertr M , wenn Ans .
2. Aus (LO, Ll) vertr M folgt (ULO UL1) vertr M , wenn U*U =1 .
3. Aus Lvertr M folgt LT vertr T*MT ,wenn Typ T = (2, 2) . Tns
4. Dund ist L nicht vertr M , wenn es eine Hermitesche (2,2)-Matrix H
gibt mit SpHM =0, SpHL*L » 0.
( d.h. hooLgLo + hOlLTLO + thLE‘;Ll + hllLTLl pos deﬁnit.)

Bew: a)Esgebe H . Dannist fiir jedes a SpH(
also ( ) # M : also L unvertr. M .

u*LE"LUu u*Lg‘Lla 0
a*L¥Loa a*L¥Lqa ?

24

b) Sei Lunvertr M , det (toLg + tlLl) #0
a) Sei zunéchst speziell to =1, t; =0, also det Ly # 0
zwei Zeilen durchgestrichen
Esist mo#0,da M » 0, dann ist r* (moLiLg —magLliLo)r =0 un-
losbar (fir «,8=0,1), da sonst a=r¢- \I/LTZTF die vertrigl. MDa die Gl
fiir a = =0 identisch erfiillt ist, haben die anderen 3 keine Lésung Rest
der Zeile durchgestrichen

also sind Ret* (mooLE Ly — mo1LELy)r = 0 = Rer*&y } (A)
Im * (mooLg L1 — mo1 L Lo)r = 0
;* (mooLfLT — muLSLBk)I =0= x*IF

unl6ésbar. Nach 24, ist eine reelle Mder Herm. Matr. von A pos. definit.

71 (K+K*) +T2i(K—K*) +r3Z > 0. (7‘1 +iT2)/€+ (7“1 —iTg)k* +r3Z >0
Umgeordnet nach L% Lg :

hooLB‘Lo + holLTLO + h10L8‘L1 + hllLTLl >0 (B)

Da K und Z in O iibergehen, wenn man L¥Lg durch mq,g ersetzt,
hat die linke Seite von B die gleiche Eigenschaft: Sp HM =0 .

3mit det (toLo + t1L1) # 0 ; andere werden nicht betrachtet.

15



(b) Sei nun t;, t; beliebig, dann wihle T = (° ii )ns  und setze
LT =N. Ist B3 unvertr T*MT , also gibt es SpGT*MT =0,
SpGN*N = SpGT*L*LT » 0. Setze H =TGT* .

Achtung: Es gilt immer dann Sp AB = Sp BA , wenn die Elemen-
te
Zeile unleserlich

25

5. Gibt es ein H der in 234 beschriebenen Art und ist ¥ = (g;) # 0 festge-

geben, so gibt es auch ein H mit der zusétzlichen Eigenschaft V*HY #0 .
Denn bei geringer Anderung von H bleibt HL*L positiv def.

6. Sei ¥ # 0 beliebig gegeben als 2-Spalte. Dund ist L unvertr. M , wenn
es eine A-Spalte i gibt mit
J*Mi=9*M9 und i*L*Li > 9*L*L9Y
oder «
Bew.: @ H nach Mmit 9*H9 # 0 . Dannist H' = const.H = 99* — ii*
mit passendem B, da H indefinit sein muss wegen Sp HM =0 .
Esist ( SpH'M = 9* MY —i*Mi
{ SpH'L*L = 9*L*LY —i* L*Li  pos oder neg definit

7. Def: Avertr M , wenn (L A) vertr .M .

8. Dund ist Aunvertr M , wenn es i= (gl) gibt
. 2 i i
mit col + c1 Al > %
. . _ (1 1% M
oder Bew: Wihle 0 = (5) -4/
2 " .
< in 6.

26
9. Ist Avertr. M ,soist A’ vertr. M
A "M
A* " M Bew.: 8.

Frage: Ist stets A’ unitidr dhnlich zu A ?

10. Dund ist Aunvertr. I , wenn es ein komplexes « gibt

mit  |[A+of < 1+]of , dn
M >m . Bew: ImM ist e =0; a=—-2
oder’ﬂ‘ < m

FEine durch- 11. Dund ist A vertr. mit [, wenn der im R3 gedeutete Wertevorrat von
gestrichene axp A i(A¥—A) xa_g
Randnotiz 2 v 2 2

} fir r*r =1 vom Nullpunkt aus gesehen einen

sphir. Mradius = Z besitzt

s
2

16



Es handelt sich um {Re;*Azc, Im JC*A?, |AF|2 - 1}

12. Dund ist T~ !'AT fiir ein passendes 7' mit p(7) < vertr. mit I,
wenn der in 11 genannte Wertevorrat vom Nullpkt aus einen sph. Mradius
> % — p besitzt.

Bew. wie S. 6&8: Sei Bvertr. I .
Dund ist T !BTvertr. M fiir ein passendes T mit axv 7 < k , wenn
axv M < k? .

27

13. Dund ist Avertr. I , wenn fiir alle «

A—algy/a+ o’ <[A—a (11)

Dund ist Avertr. M , wenn fiir alle «

A_al< moo |a|2—2Rem01&+m11 <A+a (7)
= m =

00

14. Dund ist Avertr. I , wenn fiir jedes « ein r existiert mit

(A—a)r|=4/1+]al* x| ,dh. mit
F(A*A—-T+2G+yH)r =0, fiir jedes z, y (wobei A=G+iH)

B Anfang 15. A =G +iH ist mit den und nur den M = (thiy ‘”pi”) vertigl., fiiar
brauchbar welche der Pkt (u v p) dem Wertevorrat von (G H A*A) angehort
(fir r=1) (trivial bis auf welcher konvex ist)
Der Wertevorrat liegt ganz im Paraboloid z3 = 27 + 22 . Auf diesem lie-
gen lediglich die Bilder der Eigenvektoren, und zwar stellen sie die friiheren

B EWe dar.

Offensichtlicher Nachtrag:
vlga am 20.10.69 Problem genannt: Zweidimensionale gemeinsmae Nullstellen
von Herm. Formen H; , das heifit X, y; mit X*X = Irys , X*H,X =0

28

1. Def: Der ,Wertevorrat p20;,z, ” (gedeutet im Paraboloid), besteht aus al-
len Hermiteschen Matrizen

7, *L¥L
_[erlotop prLolig .
W) = <;*Lm; ;*L%;) mit ¢ # 0

17



Anschaulich gedeutet wird (Z(l’g Zﬁ) als homog. kartes. Kov:
z1 = Re % zo =Im Z—g; z3 = % . Der Wertevorrat liegt im
Paraboloid: detW =0, auf diesem nur die ,Werte” W (zB) fiiar

die Eigenvektoren der Aufgabe (tgLo+t1L1)r=0; es ist hierfiir
tit; —iqt
W (X) = <7%0t1 fot()O) .
2. Def. Der Wertevorrat 201, entsteht aus p2r,r, durch die Transf.

PWoQ—PW11 PWoL Stereogr.
- 2 . i
KW = < PWIO Pw00+Pw11> Proj. Nord

von pol!

mit der Umkehrg.

KWoo — KW11 KWo1 —pPWi11
pW = 00 0 =pW+
KWo1 KWoo + KWi11 +pWwoo

kWr, o, liegt in der Einheitskugel (wo1)® + w?, = wg, . Bei Mfester
kartes. Koordsystem wgg =1
3. Fiir (2 X 2)—Matrizen ist PWLT = T*pWLT

29

Spezielle Wertevorrite
1. Fiir A= (;} 2) ist p2Wgra das Ellipsoid (Paraboloid)

AWl = b det W mige = ()2 = (7).
L,= 0 :Verbindungsgerade von (%\ |>f‘|2> und ()
kWga ist das Ellipsoid
|A*Wp — wii A+ woo\2 =% (wgo — |lwor|* = w%)

2. Im Grenzfall p =\ ist
PWea:  AWA)? = v det W

L, Tang. Ebene am Paraboloid in (%\ |/\)‘|2>

2
KWEA : (AWA — w11 \)\|2 + woo) =12 (wﬁo — |w01|2 — w%)
Fir (99): p@pa: W= (%) mit wf= v (wouws — |uwf*)

3. Fir A= (g%g) ist pWpra das Gebiet mit der Parameterdarstellg.

Fir |P|=1 ist W=p?+2

18



30

Geometrie im Raum der definiten zweireih. Hermiteschen Matrizen B
Deute die Gesamtheit p- P fiir eine feste pos. def. Matrix P mit willkiir-
indef. P gibt lichen p > 0 als einen Punkt im Pj5 , fiir semipos. R als einen Randpkt; als

[Punkt ,aus- Bewegg. die proj. Abb von B in sich, die R fest lassen: R :det R =0
serhalb” H| Die R heissen die Enden von W .
Gerade W 1. Esistdas DV (RyRo; P1 ) = axv P Py Ry

eine Beweggs invariante, BMund durch

P, und P, bis auf den Exponen- det pMl
ten —1. Ist P3=aP; +hP,, so ist
axv P3Pyt = axv PyPr ! = axv P3Pyt
Symmetrisch in P} P, ist die Funktion 1)
dieses DV
. 2
——2 [Py Py 1 < 1 > I
PP =—————=—-(DV+ —+2|; Py P, heisse Abstand?
YT et P det Py, 4 DV 12 Abstand
N 2
[P P

[P P[P Py
ist dieser Abstand additiv?! nein PP =1
wobei  [M] = SpurMB und (il mi2) = (722 T2 st
2. Bsist det M =} [MM] , det (M + N) = det M + [MN] + det M
[A] —[A], (A+ By =A+ B, (AB)=BA. detA=detA

Fir A, = T*AT , B, = T*BT ist [/1131] - [AB] |det TP .

3. M ist der Spiegelpunkt zu M an I. M+ M =[M]I
[RI%‘:] ~0.

4. [XA] - [XA] — 0 ist die GL der Polarenzu A , W [XR] — 0 die Tang. in

5. [X RiX RQ:I = 0 ist die (doppeltzdhlende) als Fliche 2. Ord zihlende Gerade
RiRs . Bs ist [XR1XR2] = [XRl] [XRQ] — det X - [RlRQ]

31
6. Die GIl. der einfach zdhlenden Geraden R;R> ist RlX RQ =0

M Innerer-Rand: .
7. Nach 30; sind M = const die Flachen festen Abstands von M .

[xx]
Daher kann man, wenn eine bestimmte Matrix R gegeben, die Flachen
212
I R XR = [Xz]2 const als Abstandsflichen von R bezeichnen. Bei geg.

[xX]R1?

19



Randpunkt R sind die Abstinde zwar durch X festgelegt, aber nur die
$Thos XR XR)®  gety :
Abstandsverhéltnisse S = %YR}Z . de: < sind beweggsinv.
Also: TR=1
Die Abstandsfl. von R sind die ,,J1” B Schar aus der Tangentlaldoppelebene
in R und R . Auf emer Geraden durch R bilden die Zahlen XR R eine

projektive Skala mit RR = =0, RR =00 . Also ist

____9 —=x2
XR2 - XR =const=1 unabh von X
fir X =pR+ qR
_ _[mRe]
A T [RP[R)
8. Lote [XP] = const sind die zur Geraden PP, senkr. Ebenen.

[¥P.]
Das ist das von denMebenen zu R, , R, HBiindel
Denn dir Gr. der Drehungen um R; und R, lédsst so eine Ebene fest.

Fir X = p; Ry + po Ry ist konstant XR12 -XR22

32
Der Fusspunkt des lotes von M auf die Gerade R;Rp ist
F = I:MEQ] Ry + I:MR1:| R
sein Abstand von M ist der minimale Absatnd von M zur Geraden und
er hat den Wert
[MRy][MR:]-2
2 [R1R2|[M]?
Mflta =1 [MEQ]HMRl]

firdet M =0 und

fiir det M # 0.

R1R2
(gilt fiir det M0 ) Geraden hat auch festes
Abstandsprodukt zu den Enden der Geraden.
RlRQ . M‘RlRQ = 2MR1 . MR2
Fiir den Fusspkt F' des Lotes von M auf die durch P, P,P; gehende

Ebene ist [[I:j?]] unabh. von 7 .

Also ist R1R2 \/ MR, MR2 I’[Rs]? Die Abstandsfl. einer

8. Abstand zweier IPunl[d;e:A ’
——2 RiRs|" 4
Det.: by = (Pl
RR=0, RyRi = RoR; =1
Also man hat in den Formeln die ,eigentlichen” [M M ] durch % zu

ersetzen, um uneigentl. M zu umschliessen.

nicht beweg in B. also RR = 2,

20
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Allg. gilt:

33

Die Einschliessungsaufgabe bei einem Iterationsschritt

besteht darin, aus der Kenntnis eines Punktes vom Wertevorrat 20 der Aufga-
be unter passenden Schiefheitsbeschrankungen (M Kriimmungs?beschrankungen
fiir den Rand von 20 ) ein Ende des Wertevorrats zu lokalisieren, oder allg, iiber
alle Enden, das Spektrum, Aussagen zu machen.

Ist R ein Ende von 20 und ¢ eine Gerade durch R, die zu 20 fremd ist,
so ist der zu R gehorige Eigenraum total senkrecht zu den anderen. Denn ist

A
U*AU = | "" mit v # 0, so enthélt 20 den Wertevorrat von (f,‘ u) ,
also eine Abstandsfliche zur Geraden A\ (vgl. , diese beriihrt R , schnei-
det also g .
Gibt es insbesondere zu jedem Ende des Wertevorrats eine

solche Gerade (z.B. wenn der Wertevorrat eben ist), so ist die Aufgabe normal.
Frage: Liasst sich A durch eine AhnlTransform. mit dem axv B in eine
normale transformieren, wenn der Absatnd des Werterands von der konvexen

2
Hiille des Spektrums < (k;%> ist? Die Umkehrung gilt nach 64.

34

Der Wertevorrat zweireihiger Matrizen.
kA

Def: 204 = Gesamtheit ( iji ;:A*i ) < g3 (besser: v37), r#0
S i
= Gesamth. W
1. Fir A= (V M) ist der Wertevorrat Abstandsfliche zur Geraden = R)\R,,
(mit Ry = (5\ |>\A|2> )
Bew.: fir A # p:

Der Wertevorrat ist zweidimensional und geht bei allen Bewegungen in sich
iiber, die seine Enden fest lassen*. Insebesondere gilt:

[WRAWR, ] lv?

2. W, ist die Gesamtheit mit [ [ R B o] = AR 29
dh: W[RrR, —1= % Re[RiRy®  A=p: WRY = % RoRy’
_ s B LN WL PEvl)

3. Wy = Ges. W mit : W (R PR R AT IIIg,

2 2
dh. WIER,” - {W[RAR,” — 1} = & - Re[RaR,
Jedes Schiefe mass, das nur von AA* — A*A abhingt, ist inv. gegen die
,Iranslationsgruppe” (gebr. lin Transf W),

-~

T=(§t) mit [ef=]|y welche jede

4denn eine gebrochen lin. Transf. fiihre AM in sich iiber. Dann fiihrt sie auch A in sich
iber. Fiir A = p Grenziibergang.

21



eukl.

Abstandsflache von R, in sich iiberfiihrt.

35

im Wertevorrat von A = ( ) W = (p ez o ) wachst auf dem Ran-

p® PP+l
de VVRO2 von I monoton nach o .
Der néchste Randpkt. I liegt auf RgRo -

Roo Der Wertevorrat von A= ({9) ist die Abstandskurve zu
Ry =(}9) durch I:

RoyW =1

Ry Ro

Ein Mass fiir die Schiefe von Matrizen mit nur einem EW ist der Kehrwert des
Abstandes ihres Wertevorrats von o0 .

Frage: Sei A nilpotent. Ist dann W durch die Summe der pos. Ewe von
AA* — A* A nach oben beschrénkt? (Unabh. von n?!)

Ist n unbeschrinkt, so ist der Wertevorrat aller nilpotenten A mit

W <a einzu 0,0 symmetrisches Segment von ‘Bg :

Die Schiefe im Hauptraum zu einem EW dussert sich also in einer
Aufblihung des EWs zu einer Kreisscheibe: Es gibt ein (kontinuier-

liches, kreisscheibenférmiges) Spektrum, zu dem derselbe normale C 777
Wertevorrat gehort.

36

Zur Geometrie im Raum 3 .

Es gibt zu zwei Pkten P; , P, genau eine Bewegung P — P’ , so dass
PP'> PP, fiir alle P, die nicht auf der Geraden PP, liegen. Diese geht
in sich iiber.

Ist X vom Typ (n,2) gegeben, so durchliuft (7X)* (7TX) die Kugel mit
dem DV-Radius %k? , wenn T mit axv T < k lauft.

Die ,Translationsgruppe” (°}) mit || =[g| =1 stellt sich als wirkliche

Translation dar in dem Raum $3 (,Halbraum”): Deute H = (Z‘l)g Z?i) mit

22



hoi = hio , Hii reell als den Pkt Hg = {R% Im 101 mf|mf} = {¢nC)

hoo’ '\l hoo  |hoo
wenn det M =0 %=C2+§2+nz

Die Ebenen im Raum ‘B3 werden die zu ¢ =0 orthogonalen Halbku-
geln. Die erwartete Translationsgruppe 7 = (}!) geht iiber in die Ahnlich-
keitstransf., die ( =0 fest lassen: A\=(+in A —>aX+b

Mit M wunvertrdglich sind im normalen Fall genau die Spektren, die ganz
im Inneren oder ganz im Ausseren einer durch M gehenden, auf ¢ =0 or-
thogonalen Kugel liegen (,,Orthogonal-Kugel”)

3 entsteht aus der Kugeldeutung von B3 nicht durch Inversion!

Hier folgt evtl. noch eine Zeile

37

Dund ist M mit dem Spektr. {\,} unvertriglich Bder Klasse der quasinor-
malen Matrizen A , die durch Ahnlichkeitstransf. mit ((7) < ¢y normalisiert
werden koénnen, wenn dieses Spektrum von M aus in $)3 unter einem eukl.
Bwinkel < 7 — (o erscheint, dh wenn es sich einschliessen lésst in eine Kugel
durch M , die mit ¢ =0 einen Winkel < 7 — (o bildet, dh. wenn es von
M getrennt werden kann durch eine Kugel, die mit ¢ =0 den Aussenwinkel

g — (o bildet. Bew.: 383

folgender Absatz ist durchgestrichen:

Jede Kugel in $3 , die ( =0 in einem Kreis £ schneidet, ist das Bild
einer Abstandsfliche in ‘B3 zu der Ebene, die der durch £ gehenden Ortho-
gonalkugel entspricht. Bew 38,

Bew.: M durch Ahnlichkeitstransfin I iiberfiihren.

Bei quasinormalen Aufgaben sind Einschliessungsmengen die Kugelninne-
ren, die mit ¢ =0 den Winkel 5 — (o bilden und M enthalten, und die
Kugeldusseren, mit dem < 7 + (o , die M enthalten.

Den Spiegelungen von B3 an einer Ebene (Die Bewegungen von s,
die nicht Translationen sind) entsprechen den Inversionen von $3 an den zu-
gehorigen Orthogonalkugeln; denn sie filhren deren Schar in sich iiber. Diese
Spiegelungen H M aller Bewegungen.

38

Definiert man in ‘3 den Winkel zweier Ebenen, die sich ldngs RgR. schnei-
den, als ihren euklidischen, so stimmt allgemein der Winkel zweier Ebenen in
P3s mit dem Winkel der entspr. Orthogonalkugeln in $)3 iiberein; denn bei
Spiegelungen wie Inversionen bleibt dieser Winkel ungedndert. Bei I selbst
ist die Abb. von eukl B3 auf 93 also winkeltreu Mdaher ist sie Biiberall
winkeltreu.
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dito

Ist £ eine Kugel, die mit der Randebene R denselben Kreis als Durchschnitt
hat wie die Orthogonalkugel § , so geht £ bei jeder Inversion in sich iiber, die
$ und R in sich iiberfiihrt, daher bei allen ne Beweggen, die § festlassen;
daher in £ ein Abstandsfliche zu § .

Erscheint in 33 eine Ebene § von M’ aus unter dem Mradius 1 , so bildet
die Kugel ¢ durch M und die ,Spur” der zu § gehorigen Orthogonalkugel
§ in $H3 den Aussenwinkel ¢ mit R

/7

/ Geraden von M zum Rand von §
y s
/ >
pd
\ g
of Y4
p=F-E=%-7 ==
P(=¢)=5-1 pty=2p0=m—(1+7)=2¢

39

Die Deutung der Hermiteschen (22)-Matrizen in $3 diirfte sich bei allen Fra-
gen empfehlen, bei denen R, = ({J) ausgezeichnet und damit die erweiterte
Translationsgr, die diesen festldsst, bevorzugt ist.

Der Wertevorrat von (9 0) ist eine tangierende Kugel, der von <§ 0 0) fiir
n — o0 die obere Hilfte der Einheitskugel.

93 ist der Poincarésche Halbraum. vgl. Mzykl. IT B 4, Nr 6,7

Frage: Kann man normale Operatoren aus ihrem Wertevorrat kennzeichnen,
indem man sich auf lineare Teilrdume der Operatoren beschriankt?

Zur Hesseschen Normalfrom:

Ist I(zxy) =0 eine Geradengleichung, so ist d =I(z,y) eine Koordinate in
einem Parallelkoosystem, das [ = 0 als eine Kante hat, also ist dd(ffz,)) das
Koord-Verhéltnis zweier Pkte, das ist aber gleich in jeder Richtung, also ist es

= Abstandsverhaltnis.

P
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Aufgabe: Was folgt aus Kenntnis von ¢ und Ar =1t bei normalen EWaufga-
ben, wenn man weiss, dass eine positive Eigenlosung Existiert?

vgl. S. 704

Bemerkung zur Differentialrechnung:

Fir f(x,y,-) = extr. bei g(z,y--) = const und h(x,y,..) = const ist not-

wendig: {g—i=>\%+u%, %z... } oder O=)\g—z+ug—;‘, 0=-

hat nichttriv. Losung A, u, .
Die Oder-Bedgg ist wichtig bei folgendem Beispiel:

z1(ze + x3) = extr. bei z% + 23 + 2% = const , x} + 23 = const .

3
R2 Z DV (RZS“MFl) =1.

i=1
azlle DV sind > 0 im Inneren des Drei-
ecks
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Inhaltsverzeichnis Prange-Koppenfels, Vorl. iib. Diff. u. Int.-R.I (Springer
Berlin 1943)
I. Die ganzen rationalen Funktionen.
§1. Der Fldcheninhalt ,unter einer geraden Linie”.
1.1: Die Bewegung des freien Falls.  1.2: Bedeutung des Schach-
telungsverfahrens fiir das Zahlenrechnen. Begriff der Irrationalzahl
1.3: Beispiele (Fliissigkeitsdruck, Aufladen eines Kondensators, De-
hung eines Stabes, Forminderungsarbeit, Einspannmoment eines ein-
geklemmten Balkens) 1.4: Der Flicheninhalt unter einer Geraden in
beliebiger Lage. 1.5: Die Parabel zweiten Grades und ihr Steigungs-
bild.
§2. Der Flicheninhalt unter einer Parabel zweiten Grades.
2.1: Die Flicheninhaltsaufgabe.  2.2: Die ganzen rationalen Funk-
tionen dritten Grades und ihre Steigungsbilder.
§3. Die ganzen rationalen Funktionen beliebigen Grades.
3.1: Flacheninhalt und Steigung der Kurve y = z" . 3.2: Allgemei-
ne Bermerkungen iiber den Verlauf der ganzen rationalen Funktionen.
3.3: Der Taylorsche Satz fiir ganze rationale Funktionen.  3.4: Null-
stellen der ganzen rationalen Funktionen (Abspaltg von Linearfakto-
ren, Newtons N&herungsverfahren; Lagranges Interpolationsformel).
§4. Elemente der Differentialrechnung.
4.1: Die Newtonsche Iterationsformel. 4.2: Die Differenzen
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§5.
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als Funktionen. 4.3: Differentialgleichungen.

Anhang: Der Grenzwertbegriff und seine Bedeutung.

5.1: Grenzwerte von Zahlenfolgen, Kgenz, Bgenz. 5.2: Das Rechnen
mit Grenzwerten. 5.3: Haufungsstellenprinzip und Konvergenzkriteri-
en. 5.4: Grenzwerte von Funktionen. 5.5 S&tze iiber stetige Funktio-
nen. 5.6: Analytische Definition des Flacheninhalts.

II. Die gebrochen rationalen Funktionen und ihre Flicheninhaltsfunktionen.

II1.

§6. Der Flacheninhalt unter der Hyperbel y = % .
6.1-6.6: Verlauf, Bedeutung (isotherme Zustandséinderung), Flichenin-
halt nach Schachtelungsverfahren, Eigenschaften von Inx , Praktische
Berechnung, gleichméssige und ungleichm. Kgenz der Ndherungspara-
beln.

§7. Der Fundamentalsatz iiber den Zusammenhang zwischen Flachenin-
halt und Tangentensteigung. Der Integraph.
7.1-7.5: Steigg von Inx , Steigg beliebiger Fliachenfunktionen, Mittel-
wertsatz, Integraph.

§8. Die Umkehrung der Funktion Inz . Exponentialf. u. Logarithmus.

43

8.1-8.4: Exponentialreihe, Logarithmen und Zahlenrechnen, natiirl.

Wachstum.

§9. Verallgemeinerte Hyperbeln.
9.1-9.2: y = J%n (n=2,3,...) Teilbruchzerlegg.

§10. Der Flicheninhalt unter der Fkt. y = ﬁ .
10.1-10.3: Anndherung durch rationale Funktionen, Potenzreihe
|z] <1 und |z| > 1, Deutung am Kreis, arctg =, = =tg w .

§11. Flacheninhalt unter der Fkt. y = 13; . Substitution. Differenz und
Differntial einer Funktion.
11.1-11.5: Deutung der Msumme an der Substitutionskurve, Begriff
des Differentials, Substitutionsmethodem Beispiel einer Dgl. mit Tren-
nung der Verédnderlichen.

Ausbau der Differential- und Integralrechnung.

§12. Die Bedeutung der Differentialschreibweise fiir die Ausbildung des
Kalkiils.
12.1-12.7SSteigg. als Differentialquotient, Umkehrregel, Kettenregel,
Flacheninhalt als Integral, Fundamentalsatz der D&I, Substitutions-
methode, Trennung der Verdnderlichen.

§13. Differentiationsregeln und Integrationsmethoden.
13.1-13.9: Grundregeln der Diffrechnung, Produktintegration
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Partialbruchzerlegg., Integr. gebr. rat. Fkt., numrische Integration, Fehler-
abschitzg bei Integr. mit Hilfe gendherter ganzer rat. Funktionen.

§14. Die Taylorsche Formel.
14.1-14.2: Die Schmiegeparabeln, Darstellg der héheren Ableitungen als
Quotienten von Differentialen, Taylorentwicklung mit Resteglied als Integral
Abschitzung des Resteglieds.

IV. Die infachsten irrationalen Funktionen und ihre Integrale.
§15. Potenz mit beliebigen Exponenten (y = z%)
§16. Die Funktionen +/(az? 4+ 26z + -) und ihr Integrall die Funktionen
arcsinz und Mz .
§17. Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen. (einschl. y” + ky =0 ).

V. Die Fourierschen Reihen.
§18. Mathematische Darstellung der harmonischen Schwingungen.
§19. Entwicklung einer periodischen Funktion in eine trigonometrische
Reihe (stetig bis auf endl. viele Sprungstellen; endl. viele Maxima
und Minima).
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Die Seiten 45 bis 54 fehlen
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Inhalt Lettenmeyer [6]: Fir « > x( seien die reellen Funktionen ¢(z)
und ¢(z) diffbar und ¢'(z) #0. Es sei lirf [¥(z)] = +o0,
xr—>+00

xEToo % =A. Dann ist xEToo ig; =A (—0 <A< +m).

(desgl. = — xq .

Bew.: sign ¢’ = const nach Satz von Darboux iiber Zwischenwertl.

Abltg.

Sei ¢/ >0 fir z>xz9, ¥%—>+0. Sei >0 geg., dann ist
A-e<fHi<At+e A-egi <¢ <(A+e)y,dh ¢o—-(A-¢e)y
wichst ¢ — (A+¢e)y fallt. ¢ —(A—¢e)y hat also Grenzwert «

oder o (desgl. - (A—%)w ). « fillt aus, da sonst auch

<pf(Af%)¢—>endl., ¥ —endl. Also ¢ — (A—¢€)Y - +w0 , desgl.
p—(A+e)y > —w,dh. A-e<F <A+e fiir grosse z .

Lindel6f. Ullrich Einf. in die héh. Analysis, Teubner 1934, benutzt das Zeichen
o F(z) = F(b) — Fla).

Beispel einer stetigen nirgends differenzierbaren Funktion.
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(verwandt mit der van der Waerden London, Diff&Int,)
Sei fo(z) durch die folgende Kurve dargestellt, Bl :

2N
3 —M 1 é\is/
—1 fo(16™x)
271,

und fn(w) =

Beh: f(z) =), fu(x) ist stetig, aber nirgends diffbar.
0

56

Bew.: 1) Alle Differenzenquotienten von fg(z) sind absolut <1, und zwi-
schen zwei benachbarten Extrema gilt das Zeichen = . Wo zwischen
den dann ausschliessenden Extrema ist er % und vom anderen Vorzei-
chen. fo(x) ein Extremum hat, sind alle f,(z) =0 (n=1,2,...).

2) Alle Differenzenquot. von f,(z) sind absolut < 8", und =
gilt fiir benachbarte Extrema von f,(z). Wo f,(z) =extr. ist
fr+1(z)M f2(x) =~= zwischen ausschl. ist er 18" und von
anderem Zeichen

3) x1, x2 seien zwei benachbarte Extrema von fi(z) . Dann ist

‘f Z fn CU1 fn($2)
L1 — X2

X1 — Io

0
k-1 k
8h—1 6
_ 8n:8k_ *8k
20: 81 7

Sind To, T3 daran ausschliessende Ext. so ist der Diffquot.
18n _ 8 71 18k

Tr(x1) — fr(22)

€r1 — T2

2

4) = sei beheblg Wahle zwei benachbarte Extrema z; , x2 von fi
so dass r; < x < x . Dann ist

o —x f(x2) — f(x) " v —x1 f(x) = f(rs) _

Tg—x1 T2—T T2 =1 T— s
LIRS R,
T — Tx 7
‘f%—()>68k fiir i = 1 oder 2.

*) Also ist f(z) in =z nicht diffbar, da (z; —2) <2-87%¥ -0 (k—0)
Stetig ist f(x) wegen der gleichen Kgenz.
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*) Sind 1z, x3 aussen an x , xo anschliessende Extrema von f , so ist

fzs)—flwo) | 1 .8% und vom anderen Zeichen als £@2)=f(@1) = Alqq jst

e T2—T1
auch nicht lim f (Eg f@) _
§—x
57
[ee]
et JOdAE = f(@) + f@) + o+ fO ) + Sef €fD (g)d € .

wenn f(")(é)e’f -0 ({->wr=01,.,n)

Beispiel einer stetigen Funktion, die an einer dichten Menge von Stellen nicht
differenzierbar ist:

_ i sin (2" - 27 x)

ist nicht diffbar fir = % (g,p >0 ganz).
Bew.: f hat Periode 1.
a) f(x)=sin2nx + @
wenn also f in z diffbar, dann auch in 2x BMundin z +1.
b) Wiare f in 0 diffbar, so wire  f/(0) = 27 -cos27 -0+ f/(0)
0 =2m.
c) Wére f in z = o diffbar, dann nach a) auch in 2 = g, also auch
in z=0.
Offensichtlicher Nachtrag:
Ahnlich fiir ,nirgends diffbar” mit { statt . ?

: ,,Distortion nennt Weyl [8] den Quotienten zweier Hermitescher Matrizen.

Es ist ,’jl <o?= EI; ﬁ , wobei det (G — kG2) =0, |x\i =1*G,r .

58
Zu lim (1 + %)n =e®

a) Fir 1, >0, h#0 gilt (1+h)">1+nh (n=2,3,4,...).
b) Fiir geniigend Grosse n und festes z steight (1+ %)n monoton. Denn
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ist

x
, so gilt, wenn 1 + —— > 0,
n—1

also ist nach a)

1+

= >
n—1l+z 142 —\1

1+ —°

+

n

n

z n
n _
— =
-1

n(n-1) (1+ %) - <1+m>n

1+n:71“;w<0 oder =1
n—1< -z oder x =0
c) Fir 1-nh>0, h#1ist (1+h)" <Lt nz=0

Wertevorrat

von A = (20 )

W:. W=

becO

(|$12 + |ao|? + |as|”

ar1To + bx1T3 + croZ3

Der Rand von 20 entsteht aus den 1,22, 3 mit

(*)

Ist (a:l To

&1
L2 =
€5 =

eine ({1 &2

&3 ist die Losg des zu (*) gehér. homog. Gl.Systems).
—aa —bb  —cb 0
§ist AA® — A¥A = —bc  aa—cc  ab
0 ba bb + cc

Z1 T2 Zs3
axo + brs ary +crs axi+cxre| =0
(a2 + b2) x1 + bexs  cbxy + 2x2 0

x3) eine Lésung von (x), so ist auch

= b2y + el — axixg — T3
2 3

arsxrs + bx% — bx% — CcT1To

aa:f + criT3 — ax% — bxoxs

Setzt man aa =a, bb=f, cé=" ,so wird

192 (AA* — A*A) = (a + B +7)° — 3ay
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(lal? + bl 21 + 2Mbcayzs + |ef? x2|2>
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Fiir die symmetr. Grundfunktionen c¢; der EWe von AA* — A*A gilt:
c2 = —30° (AA* — A*4) , 3 = (0 —7) - {37 =28 (a + f + )}

Setzt man |a> + |b]° + |¢|* = a+ B+~ = % = 12, so ist
2 <29 (AA* — A*A)  ,und = Mnurbei b=0, |a|=]c|.

[e¢]
{ ¢~"dt nach briefll Mitteilung von Krafft an Kamke (Sept. 47):
0

0 22 1)n

Sei G(z) = Se’tz dt =3 i Esist G?' = 2GG" , also
0 0

0 2n+1 1"
- (pe U ) —xzdmZZJ...
5 n!( 2n+

0 n
= %: (2;1_21 = % (Ls vertauschg vermeidbar durch Abschitzg

Q
P
8

I

o8

DO
Q
3

0%8

2N+1 , 2N
Z <e < Z (Taylor-Rest)
0

61
Geometrische Bedeutung der trigonometrischen und Hyperbelfunktionen.
5
% = Cos 3+

% = Gin %

1
A, B auf Ellipse/Hyperbel, M =Mittelpunkt, P=Pol von AB
Sei ¢ der Inhalt des Sektors AM B

Ay " " " Dreiecks AM B
AP n n n n APB
O " " " Vierecks AMBP
Dann ist S:O=¢:tge bezw.=1:%g ¢
Ay :O=cos?p:1 =Cos2t:1
Ap:Dzsin2g0:1 =6Gin%t:1
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Geometrische Definitionen der trigonometrischen Funktionen:

1. R sei eine orientierte Kreislinie mit Mittelpkt. M wund Radius r, Py
ein Pkt. von R; P, sei der Punkt von £, den man durch Abtragen
eines Bogens der Linge t(% O) von Py aus auf £ erreicht. Dann sind
x =cost, y=sint die Koord. von P; in demjen. rechtw. Koordsystem,
in welchem M = (0,0) ,

62
Py=(1,0), Pz =(0,1) ist.

2. Um den Nullpkt einer X-Geraden wird er Kreis durch x = 1 geschlagen. Auf
ihm wird von z =1 aus in beliebiger Richtung lings der Kreislinie der Bogen
|t| abgetragen und der Endpunkt P, senkrecht auf die z-Achse projiziert. Der
Fusspkt. tragt den Wert x = cosb . J = cos (t - g) .

xr
Partielle Integration von I,, = {sin™d¢ liefert (mit ¢ = cosz, s =sinz ):

0
+2-4053+2-4-6 cs5+2-4-6-8037+246810059+246810 It
r=cs+—F— — — — .
1-34 '1-3-5 6 1-3-5-78 13579 10 13579 '°
Daher x=‘%+§cs3+%cs5+%cs7+. fiir -5 <zr<73
aresing — s+ 25+ 285+ 25857+ “l<s<1
Dieselbe Riicklaufformel I, = S + <21, o liefert fir n=1,...:

es? 1-3 4, 1:3:5 4
1—C+7+ﬁ08 +2'4'668 + .- —1<s<1

Nl

und damit die Binomialreihe fiir (1 —¢)

_es . 2.3, 24,5, 2467 . ., 24681011 , 246810
Aus {I‘)_ Tt 35080 + 55087 + 55508’ o+ 55791105 + 557001 12012

Il _ 1082 + 13084 + 135086 + 1357088 + 214365871900510 + 21436587190 A 11[11

2 24 246 2468
4.6-8-10- I
folet fil 7= 246810127, also wegen 2 — 0:
olgt fiir x =7 : n
— 3:5:7:9-11 T _ 2,2 4. 4. 6 6, .10 12
2= 2-4-6-8-19111 2 - 1°'3°'3'5°5°7 1171
63
T ) o) 5
. . . « . i a—
Fir iq = {(sing)” d¢ wird i3 = Hl (1 + (a+2n71)(ﬁ+2n71)>
0 n=

Wallis’ Produktdarstellung von 7 sollte aus der Berechnung des Konvergenz-
radius von *— = >la,z" oder dhnlich nach dem Mherauskommen.

Differtiale.
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1. Def: Ein Differential ist eine Nullfolge: Besser: d = {A1,A,,...,A,, ..}
da = {day, das,...} mit folgender Gleichheitsdefinition: da = db,
wenn es eine Folge ¢, mit lime, =1 und da, =¢,db, gibt.

(d=d, A, =¢g,A! })1
Diése Gleichheitsdef. ist refl W symm., transitiv

2. Def: Ist z eine Zahl, d e1n Diff., d={A;,As.,. ]%) so ist
A1, zN,, . = d ifferential d’ = zd .

Das Diff. {0,0,...} w1rd mit 0 bezelchnet d =0 heisst:
Fast alle A, =0.

3. Satz: Ist ad=bd und d#0,s0ist a=5b.

Def:
Gibt es ¢ mit d' =ad , so heisst a = %' der Quotient der Differen-
tiale d', d
64
Ist lim f(z)= lim g(z) =0, f:(x)—A‘<5 in a<xz<b, so ist
T—a4 T—a4 9'(2)
J;EB—A <eina<z<b. Bew: E;S ,Eizg a < Ty < Ty

Deutlicher: Der Wertevorrat 20 von 5 ist enthalten in dem von g—: .

Folge: Taylorentwicklung: Ist f(z) 3-mal diffbar in {(a,b), |[f"(z)] < K , so
. "(a "(q r—a 3
ist [£(2) = fla) = L (0 —a) - L4 (2 - 0 \<—> K

Bew: 0, (f(w)—f(a)—(af a) =4 (a—a)® > c wl, (Lt fien)

- am[) <f”(a67)w_fg> - m( /II(:E)) S %

Satz von Stiemtae [iiber pos. Losungen homogener lin. Glen, Math B 76 (1915),
340-2]

Entweder hat »ay,z, >0 eine Losung, oder » a),Jx =0 hat Losg.

I A

Jy =0, B0. [Hardy-Littlewood-Polya, Inequalities S.171. Ahnliches Haar,
Uber lineare Ungleichungen, Acta Litt. ac Scient: Univ. Hung. X\ (1924), 1-14;
L.L. Dines, A theorem on orthogonal functions with an application to integral
inequalities, Trans amer Math Soc 30 (1928), 425-438|

65

Aus Hardy-Littlewood-Polya: Inequalities (Cambridge Univ. Press 1934)
Seien ¢, >0 Gewichte mit >.¢q=1; a, >0, v=1,2,--- n
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Def: M. (a)={Nqa’}* r#0
&(a) = []a A(a) = Mm (a)

1) liH(l) M, (a) = G(a) Bew mit Potenzreihe, 2 Gl. fir «” (limr = 0)
2) Tlgg) M, (a) = maxa Tll)r_noo M, (a) = mina

Def:  My(a) = B(a), Myp(a) =maxa, M_yx(a)=mina.
3) M_gp(a) <M, (a) < My (a) ausser wenn alle a gleich sind

4) M, (a) < Mo, (a) (r>0)
quad Bew mit 5)

5 {Daby? <Ya Y ausser wenn ¢ und b proportional

6) M,(a) < My (a) ausser wenn alle a gleich sind
Bew: Ia) g=1 b) ¢g=3m c¢) g beliebig
II Existenz von max® bei 91, = const .
66
) 6a)+&0b)+--+6(1)<Ba+b+---+1)
ausser wenn je zwei von (a),(b),..,(I) proprt. oder es ein v gibt mit

a,=b,=-=1,=0.
8) Aus >0,8>0,...,A>0, a+f+---+A=1 folgt
Sact? - < (Ya)” (Zb)ﬁ... (ZZ)A
ausser wenn eins aus (a), (b),..,(!) in allen andern proportional ist.
9) Yab<{Xa"}* {Nb}  wemn k>1, L+1=1
10) M, (a) < My(a) , wenn r < s, ausser wenn alle a gleich

1) Minkowski: 9, (a) + My (b) + - + M (1) 2 My(a+b+---+1) r=M

(Slatb++)}V S{ZaY + S0 4+ (Z0) rZm

12) > <
Aus B: a“b’ <aa+b3 (a+pB=1, a>0, B3>0 (dies aus Bernoulli)
folgt 6 allgemein durch Induktion nach n .

Aufgabe: Liefert Gummimembran die konforme Abb. eines Gebietes, wenn Rand-
Zuordnung richtig?
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Ist P, (S) dien-te Potenztransformationvon S, A = )

()
Qn (S) = AP, (S)A™! | so gilt
Qn(S) =@, (9) . (S eine 2 reihige Matrix)
Dies folgt daraus, dass sichin f(z,y) = Y] (Z) b,x”y™ v die b, kontragradient
zu den zVy™ ¥ transformieren.

B Vermutung iiber Vertretergruppen:

B die einfache Untergr. 2A < & eine Komposition Faktorgruppe von & , so
B 2 in jeder Kompositionsreihe eine Faktorgruppe.

6 =AM, A, alternierend der Rest dieser Zeile und die ndchste Zeile sind
unleserlich

Wichtig fiir Schiefe von ST ist der Fall SvT* . Kann man Schiefe invar. gegen
gebrochen lin. Trans. durch Doppelverhiltnis definieren?  Offensichtlicher
Nachitrag:Nicht stetig moglich

In der Gesamtheit der Matrizen A mit det A # 0 gibt es eine linksinvariante
Bogenlinge ¢ = lim >’ ¢ (C,;llC,, — E) . Esist A¢ = ¢ und &+ = @1 + @2 ,
1

aber nicht immer €& < ¢; + € .

68

Abblidungen einer Gruppe in sich. Rest der Zeile unleserlich

A sei eine Gruppe von Antimorphismen von & , & der Stamm der mit A
elementweis vertauschbaren Abbildungen von & in sich. Greift man aus jeder
Klasse unter A konjugierter Elemente von & ein Element (G, heraus, und
ist $H(G) die Gesamtheit der Elemente H von &, fiir die aus G = Gy
folgt H™= H , also eine Gruppe, so ist jedes Element s c ~ eindeutig be-
stimmt durch die Angabe der G, , und diese liegen in $ (G,) und sind dort
frei wahlbar. Bezeichnet man mit v, die Gesamtheit der Elemente s =+
fiir welche G =1 fiir alle K # M ,soist & =v; + vy +---v, die direkte
Summe additiv elementweis vertauschbarer Rechtsideale v, .

Esist 9(G*) c 9(Q) .

Ein halber Iterationschritt
Aus N » 0 und gegebene z,y,z mit Mx =y, Nx =z folgt B: es gibt je
einen EW A >~ und A<~.
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31.5.48

2

Frage iiber normale Matrizen: Liegen alle charakt Wurzeln in dem Winkelraum,

der von den Elem. der Matrix aufgespannt wird?
Nein: (}2) hatch Wu 3, —1

69

Normale Eigenwertaufgabe:

Sind M, N hermitesche Matrizen und ist fiir jede Eigenlésung von
Mz = ANz t*Nxz >0 ,s0ist N positiv definit.

Dann B Orthogonalsystem von Losungen B , ; y*Ny = Y c,z,)* N c,z, =R

Ist die Aufgabe normal in dem B z¥Nz, # 0 falle ELSsgen, so gibt es kei-
ne Hauptlosgen: Aus (N_lM)2 =0 folgt fir N"'My=M: N 'Mz=0
Bmz=0, 2*Nz=2z*My=y*Mz=0; 2=0. Die Nz, sind dann lin.
unabh.

Definition der Selbstadjungiertheit und Normalitit.
M, N seien lineare Abbildungen eines Raums in den anderen. Die Aufgabe
Max = ANz heisst selbstadjungiert in bezug auf die positiv definite Hermitesche
Metrik (1: y) , wenn aus Mx = Ny stets folgt: (:c y) = (y x)

NB: Diese Metrik ist natiirlicher als eine im Bildraum der Mz Der Rest
der Nebenbemerkung ist unleserlich
Mx = ANz heisst normal in bezug auf die pos. hermitesche Metrik (w y) ,
wenn immer dann |y| = |z| ausfillt, sobald es ein z mit den beiden Eigen-
schaften gibt 1) Mz =Ny 2) (z v)=(z w) fiir alle Paare v,w mit
Mv = Nw .
Offensichtlicher Nachtrag:
symmetrische Fassung M 2 N 7
Zuordnung unitérer selbstadj. M linksinvers bei MEWAufgaben
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Collocation method.

Héngt sie mit einer semidefiniten Metrik |y\2 =Xy (Tk)|2 zusammen?
%

Temple.

Gibt ;—: -Kriterium die schirfsten ohne Kenntnis der Metrik mdoglichen
Aussagen iiber das Spektrum? M, hingt von Metrik doch etwas ab, da die
ausgewdhlten n Funktionen paarweise orthog.

Kann man die singuléren Stellen von (L — Z)f1 dadurch zu einer Mannigfal-
tigkeit kleinerer Dimensionszahl (als des ganzen Raumes) machen, dass man fiir
M eine Quaternioen-Variable zuldsst? Offensichtlicher Nachtrag:

oder R3 , MSatz von Stokes?
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Die Aufspaltungsformlen von Jaffeott und Southwell (Kamke I 231)
sollten auf hohere Eigenwerte verallgemeinert werde. Klar ist f. d. 2. EW

k
1) Ay = Agl) + Z Agk) bei Southwells Fall. unleserliche Bemerkung
2) Weitere Antwort: Die FOI‘I];le21 von Southwell z.B. gibt: mit o, = \; + Ao+ ~ +\,,
gilt o (LM + LO + — + LO) = 5, (L) + 04, (LO) + ~ +04, (LP) .
Mehr wird man wohl nicht sagen kénnen (zwei Diagonalmatrizen adie-
ren!) B=A+h
Bew: o0,, = min (;’1"’:;1 + - +O':;LLO'm) fir r¥rp = i -
Zeile unleserlich
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Zum Einschliessungssatz von Temple: (Kamke I 231)

Es ist nicht nétig, dass fiir alle g die kleinsten EL&sgen positiv sind. Die
Schranke ergibt den EW, zu dem eine pos. EL existiert, falls e. einen solchen
gibt.

Zum Satz von Temple fiir normale Matrizen L : V135
Ist z={&}=Ly=L{n} n #0, und gibt es zu A eine EL B z = {{,}
unleserliche mit durchgestrichen , so liegt durchgestrichen erscheint von M\ aus gesehen
Randnotiz der Haufen der K, = % mindestens unter dem < 7 — 2« ; insbesondere bei
a =0 liegt A in dem konvexen Polygon der K, .

Bew: B<Z; Y&(E&—-M)=0 gbt D&Em (K, —A)=0.
[ | arc (K, =A) =9+ 3, |8 <5 —a,sowire |(arc &En (K, —)\)) —19‘ < %i

daher [) —arcX|< g, X #0.

Aufagbe: Invariant gegen gebrochen lin. Transf. formulieren; die K, trans-
formieren sich je mit; Man konnte auch Vorkenntnisse iiber arc £,&, ver-
langen.
Aufgabe: Wie é&ndern sich W , @a , Schiefe Mbei Determinaten-
Transformation? Woher Mtransf.? Wie bei beliebiger rat Darstellung?
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Def der Schiefe
Kann man die , Translations-Schiefe” o = 0(A) als den kleinsten Radius defi-
nieren, mit dem man in der A-Ebene das Spektrum {\,} verbreitern
ein mogliches ,normales” Spektrum entsteht?

muss, damit die ,konvexe Hiille” des erweiterten Spektrums

den Momentenvorrate von A
(jeder mit {)\,} vertrdglichen Momentenpunkt) umfasst. — und dann o als
Funktion der (l;;) bestimme?
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Esist o (pL + qF) = |p|o(2) unleserliche Bemerkung. Entsprechend eine Win-
kelschiefe « als Erweiterungsradius auf der (gewShnlichen) Riemannschen Ku-

gel. a(l) =« (ffig) wenn (2 ¢) M3 Parameter absol. invariant

Offensichtlicher Nachtrag: n =2 7

iiber arc A, :
Ist A=UP, U*U=1, P=P*>»0,soist

minarc w, < arc «, < maxarc w,

wenn det (A —«,) =det (U —w,) =0 und die w, hoéhstens einen Halbkreis
|
Bew: Ar=Xr Pr=\U"% ;*P;:)\;*U*x; A=---.

Dies gibt eigentlich eine Abschitzung fiir die dussersten EWe von A .
Gibt es so etwas auch fiir die inneren? Entsprechend etwas fiir |Am| < ? Folgt
aus Rew, >0, Re®, > 0 entsprechendes fir UP +UP ?
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Maxima und Minima bei mehreren unabh. Veradnderlichen:

f(x,y) = e3® — 3e®y +y> hat ein rel. Minimum f(0,1) = —1, sonst nir-
gends f, = f, =0, trotzdem f nach unten nicht beschrénkt, f(0,y) — —oc
Yy — —0 .

Welche (abelschen) Gruppen besitzen eine Untergruppe vom Index 2?7 Fiir Spei-
ner von Interesse; vielleicht schon von Priifer oder Pontrjagn beantwortet.

Implizit gegebene Funktionenpaare. Existenzsatz im Grossen?
Vielleicht kann man im Quader Q: a<a <z, a1 <y1 < PB1 ag <Yz < fo
M eindeutig yi,y2 aus F (xy;y2) = G(x,y1y2) =0 ausrechnen, wenn in

IFG) £0. mit 0> F(raiy) F(bBiy2) F(xyiaz)F (xy f2)
0(y1 y2) . G(a: o yQ)G(bﬁ1 y2) G(xyl ocg)G(a:yl 52)
74
o0
Zetafunktion.  Setze 7(z) = ((z) ~ 1= 3 &
2
o0 n
Integriert man 72z = Zil +, % — S 4t L fortgesetzt parallel, so er-
2 n—1

gibt sich eine Formel der Art
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30.7.48

1 z z(z+1)

T(z)2271—§7'(z+1) i T(z+2)—- - —
D
Cz(z41)- (k(iikl 2k i‘; J ;f:l
Hieraus folgt villeicht
(z) = ZL—fT( c)_ 2B gy 2ERDEED) e

—1 21 3! 4!
Ein direkter Beweis dieser Formel etwa fiir Rez > 2 wiirde unmittelbar die
Fortsetzung der (-Funktion in die ganze Ebene liefern.

liefert z eine einfache Gl fiir f(z) = P(2) - 7(2) :

PR VREN PR I (C2o YL N

dh. i W ~T(2)
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Schiefe von A iiber einem Teilraum &
kann so def. werden: X = (X1 Xy ~ Xa) sei orthonorm allorts von @ .
o4 (®) = Spur X* (AA* — A*A) X

Ist ® invariant gegen A, soist 04 (®) =0, mit =MW wenn P auch
gegen A* invar. ist, dh. wenn auch der zu ® orthogonale Raum M A inv.
Bew: A(=(¢5) annehmen, ® =MW ; o4 (®) =SpCC* .
Ist ® invariant gegen A* ,soist 04 () =<0.
Sind &, V¥ zwei komplementire Hauptrdume fiir A, so kann doch

o4 (P) #04 (V) sein A= (8%?)

001

Dund ist im Wertevorrat von A die B )\; spitz, dh. lassen sich alle EWe
A1 unitédr direkt abspalten, wenn die Schiefe von A auf dem zu A\; gehorigen
Eigenraum (nicht Halbraum) Null ist. Der Eigenraum ist in diesem Fall B selbst
Halbraum.

Die Zussere innere Stiitzebene des im Paraboloid M Wertevorrats, die | der
Tangebene im kompl. Pkt s ist, schneidet M der Projektion die A-Ebene den
A—s
Kreis A —s| = aus.
A—s
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2.8.48
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Definiert man die irrationale Transformations-Schiefe von A als

o4 =M ,Gr {[A—s]-[A—s||A—s|—|4—s]}

mit A= Diagonalmatrix der EWe von A, so gilt der Einschliessungssatz:

Y/z;ﬁzlsj:;f} man den Radius des Kreises |A —s| =|(A—s)r] |g]=1 um o,
so enthalt das iﬁ‘s“::n}(}ebiet mindestens einen EW von A . Duch direkte

e
1

«
Summe gewisser < — > kann man diesen Satz wohl umkehren.
) 1‘ [eY

a1
a2

Ist A= . —|—N,N—<

Es ist {U(A p) =max(oa,08)
g

=[5
Wie #ussert sich die Schiefe bei Ahnlichkeitstransformation? Gilt derselbe Satz
auch fiir andere Definitionen der Schiefe?

00 -- 0
0 - 0

:> , SO ist UASW.

o

Zu Brauer [18]: Theorem 15 lisst sich verallgemeinern:
Sei A= (a;;) eine n-reihige komplexe Matrix, P; = Y, |ayx| Ist r
k=1
k#1i
die kleinste und R die grdsste aller Wurzeln der n(n+1)/2 Glen
(x — Reay;) (x — Reagy) = P, Py , so gilt fiir jede char. Wn. w von A:

r <Rew < R. Denn (Rew — Rea;;) (Rew — Reagy)
< |Re (w—ay) -Re (w—agk)| < |w—a1| B |w— agx| < PPk fiir ein

Paar i,k (Mnach Theorem 11).
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Nilpotente lin. Transf. des Hilbertraums wohl alles dasselbe!
konnen in schwach, stark und gleichm. nilpotent eingeteilt werden, jenachdem
ob Y A" (y,T"x) oder Y, A\"T"x oder > A"T" ganz ist.

n

Frage: Fillt fiir gl. nilpotentes A schliesslich monoton?

Ein

NB: Wenn A gl nilpotent ist, braucht doch nie Ar=0 2zu sein:
0000 -

A= % <(1)?88jj Frage: Ist T nilpotent, wenn die Menge der

X mit T"z-X =0 iiberall dicht liegt?
Bezeichnet man als einen Hauptkomplex der Gruppe & (beziiglich einer fe-

sten Untergruppe 20 von & ) jeden Komplex $) mit 2§ = HA , so ist jeder
Komplex (i.a. mehrdeutig) Summe von ,priméiren”, der 2A$H = AK,2A . $H und
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24.8.48

¢ mit A$H = AC heissen konjugiert. Konjugierte Komplexe enthalten gleich-
viel Elemente. Aus 2 zu ) konjugierten €; , ¢, kann man einen weiteren
gewinnen (untersuchen wann neben $) = >, K, auch YK, A, Hauptkomplex
ist).
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Einschliessungssitze fiir Eigenlésungen

koénnten von folgender Art sein: geg. =, Ax ~ Ax . Dann gibt es in angebbarer
N&he von z einen Vektor, and dem nur Eigenwerte aus angebbarer Ndhe von
A Dbeteiligt sind.

Normale EW-Aufgaben Az =y

R
Ist der Einheits-Vektor x = )z, in die Summe paarweis orthogonaler Vek-
1
toren x, zerlegt, wobei x, Eigenvektoren zu M verschiedenen Eigenwerten
Ay sind, so heisse fiir jede Punktmenge B der A-Ebene (ihre Komplementéar-
menge sie B ) die Zahl Y, ‘z¥z, = a4 (B) der Anteil von B an z . H:

ALCB

Beteiligung -
Es ist 0<a(B)Bas(B) a(B)+a(B)=1.
Unter dem Einschliessungsvermégen von B (bei gegebenen x,y ) werde

@ (B) = sup asB verstanden, unter dem Einschliessungszwang von B die
=y

Zahl ((%):i%faA% 0<¢(B), ¢(B)<1

((B) +¢(B)m1.
© (B) hingt von zy nur bis auf unitiren Bfaktor B, genauer nur von
dem Momentanpunkt M = (‘”*m g”*y) : |

y*z y*y

Aufgabe: Bestimmung von ¢ (M, ) bei gegebenem M und 9B .

Losung fir B: [N\ <7 und M =1:
79
1 <1
¢(1,|>\|;r):{1 r;l also ¢ (I,|A] >7) =min (35,1)
2

Bew: a) Sei A vertrdglichmit M =7 ,Ewe \, , B E W z, .

! . . .
. . leich ber |\| < t
Sei x=)>¢x,,dann ist, wenn ZZ:,, & elC" % b e'r' })\I - : IS" :
1) Ye+y'e=1
(2) ZI >\u512/ + Z” )\Vfg =0
(3) X'NE+X N =1
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Aus (3) folgt 1= 3" A\22 > 23" ¢2
also a(B)=X"2<%
b) Fir Ay =0, XA =r, A3=—r und 5%:1_%2’ fng?%:#
gibt (1)(2)(3) und a(BV)=1- L
Daher ist ( (I,|\| <7) = max (1 - %,0) .

mi1
Etwas allgemeiner: ¢ (M,|A| = r) = min (1,%) , wenn {moo - )
lmo1| < 5
a) wie oben
b): M1 =0 Xa=re"¥ Ag=-re¥ G+ +E=10p +p+p3=1
wenn ¢ = arc mo1 , mi =mg = 1 r(p2 —p3)=|M|
7 (p2 +p3) =1
hat Lésung p, =0 ,da M im A-Dreieck liegt; pm +p3 =
0
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Einschliessungssatz fiir Eigenvektoren bei einem Iterationsschritt:
Bei einer normalen Eigenwertaufgabe mit der Momentenmatrix M| = z*z be-

sitzt das Gebiet Sp AR, =0 an dem Vektor zs hdchstens der Beteiligung

a = Z—f , wenn unter der Nebenbedingung A*M A = const

e =5*As = max A*AA
i_ = min A¥*AA

Fiir jeden zu zs nicht proportionalen Vektor gibt es B, so dass an ihm g,
stérker beteiligt ist.
Bew: a) richtig fir A= (' ;), M= (",).

b) invariant gegen T*MT .

c) fiir Extrema B: A\j \g A3

NB: esist a = DV (R_R;; MA) = DV (R_ Ry; MIR>\1
AL <
Folge: Lasst sich das Kreisgebiet & der A-Ebene durch eine gebr. lin. 3Trans, die
Diametralpkte (l A/ ) in ebensolche iiberfiihrt (also Drehung um Mittelpunkt
M ) iiberfithren in den Kreis & mit dem Radius r <§,diezu |[A—p| =4
konzentrisch ist, so ist & an einer passenden Linearverbindung von x,y hoch-
stens mit den M g—z beteiligt.
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Mindestll pass

eine  ldngere
unleserliche
Randnotiz

Datum  unle-
serlich
Satz:

Forts: 154
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Selbstadjungierte Operatoren (EWAufgaben) kann man gut durch ihr Bild

kennzeichnen.

X = Gesamtheit gewisser (x y) , derart, dass z,y€ R (R mit hom.
pos. def. Metrik) , ¥ =Modul, X =X*, wenn X* die Gesamtheit aller
(u,v) mit u,v €M bedeutet, fir die v*x = u*y fiir alle (x y) in X.
(Stimmt fiir selbstadj. Op. (z, Axz) mit der iiblichen Def iiberein, Nagy S.29).
Ahnlich wohl unitire Aufgaben durch z*z; = y*y, fiir alle (:El yl) aus X
zu kennzeichnen. Dagegen scheint es schwierig, allgemeine normale Aufgaben
durch ihr Bild X zu kennzeichnenl; es sei denn, dass aus AX c 2 stets folgt

{0 d‘;? Zif:;x also es ist nur bei algebr. EWaufgaben mit Spektrum! zu bewei-

sen, dass diese Def mit der iiblichen iibereinstimmt. Vgl. IV124 ! V55

Kennzeichnung normaler Eigenwertaufgaben durch ihr Bild.

Sie R ein Euklidischer Raum (ax,y) = a(x,y); A seieine lin Transf. B R .
Dund ist A normal, wenn es eine lineare (1,1)-Abbildung des Bildes 2 :
{z,y} von A auf den adjungierten Modul® B : {u,v} mit der Eigenschaft
gibt: |ax + By| = ‘@u + ,6_’1)‘ @@ fir alle o, W

Bew: a) Ist A normal, soist 2 : {z, Az} fir die z €94 = Jqx ; A* W,

und B {x,A*z} "
also hier der Zuordnung {a, Az} < {x, A*z} wird

82

5 9B ist definiert als Gesamtheit aller {u,v} mit (v,z) = (u,y) fiir alle {z,y}eA.
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o
1
1
1

(ax + fAx, ax + fAx) = (ad

—

z,7) + af (v, Az) + ap (Az,z) +

= (aw + BA*z,ax + BA*z)

(kurz: ol + 3A ist normal, daher metrisch gleich &+ 3A* )

b) Es gebe Zuordnung {z,y} < {u,v} von A < B mit @ .

(3) Da die Zuordnung in R? lingentreu und B abgeschlossen ist, ist auch
2A abgeschl. Also ist A zu 9B adjungiert, A = A** | und nach (1) ist
P4+ dicht.

(2) ¥4 istdicht,dennaus (p,94) =0 folgt {0,p} <M Sei {0,p} < {z0,y0} ,
dann ist nach & |zm|=0, alsoauch yo = AzoMO0 ,also p =0 nach
@® . Also existiert A* jund esist B : {u, A*u} fir ue M .

Ein durchgestrichener Absatz

(1) Fiir alle ze€d¥, gilt nach &, wenn {z,y} o {u,v}; |z|=|ul,
ly| = v| , ferner

a(z, z)+afB(x, Ax)+ab(Az, v)+BB(Ax, Ar)=ada(u, u)+ap(u, A*u)+aB(A*u, u)+BB(A*u, A*u)
-1 -1 1 1 -1 -1 1
—1 ? 1 1 ? —1 1
1 —1 1 1 —1 1 1
(Az,z) = (u, A*u) (y,z) = (u,v)
und dhnlich fiir {z1,y1} < {u1,v1} (y1,2) = (u1,v).
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(4) Durch {x y} - {u v} sind x < u eindeutig und lingentreu zugeord-
netnach (1):  wu=Tz; 4% =T94 . Da ¥4 dicht, kann T lingentreu
auf PR erweitert werden, und da ¥y« dicht, ist 79 = R, also unitér.

(5) Nach (1) ist (Azy,x)=(Tx1, A*Tx) Bz edy.

= (.’L’l7 T*A*TZE)
also x € 9% und A*x = T*A*Tx , also |A*z|=|A*Tx| = |v|
dh. 94 < Iax nach (1) =|Ax|.

(6) Da alle Vor. auch fiir A* stets A erfiillt sind, BMnach (M)
Dpwe E JpxxWIy .

als Ersatz fiir ,Operator” vozuschlagen Bez: B = {z/y}
/ besser x/y ?
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Normale Paarungen und Eigenwertaufgaben.

Ist R eukl. Raum und 2 eine lineare Mannigf. {z,y} aus R?, (ei-
ne Paarung) und B M, so heisst 2 normal, wann es eine (1,1) Abb.
Ao B ={u,v} gibt mit |aa+ By| = |au + B .

Jede Eigenlosung einer Normalen EWaufgabe zu «o,( ist eine EL der adjun-
gierten Aufg. zu @&, p .
Bew fiir A = o0 : nach (83)(1) ist (y1,2)= (n1,v)
Sei {0,y1} € 2; also 1 =0:  (y1,2)=0
also {0,y1} B

84

Folge: Ist 2 = {z,y} normal, so ist die Summe der Rdume =, y dicht. Aus

(p,z) = (p,y) =0 folgt {p,0}eB {0,p}e MW ,also (p,p)=0, p=0.

Frage: Bedeutet eine ,topologische” Abb. 2 < 2A* (in dhnlichem Sinn wie me-

trische bei Normalitit) Quasinormalitit der Aufgabe?

Frage: Wenn man unter dem Schiefewinkel 7 eines n-Beins den minimalen
X versteht, den ein Bein mit der Ebene der iibrigen bildet, M eine Matrix L
7-normal nennt, wenn sie ein vollst. System von Eigenvektoren mit dem (maxi-
malen) Schiefewinkel 7 besitzt, kann man dann die Spektren der 7-normalen
L mit Ly = z kennzeichnen?

Frage: Wie definiert man bei einer allgemeinen linearen Paarung M Hauptlésungen
mit invarianten Teilrdumen”, Teilraum von p mehrere Worte unleser-
lich Komponenten zusammen auch nur einen Raum der M erzeugen.

Frage: Héngt die Tatsache dass je zwei mit y , z vertrdgliche normale Spek-
tren sich nicht durch einen Kreis trennen lassen, mit dem Satz von Grase
(IVss) zusammen?

Frage: Kann man eine Differential-EW-Aufgabe derart durch eine Differenzen-
Aufgabe ersetzen, dass alle Eigenwerte vergrossert werden?
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Die Bezeichnung ,kontinuierliches Spektrum” scheint auf normale EWAufgaben
zugeschnitten zu sein. Bei einem allg. nilpotenten Operator ist 0 der einzige
Punkt des Spektrums, aber nicht EW. Man sollte sagen: Fast-EWe statt konti.
Spektrum.

Sind bei einer selbstadjungierten Aufgabe zwei Momentanpunkte gegeben, so ist
die Gruppe der gebr. lin. A-Transf., die die Aufgabe in sich selbst iiberfiihren,
nur noch W.
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Eine selbstadj. Paarung ist wohl eine maximale lineare Mannigfaltigkeit auf
einem quadratischen Gebilde, ndmlich (z,y) = (y,x) . Nur bei endlichem n .

Kann man die Einfang-Methode von Hoheisel-Collatz auch fiir normale Ope-
ratoren im Komplexen, etwa auf die Einschliessungskreise, zum Nachweis von
Spektralpunkten anwenden?
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Zur Einordnung der Theorie von Holder in die Paarungstheorie:

Die Aufgabe <E _E) % <1;> = <213 g) <2> m = ( > mit der

Randbedingung u(0) =u(1) =0, A, C hermitesch A, B,C stetig int,
]

C » 0 ( Offensichtlicher Nachtrag: d.h. aus §p*Cy =0 folgt cny~0.) ist
0

selbstadj. in dem Raum PR der B (), fiir welche
1

(1) u~ (i mit einem e B fiir welches
0

(2) Sé 1t =0, und durchgestrichen
(3) u—B*u—-Cv~0 (,,~" bis auf Menge vom Mass Null =),

1
mit der Metrik M [z,z1] =[(}), ()] M §o¥Co; .
0

1
Bew.: 1) v ist definite Metrik: Ist {v*Cov =0, so ist co~0, also
0

u— B*u~ 0. Dies ist wegen u =0 eine BGL fiir 1, alsoist u~0,

u~0.

2) R ist vollstindig beziiglich dieser Metrik
Denn in dem Raum $3 ist R ein abgeschlossener Teilraum, da die linken
Seiten der homogenen Bedingungsgleichung stetig in der natiirl. Metrik von
$3 . Auf R aber ist diese Metrik topologisch dquiv. zu der Metrik (4). vgl 88
Mitte!

3) Die Paarung 2 besteht aus den Paaren {z,21} x,2; € R, fiir wel-

che —0— Bv ~ Au; ist.

87
Ist {z,21} €M ,s0ist [z1,z] = [v*Co; = [0* (14 — B*uy)
= [ (=0* —0*B*)u; = { (=0 — Bo)" u; = {ufAu; reell
Also ist A < A* .

d) Sei {zozs}=(v?)(v:)eA*, dh. [z221] — [z32] =0 £ alle
{11771’1) eA.
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dh. aus —0 — Bo ~ Au; folgt: {v¥Cvy — f0*Co3 =0.
Beh: {,Tg,l‘g} e, d.h. Y= _62 — Boy — Auz ~ 0
Bew: Sei {z,z1} €2 : Dann ist
JU.T'& = J‘HT {*62 — Boy — Aug}
_ f{wf _ W*B}os —f(—a ~ Bo)*uy
= JUTCUZ — J‘U* (U3 — B*u3)

= fn’ang — Ju*Cng =0

Nun ist aber u stetig diffbar mit u;(0) = u;(1) =0 beliebig wihlbar.
Denn v; bestimmt sih dazu aus (3), und dann kann man u und b aus
—0—Bo~ Au1 I
u—B*u—-Co~0 II
so bestimmen, dass u(0) = u(1) =0 ist. [Denn die allg Lésung von I (-
Gl fiir v) hat n lineare Konstanten frei, die Anfangswerte von| Denn
das zugehdrige homogene System

—6—Bo~0, u—B*u—Co~0, u(0)=u(l)=0

hat nur die triviale Lésung v ~0, u~0:

88
0=fu*(—o—Bo)={(+i* —u*B)o={v*Co; v ~0; o~ N
Da u; Bwihlbar, ist 9 ~ 0

Frage: Kann man beweisen, dass alle verniinftigen EWAufgaben der Mechanik slbst-
adjungiert sind? (iiber den Variationsweg)

iiber semidefinite hermitesche Matrizen.
Sei H”0 . Dannist ||[Hz|* < a*HalH|

Bew.: 0= (P2)* (H —[H|) Px wenn H = P?
= 2*H%z — [Hp*Hx 0<H<hE gibt H* <hH
NB: Das gilt also allgemein fiir beschridnkte semidefinite Operatoren H ; Die

Semimatrix z*Hz ist aber topologisch dquivalent der Semimatrix z* H2x nur
dann, wenn H definit, und B HZE > ( ist,dh wenn H &q FE ist
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Aufgabe: Bei einem Dgl.-EW-Problem den Einfluss der sa Randbedggen auf
die EWe abschétzen. Hierzu wird man die Randbedggen in einer
Form darstellen miissen, dass man ihren Unterschied numerisch mes-
sen kann. Dazu muss man erst alle sa Randbedggen aufstellen. Hierzu
Kamke 1,210 [20] Offensichtlicher Nachtrag:
Anderung der Randbedggen messen durch Anderung der Greenschen
Funktion, nach ¥? oder ﬂ .

Uber EW-Aufgaben mit mehreren Parametern: Richardsen [21]. Kamke I, 286.
+ Hilbert Grundziige S. XVIII,19

Frage: Welche selbstadj. Op. haben reines Punktspektrum, dh. einen Entwick-
lungssatz im urspriinglichen Sinne (unendl. Reihe von EL&sg.)? Und
wann soll man eine Aufgabe sa nennen in Bezug auf eine Metrik, fiir die
der Raum nicht vollsténdig ist?

Kennzeichnung selbstadjungierter Paarungen.

Ist ;R euklid. Raum, 2 eine lineare Mannigfaltigkeit in 93?2 , so ist dund die
Abschliessung A von 2 selbstadj, wenn

1) (z,y) = (y,z) fir alle {z,y}e

2) die Summe {z,y} M {y,—x} dicht in R? ?
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Bew: a) dann:  Ist {¢{,n}e®A, soist (£,9)=(n,z) f alle {z,y}eA,
also En)=(¢) £ alle (¢,7)e. Ist {u,v}e R?,
(u,y) = (v,z) f alle (z,y)eA, so gbt es {&n}eA mit
{0} = {61} + {p.a} , wobel (p.2) + (¢,1) =0 f alle {z,y} e
(sogar €2l ).

Ferner ist (p,y) — (¢,2) =0

Wegen Dichtheit von {z,y} und {y,—z} ist {p,q} =0, also {u,v}eA.

B nur dann: Ist A sa, soist {&,y} + {n,—¢} =NR2, W A= {£,n}.

II Dund ist die Abschliessung 2 von 2 sa, wenn
1) (z,y9) = (y,2) wenn {z,y}e A M[173] ,bekanntlich” s. Stone
{x + iy}

2) die Mengen )
{z — iy}

beide dicht in R (oder {zM {p v},
p

p#p)
Bew: a) dann:  Ist {z+ py} [fir {z,y}e®A| dicht in A, so ist fiir
{u, v} e A* {z + py,v} = (z,0) + p(y,0) = (yu) + p(uv)
= (y,u+ pv)
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Sei
§{z+pyly;

also aus Mu+p=0 folgt u=v=0

Nun wéhle =z,+py, >u+pv; dann Bz, —>¢, y,—n, da
(Wpy,z+py) = (@ +ay,z+ay) + (y,y)- (W2 —a?) fir {z,y}ed
mit o =Rep .

Bu+tpu=E+pn mit {En}eA nun ist {u—E&v—n}eA* mit
(u=¢+plv—m) =0, also u—&=v—n=0; {u,v}e.

Mnur dann: Ist A =2A*, (v +py,v) =0 falle {z,y}eA
letzte Zeile der Seite unleserlich
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IIT Fiir Paarungen, die durch Max = Ny festgelegt sind also zu der Aufg.
Mz = ANz gehéren, besagt II: (M +iN)x =Nw

soll 16sbar sein ¢ — R fiir eine in R dichte Menge w.

Bei gewdhnl. Dglen ist das von selbst erfiillt. Da geniigt B 2 < 2(* , um
2 = A* auszusagen.

Zuriickfiihrung der gew. Dgl.-EW.-Aufgaben auf Integralgl.
wird moglich sein, wenn man die Theorie der Dglen so allgemein entwickelt,

dass man (f,g) = (Sl)f(:z:)p(x)g(z) dy + S;Sf(:c)P(zy)g(y) dxdy als Metrik zu-

lasst, mit der Vor: (f, f) > 0 Rest der Zeile unleserlich.

Ist ein lin. Raum vollstédndig bezgl. zweier euklidischer Metriken, so sind beide

topologisch d4q.: 0 <p < % <q.
2
Offensichtlicher Nachtrag:
Welche Topologien lassen sich durch euklidische Metriken erzeugen?
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Integralgleichungen, die beziiglich allgemeiner Metriken selbstadjungiert sind.
K sei ein Integraloperator mit brauchb. unstetigem Kern [mit Resolven-
te nur Pole 1.0rd. M|, B der Banachsche Raum aller in < 0,1 > stetigen
Funktionen 2 mit max|z| = |z|g als betrag. B’ sei eine lineare Teilman-
nigfaltigkeit von 9B , die alle Eigenlésungen ¢, von (1 — Ak)y =0 (zu endl
A ) enthdlt. In B’ sei eine semidefinite euklidische Metrik (z’,y’) definiert,
die beziigl |z|g stetig ist. K bilde B’ in sich ab und sei dort selbstad-
jung. bezgl. (z/,y’) . Ist dann s, die n-te Partialsumme der Fourierrihe zu
2/ € B ,sogilt Ks/, — Kz’ im Sinn der Matrix (2/,2’) = ||z||° Insbesondere
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unleserlich

gilt in B’ die Wformel im semidef. Fall: B =|/o,|*>, @ ¢, = Anteil
von der B s
(2, Ka') = 35, [ o), = (&%) 5 (¥, %) = dir |

Hieraus folgen die Extremaleigenschaften der Eigenwerte, wenn (2/,y’) defi-
niert.
Bew.: Ist p>0 gegeben und s/, die Partialsumme der Fourierreihe die alle
Anteile Bzu B |\, | € p enthilt, so geht gleichméssig

(MK (' —s))—>0 mit ¢ ©
Also (BMK) (2’ —s!)—>0  wegen Stetigkeit von | ---||
Nun ist wegen der Semidefinitheit der Metrik

|pK (2" — s,,)|| < ||=" — s},|| , sonst ware
| @ =) 2 | R @ =) 2 2 ) R (2 = )]
2 |2 = sl
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Also  [|K (2' —s)ll < 5[l (2" = sp)ll < 5 1]
lim [[K (¢ —s,)l| =0 ,da p=p(n) — o
n—ao

Ist A\, an 2’ unbeteiligt, so ist (2',4,) =0 fiir jede EL ¢, zu A, .
Das braucht man (noch einige A, abspalten) nur fiir den Fall zu beweisen,
dass fiir ein p> (\,) alle |Ap| <p an 2’ unbeteiligt sind. Dann ist aber
((pL)? 2’| = 0, also || (pg)? 2’| — 0, also

(£)" @) = (o (2) %) - @pKm,) = (0K #4,) — 0.

Das Entsprechende gilt fiir Systeme H Dglen.

System von gew. lin Dglen 1. Ordnung:

y+ Ay = ABy ; Roy(0) + Riy(1) = A {Soy(0) + S1y(1)} .
Die Aufgabe sei sa inbezug auf eine Metrik (zy) welche im Raum B der Ite-
rierten definiert, definit und bezgl. Gl Kgenz von y stetig B. Dann gilt

(Ky,y) = ‘)\X—: , wenn K der Iteratiionsparameter ist.

Frage: Kann man dies auch aus der H6lderschen Theorie bekommen?

94
Sa. Dglen 2m-ter Ordnung: (reell)
Mz=ANz, Rz=M\Sz,sei A=0 kein EW.
l l
Ord 2m > 2n

|- MFir alle Iterierten z,y sei (yMuz={aMy=(x, My)
§yNaz =faNy = (z, Ny)
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I (2, Nz) > 0 fiir alle Iterierten x # 0 .

z
z

y=9m =

L (2n+1)

aq. Y+ Ay = ABy Royo + Riyr = X (Soyo + S1y1)

Wiéhle fiir 9)’ Iterierte von Vektoren der Gestalt 9w dh 2)’: Bilder
Bvon Iter. z!

y1,y2 wenn y; = 9z; ist, (die z; sind dann selsbt It.)
[y1,92] = (21, Nz2)
Dann gilt Passeval fiir die Metrik z;, Nzo; im Raum der Iterierten.

Allgemein: Ist im Raum der Iterierten 2 eine definite Metrik gegeben, die
stetig bezgl. Gl. Kgenz von z, %,--,2(2"~1) ist, und ist die Iteration sa bezgl.
dieser Metrik, so gilt Passeval fiir die Iterierten.
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Durch Abschliessung entstehende vollstetige Operatoren.
8 sei ein Banachraum, A eine vollstetige Abb von B in sich. Metrik:
|| . In B sei eine bezgl. |z| stetige euklidische definite Metrik (xmy)
erklart, (z,z) = |z||>, A sei selbstadj. bezgl. (z,y) (oder normal). Dann
ist A auch bezgl. ||z|* in B beschrinkt, und wenn man 9B hinsichtlich
|z||* abschliesst zu einem ( B umfassenden) Hilbertschen Raum R , und A
stetig auf PR ausdehnt, so ist A in R vollstetig und hat dort nicht mehr
Eigenlosungen als I — ‘B , ausgenommen vielleicht zum Eigenwert 0 .
Offensichtlicher Nachtrag:
Wann enthélt 98 auch keine neue Losung zu A=07! B

Bew.: (1) Ist |A] <1,s0ist |A"z| >0 f. jedes x€B .

hieraus folgt || A] < ||z| wie S.92 unten

also Al <A in B
(2) Ist (A—A) ' eine meromorphe Fkt. von fracl\
bezgl. ||, so nach (1) auch bezgl. || || , und die Fortsetzg gibt auch

wirklich das Mzur Fortsetzg von (A — A). (Die Ordnung der Pole
bleibt natiirlich B). Stellt man die zu ), =0 gehérige Projektion
durch ein Kurvenintegral zunichst in B || dax, so hat es denselben
Wert auch beziiglich || | in % nach B, der endliche Rang dieses
Projektionsoperators dndert sich nicht beim Abschliessen.
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Def: Ein Operator A , der beschriankt sei, hat ,diskret” reines Punktspektrum,
wenn (1 — /\A)_1 x fiir jedes  meromorph ausféllt.  Das ist weniger
als vollstetig: A =F .

Frage: Wie hingt diese Def. mit denjenigen Op. zusammen, die gleichmés-

sig durch algebraische approximiert werden koénnen?  (Algebraisch:
f(A) =0 fiir ein passendes Polynom f .)

Von der Spektralzerlegung eines normalen Operators in einer linearen
Mannigfaltigkeit PR’ aus dem Hilbertschen Raum R wird man dann reden
kénnen, wenn der Anteil von A < )\g an 1z € R’ stets selbst € R’ ist. d.h.
E,\, R < R fiir jedes g, wenn das Spektrum reell.

Konvexe Korper, lineare Riime

1) Durch jede Stiitzgerade eines konvexen Kérpers geht eine Stiitzebene. Analog
im Rm Denn man projiziere || der Geraden auf eine Ebene E und nehme
Stiitzger. in F .

2) Ist R ein linear metrischer separabler Raum, a # 0 in R, so gibt es
mindestens einen Teilraum R’ <R mit R =R+ {a}, ||z’ +a| = |la| £
alle 2’ e R .

Bew: 1 auf eine aufsteigende Folge von Rdumen R, anwenden, die a

Letzte Zeile der Seite unleserlich
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Aufgabe: Oszillationsansitze von Sturmschen Aufgaben auf allgemeine iiber-
tragen, indem man in einer der Randbedingungen das rechte Inter-
vallende 1 durch eine Variable b ersetzt, und sie [eine von ihnen]
so abdndert, dass es genau eine Losung gibt, und den i.a. von 0
verschiedenen Wert des letzten Randausdrucks als Funktion ¢ von
b betrachtet (bei festem X ). Ist diese letzte Randbedingung gerade
y1 = 0, so sollten sich Satze {iber die Nullstellenzahl der Eigenlésun-
gen ergeben; mehrfache Eigenwerte kinnten eine Kurve ¢(b) geben,
welche in b = 1 eine mehrfache Nullstelle hat.

Spektrum im Banachschen Raum (Vertauschbare Operatoren)

Definiert man Sp A als die Gesamtheit der A, zu denen A — A keine be-

schrankte Reziproke hat, so gilt:

Aus [SpA| <1, |SpB| <1 und AB = BA folgt: |SpAB| <1.

Bew: Es geniigt, dies fiir [SpA| <h <1, |SpB|<h zu beweisen fiir jedes
x ist A"x beschrankt, also ist W <a,

ebenso [B"| < 3, also [(AB)"]| < af ,also Y \™ (AB)" folgt |A|<1.
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Aufgabe:

Frage: Ist SpAB< SpA-SpB, wenn AB = BA ? Ist richtig, wenn Sp A
nur ein Punkt ist, oder endlich viele Punkte sind,

98

denn dann kann man funktionentheoretisch in Anteile zerlegen.
Offensichtlicher Nachtrag:

SpA und Sp B in je ein einfach aus h Gebiet &,$ einschliessen (pas-
send gewdhlt), diese durch Polynome auf Kreisscheiben abbilden, dann 7
anwenden?

Das diskrete Produkt zweier linearer R&ume X, 2) ist der von den Paaren

Yy
n

erzeugte Modul mit den Relationen: > z;y; =0, wenn nach Wahl einer lin.
1

un. Basis &1,~,¢, indem von z;,~,z, aufgespannten Linearraum, und ent-
spr. einer Basis 7; - -n; , nach Einfiithren von z; = > & vi = 2, Bixmr und
formalem Umordnen alle Kraff der &;n; verschwinden. Zusammenhang mit
B Abb des dualen Raums 9* in X ? HMendl. Ranges zuerst, dann im Sinn
einer aus X%) induzierten Metrik abschliessen, wenn X , ) B metrische Riu-
me sind. Bei Hilbertschn X, ) ist die Identifikationsvorschrift wohl gleich-
wertig mit Yz, =0, wenn || Yz =2 (@i, ;) (yi,y;) = 01 stets ist
| Szwl® 0.

Kroneckersches Produkt zweier Transf., Determininaten Transform., Spektren?

Adjungierte beschrinkte Transf. eines Banachschen Raums ‘B8
Es ist stets W = m , aber nicht stets w = [i’l im Gegensatz zu R, z.B.

0
Ao = <1 % ) , B = Hilbertraum. Dund besitzt A beschrinkte Reziproke,
1 -

wenn @>O und |A'|>0. QUAO=<1P) mit |p| <1.

Pl
QI]A():QBA(T:(}”’Z), r<l, |p|<r.
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Die direkte Summe eines vollk. Raums mit seinem dualen, & = X @ U , it wohl
vollkommen, und besitzt ein inneres Produkt

(81,82) = w12 + Uzxy ,wenn s; = {x;,u;}.

Dieses ist hermitesch, aber nicht definit. Setzt man fiir eine stet. Abb. A von
X insich (uA)z =n(Az),und Asm = A{z,u}g = (Az,uA) , so haben diese
stet. Abb. s — As die Eigenschaft der Selbstadjheit.

(&fls) = (As, 5) reell.
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Sie sind aber nicht die einzigen dieser Art; sondern wenn (s, Ls) reell ist fiir
alle s,ist L{z,u} ={Azx + 2(v),uA + u(z)} mit wz(u) =u(z)z=0

Also wenn L selbstadjist L = A+ n wobei A eine Abb von X in sich, und
(s, NA)=0,wobei N WMEEEN: N {z,u} ={Ku, Mz} N liefert ein anti-
hermitesches inneres Prod. in X , und einsin 4 ,denn u-c(v) +v-2(u) =0
usw.

Zu A gibt es dund beschrinkte Inverse, wenn |A|>0  (S.98 unten), allge-

meiner wohl: wenn A kgenzgleich.
Kann man & auf verniinftige Art in zwei komplementére Teilriume zerlegen,
in denen dieses lineare Produkt positiv M negativ definit ist?
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Ein durchgestrichener Absatz (wahrscheinlich verdffentlicht)

Zur Schlussweise von Osgood.

A sei eine beschriankte lin. Abb. eines Banachraums 5 in einen anderen.

Dann enthilt jede Kugel &5 von B mit dem Durchmesser d eine Kugel £s ,

0= % , mit der Eigenschaft: |Ax| > 5@ falle z€ Rs .

Bew: 1) Ist |Az| <m fiiralle o =z +0, [J| <r,soist [A]< 22 .
2) In R ist p=sup|Az| > A]=2dA4]. (po=pm B >0)
3) Wiahle z7 € Rs mit |Azq| > pum und Rs mit z1 € Rs S Ry .
Fiir ze R ist |Az| > |Azy| - JA].
Folge: Ist A, gegeben, so gibt es in jeder Kugel vom Durchmesser d ein z
mit

1

|[Apz| > <8> ~dA,| (n=1,2,3,-+)

Frage: Wie weit kann é vergrossert werden?
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Vollstetige Operatoren A in Banachrdumen B. (1—ad)b=0
Diejenigen xz€B, an denen kein A\ # o0 Dbeteiligt ist, bilden einen
abgeschlossenen Teilraum TS B, denn 9 ist der Durchschnitt abge-
schlossener Rdume von endlichem Defekt. Ist 91 =0, so gibt es zu jedem
¢ ein [ derart, dass fiir jedes =z, an dem nur |\,|>1 beteilgt sind,
|Az| < e(z) ist.
Denn ist x, eine beschrinkte Folge derart, dass an z, Aj,-,\, nicht be-
teiligt sind, so geht x,, — 0 und daher y, = Az, — 0 (ist ndmlich fiir eine
Folge x, dieser Art z, — x , Bist an = kein EW beteiligt, also = =0 ).
Ist 91 =0, so braucht wohl trotzdem nicht die Menge der endlichen Linear-
verbindungen von Hauptelementen dicht zu liegen. Ist 91 =0, so ist B’AR
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dicht in 9’ ; daher folgt aus (v,) <C, kz', A*z, —0 auch z, —0 also
B -0, A¥z, —»0,alsoaus |z,|<C, A%z, —0 folgt Az, — 0 M, wenn
k>2,auch Az, —0

Allgemein gilt: Ist Au = 0 unlésbarin B, A vollstetig, B Banach, so folgt
aus A2r, —» 0, |z,] <C stets Az, — 0. Hieraus folgt: [Sind die Fourierre-
ste von z beschrénkt, Wachst der Anteil von A, an z hohstens wie |)\n\k
mit festem £k |, so liegt die Fourierreihe von Az .
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Ordnung p der Fredholmschen Determinante und Gréssenabschitzung.
Ist 0< % , so gibt es zi jedem ¢ > 0 eine unbeschrinkte Folge konzentrischer

Kreise um 0 , auf denen |A(A| > e’ " ist. Aus diesen ist also (1 — \M)™"
‘25 .

relativ klein , wenn B < el

Abhsngigkeit von (A —)) 'a von A bei symmetrischem A. (H.,b) >0
Sie (A—A)ay = a usw. Dann ist

ax — ap
A—p

= Q) B Im (az+iy7a) =Y HAI+1yH

||aac+iy||2 ist eine monoton fallende Funktion von |y|

y2 || a'p-‘,—zy ||2 n n n Steigende n n ll,
2 2 2
dann [lases|” = g iol* = (7 = 3) [ stipursil  und
Y aarigll® = lal® = | (A=) assy | vel. $.107 unten

Ebenso ist  ||agtiy — az+iy||2 = (z W)’ ||a$+¢y,z+z‘y||2 mon. fall in |y
—_——

und y2: monoton steigend

Vielleicht niitzen die Identitdten ( «, 3, reell)

(v=a) (v = 8) (B = @) aag |” + (v = a) las,]|* =
(8 =) laasl® + (v = 8) llag, |

A(A+B) Jaal® + B (A + B) llagl* =

AB (0= 5) awsl® + || | (4+ B) 4= (48 + Ba) | aus |
103
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Hilfssatz iiber ,positive” analyt. Fktionen.

Sie ¢(z) neg in einem Gebiet Imz >0 und dort Imp(z) 20. Man
kann sogar ¢ steig auf jeder Mnehmen. Bei vertikaler Anndherung an die
reelle Achse kleine |p| beschrinkt und auf jeder MM in jedem Punkt eines
Intervalls (p,q) limIm(z) =0 . Sei schliesslich 0 |pz| :;OC’ ,(z=z+1id,
p<x<q)gleichm. in z 6—0.

Dann ist ¢(z) negauch fir z=z, p<z<gq.

¢ sei durch Spiegelung auch in Im z < 0 erklért, ist vertikal stetig in H.

]
Bew.: 1) ;- { ¢zdz = B(r,s)geqq0 , unabh. von § (p<r <s<q)

27
C’V;sS
N s i6 Dann unabh von ¢ ngch Cauchy also
| N / J 1 B( ) 1 i s-‘,izé d s—gz& d
' i r,s) = 5— lim pdz — pdx
P é g . u;q 2mi §—0 r+18 r—id

N

Y

o'(t
-

0 r+i0

s+id s+id
=-=1lim2| § (p—¢)dz =%}im § Imedz>0.
2) Im Inneren des @ R: p—i,q—i,q+1,p+1
ist @(2) = p(z) + ¥(2) wobei p(z) = pd regulir ist
q+ié 1 1
und  Im¢(z) = £ lim { Imp(M)-Im {+—} d¢
T 560 —_—

N

Y

p+id -z (-2
q-‘—l >0
: _ O q¢ = 9 q¢ = <
_Bew: Setze p(z) = ﬁ § ?SZ) d¢ = _ﬁ § ?SZ) d¢ = _ﬁg ?(72 d¢
q+id R R n
) U(e) =g § AL =1lim o5 §
q—z§ Cpgq Cpé'q
qg—1
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q+id q—1i0

¥(2) = —— lim f de— f o da

2110 50
p+id p—ié
q+id
Im(z) = 1 limRe {---} = +i lim f Im ¢(¢)Im ! dz
T or a0 T ? (C-2)
p+id
q+id
Rega(C)ReC_ dz — f + f
p+io p—id p—id
1 e 1 1
:%%LH(I) IIIn@(C)-Im{C_ZC__Z}dx
p+id
q+1id
- f Re¢(¢)Re P dz
v (-2 (—z
p+id

Wegen Re {Ciz - E%z} = Re % (Statt [0Re(¢)] = 0 geniigt

[0Re p(¢)| < C' nach Satz von B.) ist limI5(d) =0

Offensichtlicher Nachtrag:
es geht auch [0Rey| = 0,denn 4| a,|| > 0 monoton, also gleichm (Di-
ni) bei festem a

3) Fiir jedes Teilintervall {r,s) in (p,q¢) und Imz >0 gilt

1
¢—z — C—=z

B(r,s) - min = < Im4(z) < B(p,q) - maxIm
<T-S> {p.0)

3

Bew: Imo(C) -mcinIm {} <Ime(C) - Im {Ciz + CiZ} < Imyp(Q) -m(axlm {}

q+id  s+id
und § > { ,da Imp>0 und Im {} >0
p+id r+i0
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4) 4=0.
Bew: Sonst wire B(p,q) > 0. Dann gibe es (Intervallhalbierung) ein
o, p<& <q;sodass es immer wieder Intrevalle r, < & < s, gibt mit

B(ry.s,) 2 2=t Bp,q) . (mit (r, —s,) —0).
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Setzt man z, =&y +i(s, — 1) , so wird

v v . 1
Ime (z,) 2 v T B(p,q) - minIm
v Pv — Zv
Im 1 _ +Im (20 —8) > _Su=Ty

=z, (€—2.)? 2(s0—10)°

Also Im1) (z,)

v

1-B(p,q) » 0, Img(z,) »0.

Nr 3 besser: ((1_1)2)7%+y2 B(p,q) <Imi(z) < %B(Z% q)
mygooom pn <€ <q, wioben r,s wahlen und y, = p, — qn
wihlen: Tm (x +iy,) 2 ZPnn) > D)
Imp(z,) =0, Ime(z, — 0,also B(p,q) =0,also Imy =0, ¢ = const ,
Pv=0.
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Zum Satz von Hoheisel.

Sei L eine lineare Abb. eines lin. Teilraums ¥ kompl. des lin. Raumes
R in 9 hinein. In R sei ein definites hermitesches inneres Produkt (x,y)
erklart und fiir je zwei Elemente auf ¥ sei (Ls,t) = (s,Lt) . Es gebe ein
a€R #0 mit folgenden Eig.: zu jedem 2z eines Gebietes & der z-Ebene
gebe es mindestens ein a, € ¥ mit (L —z)a, =a . Dann ist ¢(2) = (a,,a)
neg. in & .

Der erste Teil des Beweises ist durchgestrichen

Beschrénkt man sich mit z auf eine Umgebung von z( , die den Abstand

§ >0 von der reellen Achse hat, so wird wegen a,, = (L — z) %
2
2 - -
oz0ll® = || (2 - 2) 2= | 4 g2 | 22
a 2 2 || az—az 2
also  [|%%]” = 0% || =
laz — azll < 3120l - |2 — 20| < 55 llall |z — 2ol
- e(z")—w(zo0) z—a: 2 Az
ele)gleo) _ 2] rC0)| _ Jomtny _ uztnngl _ |(p, )
107
Nunist a,—ay =(L—2))b, also

la- = ax| 2 01|b]
1ol < 57 llall - |2 — 2|
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Alsomit z— zp, 2/ > 2z geht b —> 0, (ba) — 0, also existiert ¢’ (z0) .
2) zo =z reell: zeige, dass die Vor des Hilfssatzes von S.103 erfiillt

Im (a,,a) =Im (a,,(M —W)a,)
=1Im {(a,, La,) — Z (az,a;)}

=Imz-|la.|* > 0 fiir Im zM0.
Fiir z=x+iy ist (mit =" =b)

2 2 2 2
lag]|” = [laz||” = (Wb, Mb) — (Wb, Wb) =y +[|b]" = [|a. —az" >0, al-

)
. * B la.]?  folglich Tim Imp(z) =0 und [ < M o] -l
HE.
"Ahnlich Haz||2 — Haz||2 = (y'2 — y2> Hc||2 , =24 also fillt Hazﬂ-sz

monoton, wenn |y| wichst.,
Bist stetig in xg:  |@(2) — p(2)]

(a, — ag,a) = Hz‘y(l,a)n2
= |liy (az,az)|| = |y| — [|laz]|* > 0 f y — 0

108

r 2 2 . 2 2
Aus oyl 41 (5= 2) g = | (£ =2 =) | = ol folet
wegen (L — ) aqtiy - botiy , b= (L —x)a und Fallens von |6]|° , dass

y? ||agg+iy||2 monoton — 0 fiir y >0,

Aus (L—2)a. =a folgt |a| = |y|-|la:|®, also

2
lasll < 420, Jyl - o)) < lall® .

Z—T Z—T Z—T

Esist ¢'(z) = lim w = lim (a,,a,) = lim{ (az,a.) +  (az,a; —az) }
S —
rein imag. wegen
\a;—az\zl\am\z—\azﬁ

Da ¢(z) und somit ¢'(x) reell, ist

90/(1') = ;I_I)r(l) (az+iyaaac+iy) =0

2 20 12 1 .
und wegen |o(2)|” < |la.||” |la]”, lime(z) = p(z) gilt

2 2 . 2 2
o(@)]” < [la]l” - lim [|a. || = |lal|” - ¢(x).

B : Stets existiert 1ir% (@, ag+iy) denn (a, WCL) /", also polarisiert.
y%

NB: ,—" kgt (a, m@ —, b=(A—2+iy)a wihlen: Re (a,a,4+iy) = (a, %a)
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Offensichtlicher Nachtrag:

Esist jasogar ag4, beliebig oft diffbar auf jeder Vertikalen —. da |ag4iy]
] vgl. auch S. 167

109
Aus Bliss [26]: Dass jedes s zu allen EFn ; orthogonale stetige f (in

der Metrik) verschwindet (nur Moo relle ELosugen existieren), folgt aus der B
Wopu—oWayuqo 2 W22u in

(rfo) = WX ih= 21

fn existiert iiberall, da die orth. gerade als Losbarkeitsbedgg erkannt war.
genauer: fa=— (A+AB) f\=Bf

Einzigkeit der Quaternionen (Frobenius 35)
Sei 2=, Zahlensystem”=Matrizenring mit det A # 0 fiir A #0.
1) Ist ¥ (A) =0 die Gl. BGrades,soist By =0 HHE.

2) Durch Abspaltung von aF von jedem Basiselement Ai # F (M) kann man
eine Basis F; mit E? = —F erreichen. (i=2,--,1)

3) r=RgA#3,daaus FEsE;3=a,FE+W2E;+a3F3

fOlgt 7E2 = .E3 + .2E. E3 — CL3E s
E1Ey gibt a2 +1=0 gegen lin. unabh

3)Ist >3, FE)#Ey,soist (Ey+FE\)>+a(Ey+Ey)#b
(= P+a( = )#Y

Elim von

E=0
E=0

addieren: (a+d)Ex+(a—d)Ex+(b+b0 —u)E =0
110

a=da =0
(B + E\)> +bE =0
E Ey + EvEp = 2sp)F (Skk = 71) .

Daher ist fiir reelle Variable uj mit U = Y upFE)

U2 =E-ZS;€)\’UJ€U>\ =E¢('LL)
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Daher ist ¢ (n) negativ definit, also = — > u3 mit reeller B:

Up = D, AgAUx. Hauptachsentransf. definiter
Setzt man T =2 aprFr, Formen
so wird U= uEr = > 0\%, u? = va/z\-E,also

T2 =B, T3\ =-T%.
Hieraus folgt » <4 . Denn sind %3 %3, %y drei versch. Elemente # E ,
so ist (52‘53@@2 =F , also
ToT3T, = 2L, %3 =15

folglich gibt nur eine von F, %5, T3 verschiedene Einheit wegen lin unabh.

Der Satz, dass jede Subst.-Gruppe PR mit R =R* unendl. Basis des
Invar.-Systems hat, stammt von E. Fischer (nach Ostrowski, Math Ann
78(1918), 117). Ostr. beweist, das Entsprechend fiir Abelsche Gruppen, bei
denen jede matrix lineare El. Teiler hat, samt Transf. auf Diagonalform.
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Dass die Matrizen AA* = A*A diejenigen sind, die unitir auf Diagform trans-
formierbar sind, stammt von Toepler und Munabhingig. ver6ff. hat es Toepler
[36], dort auch Def. von ,normal”, Frobenius [35] hat diesen Begriff nicht, auch
nicht den der unitiren Matrix, entgegen v. Neumann MA 102, 377

Tautz Mvor iiber Daniell [39]:
Ty sei eine Funktionenklasse mit
(1) fo Dbeschrkt, reell (2) T, reell-linearer Raum (3) neben f, €Ty
ist auch f1 \% f2 = max (fl, fg) € TO
finfo =min(fi, f2) € To
In T, seiein Funktional I(f), reell, definiert, mit
M) T(fe)=cI(f), T(fi+ f2) = T(f1) + 1 (f2)
I f=z0 — I(()1)=0
(III) fi>fo>f3>. und f, =0 gilt I(f,) —0.
Die Funktionenklasse 77 bestehe aus den Grenzfunktionen monoton steigender
reeller Funktionen, wobei Mals B wert zugelaasen wird: das sd die abwirts
halbstetigen Funktionen: f, /¢ . Es geht dann I(f,) / ein, Funktional
I (p) (< ) wobei aber die Unabhéngigkeit von der besonderen Wahl der Folge

112

fn mnoch gezeigt werden muss, sie folgt aus dem
Hilfssatz: Aus lim f,, (x) > h(z) € T

folgt lim I (f,) =1 (h)
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Denn

Bew. mit g, = f, vh; limg, =nh
h—gi>h—gy>+—0,also =0 (M),also {g, > {h.

Nun folgt: Aus lim f, >limg,, — Um I (f,) =lim I (g,)

und damit aus = —

Die Axiome von (1)(2)(3) gelten mit der Einschrinkung: ¢ > 0
" (I)(II)(I1I) " "

Wiederholung auf T , statt 7, angewandt gib nichts neues; es gilt

wenn @, /o, ist I (¢n) /I (p)

Nun definiere

}(f)=inff(<ﬁ), e=f  gel
I(f) ==1(=1)

Es wird [ (f)<I(f). Wenn =, heisst f messbar, und wenn der Wert

endlich, summierbar; die Menge der summierbaren heisse 75 . Jetzt sind in
T wieder alle Axiome erfiillt.
Aus f, /' f, fn summierbar und lim 7 (f,) endlich folgt: UmI(f,)=1I(),

f summierbar.
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Daraus Masstheorie mit Hilfe der Kennfunktionen (char. Fkt)
limf, ist summierbar, sobald < einer summierbaren Funktion. Daraus auch
Lebesques Kgenzsatz.
Beispiele: I T, = stetige Fkt, I = { gibt Lebesque-Int
II Ty = stetig, I =§fdg, g monoton M
IIT Pontrjagens Integral stetiger Funktionen einer kompakten topolog. Gruppe
mit 2. Abzihlbarkeitaxiom (dh. es gibt eine abzéhlbare Uberdeckung von
® durch offene Mengen
und ab stetig von a und b gleichzeitig abhingig gibt Lebesqueint. in
Gruppen
B gilt immer bei Kompaktheit
IV Wahrscheinlich geht es entsprechend, wenn man statt reeller Funktionswer-
te solche aus einer hellegeordneten abelschen Gruppe entnimmt.
V Direchletsches Problem (BP =np(f)) fir festes P als Funktional der
Randwerte f einer Potentialfunktion n ansehen)

11

Inhalt Zaanen [10]
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I: Generalisation to Hilbert space of the theory of integral equations with sym-
metrisable kernels. The bounded linear operator K is said to be symmetrisable
on the left with respect to the bounded non negative definite symmetric ope-
rator H if HK is symmetric. It is assumed that the operator T = FK
is completely continuous, where FE is the projection on the orthogonal com-
plement of the subspace of elements f such that Hf = 0. The results take
their simplest form if Hf =0 implies Kf =0 and we shall assume this in
B them; when this does not hold the results in general apply to T insteat
of K . It is proved that the eigen values of K are real and that eigenvec-
tors ;1 and @y belonging to different eigenvalues A\; and Ay are orthogo-
nal, that is, (Hp1,¢2) =0. A form of the minimum-maximum theorem for

eigenvalues is proved, with N (f) = (Hf,f)% playing the role of ||f| and
H-orthogonality that of ordinary orthogonality. The expansion theorems takes

k
the form klim N|Kf- 3] )\nangon> =0, where a, = (Hf,¢p) . It is shown
—0

n=1
that if A # 0 the equation K f — A\f = g has a solution if and only if ¢ is
H-orthogonal to all the eigen-vectors of K* belonging to the eigenvalue A (if
any); the solution then satisfies
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k
A
lim N A7t —  _a,on | =0
kS <f+ g+;A(AAn)a‘p> :

where a, = (Hg,pn) , the >, indicates M difications to be made if A\ in an
eigenvalue.

in the special case K = AH , where A is bounded and symmetric, the

o0
expansion theorem can be improved; it now becomes Kf=73 Naipi+p,
where Hp =0. An example is given to show that the terml ]; cannot be
omitted in general. A similar result is obtained concerning the expression for
the solution of the equation Kf—Af=g¢.

II. The author specialises the results of part I to the case when K is a
symmetric operator of finite norm, which therefore possesses an L? kernel,
and H is the identity. He thus obtains the standard theorems on integral
equations of the second kind with L? hermitian kernels by a method differing
from the B (Proc. LMS (2) 43, 255-279 (1937)). He also proves that, if H (z,y)
is a positive semi-definite continuous kernel, there is an L? hermitian kernel
G (z,y) such that H (z,y) = §G (zs) G (sy) ds .
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III. The author applies the results of parts I and II to integral equations of
the second kind with kernels of the form K (x,y) = A (z,y)h(y) , where
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A(x,y) is an L? hermitian kernel and h (x) is a bounded nonngeative
function. He ahows that this generalisation of the theory of symmetricable
kernels is completely spplicable in this case, without introducing any further
restrictions on & (z) , (for example, that h (z)”" is bounded). He gives an
example showing that the additional term p (z) in the expansion theorem
may still arise in the second case. He also remarks that the results can
be applied to more general kernels, of the form k; (x) A (xy) k2 (y) , where
A(z,y) is an L? Hermitian kernel, ki (), ko(z) and [k (z)] ' are
bounded and k; (z) ko () is of constant sign. F. Smithies, Cambridge,
Endgland.

Inhalt Wilkins [67]: This paper contains a new definition for definitely self-
conjugare adjoint integral equations which is substantially weaker than that
originally given by Reid. For such systems it is found that all of the expansion
theorems given by Reid remain valid, but that there need not now be
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a denumerable infinity of characteristic values. Moreover it is shown that the in-
dex of a characteristic value is equal to its multiplicity as a zero of the Fredholm
determinant.

Inhalt Bellman [97]
Sei {¢, (x)} eine Folge von Fkt. aus L? (a,b) mit

(¢is O) = ik, a;=1,0= Z "(air)® < o

i#k
Dann gilt ,,Bessel™
w o
Fir by = (f,0r) ist D < S|f‘2 dz [1 + ffmd?] und ,Riesz-Fischer’Ist
1

0 o0
3 (by)? < o0 Mgegeben, so gibtes f (z) € 12 (a,b) mit 3 ‘bk —(fion)?| < 2okl -
1 1

Inhalt Farnett [89]: Sei A = (aix), Ri =2, (aw), Tk =2, (aix) , R =maxRy,
k

1
1
2

T = maxTy ; dann jedes HI < (RT)
(*A0)* < 3 Jau|”
ik

fir EWe es Ist ferner fir r*X =1
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mit

|x*A%| Sil2|all|+{ ’I’L—l ZZ ‘a/r'r - SS

s r<s

n @ZZ (lars + asrn?}

s r<s

1
2
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Fir EWe ) ist [\? <> (U,V;)? mit
Ur :Z|ar5|2a ‘/s :Z|ars‘2

Inhalt Smithies [92]:

b
Eigenwerttheorie fiir relle symmetrische Kerne K (s,t) mit (§K 2dsdt < w

a
(im Lebesqueschen M) im Anschluss an Schmidt.  Existenzbeweis fiir
b
K, = (K™ (s,5s) ds gilt mit pass. ¢ C : B  C>1 (wie Schmidt),

dann aber schliesst er fir y, (s,t) = e 2"K©®" (s,t) , dass
$$ (Xm — xn)* dsdt - C+C —2C =0, Xn (5,t) = X (5,1)

und  ({x?ds dt C’ >1,also xy#0 fest iiberall
2x (s,t) SK(Q) (s,7) x (r,t) dr ffast alle s,t.

§ =5 e

Ist ge £2, g=Rq,soist _ D anpn
Ist p,ge £2, soist S Kgdsdt =% anbs  (Hilbert formula)
Entsprechendes fur Schmldts assoz Elgenfunktmnen unsymmetr. Kerne;
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fiir unsymm. Kerne auch der Approximationssatz: Sei K (s,t) e £2(s,t),
a, (s) € £2(s) ﬂy( YeL2(t)(v=1,,n). Ist n fest, «a, variabel, so wird

SS{K Zoz,,ﬁu} dsdt:min:SS{K—Z%lW}zdsdt

n
=({{K?dsdt - 21: )\—112/ . (wie Schmidt)
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Verteilung der Eigenwerte im Schmidtschen Sinne von einem K (s,t) .
apg‘is(;’t) = K, (s,t) existiere fiir p=0,—,n—1 fest iiberall und zwar absolut
stetig in s fiir fast alle ¢, und K, c £P(s) fiir fast alle ¢ und ein punkt
1 <p<2. (Letzteres auch fiir »=0).

Ist dann

2
b b P
j fug (s+0,t) — K, (s,t)] ds p dt < A[9]**

a

fiir ein A wund alle geniigend kleinen ¢, wobei entweder >0, «a >0
oder =0, o> % —% , dann ist K (s,t) € £2(s,t), und fir n — oo gilt

|)\1n‘ =O(n*B’T) mit /6’=04+1—% .

Bew mit Fourier-Entwicklg im eigentl. Sinn (nach trigonom. Fkt.
Dies verbessert fiir symmetrische Kerne eine Abschéitzung von Hille-Tamastei
[93].
Ferner ist Y, %‘f"m = K (s,t) fast iiberall, und die W, falss entweder r > 0
oder r=0, a> % , fest iiberall absolut.

H. Weyl [94] hatte fiir stetiges %—f sogar - =0 (n*3/2) .
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Aus Dunford:

Eine f(z) fir z in einem komplexen Gebiet und f(z) in einem Ba-
nachraum ist analytisch, falls jedes ~f (z) analytisch, fiir alle lin Funktionale
v .
Potenzreihen auf dem Rande des Kgenzkreises s Landau neuere B d Fn 2. April
1929 Bin
Hardy-Littlewoods Umkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes:

0
Ist a, <2 (¢c>0) f(x)=>an2z" kgt fir |2 <1 und lim1 f(x)=0.
0 xr—

o0
Dann ist Y a, =0.
0

(Littlewood: The converse of Abel’s theorem on power series Proc LMS (2) 9
(1911), 434~448) Landau neuere Ergebnisse

Satz von Pringsheius 1912 f (z) = > a,2™ und g¢(x) = >,Rea, - " habe den
Kgenzradius 1. Sei Rea, = 0. Dann ist 1 singuldrer Punkt von f (z) .

Bew: 1) Seien alle a, = 0. Wegen 2" = 3, (7) i (z— 3)° divergieren fiir

v/ sn—v 2

x> 1 die Reihen ! mit Geraden =0 )

0 n n 1 1\V © 0 n 1 1\ o0 %) N
n§OVZ=:Oan(V)W (1'7 5) ’ ngougoa”(u)w(xii) ) VEO v! (xiﬁ) ’

daher f(z) singulin 1.
(1 y
2) Wende 1 auf ¢(z) an: Re ), ! ,(2) (x—3) dgtfir z>1

)
v
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Satz von Faton-M.Riesz 1916: Aus a, — 0 folgt Y a,z™ kgt in jedem
reguldren Pkte de EK und zwar gleichm. auf jedem abgeschl. Regularitéts-
bogen.
Bew: x1 22 sei ein Reg Bogen,
enth. in " "y 9
f sei neg im abg Sektor B 27 z5
Wie zeigen auf dem Rande des Sektors
gleichméssig nlgréo gn () =0, wenn g, (z) =

Unterteile 1) offene Strecke Oy
2) n n Z/l y2
3) abs. Bogen zj 2o

M sei = max|f| auf Sektorfliche.

1) |f(2) = sn (@)] < lapsr| 2™+ <engr, en =

lgn ()] < s”iil:lﬁ(l—r)-2=25n,und x=ry;; 0<r<1.

I ER iy

v>n |aV|

2) Wenn fiir jedes m =0 M + |ag| + |a1| R+ ~ +|ay| R™ = A,,, gesetzt
wird; z=7y1 (1 <r <R),gilt fir n>m
|f (2) = sn ()] < M + |ao] + ~ + |am| R™ + &5, (r™ 1+ ~ +r7)

n+1

< Ay +emt— also

lgn (2)] < (Am + sm%l) L (r—1)2R = Ay =5 2R + £,,2R
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. r—1 r—1 1 1 2A. R
Nun ist m<m—m<g,also |gn(x)|ST+2R8m

In jedem ¢ >0 gibt es ein m =m(r) , sodass 2Re,, < § . Dann ist fiir alle

BA,R € €
n>m und n> =2t g, <S4+ 5 .

z) — sp ()| < M + |ag| + ~ & (R4 ~ +R"
3) fir n>m ist If () (RZ‘H [ao] ( )
SAm+Emﬁ

ferner |z —y1| <2R, |z —y2| <2R.

90 @) < (Am +em BT ) im AR = A s + o 155

Aus Steinitz [104]: Ist Z eine lineare abgeschlossene Punktmenge, + ein nicht
zu Z gehoriger Punkt, so gibt es einen abgeschl. Halbraum, der Z , aber nicht
v enthalt (S. 157).

Lasst sich (im R, ) v aus «g, —, , mittels positiver Koeff., deren Summe
1 ist, kompruieren, so kann man aus den Punkten o n + 1 oder weniger als
n + 1 solche wéhlen, dass sich schon aus diesen ~ mittels positiver Koeffizien-
ten, deren Summe 1 ist, kompruieren lisst.
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Aus Bonnesen-Fenchel, Theorie der konvexen Koérper, B. III; (1934):

S. 5: Die konvexe Hiille einer abgeschl. Menge ist der Durchschnitt aller abg.
Halbrdume, die die Menge enthalten. Ist die Menge konvex, so ist sie gleich
ihrer abg. Hiille

S. 6: Jeder Randpunkt der konvexen Hiille einer abg. beschr. Menge 9 liegt
auf wenigstens einer Stiitzebene von 9t . (Stiitzebene, enthilt Punkte von 90t ,
und 9 liegt in einem der beiden Halbrdume.) Durch jeden Randpunkt eines
konv. Korpers geht wenigstens eine Stiitzebene.

S. 8: Der Schwerpunkt S = ﬁ - §{ xdm einer beliebigen nicht negativen Mas-

senbelegung in einer beschr. abgg.JI Menge M gehort der konvexen Hiille von
M an.

S. 9: Jeder Punkt der konvexen Hiille einer abgeschl. Menge liegt im Inneren
oder auf dem Rande eines Simplex, dessen B zur Menge gehoren.

Noch aus Steinitz [104]:

Ist Z eine beliebige endl. oder unendl. Pmenge, r die Dimension von Z
(=Durchschnitt aller konvexen Mengen, die Z enthalten), es lisst sich zu jedem
Pkt ¢ aus Z eine aus nicht mehr als 7+ 1 Punkten bestehende Teilmenge

A von Z so bestimmen, dass ( in A ist.
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Aus Inhalt Halperin [23] :
In LEpn(x)%ﬁ—---vao(x)
sei 1) pﬁ‘” (z) absolut stetig fiir 1 <r <mn

2) p'") (z) Lebesque sei Msummable fir 0 <r <n , dh wohl € £2

3) Ipn () 2e>0
D sei der lineare Raum der f(z), fiir welche f("~1 abs. stetig und
f e £2 | Da der Teilraum mit f(z) =- = f"" D (z)=0 fir =0 und
r=1. L definiert lin Op. 7,7y in D, Dy .
Satz: T und 7T sind abgeschlossen, die adj. Op. werden durch die Lagren-

gesche Formel 3, (—1)T% in Dy bezw D gegeben.
r=0

Dazu Friedrichs Math Ann 109, 465  Ferner gew. Dglen L (—o0,0)
und partielle 2. Ord.

Aus Davis [20] : Ty (zy,A\) & T'2(z,y,!) seien die Greenschen Fktionen

2n+An =0 Ln+In=20
zu (1) {Ni () =0 und (2) {Vl(n) o

( L = gew Diff Op n-ter Ord.)
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Sind A\, , Ap+1 zweier aufeinander folgende reelee Eigenwerte von (1) und
b
ist §[T1 (z,2,1) =T (x,2,0)] deM fir A\, <1< A\p41, so liegt ein EW [, in

a
Ap <1y < Apyr -
Frieder M A 109 465
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Der hohste Elementarteiler
en (A) einer n-reihigen ganzzahligen Matrix ist die grosste Zahl, die als g.g.T.
der Elemente von A, auftreten kann, wenn die El von ¢ teilerfremd sind.
Hieraus ist klar e, (AB) 1 e, (A) e, (B)

en (A) = Durchschnitt aller Ideale (Ar) mit (r) =1.

Die Stammringe, die bei Permutationsgruppen auftreten, sind alle halbeinfach.
Die anderen auch?

Identitit von v. Neumann [109]] :
¥? (AB — BA) — vartheta® (AB* — B*A) = — Sp{(A*A — AA*)(B*B — BB*)}

Frage: Kann ein algebraisches Spektrum leer sein, dh. gibt es A so dass
(A—X)"" fiir jedes \ existiert? Bei A , das symmetrisch bzgl. einer
definiten hermiteschen Matrix ist geht das nicht nach 106.

Jal vgl. S. 136
] & 1/2
Frage: Ist 0/, vollkommen? Mzn|”" < 0
1
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4.11.48 Zur algebraischen Eigenwerttheorie. Operatoren endlichen Defekts

Die lineare Abbildung A des linearen Raumes X in sich besitzt

Def:  den (endlichen) Defekt n , wenn 1) Ae =0 genau n lin. unabh. Losg. hat

Schreibe n = def A 2) Dim X|AX =n

Satz: 1) Ist I invertierbar und R von endlichem Range n , soist A =1+ R von
endlichem Defekt < n 2) Ist umgekehrt A von endlichem Defekt n , so gibt
es I invertierbar und R vom Range n mit A=7+ R .
Bew. 1): Rechnung durchgestrichen

Beweis
a) (I+R)x =z ist gleichwertig zu (a+ [ 'R)z =1"'zy dh, man
besser 128/9 kann [ = identischer Operator annehmen,
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n
Ist R=>rn,, soist x+ > ,r,n,z=x
1

wegen x = >.1, +7, + o 4q zZu 2 (U +7) =0 u, 2B =0
d.h. D VUL Ty Y = —UTo
Die Anzahl d der lin un Losgen von Ae =0 ist = Defekt (u,7, + 0,.)
U1
> d linearen Bedg-
UnTo

gen geniigt; da die n, lin. unabh., sind dies d lin unabh Bedggen
Ty = - = vgro =0 .

16sbar ist das System d.u.n.d., wenn die Spalte <
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b) Ist umgerechnet def A=n und €= {e;---e,} der Nullraum von A,
so wihle einen maximalen zu ¢ fremden Teilraum 9t (M). Es ist
X=M@C, dh. jedes v =m+ D eu,x, u, linun. wup,e, =0, Seien
weiter r1,~,r, ein lin un. System von X und AX

x=Ay + Z YTy
Setze I = A— > r,u, gleichwertig zu
(1) Az — Z rLULT = Tg
[z=m+ > e,M eingesetzt gibt

Am — Zruuym - Zrufyu =g |
Az — Zry’yy =1z besitzt eine Losg z, 7,
also ist (1) &q. Az —2) = Z’l"y (upx — )

dh.zu z=2z+4+e¢ (de=0) & wr=r,
dh. zu AE =0, u,e =", —u,x .
Da dieses System stets genau eine Losung e hat, hat
Ix = xy stets genau eine Losung x.
Offensichtlicher Nachtrag:
Sind A, B von endl. Defekt, so auch AB .
Unterscheiden sich zwei invertierbare Operatoren nur um einen Operator des
(endl.) Ranges n , so auch ihre Inversen:

A7t —-Bt'=-A"Y(A-B)B™.

128
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Zur

Also

Def:

Nichtexistenz von Hauptloésungen hoher Stufe:

Es gelte (A—X\)"h=0 und A—X)"(A—X) '"h=0 fir A\—>H
Dann ist (A=) \m )k_1 h=0
Bew:

(A= N7 [(A=20)" = (= 20)" ] 0 =

[(A — ) T A= X0) (A=) TP (A - )\0)’“_1] h

Aufldsungstheorie fiir (I) (¢ — R)x=c, R=>r,n, =r,u,
]

7y, U, lin anabh.
r=c+Rr=c+¢&r,

Rc+¢&,Rr, =&y

(I) 4q. zu & — &, - uyr, = uyc
Also ist (I) dund l6sbar fiir jedes ¢, wenn ¢ = det (0o —uarg) #0. Ist

A#0, (605 —nars) " = (Yap) , soist (1—R) " =1+ Y rothagus Also ist
ap

(1-R)x =0 losbar, wenn A =0.

(I) dund 16sbar, wenn Rg (dap — uars) = Rg (dap — narp, uac) Die An-
zahl d der lin un Losungen von (1 — R)z =0 ist <n und es gibt d lin.
un. Linearverbindungen u/ der w, mit der Eigenschaft: Dund ist (I) fiir ¢

p
lésbar, wenn wuj,c=0 (p=1,2,---,d) Daher hat der Bildraum (1 - R)X

den Defekt d .
Sie A eine lin. Abb. des lin Raums X in sich. A hat den endlichen Defekt

d , wenn .. wie auf 126.  Ein Operator endlichen Defekts kann Hauptlosungen

i
1
I 1
(zu A = B ) beliebig hoher Stufe haben: A = 0 1 hat e, als HL
1

der Mz.B.in o,

129

Auflésungstheorie fir Ax =c, A=I"1'—R, R=>Yr,n,

T

A hat endlichen Defekt d <n ; dund ist Ax = ¢ 16sbar, wenn
u,lc=0 (p=1,2,--,d) fiir d passende lin. un. lin Wder u,

Dund ist Az =0 losbar (x =0), wenn A = det (dap — ualrg) =0

Die Losungen von Az =c¢ sind =z = Ic+ &, 1Ir,

mit & =& -udry, = u e
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Sei A#0.1Ist (Jap—ualrg) ' = (Vags) , so ist
Al =1+ Z 1/)(15[7“&1,05> I=1+ ITawaﬂuﬁI
a,B

Daher RA™! =rotpapupl .
At =T+ (E— IR)AIRI =I+1 (E — RI)_1 RI
wobei {E—IR die @ von F — IR aus IRR
E—-RI " " " FE—-RI " RIR
Haupt-Nullssungstheorie fiir A =1"! —ru
Sei 0 = A =1—ulr ,sodass es genau eine lin un Mmit Ae =0 gibt: e = Ir

B + h fiir Losbarkeit von Az =c¢ ist ulc=0

also n # h fiir Existenz von Hauptlosungen der Stufe n: 1 — ulr = nl?r = -+ = ul™r = 0
& alle Hauptlsungen sind >, I"r .
1
denn richtig fir n =1 ;ist n > 1, so folgt aus A" 'IYr =0
(v=1---n—1) & nl’r=0
ArJny = An—L (I’1 — rn) I"r =
Ar=ipn=lp — An=lpy?r =0 .

Dh. man A =1—ulr, A = —ul?r, A" = =2n3r ,.., A=Y = — (n — 1) nI®r,
so ist n&h fiir Existenz von HL der Stufen: A=A’ =..=A""1 =,

130

Es geniigt wohl Stetigkeit von ng (a — )\)_1 rg nur in ITA"R .

Hauptlosungstheorie fir (A—XN)"2=0, A=K-R, R=>rmn,
T

(K—X)"'=1I(\)=IM existentf. \c B
Hauptsatz Vor: u,lz ist beschrinktin & , fiir jedes M o und x € X . Dann ist entweder
jedes A & EW, oder die EWe hiufen sich nicht in & und jeder hat endliche
Ordnung. M: n.Irg B; ny,Ih o wenn h Hauptldsung
Bew: 1. wuylz ist reguldrin & .
2. Setze A (M) =det (0o — nalrg) , ist regulirin & .
Bei 0(\) ist nach 129 jedes A EW. Es geniigt auch, wenn
ol (\) K~ "rg |1| fir jedes feste n  vgl auch 166

Ist A(A)%£0 und @ A(0) =0,soist 0 EW endlicher Ordnung.
Denn dann haben die 7,3 von S. 129 nur Pole in A = 0 ; sei ()\kwag) <M
(,B=1---n) B A(N), 0<|)\ <e.Dort ist, wenn A**1h =0,

(A=) (AR = AFF) = AR 4 AAF 1 4 A siehe auch Vg
—R(A—=N)"" XNt h = RA*R 4+ ARA* 'h+ -+ \'Rh
nach 129 Mitte — oo\ T IngIh = - -
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Die linke Seite geht — 0 fiir A\ — 0, also 0 = RA*h wegen AAFh =0 ist
auch 0= KAFh = AFh .

NB: Mehr Bewegungsfreiheit hat man, wenn man nur fordert: u,fx von rationalem

Charakter in &
Beispiel: X =om ; r={z,} —0<n<0; |z, <M,
01
),
Fir K = 01 , K—( 1> wird
01
01
_ Tpo1+ Alp_2 + AN22p_5 4+ - Al <1
I=(K -\ {za} = { 1 1 1 }
{_Xxn — )\721'1'7,4»1 — )\731:”4’2 —_ } |)\‘ >1
0 A <1
AN = A<
-1 Al >1

Aufgabe: Die Beschranktheitsvorrauss. vermeiden nach Art von 129 unten
(Einfiihrung von Quasiableitungen).
Folgender Text steht quer am linken Seitenrand oben:

-1
NB: (A-N)'=(K - A"+ (K-)N" {E ~“R(K — )\)_1} R(EK — A
wobei — in R(K —A) 'R zu bilden ist
131

Operatoren endlicher Ordnung.

Def. Ein Operator A deslin. Raumes X hat die endliche Ordnung o4 , wenn man
X direkt in die Summe zweier A-invarianter Teilriume X = X; + X5 zerlegen
kann mit Dim X; = 04 , derart dass

A"X, =0 fiir ein n und Def A =0 in X5.
Sei entsprechend A =A4;,+ A4, N AXo =A% =0, Az, =1
Besser: A = (A] A2) 1=1;+ 15 11X, =1%, =0 , Lz, = x;
usw. Besser: A hatendlOrd vg ,wenn 1) def A endl
2) def A" = def A"*! | dh def
1. Hat A endliche Ordnung o4, so auch endlichen Defekt d <04 . Denn
-1
1 L _ .
(1 A2) = ( A;1> ) (1 A2) - (A AQ) = (1 = 0) k, = sigmas Umkehrg
gilt nicht (s. S. 128 unten).
2. Ord A ist eindeutig durch A bestimmt: 04 = Dim X/A"X
Dund hat A endl Ord, wenn A endl. Defekt hat und Ord 4 0 endlich im
3. M 1945 Daher iibertrigt sich auch der Absinderungssatz auf Op. endl. Ordnung.
Def AF = Def AF+1 |
Der urspringliche Punkt 3 wurde surchgestrichen
4. Dundist Ord A endlich, wenn A andl Defekt hat und die Defekte

73



152

Def A™ beschrkt sind, dh von einer Stelle ab konstant. Ord A = max Def A™ .

Bew: 1) Sei Def A" = Def A"+l | X, = A"X, A"X;=0. X1 AX2=0,
da z9=A"2, A"z, =0 folgt A"z =0, A"x=0, z9=0.
X=X1®Xy. AX <X, ; AXy = Aty = Anx = Xs . Aus
Axg =0 folgt xo =M also Def x,A=0.

2) Sei Ord A=wv,4; A"X; =0. Dann hat A nach 1) endl. Defekt,
und def A™ = def A"*!  da A"X = A"H1X .
5. Dund hat A endliche Ordnung, wenn A=71"!-R, RgR endl
IR=RI.dh. A+ R =1 invertierbar, Av R .
Bew: dann 7/ =1 B: aus A"z =0 folgt x € RX ; nur dann: A = (A1 Az) ,
P ()
oder: Dim RX + IRX + I’RX +.) < »

Def: Ordnung von (A — ) im Gebiet & =ord (A—X) = ] ord (A —)), wenn
AeB
|

dh. A — X\ soll stets endl. Ord haben, mit = 0 bis auf endl. viele X .

Hauptsatz: Dund hat A — A in einer Umgebung von A =0 endliche Ordnung,
wenn es einen Op. K gibt, derart dass in einer Umgebung & |\ <e <1
und §(\) =0

ordg (K—A) =0 und A=K —> ru, und uu(K—/\)_lx o fir \H
1
dh. —K-R " R(K-N'z o "

a) Dann: 130
b) dann: Sei ord (A—X) =0 in 0< [N <e.
0 sei EW; X =X; + X5 nach 131. A= (A1 AQ)

) -1_ (%
Setze K = (1 A2) ; (K — )‘_)1 _< ’ (AQ—A)*)
R=("""y) R(K =N aw=("3"0) () (5)
B =1 z1 1-Ay)z
= ((1 AD(I-2) g) (23) = %

133

Hauptsatz 132
Im (hinreichenden Teil) darf man die Beschrinktheitsforderung nicht H.
Beispiel: Wihle {K so, dass ord (K —\) =M und vonden (K —e,)"'r
r,en =0 Al <1
fir n=1,2,--- je unendlich viele lin. unabh; (das gibt es zu jedem
r, fir das Dim (K —A)"'r=o0 fir |\ <e, f. jedes e. Ist aber
Dim (K —X)"'r=n fir |\| <&, so B(K—X\""rBX, DimX =n,
rc(K-NXcKX¥®X' ; r=Kz\ -y, A#0.
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Hier endet der
Pfeil von der
vorigen Seite

Satz:

Besteht zwischen einigen 2z’ genau eine lineare Beziehung, so seien deren
Koeff &) ; Dann gilt die Beziehg mit A{) nicht, daher ist =z < X !; daher
K-X'c X' ,dh. r liegt in einem K-invarianten Teilraum endl. Ranges.
Obige Bedingungen sind also immer erfllbar, wenn es eine Element gibt, dessen
K-Iterierte lin. unabh. sind.

_ 0 2
Dazu wihle man v mit u (K —&,) Ly = In
1 24n
Dann ist A (g,) = é ;|Zn ; also ist A =0 Hé&ufpkt von EWen sowohl

wie von Nicht-EWen.

Aber vielleicht kann man die Beschrénktheitsvoraussetzung mildern, wenn A

(selbstadjungiert) besser: symmetrisch in bezug auf ein definiertes hermitesches

inneres Produkt (x,y): (Az,y) W (z, Ay) . Hieraus deutet der Umstand hin,
dass im Falle R =ru,

— z,(K—A\)"1r .
(A—)\)BZO U;(K—)\) 1$:W gllt,
wie fiir Losbarkeit von (A — A)y = ¢ sowohl u (K — ) "¢ =0 als (c,e) =0
n&h sind

Offensichtlicher Nachtrag:
NB: Es geniigt auch die Vor: A ()\) reguldr. (von selbst =0,

13/

Ist also AX=0, soist u(K —\) 'z =ulz stetig beziigl. |z| = (z,z) ;
[und tibrigens ist 7 = I — ——Irul? zu (A— ) inversim Raum (a —\) X,
der vom Defekt 1 ist.]

Bezeichnug: bei hermitescher Metrik schreibe (z,y) = gz

y ist also die durch y erzeugte lineare Funktion

Jeder hermitesche Operator endl. Ranges hat die Gestalt >, +r,7, . Denn
ist er =R=)>s,u,, so ist im Raum ~ der s, rs # 0, da sonst
Rm =R-Rt=0, woraus s= Rt=0 folgt. Also macht R eine her-
mitesche nichtsing. Abb. von ~ in sich. W4&hlt man als Basis von -~
die Eigenlosungen von R, so witrd Rr, = A,r, , dh. wenn R = > r,v, :
UpTy = N\Oup = Cy - Ty

Bei geeigneter Normierung also

Rr = Zir,,ﬁ, .7

Dasselbe gilt aber auch im Raum 9t der zu allen 7, orthgonalen ne X Ist

R=>rw,,so 0= (r,wa,n)=(xz,rwmn),also r,wuyun=0 w,n=0.
Folge: Statt Beschrktheitsvorrauss. geniigt: K symmm. Genauer:

Gibt es zu dem bezgl. (z,y) symmetrischen A ein symmetr K , sodass

K — ) invertierbar fiir alle Ae ® und A=K — > r,u, ,soist Ord (A— )

endlich in der Umgebung jeder Stelle von & .
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Denn nach 106 ist (K —X) 'z regin & bezgl. |||, und nach 134 ist w,
stetig bezgl. | ||, also wu, (K —A) 'z regin @ ; nach 130 ist auch A — A
endlich un A kein HP.,da s(A\)#0 W

185

Verschirfung von Hauptsatz 134 fiir Hilber-Rdume X :

A sei eine iiberall def. symm. Abb. des Hilbertraumes X in sich, und
zu jedem ¢ =0 gebe es ein R endl Ranges (aber nicht notw. symm. oder
stetig), sodass A=K — R, wo (K —\)"' existiert fiir |\| >¢. Dann ist
A vollstetig.

Bew: A ist beschrkt, da iiberall definiert; und ist A; # 0 kein EW,
soist A — Ay invertierbar, also (A — )\1)_1 beschrkt, dh. X; kein HP von
EWen )\, : Ginge A\, = A1, B (), — \) < # , S0 setze x =Y y,e, €X,
wobei gamma,, = % fiir n>ord A\; . Die B ~, bestimme so, dass = L e
fir alle e zu Ay, sodass (A—)A\)y=x losbar in X. W y=> 0,e,,
J}=Z()\n—)\1)(5nen, %26()\71_)\1), 60— 0.

Also gibt es keinen HP der EWe ausser A = 0; A vollstetig.

Will man allgemein die symmetr A untersuchen, zu welchen es zu jedem ¢
ein R gibt, sodass A+ R =K ,spektral <e” ist, dh. K — A~ exist. f
|A| > €, so kann man sich auf (metrisch) beschridnktes A beschrinken, denn
man kann statt A A; = 1_‘;‘% betrachten (das unterscheidet sich von H%
nur um endl Rang). Dieses A; besitzt fir A <0, A>1 Inverse, ist also
beschrinkt: |[A4;]| 1.

Ist speziell A = K — ru , so ist das Spektr. von A reines Pktsp;

1536

keine EL8sg e zu A # 0 ist zu r orthogonal, denn sonst wire e L (K —\) X =X .
Es gibt also nur abz&hlbar viele Eigenwerte.

Die Fourier-Koeff. ax(x), A#p, streben bei A—-pu (p= oder

# EW) stirker gegen Null, als jede feste Potenz (A —px)". Denn
(A=N)x=(A-N"x.

Ganz ohne Beschréinktheits- oder Vollstédndigkeitsforderung gilt der Hauptsatz
13M nicht, selbst nicht fiir Rdume X mit def. inn. Prod. und symm. A
Gegenbeispiel: X = Ges. d. {z,}, n=1,2,3,---, mit z, =0 (n_k) fiir
jedes k. (z,y) =X xnTn - Sei e, ={0--:0,1,0,---} , Ae, = %en ;= {%}
es gibt eine Linearfktion u auf X , sodass we, =1 n=1,2,3,--- und fiir
p#lou(Ad-— @) 'r =0 ; denn je endl. viele e, und (A — ) "7 sind lin
unabh., s. schrdger Pfeil und durchgestrichene Positionsangabe. Setzt man
dann K = A+ ru,soist K — X\ von endl. Defekt fiir jedes A\ ,auch A — \.
Also ist K — A invertierbar, sobald aus (K — )z =0 folgt = =0. Diese
GL. besagt nun
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(A=XNz=0ruz . Ist A== sofolgt 0= (e, (A—N\)z)=—(e,.ruz)

= —%-ux, also (A—XN)xz=0, x=const-e,, 0=const-ue,,

const =

Ist A#21 soist A=1+u(A- A) ' =1, also existiert (K —\) '
Fiir dieses K existiert also (K — \)™" fiir jedes |A| < o0 , das alg. Spektrum
von K ist leer! ( K ist nicht symmetrisch)
Also ein Nichteigenwert von A ist HP von EWen, namlich O. |(>\)|YS1A =
gegen Hauptsatz 132.
Offensichtlicher Nachtrag:
s. auch IV28

Folgender Text steht quer am linken Seitenrand unten:

Aus (M)e, =0, Zg,,(A—%)_lr—i-Zu,,e,,:O folgte M p(A)r <0 mit
T

p@)=m(@-2)(z-2) 26 (x—-2)7".

137

Uber die notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir das Bestehen eines
Kleinschen Oszillationstheorems.

Inhalt [21] Richardson: M notw; Mhinreichende Bedinggen dafiir, dass das
GLSystem (mit n €3 abh. und unabbh. Vaeriablen?)

(i=1,-,n).

(pi > 0) mit der Nebenbedgg. wu; (a;) =u;(b;) =0
Losungen n; (x;) besitzt, die in ihren Intervallen vorgeschriebene Anzahlen von
Nullstellen haben?

Inhalt [117] Dines: (Math Rev. 97 (1948), 324): The author derives from an
earlier result (W42, 353-365, 1936) a singular proof of the following theorem of
v.N.: Let ¢; and b;; be two real m by n matrices of which the first is
positive (a;; > 0) . then - there exists a unique A and nonzero, nonnegative

m m
vectors = = {x1 ~ Zn}, Y= {y1 —Yn} ,suchthat A > a;;z; = >} b;jz; and
=1 1

Jj= Jj=

n

n
A D aiy ) by
i=1

i=1

Inhalt Hilding [119] : Let {h,} be a complete orthogonal set in Hilbert space.
The author considers the question of when a set {g,} sufficiently ,close” to
{h,} is also
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complete. The results are there. Let 7, = | g, — hn|. Then {g,} is also
complete if (1) Y72 <1 of (2) [lgnll=1 and Y72 (a—1r2) <1, or (3)
(gn>hn) =1 and 3,72/ (1 +r2) < 1. The reviewer does not follow the remark
on page 3 that the condition )72 < oo is necessary in all three cases. [An
extensive Mon the subject is ignored. A bibliography can be found in a paper

of the reviewer, Am of Math (2) 45, 738-739, 19441 Math Rev. 6127].

Das Verfahren von Leonhard zur Stablilitdtsuntersuchung (M 38) 17-28) ist im
wesentl. das gleiche wie Brehler, J. reine angw Math 87 (1879) und Hermite
Bull SMF 7 (1879). [Math Rev 8154]

Inhalt Lorch [123] : Dafiir, dass ein normierter linear reeller Vector-
raum ein (ohne Vollstindigen!)  Hilbertscher ist, ist nach [124] n&h:

lf+g+|f—g*=2 {|f|2 + \g|2} und nach [125]: aus [f| = |g| folgt stets

|af + Bg| = |Bf + ag| Hier folgt dariiber hinaus: 1) Es gibt ein festes fyfl) ,
sodass a |f +g| = |[f —g| folgt [f+yg|=][f—M|

2) By 0,1 Aus |f| =|g| folgt |f+ygl=|vf+ 4l

2) Auf f+g+h=0, |f|=|g| folgt |f—h|=][g—nhl

139

4 |f+g+hP+|f+g9g—h>=|f—g—h|>—|f—g+h|* ist unabh von h
5) Aus |f|=|g| folgt |vf+ag|=|f+g| wenn aMO .

Inhalt Hoheisel 65: K (s,t) sei stetig, reell, symmetrisch. {f¢, = { Ky, dt}
Def: A\ heisst EW, wenn es ¢, gibt, [[pn||=1, (1—AR)p —>0.
1. Jeder EW ist reell. 2. Fiir jede endl Menge von versch. EWen ist
A2 <4Affu?dm dm
Def: X heisst Vollwert VW, wenn 1 — ARy = f fiir jedes stetife f eine stet.
Losg besitzt.
2. Ein VW ist kein EW 4. Sei A VW, R(s,t,\) die Lésg von
(1-XR)R =K . Dann ist R stetigin s,¢.
Ist A VW, so auch jedes A\ einer Umgebg von )\ . (Neumannsche Reihe)
Jeder Haufpkt von VWen ist VW oder EW.
Es gibt nur VWe und EWe.
Ist K #0, so gibt es einen EW
Bew: 2R =(R(s,t, \)R(Tt\)dr
R(s,t,A) = R(ts)\)
fir Uy (\) = ({ R? (stlambda) dsdt > 0 gilt dann
Us(A\) =A§K (st)R(Ts)) drdo,

o oUW
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N2(K2 (st) dsdt . §§R*dsdt = A2 -0 - Uj(N)

140
A>0: AN'—oUy'<0—0 lim Uy'<0
A— 400
A<0: At —oUt >070)\hm Ust=>0
——00
Daher U (\) = 0')\2 Ang =0 £ oalle A
Us (M) = ( 2 (M) +Us(=A) 20
Nunist Uj;(0) = Uy (0 ) Usg'(0)—-o0,

U3 (0) = U”” (0) = =UY (0) = =U{ (0) = =6 (§ K3 (st) dsdt <0 .
Andererseits 41U (0) = &1{1(1) Us(\):A*=0.
Existenz von Eigenfunktionen ist gleichwertig
zu R(s,t,A) = A(s,t) (A= Xo) " + B (s,1;\)
wo B stetig und diffbar in \q . Hieraus auch Lésbarkeitsbedgg.

Inhalt Doob&Koopman [114a] :
Sie @ (A) reg fir ImA >0, Ime(A) =0, tlirf sup (iTp (it)) < o ; dann
—+00

gibt es eine eindeutig bestimmte, nicht abnehmende Funktion «(z) in
—00 < T < 00 mit

lim a(x)=0, a(z+0)=a(z), a(x)stlirlloo|tlgo(it)| mit () = S do‘(”) +c,

Tr—>—00

¢ reell

Ist insbes. T eine sa lin Trans des Hilbertraums § mit Ry = (T — A) '

141

fir ImA#0, f€$H und ge H, so gilt

(rafg) = [ BRI o 5 eine

—00
komplexe Funktion ist, deren reeller und imagindrer Teil in —o0 < x < 0 von
beschrankter Variation sind.

Inhalt Lichtenstein [111]: Sei T ein ebenes Gebiet, S sein glatter Rand, T,

das Gebiet der Pkte in 7', deren Abstand von S > h ist. Zur Lésung von
1) o(Mt=SK(T,T)e(T") dr" + SL(T,0;) ¢ (0') do’ = f(T)
T 5
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wird

K (T,T') in Ty,

K(T,T')+ +L(T,0’) in T — Ty,

gesetzt ( 0’ = Fusspukt des Lotes von 7’ auf S ) und in der Lésung ¢y, (7)
der Ersatzgl.

K (T> Tl) =

on () + f Ki (TT) on (T) dr' = f (7)

auf 10 Seiten der Grenziibergang h — 0 mit M Fredholmschen Reihen durch-
gefiihrt
s. folgende Angaben

142

 Inhalt Gunther [110] : fiihrt (1) auf eine umfangreiche,
in [143] entwickelte Theorie der mehrdimensionalen Hieltjes-Integrale zuriick:
Fiir jeden messbaren Teil (¢') von T und (s) von S setze
u(t',7) =4 § K(r,7)dt', v(s,7)=21§ L(r,0')ds

(") (s")
P (¢, 7) — 0  wenn (t) S nicht triff.t

sv (s, T) wenn (') S trifft
Man setzt K (t,7) = u(t,7) + w(t,7) , dann ist
(1)dq/zu  @(r)=§K{E, 7)) dt’ + f(t).

T

Aufgabe: Theorie der gemischten Integral der Dimension 2 durch Verschmieren
auf Zylindern und Ausbreiten dieser Entspr. Dim. 3.  Offensichtlicher
Nachtrag:Dazu [110-111]

Inhalt Schmidt [144]: §1 Neumannsche Reihe fiir {{ K?dsdt <1; H

§3 Zuriickf. von K = endl Rang auf endl. Gleichgssystem
§4 Derallg. Fall A=A" s+#0: A
s=0: Defekt =n, n Nulllssg, n lin Bedgg f. B

143
§5 Losender Kern von ¢ — Ry = f, wenn K = K; + Y, (B) 5, ()
T

PL= 2K (W)= p(5)+ T (1) £ (1) dt mit
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§8

P(s)=T1(s0) + & 3 3 Auk (ax () + T (5,7) o (r) dr) - (8, (1)

k=1p=1
+ SF. (r,t) By (1) dr)

§6: Hat K n Nulldsungen, so gibt es n , aber nicht weniger, stetige ¢, (s) ,
¥, (t) sodass K + D¢, (s) 9, (t) keine Nullosg hat.

Inhalt Landoberg [38] : Duch BMdeterminanten wird gezeigt: HAE EW
K(s,t)MEBgn/(z—\)",...,( =N (e1>e2>>¢,>0) und von

der Ordnung p=-e; +es+---+e¢,; es seien gog) <p((11)

Systeme von adjungierten ,,Elgenfunktlonen dann

die zugehorigen

hat }5 (e e @+ -+l () )

>/

2(%” YLy () 4+l (5l (1))

>/\H

den einzigen EW A  und eine Serie wunleserlicher Zeichen Differenz
K- =), BEBBEW ) verloren, wihrend die iibrigen EWw, ETeiler
und Eigenf ungedndert bleiben.
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Verhalten beim Ubergang von K zu Ky =c K+ CQK(2) + 03K(3)+ ~ wenn
Y (aG”), |K| <G in (0,1).

Ganze Funktionen endlicher Ordnung ,die nicht Polynome sind, nehmen jeden

Wert, mit héchstens einer Ausnahme, o oft an:

Sei sonst  f(2) —a; = p; (2)e%) | i =1,2; p;, q :Polynome; a; # ay
f'(2) = (0 + prai) e = (pi + p2qz) e® ; A

Da () dieselben Nullstellen haben und Polynome sind, gibt es eine Konstante

c
mit ) =c(l),also e =ce”  also

cp1e® + ag = pae® +
(cp1 —p2)e®? = az — o
cp1 — p2 = d # 0 konstant; de® = g — oy g2 = konst
f = Polynom

Aufgabe: Differenzenverfahren und Knotenmethode so modifizieren, dass man

iiber das Verfahren von A\ etwas aussagen kann.
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29.12.48 Zur I'-Funktion

bemerkt Losch am 12.12.48 :Ist F (z) in einem Streifen a <Rez<a+1,
F()=1
F(z+1)=2zF(2)
so ist F(z)=T(z). Beweis mit der Stirlingschen (oder auch schon der
schwicheren Pincherle-Mallinschen) Formel”. Diese Forderung ist aber stér-
ker als die der Beschrénktheit, denn es ist [¢*T!| = |z[""'.e7vaes 50
fir |yl >0, wenn man den Hauptwert des arc nimmt (und nur fiir diesen
hat die I'-Funktion diese Eigensch.) Die genaue zuldssige Grossenord. im

)

>0 regulir und dort |F(z)| <c|z*!| und {

Streiden 0 <Rez <1 ist O(«/|y|-ef|y|): Es ist im {| | 373
y| >
. 2 . 2 ™
U (@ +iy)* < [T (1+iy)|* = s

daheristin 0<z <1:

F(2) T(1-2)——— =0(yl) firy— +o

sinmz
wegen Periodizitit =C

also F(z)%—lzCsm%:csinwz
F(z)=T(2){1 + zsinnz}
Was bei c¢# 0 zu dem Widerspruch |F (z)|B+/|y|7|c|e3l| fiir y — +oo

fiihrt. Also ist 0 ersetzbar in dieser Kennzeichnung: F =T (1 +sin7z) .
Dass fir y >3 [I(z+iy)]> > | (1+iy)]* ist, folgt

aus Re%’=ood%ﬂlog|l’(x+iy)\>0 fir 0<2<1; y>3:
' _o_ = 1_ __ntz —_0.6— _ 1tz
Ref =—-C |27 +21: {n (n+x)2+y2} > 0,6 0,1+ {1 (1+I)2+y2}

=1—{0,6+0,1++}20,2.

1+z+z2+y?
L N2 - . .
T (1+iy)]" = gy folgt aus |I'(iy)I' (1 —iy)| =

146

Diese Seite ist komplett durchgestrichen
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Aufgabe: Ist jeder Modul des Ranges n? von n-reihigen Matrizen, die alle nur

reelle Wurzeln haben, dhnlich dem Modul der hermiteschen?
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iiber

Das Paraboloid &3 = ¢ + €2 wird durch die Abbildung

g om0k o 060G 200¢] + 2308 + (02 — o — 5%) (0 + &)
R 5 &

in die Kugel (¢ —a)®+ (&~ B)°+¢3=0" (9)

£3

verwandelt, dertart dass der uneig. Pkt P,, des Paraboloidsin N = {a, 3, ¢}
iibergeht, der Pkt M = {oz,ﬂ, 0% +a? + /6’2} in {a,3,0} und dass der Punkt

{Sl,Eg,ff + 53} in das Bild von {&; &> 0} bei der stereogr.Proj. dieser Ebene
auf $ (von N aus) iibergeht.

Gibt man zwei EWaufgaben duch Paarmoduln, P (rvy), Q(u,v) , Bkann man
ihre Entfernung < & nennen, wenn es eine lineare Abb. (r,y) < (u,v) gibt,
derart dass
2 2
[ —ul” + [y — o]
(12 — 92)? (u2 + v2)?

<e
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In diesem Sinne héngt z.B. eine gebrochen lineare Transf. der Aufgabe stetig von
den Koeff der Transfrom. ab/ Allgem. slbstadj. Aufgaben als Grenzaufgaben
»algebraischer”? Stoérungsrechnung?

Offensichtlicher Nachtrag:Besser eine Def unabh von spezieller Zuordnung ma-
chen!

2 Freiheitsgrade in Paarschreibweise . Vorgabe von g = (,;) = () und dito

’_ ’ r_ ’ T
g1 bedeutet Vorgabe von gg} —g19’ = (‘Wl zia’ wy;—T1y ) = < —— >

yzh —yie’ yyi -y
Ist Rg I =2, soist schon durch I der von g, g1 erzeugte Modul eindeutig
bestimmt bis auf Linearfaktor (%)’ ﬁ(};) .
[Reg I =1 bedeutet, dass unter den «g + a1g; ein (g) oder ({) enthalten
ist.] Reelle Selbstadjungiertheit verlangt SpI =0 .

Fiir die Paarmatrizen B = (z,sx) = (x,y) eines reellen selbstadj. Modul gilt
iibrigens P'Q = QP , und der Modul besteht aus allen Lésungen 3 all dieser
Gleichungen.
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Multiplikationssatz der I'-Funktionen:
Fir p=2;3,... ist klar: T'(2)=¢,p°T (%) T (ZH) --r (%ﬁ) cp =7

P
¢, > 0 klar. Dasselbe fiir ¢ angeschrieben und fiir die Argumente 2 , =L
P P P

¢, u. eingesetzt
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. p—1
gibt Cpq = CpChq 2

wegen Symmetrie = cqc;’,p%1
hieraus
= = !
{cqqi}q = {cppf} also = {0225} = \/%
1
Daher Cp = —

Ein Integral mit der Simpsonschen Regel zu berechnen hat nur Sinn, wenn die
Kurve durch eine kubische Parabel durch Enden und Mitte die Kurve leidlich
anndhert; nicht bei Ecken oder Spriingen. Ein grosses Teilintervall teile man
derart in kleinere, dass in diesen die Bedingung erfiillt ist.

Vermutung iiber ganze Funktionen: 1) Sind f,g,--h ganz & verschieden, so
e*f,e?9 .. e*" linear unabhingig. 2) Lassen f,g,---h den Wert 0 aus
und sind sie lin. un., so 1dsst
cif +cag+--+cph 0 nicht aus.
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6.2.49 Signatur quadratischer Formen & Abschnittdeterminanten
— air - Gy . . .
vel. Vg 18t @ik = qri =i, Ay = a,, - a,|*0, so ist die Vorzeichen-

. a a;
verteilung der EMWu von ( 1 v

= A diesselbe wie die der
vi et Quy
A17 A1A27 A2A37 L2} AnflAn
1 di2 diz dia

Bew: a) Es gibt eine Dreiecksmatrix D = , sodass (Bew:

1
miy
m2

Induktion) D'AD = . die Diagonalform bekommt.
b) 1-A,-1=mg---my: m, = Aﬁzl (v # 1) . Tragheitsgesetz.
Ergénzung 20.10.69: Jedes A; = o ist durch A} zu ersetzen, wobei A} = <& (A; (A +tI))],_, -

dt
Inhalt Bodewig [169a] : Besitzt f(z) =0 m; Wurzeln |z;| = Ry, me Wurzeln
|z;] = R > Ry, - so quadrieren
sich schliesslich beim Ubergang von f; (z) zu fii1 (z) = fr (W) fr (—vV/7)
die Koeff von 20, ™t g™ *™m2 ; f. zerfillt

ap + a17 ~ +apm, " =
Glen: fi (x) =ao + a1+ ~ +a,2™ = { @, ™ + -+ + Q™ =0
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Der einzelne Bestandteil wird durch z; = R;y; in eine z; = y; + L in eine
reziproke Gl. halben Grades fiir die reellen z; verwandelt. Sind nur < 2 Paare
komplexer Wu von fy = 0 vorhanden; etwa x5 = re’¥ |, z34 = Re*™% | so
bekommt man aus Kenntnis der reellen Wu 4,7, R zwei Gl. fiir cosp,cos :

ao

2rcosy + 2Rcostp + Y ) = -4
2 cos p + %cos¢+2% — _Gn1

an
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Inhalt Bodewig [169b] : Ist f(z) analytisch, so lose f(z) =0 roh durch Kon-
struktion des Bildes eines passenden rechtwinkligen Polygonzuges der z-
Ebene, wobei die Knickstellen von 2z & zy sukzessive nach konformer
Abbildung geschitzt werden. Verfeinerung nach Newton oder mit ent-

sprechenden hoéheren Formeln * Verfahren von Euler , Instit. Balmei
Differen®1II Cap IX): MSei f(z0) =b, z=F(w):
z=20—b F'(b)+1b>F" (b) — tb*F"” (b) + -
mit P () = s, f7(0) = —fa/F F ) = (353 — fuf2) /£
FIV.(b) = =15 (f3 = 11fifofs + f2£2) JFT fr = P (20)

Das eignet sich namentlich, wenn die h6heren Ableitungen von f einfach
sind.

Inhalt Bodewig [169c] : Beweis des Satzes von Laguerre: Die alg. Gl. f (z) =0
habe nur relle Wurzeln X; < Xs <.. < X,,. z =z liege (auf der pro-
jektiven Geraden) zwischen X,, und X,,.; . Wahlt man in

nf (zx)
f"(wx) £ /H ()
mit H(z)=(n—1%f (x)>—n(n—1)f(z)f" (x) (=Hessescher

Ausdruck) die Vorzeichen # so, dass man stets nach links (bezw. rechts)
kommt so konvergiert xr gegen X,, (bezw. — X411 ).

Te41 = Tk —

152

(Der Fehler kubiert sich jedesmal, falls die Wurzel Bist M Kgenz 3. Ord.).
2. Sind wieder die X, alle reell, so liegen sie nicht alle innerhalb oder
alle ausserhalb des Intervalles {(u,v) mit

(=) (0 —a) (2= £1") + (v —22) [ + nf? =0

(wobei v beliebig wihlbar). Insbes. v =2, v=2=0:1In (:c — %,x) und

0,—ap/a; liegt mind. eine Wu.
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Verallgemeinserung eines Satzes von A Brauer (On the characteristic equation
of M matrices, 1947) (s. Riickseite des des W) (1947):
Ist (A—B)A*=(A—- B)B¥ =0 fiirein k,soist |\E — A= |\E — B| .
Dasselbe folgt aus (A — B) Ak = B*¥(A - B)=0.

Inhalt Bodewig [170]: Berechnung der Determ. M geschieht numerisch am be-
sten (bzgl. Anz. d. Mult. & Add.) duch 0-machen einzelner Zeilen.
Berechnung der Inversen besser nach Schur, mit l-Abschnitt des Grades

<g g) - (P SfllTJU 57;> mit T = P~1QST! U = RP
M1 1

S, =S—RPQ
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Konvergenzbeweis fiir das Iterationsverfahren von Seidel in allgem. Form

Sie E+ D+ D*»0 (D nicht notw. Dreiecksmatrix!)
Dann ist fiir jeden EW X\ von (E+D) 'D* |A<1

Bew: Sei z*r =1, (E+ D)™ D*z = Az

D*x =A(E+ D)z
x*D*z = A (1 + 2*Dx)
|z*Dx|® = |A| - |1 + 2* Dz
Nun ist wegen F + D+ D* >0 1+ 2Rex*Dx >0, also Rez*Dzx > —%
AP <1.

Aufgaben : Quotientensatz durch Beobachtung von Beteiligungen verschérfen.
- Die singuldren Basen aller normalen Paarmoduln angeben, die
ein gebundenes Paar (r,y) enthalten. - Was ist vom Ener-
gie=Standpunkt aus die richtige Metrisierung des Funkt.-Raums?
Mehrfach selbstadj. EWaufgaben.

Zusammenhang zwischen ,geradliniger” und orthogonal-, Kreisbogen”™Geometrie
(hyperbolischer) in Einheits-Kreisinnern: Errichte auf einer "Geraden” die senk-
rechte Ebene, schneide diese mit der Einheitskugel, Projiziere den entstehenden
Orthogonalkreis des Aquators stereographisch ins Kreisinnere. Verallgemeine-
rung: Zuerst eine schiefe Parallel- oder Zentralproj. machen.

15

Extremaleigenschaften bei hermit. 2-reihigen Matrizen zu 80

Sei M>0, M=H+P, H=0, P=0. Sei SpAM <0,
SpAH >0 . Seien pu; , p_ die Losungenvon |y M — Al = |uM — A|=0.
Sei weiter M = Ry R_ mit |Ry|=0, A=pR_ +nR,
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Dannist p=p4+ , n=p_ , und
SpMR_ ~—  p-

das Zeichen = steht genau dann wenn
H+c-R =M ,also H=F.

Bew: In A=pR_+nR, ist p>0, n <0 wegen SpA]i’:nSpRJJA?_ <0.
lpM — Al =|(p-n)Ry[=0: p=pq. n=p_
Es ist 0£SpAHszpE,H+nSpR+HSpSpR,M—i-nSp}AﬁH
=pSpR+M +nSpR+H
SpR,H

~ <
SpR M

p
n

= steht genau dann, wenn 0=SpflM und SpR_Pz(), dh.

P=cR_,dh. H=F.
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F+(a+Z2)R =M ,oder 0<-L<1

Man findet durch leichte Rechnung F' = Ry — 2R, daher ist

LR ein Mittelwert von 1 und —2 ,also > —2 fiir R# Ry

MR

Zur Paarungsdef. der selbstadj. Aufgaben in euklid. Riumen: (Zu S.81)
Mit X = (;;,) =z, I = (% §) besagt Symmetrie von X :(1) y*Iz = 0 fiir
z,y < X.

" Selbstadjheit " :(2) X = voller Or-
thogonalraum zu Iz

Bei Symmetrie (1) ist (2) dquiv. zu X+ IX =R xR

dh. bei Operatoren L : (L +1i) (2’ +1y’) = a + bi ist 16sbar {. jedes a,b .

Da auch alL + ( saist mit L , sobald «,3 reell,
ist aber auch (L — (€ +ni)) z = r stets losbar
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4.4.49

Bei Matrizen ist die folgende Bedgl. notw & hinr. dafiir, dass zwei sa Paar-

moduln g, g , die Hermitesche Matrizen darstellen, zu vertauschbaren Matrizen

gehoren: Es gibt eine (komplex-) lineare Abbildg (z,y) < (Z¢) sodass z*Z

x*y, y*T, y*y alle reell sind.

Bew: a) notw: Sei ¢g: (z,Hz) und §: (z,Kz). Ordnezu (x, Hz) < (z, Kx)

b) hinr: Sei zugeordnet (z,Hz) < (Az,KAz), |A|# 0. Dann sind

wegen Realitdt von z*Ax usw. die folgenden Matrizen hermi-
tesch: A, KA, HA, HKA. Daher KA=AK, HA= AH ,
HKA=KHA . Folglich HK = KH .
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Beteiligung bei sa Aufgaben. [Hamgt mit Hilfssatz von S.103 iiber positive
Funktionen zusammen)]

Ist ein offenes Intervall ¢ an einem Element a unbeteiligt, so exisiert a, fiir
jedes A\ €4, und umgekehrt; das dem Betrag nach kleinere a) hingt stetig von
A ab. Die Umkehrung folgt aus dem Hilfssatz: Ist die Funktion ¢ (\) < Lél)

und ist 281 < Ly (i) fiir jedes Mo €1,
1

b1
so ist  § o (N) A\ > 2n , so ist Sl“"l&j‘%l d\ dgt. Bew hierfiir: Setze
0

2n£1 2
an = § [o” dX

1

b1

on—1
dann ist s, = @y + ang1 + ang2+ o= § |o|” = 7 (n=1,2,---)
0

2

1
S A= 40 a; + 4lag +4%a3 +3 a4 + - -
0

(81 —82)+4(82—S3)+42(53—S4)+---
=51 +3s0+4-3s3+4%-3s4 + -
>143 44388,
Das Entspreclerde gilflfiir 2horiiate 2Pransfobrmation: da ist

1/27=1 ,
an=§ | (\)|" dX zu setzen
A=
L 0 1 3 4.3 4-3
. QD _
und s, = 5;  es wird (S)—Q >143 443,43, . o
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Ist A in einem euklidischen R, soist Ry = (A — A)R i.a. nicht abgeschlos-
sen. Aber wenn )\ eine offene Menge durchlauft, ist der Durchschnitt B der
R, abgeschlossen. Ist i1 nig =0,so0ist R, DR, =R .
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Ist R’ dicht in R =eukl., AR’ =R, so kann doch 0 H&ufpkt des Spektr
A sein. (die Anteile der banachschen Spektrumsteile miissen nur stirker als
jede Potenz von A in 0 verschwinden).

N + h dafiir, dass R’ zu jedem 7' auch, dessen 0-Anteil enthilt, ist:
(9 = Gesamtheit der n' mit An' =0
n’ ctv/; AR =abgeschl Hiille von AR’ in
A

N + AR =R

Verschirfg zu S.156: Ist A sa in eukl Raum G , und gibt es zu fe G und
jedem A c i offen eine beschrkte Folge z, € G mit (A—XNa, — f,
soist ¢ auf f unbeteiligté

zum Bew. nimm andernfalls an: S|<,0|2 dz > §(*) fiir alle § < dp
0

(an f ist gewiss kein Punkt Maus ¢ beteiligt; ¢ sei die Beteiliggstkt.

an f.)
< 2
Dann gibts zu jedem £ > 0 ein x, mit Bet.-fkt. y mit § |x —¢|" d\ <¢&?
—o0

Also ist mit MM bezgl. (0,6) : ||[x — ¢l <e, x| = || \x]| > VE—e
x> %_6 ; 0 = 4e? wihlen:

||a:n||>é—>oo mit € - 0.
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Bezeichnet fiir einen in G dichten Raum Rc G PR ()\) diejn. linearen M,

die aus den Vielfachen von (A —\) 9‘{1(m) besteht mit 2y : |r| =1, so ist

fiir offenes 1

[[RO) =)

ACi

die Gesamtheit derjen. Elem von fR , an denen 4 unbeteiligt ist ( A zunéchst
sa & beschrkt vorausgesetzt)

Bew: dass I unbet. ist an 98 (¢): 157. Ist ¢ an f et unbet., so
f=A-XNz, zeG; r, >z, r, beschrkt; wegen Stetigkeit von A gibt

(a=XN)rp—f.
,» A ist lokal NB: B ()\g) ist Raum derjenigen z — G, fiir die die Gesamtbeteiliggsfkt.
unbeteiligt auf 2 . . . . .
»  § el dA=®()\) in Ao horizontal verlduft. (erst § passend wihlen mit
7
(%) , dann 5=§;dann §—0)
NB: In unvollstindigen Rdumen braucht das Spektrum nicht abgeschlossen
zu sein (Spektrum: an mindestens einem Element ¢ lokal beteiligt).
Zum Rechnen mit Paarungen. , oder = A (Ale + 1) ?
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A + B = Gesamtheit der {z,y + z}, wenn {z,y} € A, {z,2} € B.

AB = "o eyl " {z,z} € B, {z,y} € A.

Es gilt CA+CBESC(A+YD)
(A+B)+C=A+(B+C), A(BC)=(AB)C

(AB)™' = B™1A™' (A~'={zy},wenn A= {x,y}). B*A* S (AB)*

159
Zur Spektraldarstellung:

Kann man die Stieltjes-Integrale verwenden, indem man von Schwerpunkten,
d.h. von konvexen Hiillen spricht?

Zur Frage der Existenz selbstadjungieren, der Metriken.
Dund gibt es fiir die Paarung {x,y} die nicht die EWe 0,00 hat, im Raum
der n-gliedrigen Spalten x eine Metrik y*Hz , fiir welche sie sa ist, wenn
in dem vom xy erzeugten Modul eine positiv definite Hermitesche Matrix
(ndmlich H ') enthalten ist.
Bew: a) nur dann: die Paarg sei {x, Az} . Der erzeugte Modul besteht
aus den MA* , MM = M* . wihle M = H 1A* 1,
NB: Es scheint dass H~'diegleiche Eigenschafthat.
b)dann: Sei Yz, y¥ = H™1, Y a,a*A* = HL (Na,a¥)™" = A*H

hermit.
H Examensaufgabe: Theorie der selbstadj. Differenzengleichungen

Existiert D!, soist Rg (A B

4 D) —Rg D+ Rg (A= BD-1C)
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Zur Def der normalen Paarung in euklid. Rdumen:

I. P normal, wenn P = P** | PP* = P*P gleichwertig ist: II. P normal,
wenn es zu jedem r € R eine Matrix M, = (‘é 3) mit Elaus R gibt, sodass
a+d=r und {a,b}eP, {c,d}eP, {a,c}eP*, {b,d}eP*,

Bew: Die Matrizen M entsprechen eindeutig den {a,d} € PP* n P*P .
Gilt I, sogibts nach Nagy zu jedem r ein {a,d} e PP -—P*P a+d=r:
11 gilt.

Gilt II, so ist PO =NR?, Q=—1/PB*, also ist P = P** (abgeschlos-
sen).

Daher PP* u. P*P selbstadj.; Da fiir kein {z,y} e PP* z+y=0
sein kann und schon die a + d alles liefern, ist PYP* die Gesamtheit der
{a,d} ; ebenso P*P : I gilt.
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Frage: Ist II eine geeignete Def in beliebigen Rdumen?

Invarianz gegen gebrochene lin Transf.: Def II ist invariant gegen 8 — LT
mit unitdrem 7, da SpT*MT =Spm (zB. T = (1)) (direkt nach-
zurechnen®). Def I ist invar. gegen P — BT, T = (“3), [(9§)] Folglich
ist PT stets wieder normal denn jedes T ist = W (“ 5)V ; W,V unitér.
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Inhalt [187]8J : ABC D seien Hermitesch, |B|-|D|# 0; Fiir die Existenz
eines T mit F'AT =C, F'BT =D ist nt+h: 1) Elementteiler von
A—AB und C—-AD
stimmen iiberein; 2) die Indizes von B(B!A-)\E)" und

C(C~'D - AE)"

falle n = 1,2,3, und alle reellen A. [1) allein geniigt

nicht!]

Inhalt [189] : Sind H;, Hy saim Hilbertraum und vertauschbar [F; (A) v Es (1)],
so gibt es ein sa H3 2 HiHy, Hs > HyH;. Ferner sind HiH>,
H;H,, H\Hy — HyH; essentially self-adjoint, dh. ihre abgeschl. lin.
Erweiterungen sind sa.

Die Gl. (kuv') + (\p—q)u=0

tritt auf in Warmestrémung, Saiten- und Stabschwingg, Diffusion, Verteilg von
elektr. Potential, Turbulenz, Gezeiten, Schrod. Wellengl.; gibt trigonometr,
Bessel-, Legendre-, Hermite-, Tchebycheff-, Laguerre-, gewisse konfluente hy-
pergeom. Fkt, Mathien Fkt.

Inhalt Doob & Koopman (Forts. von S.140) [114a]:
[e'e}
@ Folgt durch Polarisation aus (R\f,f) = § W und

—0

162

liefert 3 (z; f,9) = (Exf,g) nach Stone Kap V.

Grundlage: Satz von Herglotz (Leipziger Berichte Math plup K1 - 63 (1911), 508-
511): Ist su(g) =0 fiir [2] <1, u(2)>0,sogibtes (z =re?)
eine nichtabnehmende Funktion «; (©), 0<©O < 27 , mit

S (e (3 ) = (whprerdatresa)
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2m
s. auch Buch Stone  u(z) = 5 § de ©) .7

»Eine verwandte Trennung der rein analytischen Tatsachen von den Eigenschaf-

ten des Hilbertraums geben auch S. Boshner S. Der Preuss Akad Wiss 1933,
371-376 und A Kleintchine, Proc Mat As. Sri USA 19 (1933), 567-573.

Inhalt Miiller [190] :n.a.: Eine transitive p-Gruppe enthilt eine reguldre Unter-
gruppe. Enicht klar, mit El1 d. Ord p im Zentrum. dh jede minimale trans p-Gr
ist regulér.

dh. A <P, (W =p*) Indikator A=F — I€ mit AnL=F, AL =P

Gefahrlichkeit von Frequenz-Nachbarschaften wird verniinf-
kann mandurch den Betrag der Energie-Aufnahme aus der Stér-Anregung mes- tig wohl nur
sen. Das muss ein verniinftiges Prinzip fiir EW-Aischliessung bei Schwingungs- mit nichtli-
aufgaben liefern. nearer Elast-
Theorie  def.

163 werden H

Trégheitssatz fiir normale Matrizen.
Sind Ay, Ay normal, detT # 0, A; =T'A>T ,sohat A; ebensonviele EWe
a#0 mit arc o = ¢ wie As
Bew: a) Sei A,=G,+iH,, G,=G,, H,=H,. Dann ist
H, =T'H,T , daher hat H; ebensoviele EWe >0 wie H,, also
hat A; ebensoviele EWe o mit Rea >0 wie A,

b) da fir e~ A, = B, die Vor von a) erfiillt sind, hat A; ebenso-
viele EWe in der offenen Halbebene Ree P > 0 wie A, : Die Anzahl

sei ny (A4,)
c) Da fiir geniigend kleines € >0 n,_z,.(A,) —n, (4) =k, (Ay)
die Anzahl der EWe mit arc = ¢ darstellen, ist kg, (A1) = k., (A2)
Folge:

Ist U,V unitir, T"UT =V , so sind U,V #hnlich, Bsie haben diesselben
EWe. Anderer Beweis 165 —

Eindeutigkeit der Polardarstellung :
Sei A=PU=QV, P>0,Q>0 UV unitir. Dann hat UV~! = P71Q
nur pos relle EWe, ist als unitdre Matrix also = E .

16

Beweis des Satzes von Klein aus Dissertation! 1868 [MacDuffee 65g] :

Sind H,K hermitesch und hat |[AH — K| b mal die Wurzel 0 und ¢
Paare konjugiert komplexer Wurzeln, so besitzt K mindestens b+ x EWe
<0 (und <0).

"Ein entsprechender Satz fiir allgemeine Gebiete im R, bei Radon, Wiener B 122 (1913),
1295

92



Bew: Ist A+ )\ EW, so gibtes AHpr = Kr; nun ist aber fiir \; # Xj
I;Kr; = 0 ; also gibt es eine (M )-dim lin Mannigfaltigkeit. mit (wenigstens wenn
alle EWe die ord 1 haben), auf der ¥Kp =0 . Dann hat aber der p-kleinste
EW von K ,mit p =0+ c, noch das Vorz. <0.

Vermutung :
Ax = ABx hat, wenn A, B hermitesche Op. in belieb Raum und A vollstet

bezgl B ist, oo vielle reelle und héchstens s Paare komplexer EWe, falls A
nur s negative EWe hat.

Ist T*UT =V , U&V unitiar, T = m , P>0, W unitidr. so ist
W*UW =V .

Denn PW*UWP =V , PUP=V , PU1P-PU}P=FE U PU}= P72
daher wegen der Eindeutigkeit der positiven Qudratwurzel U;PUf = P!,
PUP=U,, V=UW*UW .

165
6.6.49

Vorzeichen deas Realteils der EWe von A =G +iH G + ¢H hermitesch.
Ist G>0 od >0, soist stets Rea, >0 oder >0. Entspr. <0,<0. In
allen anderen Féllen ldsst sich aber iiber die «, nichts aussagen aus Kenntnis,
der Signatur o von G, dh. man kann o und die «, vorschreiben.

Bew fiir o =mn—2: Vorgeschricben sei |A\E—A|=\"—c\A\""'H £ 1 .
Wihle a11,-+-,a,_1n_1 reell >0 und paarweis verschieden, a,, so dass

Reann, <0 und > a,, =c1; aga=0 wenn k#1, k. A<n.
1

A—ayy —Qa1n
. A — ag —Q2n
Dann ist
[AE — A|
A— p—1n—1 —An—-1n-1
1 1 ~1 A — apn
n n—1 1"(“*1)
= H()‘_aw) - Z Aun H (A —app)
1 1 p#U
1.+(n—1)
Nun sind die n—1 Polynome [] (A—a,,) =, (A) lin un, da je
pFV

nl eine Nullstelle gemeinsam haben, die beim letzten nicht vorkommt, also
n—1
kann man die a,, seo wihlen, dass ) a,n¢, (A) ein vorgeschriebenes Po-
1

lynom des Grades n —2 wirdl da die Koeff von A" und A"~ ! schon durch

93



[T(A—ay,) richtig hergestellt werden, kann (AE — A) Bwerden. Es ist fer-
1

a11 9nn

ner G = : ; G hat n—1 pos. EWe. da sein
An—1n—1 In—1n
gni o Inn—1 Reann

(n — 1)ter Abschnitt sie hat, und einen negativen, da Reay,, <0 .

166

Aufgabe : Allgemeine Transformationen einer hermiteschen Matrix suchen, wel-
che alle EWe (auf der projektiven Geraden) nach rechts verschieben.

ZB. fir L(r) =28 B=L7'(L(A)+P), P=0

Aufgabe : Verschiebungssitze fir EWe normaler Matrizen bei Anderung
A— B=A+ Hy H; hermitesch? Insb wenn B wieder normal?
(Dann, falls A =G+ iH ,und H lauter verschBMl Wurzeln hat, ist
H; mit H und daher mit G vertauschbar).

Z.5.130: Beweis, dass aus u,lrg regin g folgt: u,/hJM Sei A™h=0.
A=K —-R gibt K™h=> K’R-...-h

hzZK*“R----h

Also geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes t =0 RIK *R=f,(\) =R (K — )\)_1 K H R
regin & .
Nach Vor. ist fy (\) regin & , weiter aber

fu ()\) _ fﬂ—l ()‘) ; fu—l (0) , da

(K =\ K#Hl — Kw
)

—(K-NTE

wie man beim Ausmult. B

NB: R(A-— /\)_1 R ist meromorph in & .

167

Zur Methode von Hoheisel :
Will man im Reellen bleiben, so betrachtet man statt (aa,) vielleicht besser

wegenVorzeichen (a,,a,) = |la,||” = a?2 Es ist die dividierte zweite Differenz
2
2 2 2] _ .2 2 2 L2 _ $1—3s2 _ v v v
la2,a2,02| = a2, +al. + a2, +C-a3,., C =252 s, =a" +y" + 2.
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a. ist diffbar im abgeschl.  Bereich £:y2|z—z0" (k=1,2,--)
k=1
Nk =2
To
k+1
denn a, = agy + (2 — 20) Gzguy + (2= 20)" Qupaoz

v~

\ \SC-\szo\-‘amo...mJ

a, — ay, fir z >z in £: also |a,|[0, a. diffbar beliebig oft
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