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A, B € sG
|Al, | B] mdgen hochstens 2 Primt gemeinsam haben, A = A’ = B < N A.

Bew

A€

[5] 25

sG, AVB, B £ A= BNNA> BnNA & wenn noch B € sG, so

BNNA > BNA.

3.

(3.1)

Allgemeinere Fassung des Satzes (2.1). Wir wollen uns von der Beschrén-
kung frei machen, dass 2 eink6pfig ist, d.h. nur einen einzigen maximalen
Normalteiler enthélt.

Seien A, B € sB, A # 1. Die Kommutatorgruppe von 2l stimme mit 2
iiberein. A N B sei in dem Durchschnitt 91 aller maximalen Normalteiler
von 2 enthalten. Dann ist 8 C NV2L.

Beweis. Wir bezeichnen die sémtlichen subnormalen Untergruppen von 2,
welche nicht in 9t enthalten sind und welche ferner mit ihrer Kommutator-
gruppe ibereinstimmen und nur einen einzigen Normalteiler maximalen
enthalten, mit Ay, ..., 2A,. Da 2, nicht in 91 liegt, aber AN B C 9N ist,
ist 2, nicht in 9 enthalten. Nach Satz 2.1 ist B C N%,, daher auch
B C N [JA,. Es geniigt also, zu zeigen, da |JA, = 2 ist.
Angenommen, es sei | J2, # 2. Da |J2, in & subnormal ist (2.4), kénnen
wir einen maximalen Normalteiler 91 von 2 mit (J2A, C 9N wihlen. Wir
wéhlen ferner eine minimale unter denjenigen subnormalen Untergruppen
von 2, die nicht in 9 liegen (solche gibt es, z.B. 2 selbst); sie heifle Ao.
Wir sind fertig, sobald wir zeigen kénnen, dafl 2y entgegen der Konstruk-
tion doch in N liegt.

Ao 1aBt sich wegen der Minimaleigenschaft nicht als Erzeugnis zweier sub-
normaler echter Untergruppen darstellen. Daher enthélt 2y nur einen ein-
zigen maximalen Normalteiler Ny, ist also einkopfig. Da Ay Z DT ist und
N ein max Normalteiler von 2 ist, gilt NAy = A und NN Ay = Np, ist



Ao/Mo = 2A/N nicht ablesch. Ferner ist Ay Z M, da Ay € N ist. Al-
so stimmt %Ay nach der Definition von 2;,...,%, mit einer von diesen
Gruppen {iberein. 2y liegt also in 2t und daher auch in 9.

0/1
6.9.55
Kompositionsfaktoren von &1 und &15.
& sei primitiv. & und £ seien gepaarte Konstituenten von &1; es wirke £ (u.a.)
auf o und £ auf 3.

1. Jede Kompositionsfaktorgruppe von &, ist auch eine von K, oder £g;
zugleich eine von & und £3.

2. Jede Kompositionsfaktorgruppe von &; ist auch eine von K (in derselben
Vielfachheit) oder £3; zugleich eine von £ oder 8.
oder Erweiterung: S.3

Beweise: S716,S5 = &1, S716,5 = &5
Geniigen schon schwéchere Voraussetzungen?

&

| Faktorgr.
R = Teilmenge
der KFG von £




Bew von

2. B 916,84, also Kig(&1,B) = Kig(Bs,B) ~» R+ L, =L+8, ~

@f"'ﬂﬁ = QS;J"QL?’ also <]Q57 alSO — F ~ Qﬁf-’_‘gﬁ — B
Bew von
1. @fg+2g = AR+ 4 B, ebenso 9B, stgmﬁ _E,
ebenso 6f§+ﬁ; = F
NB: Ferner ist Kfg(®1,,¢) = Kfg(615,€), also &, € & + £5
R +L5+Lp
~ G =1.

1/2
Frage: Besitzt &, in einer primitiven Gruppe & einen transitiven Konstituenten
R von Primzahlgrad p, so ist pT|®1]|. (Zwei Konstituenten v. Grad p sind also
stets “gekoppelt”, insbesond. isomorph).
Beweis: Die Kfgr. von &1, sind Teiler von (p — 1)! nach S.1 (1).

Frage: Kann die altern. 217 als transitiver Konstituent auftreten? Dann sind alle
KFG von 6; entweder 231 oder 2. Dabei 211 nur einmal ( die 210’s kommen
als direktes Produkt vor?)

Bemerkung: Gebraucht wird bei diesen Schliissen stets 2 max in {2, B}, und
A enthilt keinen Normalteiler von {2, B} = &. Manchmal auch 2 = 9B. Viel-
leicht niitzen diese Schliisse etwas fiir die Gruppen mit regulérem Automorphis-
mus, etwa in Verbindung mit Burnsides Uberlegungen iiber maximale Sylow-
Durchschnitte.

Oder Anwendung auf das Produkt von 2 nilpotenten Gruppen?

Ist & primitiv, ein Konstituent von &; p-auflésbar, so ist &; p-auflosbar.
Steckt in 18.2

2/3
Burnside, on simply transitive groups of prime degree, Quart J Math 37 (1906)
[Bb 349] beweist seinen Satz so:
Die mit & vertauschbaren Matrizen werden in der Form }_ . 5 P =V dar-
gestellt; P wird auf Diagonalform transformiert. Es werden die Elemente einer
Zeile der reduzierten Matrizengruppe V =@V betrachtet und es wird gezeigt,
dass alle ausser einer = 0 sind, so dass die Gr U '&U normal ist und daher die
Diagonalgruppe P invariant ldsst. Der springende Punkt ist das Lemma: Sind
1,a,...,a" ! eine multipl. Untergr. der Ordn mod p, und gibt Agz + A2 +
Agz® 4o Ay (r < p—1) eine Permutation der p p-ten Einheitswur-
zeln, so sind r — 1 der A’s =0

Gruppenkranz: Polya, kombinatorische Anzahlbestimmungen fiir Gruppen,
Graphen und chem. Verbdgn, Actamath 69 (1937) 145-254



Erweiterung: Die Sétze von S.1 hé&ngen nicht vom Begriff der Paarung ab:

(5]
@1 62
RE
£ R
A
2 kommen in &; in Konst. R vor
17 &y 7 $ vor

a) KFG (1) CH+ &) =L+ 9)
denn A < 4B, By; AT = ¢ T198,
b) KFG (&12) C 92+ £1 — hier wird nur Kern®; NKern 85 =1
AL+ — g1+ 4,
<GB
3/4
Uber die ®-Gruppe

1. Weder Gaschiitz 1953 noch Ore 1939 haben den Satz explizit:
Ist M= &, soist P(N) C B(B).
Bew.: Satz 5 bei Gaschiitz zeigt sogar aus @ (i) < & folgt ®(LU) C (&)

2. Der Satz von Ito 1955 ist wie folgt zu verschérfen:
Ist 4<<&, UN (&) =D und 4U/Y nilpotent, so ist Y nilpotent. Kurz:

U<

WCBB) wi=F
Beweis: Sei 2 = [J, G™'UG. Dann ist 2" = (N, G~ UG C ®(G), also
2" = E nach Gaschiitz Satz 10.

3. Gaschiitz’ Satz lasst sich so verschérfen:
Ist § C &, 9 vertauschbar mit jeder maxim. Ugr. von & und $ C $(4)
fiir ein 4 C &, sonst $H C P(&).
Bew: & maxim. in & ~ & =89 ~ U=UHAU =UNB] ~ U=
Yy ~» U DOH ~ 6,209

4. Aus 1 folgt: Ist 4 <<®, so ist P(U) < P(B).
4/5



Jordan- und Sylowstruktur: 31.12.55

1. A<<B, B < 6, (B =pH), P p—Sylowgr A ~~ P UB enthilt eine p-
Sylowgr von 20U B
Bew: Indukt nach & : 2, wenn A* # 2. Ist also A¥ = A, so A vertb P:
dann VIII S.179 10
Verschiirfung: 62 (die Vor (|B| = p* ist unnotig)

2. A<aaB, B <G ~» von AUB bis AP gibt es nur Kompositionsfaktor-
gruppen aus B, und A% hat nur solche aus . Also hat 2 U B nur solche
aus 2 oder ‘B.

A, < By, B NBy =BoBy ~~ |%1%2 2 A4 UQ[2| | |%1 :Ql1||’32 : Ql2|
= VIII S.179, Patz(8)

3. Sei A; < 9B, <<&. Dann ist |%1 UBsy Ay UQ[2| | |%1 : Q[1|OO|%2 : ngloo
Verschirfung: 6,.
Bew: p1|B1 : 21||B : Az| ~ 2A; enthiilt eine p-Sylowgruppe von B; ~

I. Besser: Ay fiir ein Ay € 20y
B1B; £ By
BT AT | By Ay [
B UBy : Ay = 6351‘2 UBy [B1UBy - Ay UAy| = B2 UB, -
AT UAs| | BT 1 AT2|®[By : An|>
II. B% =B, B, vtb Ay By vtb Ay
(3) ~ |§Bl UQL_Q 1Ay UQ[2| | |%1 32[1|00|%2 : 2[2|Oo und |%1 UBs :

By UQ[_2| | |%2 ZQ[2|OO | |%2 ZQ[2|OO
B1 U By

5/6
1. Ist A <B <GB, €< B, soist
(AN e)
(BENC)
(B - A%)
(BENE:ATNC)

(Bne:ANC = (B AY) | (BT AY)

wobei A® das Erzeugnis aller 2 bedeutet.



Bew:

,  (BUC-BY(BC:AY (B .
B (AUC: AT B (m@c:m@)(%c'mc)
_(€:3B%N0e) _
~ (€ ATNB) (B 2%)

Hauptsatz:

2. st A< Ba<®, €< B, s0ist (BUC:AUC) | (B :A)>®
Bew: Nach (1) folgt dies aus (B¢ : %) | (B : A)>°, dies aus 5.

Bemerkung;:

3. Ist Qll < %1 <1<1@5, Q[Q < %2 < @, so kann %1 U %2 : Q[l UQ[Q andere
Primfaktorenm enthalten als B : % und B : As, sogar wenn Ay = F.
Beispiel: 8, = alternierende Gr vom Grad 5, desgl B/,...,B/"; & =

By x B x -+ x B €, wo |€ =5, € die ‘Bgv) zyklische vertauscht, und

<6
& = Alternierende Gr in 1,...,4; 24| = 12, 2, = B, = {(12)(39)};
Ay = B, By — {(123))

6/7
1.1.56
Eine Untergruppe 2 einer endlichen Gruppe & sei mit jeder Untergruppe von
® vertauschbar. Dann ist 2 <<®, aber nicht stets 2 <1 ® Verscharfung: S.12
Bew. S.8. Bew. indirekt: Sei (I) ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung und darin
(IT) & von moglichst grofier Ordnung. Wihle B € N'sA. Dann ist nach Indvor.
(I) A{B} = &.
Sei BP1 € U, aber B? ¢ 2 (p Primzahl, ¢ = p®). Dann ist (Ql{Bq}(n :2) = p.

N ist mit jeder Ugr € < & vertauschbar. Dann NE = NAC = N = {B"}D =
A{BA{B™} = {B1H{B™}A = {B"}H{B}A = {B"}A{B}2A = €N. Nach
IndVor ITist M<&. (& : M) = p*. A enthilt keinen Normalteiler £ von & (# E),
sonst & /¢ betrachten statt &. Also ist (), AY = E; daher wegen |N/2A| =p N
elementar abelsch. Ferner ist A<191, denn sonst gibe es N € 9t mit N AN £ 2,
ANTIAN =N, N = AN"'A N, E = AN"1A;, N € 2, | geht nicht. Wegen
(91 : A) = p ist TN/A abelsch, also N (elementar) abelsch wegen (G~1AG = E,
MN/G12A G abel. Daher (&) = p?. Es ist {B?} = M N Ztr &. Demm B? € N,
also € Ztrsator 2, und € Ztra B, also € Ztr &; und wire (9N Ztr &) > p, so
wire AN Ztr & # E, obwohl 2 keinen Normalteiler von & enthélt. (Es ist also
auch BP? = F). Die (NB)IB™1 = NE+B+-+B""" pilden einen Normalteiler
¢ <96 (wenn N ganz M durchliuft). Denn

7/8
(NE+++B""1G = NXB'G = NG B” = N=B" qa B*GB~"G~! € M und
daher 1 zentralisiert. Es ist € <&, € < 1.



a)

Ist € # E, dann enthiilt € etwas vom Zentrum von &, da (&) = p7. Also
ist dann B9 € €, B~9 = (NB)IB~9, (NB)! = E, A{NB} # &, nach I
A < A{N B}, 2 normal bei NB und daher bei B entgegen Definition von
B.

Sei § = F, also stets

Beweis: Inudktion nach (&). Es sei 9 eine moglichst grofie Ugr von & mit
der Eigenschaft, dass 2 < 9t und m f M mit allen Konjugierten GG =
6, G=MG MG, GeM G1MG =M.

Ferner ist nach Induktvor. A < <91, also 2 < <®. Dass nicht stets A <1 &
ist, zeigt das Beispiel 7?77 : Gruppen & der Ord p? (p < 2), die nicht nur
Elem. der Ord p enthalten; sei & < &, (A) = p. Dann ist 2 mit jeder
Untergr € der Ord p vertuschbar, denn die Losungen von X? = E bilden
eine abelsche Gruppe vom Typ (p, p). Von Natur ist aber 2 mit jeder Ugr
¢ mit (€) > p? vertauschbar, denn diese € <1 &.

8/9

Kommutierende Untergruppen [= quasinormal : Ore 1938] 1.1.50
2 < & hisse kommutierend in &, wenn A$H = &L fiir jede Untergruppe H < &.
Sei (&) < oo. Schreibe Ak®.

1.

2.

3.

Akommin &, & <& ~ A =ANS komm in &'. Dann ' < & ~
AH' = $H'A. Vergleiche die El. € &": A'H’ = $'A’.

A, B komm in & ~» AB = {A, B} komm in 6.

2 komm in & = AB, B ablesch ~ jedes mfAH = AAH = AB - AB =
BAB = HADB = HA

4. Akomm in &, (& : A) < 0o ~ A1<® (S7). “Kommutabilitiat“ steht also
zwischen Invarianz und Nachinvarianz. 2 heisse nachkommutierend in &
(schreib 2Akk®), wenn A = A, kA, 1k — kA k.

5. Hat & eine endliche Kompositionsreihe, so ist Akk® « A 1 1.

Bew: Sei 8 maximal > 2 und k®. Dann B <1 & wie auf S.8. Induktion.
9/10
Fragen:

1. Ist stets Akk® «— A <1 1B?

2. Folgt aus Jkk® auch {2, B}kk&?

NB: Dass aus 2kk® stets 2 N &'kk®’ folgt, stimmt, daher gibt Jkk® —
2A N Bkk®.

3. Gilt fiir nicht mehr zu verfeinernde Ketten von kk Ugr ein Verfeinerungs-

satz?



4. Ist A,B, € < & und AB = B, so ist
|AB N <] |A]|B]|€] - ANB N |

(ANB)(BNC)|  |ABE|- [ ANB|ANE|[BNC

symmetrisch.

Bew: |2]|B]|€] = |ANDB| - [AB| - € = |ANDB||ABC||AB N €|
[ABNE| _ [2A][B]|€]|ANBE|

[(ANS)(BNC)| — [ANDB[[ABC||ANC[[BNC]

5. Ist A, B, € < & und je zwei von ihnen vertsuchbar, so ist % inva-

riant gegen Vertauschung der 2, B, €. (hierzu Remak 1931 fiir 2, B, €1 &
Verweis durch Pfeil auf néchste Seite

6. Frage: Ist stets A N € mit B N € vertauschbar? Oder ist diese Eigensch
invar gegen Permut 2, B, €7

10/11
Kompositionsreihen und Sylowgruppen.

1. S_ei G <NMN<H <GB, G Sylowgr von ‘J’I._Dann 1 ist die nachinvariante Hiille
S von & in & invariant gegeniiber $: 6§ = &. Allg bei Autom « von &:
a<H H=6C=6".

Beweis: Sei &* die nachinvar Hiille von & in $). Dann ist 6™ < 91, &* <,

daher 6* < §), und &* invar bei $). &* = Erzeuger aller p-Sylowgr von 1.
Aber ist andererseits 6* < 6N H,also 5<G* <G, 6*=6

2. Insbesondere: Ist & eine Sylowgr (oder Halbgruppe) von §) < &, so ist
GH=06.

3. Sind 2,8, ¢ < g paarweise vertsuchbar, und ist A€ N BE = €, so ist
ANB=ANBNCund ABNEC=ANC)(BNCE), also AN EC mit BN E
vertauschbar.

Bew: |]|€]|B]|€] = AN C|AC||B N €||BE| = |AN C||B N C||ABC|€]
208 N C||A||B||€] = AN B NEJAB||C] ~ |[ANBAB N | = |AN
gIBNE =|RANC)(BNO)|ANBNC

11/12
Vertauschbarkeit und Nachinvarianz. (Noch nicht bei Ore 1938)

1. Sei A < B, (G :A) < co und 2A mit allen seinen Konjugierten vertausch-
bar. Dann ist 2 <<®.
Bew: Indukt nach (& : ).
NB: Der Satz ist stirker als der von S.9. In pp ist |p mit seinen Konjkl
7272
Sei M # B ein moglichst grosses Erzeugnis (= Produkt) von 2 und ge-
eigneten Konjugierten: M = AA2 ... A", Dann ist M < &, denn sonst
wire fiir ein T IMMT = & wegen Maximalitiit, T = MT M, T, T € IN,
geht nicht.
Also 9T < & und nach Induktion 2 < <9, daher 2 < <®.



Der Kern davon steht schon bei Ore 1983 (7?7 5; vgl insbe S.431)

& ist nie das Produkt von zwei vertauschbaren konjugierten Untergruppen
(= Ore 1938, S.434)
Verallg auf mehr Fakt. S.37

Ist A <<, B <16, AB = BA und A/A; = § einfach und F nichabelsch
ider k ein Kopf von B (d.h. § kein Primkopf von B, so ist 2B = B;.
Denn A% U, und A; = AT - ¢, wo € Erzeugnis ein-F-kopfiger nachinvar
Ugr, also € U B ist.

Allgemeiner:

12/13

. Ist A, B <<a® und AU B und A* derart, dass A* alle abelschen Kompfak-

torgruppen von 2 enthélt, die Kopfe von 9 sind, so ist 2* U%B. Denn von
2 bis 2A* sind alle Kfgr nichtabelsch: wende 123 an.

Ist 2,6 < & und AB = B, so ist fiir die Nebenklassenmultigruppen
AB /B, A/AN VB die Zuordnung AB — AD (D = AN B) eineindeutig,
aber nicht immer ein Isomorphismus.

Bew: A1B = A8 — A0 = A9, also zuerst ein-eindeutig. Isomorphie
besteht i.a. nicht, sonst miisste aus D < ' < 2 folgen AV < AB, was
z.B. bei AB = Tkosaedergr. nicht stimmt (|| = 12).

13/14

Beweis des Burnsideschen Kriteriums (vermutlich im Wesentlichen wie Schur):

)

Sei & ein Halbgr von Matrizen G iiber einem Korper (beliebig) K; & sei
irred : K. Sei 9 ein minimaler Modul von Matrizen : K mit mfGI C
M # 0. Dann tritt jede bel Spalte u als erste Spalte von einer Matrix
aus 9 auf (es sei denn alle 1. Spa. sind 0), und die i-te Spalte von einer
Matrix aus M ist P2 wenn 2 die erste ist. Dabei ist ;G = GP; f alle G.
Bew: Rg{2} = n wegen Irred von &; mo = Poa wegen a =0 ~» mg =0.
P, UG wegen G(amsy ...) = (GuGPu...) = {GuPGu...}.

Ist nun K alg. abgeschl., so ist P, = A, E, also mit [ = |A; — A,: M =al, [
unabh. 777?

Wiihle nun, wenn Rg® < n? und & irred : K, K alg. abg., fiir 91 einen
minimalen Modul ???mit SpGM = 0 f alle G. Dann besteht 9 aus allen
al (I fest # 0, a beliebig) nach (b). 0 = SpGal = SpalG ~ 0 =

IG. Ergénte | zu £ = (I...), |£| # 0. Dann LG = <Ig>’ LGL™! =
0 o ... 0

reduzibel.

10



Folge aus Burnside: & irred : alg abg K ~» & irred : jedem Erweiterungskorper.
14/15
Nach Lektiire von Hupperts Habilschrift bemerkt:

1. Ist & eine auflosbare absolut irreduzible Matrizengruppe (iiber belieb.
Charakteristik) vom Grade p (= Primzahl) (belieb. Ordnung < c0), so ist
® monomial zu machen.
falsch: s.u.

Bew: Induktion nach Stufe. Indirekt: Sei & primitiv. Dann jeder reduzible
Normalt. < Ztr. &.

(a) &' reduzibel: Dann alle Bestandteile v &’ gleich, und da &’ voll redu-
zibel, ist 8’ = A - E, ' < Zentrum &. Beh: & abelsch. Bew: Wiihle
H beliebig. Dann {&’, M} << & und abelsch, also red., also C Ztr &,
HeZtr &

(b) &’ irreduzibel. Indukt: " monomial; 8 sei die zugehorige Permgr des
Grades p. P ist transitiv, da &’ irreduzibel. Als trans aufl Permgr
des Grades p hat 3 eine einzige p-Sylowgruppe &; die zugehorigen
Matrizen bilden Normalteiler 9 von &; es ist 1 = {D, P}, wo D die
Diagon.elm, PP € ®, P ¢ ®, ist 9 abelsch, M C Ztr &, P diagonal,
Wid:

Gegenbeispiel (laut Huppert schon bei Burnside:)

1 0 1 0 1 1 1
A= D B=10 0 1]|@*-1),V=[1 p p?]|-c1,
p? 1 0 0 1 p%2 »p
Vi=1

BV =VA, AV =VB~!
Es ist & = {ABV} nicht monomial, da schon {AB} irreduzibel und
in jeder monomialen, zu & #hnlichen Gr enthalten ist.

15/16
Uber primitive Permgr mit einem Trans Konst. € von &; des Grades 3: (Gr
G =n).

Ist € selbstgepaart, so hat (wenn 2 von € betroffen) N7 &5 ein Element, das &,
mit &, vertrauscht, daher ist 2|&12| | |&], also 2 | n. Daher ist die Anzahl der
selbstgepparten Konst. des Grades 3 von &; stets 0 oder ungerade. - Ohne Vor
iiber Selbstpaarung gilt: Der Normalisator von &1 ist transitiv auf den von &9
festgelassenen Ziffern. Denn da alle trans Konst des Grades 3 gekoppelt sind,
sind alle Untergruppen von &; vom Index 3 und Grad < n — 2 schon in &;
konjugiert (es gibt genau 3 solche in &152).

NB: hat &; mehr als 2 trans Konst © des Grades 3, so ist die Anzahl der Kon-
jugierten von 1o < n; gibt Darst von & des Grades < n.

Frage: Was fiir endliche Gruppen koénnen in einem Schiefkdrper eingebettet wer-
den? Notwendig ist jede abelsche Untergr. zyklisch, also & zweistufig, falls von

11



ungerader Ordnung. Rg des kleinsten Einbettungskorpers K iiber Primkorper
Ky ist < oo. Gibts Darstellg ohne EW 1?7 Ja, die regulére, d.h. von K, iiber
K. Offen bleibt, ob jede Gr ohne EW 1 sich in einen Koérper einbetten ldsst.

16/17
25.1.56

, fiir A<<®. & endl. Kompreihe ( 77?7 ).

Delf: Ist A<<® und § eine Menge von einfachen abstrakten Gruppen, so sei 8 =
2[? die umfassenste nachinvariante Untergr von & mit B < 2. Entsprechend
A=, wenn a Verbandsoperator.

Existenz: Ist B < 2, so ist (B UB)S = BT UBS < 2A

Rechenregel: (24N %)% = AT NBF.

Bew: € < (ANB)5 ~» €5 <ANB ~ € < AT NBs
C<ATNBT ~ 5 <ANB ~ €< (ANB)5.

Ferner gilt stets (AN B)T > AT UBT; (AT)S <A (mfAS)T > A

Nicht gilt i.a.: (AU %)% = AT U BT. Gegenbeispiel: Sei S die symmetr.
Gr der Ord 6! und « ein #usserer Automorph. der Ord 2 von Sg. Sei & =
S x 6§ erweitert mit einem Element A, das sowohl auf G4 wie auf dem zweiten

Exemplar &j den Automorph a macht. Dann ist Qté = G, W2 = & und
(A x AL)? = &,
A

&6 S
AL A,

E

1 1 1
Beweis fiir 2§ = G : Sonst wire, da s <16, Ag <&, und von & bis A¢ gébe es
1 1
an Kompfaktorgr héchstens eine 2, sowie eine 2(g. Daher enthielte ® = A ﬂngz
die KFGr 2 mindestens einmal. Nun ist ® = (2N ng)% = E7, enth. nur KFGr
2, ist also ® < Zentralisator 2g; aber dieser ist nur = F, da er nicht a macht,
also in Gg liegt, dort aber ist er E.
17/18
1. Aqa®, A LG ~ es gibt A = G1AG mit A’ # A
Anmerkung: sogar 20 < {2(,2'} Bew: Nimm &’ min << ® mit 2 46’
Sei o Verbandsop. auf &. Dann gilt:
2. AY B ~» A Y Ba. Denn A* Y B = (B« )™
3. A<B ~ Aé < Bé

4. Sind A, M Mengen einfacher Gruppen, A N M = (), so ist A% Y A,
Bew: B = A% U AW

12



Nach Jordan-Hélder ist |[B/AX| = |A% /4|
18/19

0. Aufgabe: Gruppen untersuchen, in denen je zwei nachinvariante Unter-
gruppen vertauschbar sin. (Verallgemeinerung des Falls von Taussky-Best)
d.h. Verband modular.

1’ Aufgabe: Haben in einer auflosb Gr. & diejenigen 2 < <® besondere Ei-
genschaften, die ??7allen 777 eines Sylowsystems vertauschbar sind?

2. Ist A<, P < &, [P| = p*, A Y P, so ist AP = (AP)? < AP.
Denn AP 4 <P, [AP/AP| = p’??77 , (AP)? = AP

(2) A< B, B <G, AB = BA A<<AB, BM < ANB ~ AM = (AB)M <AB
?77?(Kurzschrift)
Aufgabe: einen “symmetrichen® Obersatz suchen!

3. B < &, A«<®, zu jedem p | |B]| gebe es eine Sylowgr B, mit A Y B,.
Dann ist 2™ < 2B, wo A™ min mit A/A™ aufl.
Bew: AP < 2B, nach (2)
AT = APT QAB, A <, AB, = AB
v« “auflosbar® ~~ & grofiter perfekter Normalteiler
Cunihin? s.S5.167

4. A<6, A Y &, fir jede Sylowgr &, von & ~» Aq<AS
Bew: Sei § ein Kopf von &% und 9 einképf nachinvar. in &7, so dass §
durch M gedeckt wird. Dann ist fiir p, ¢ | |§| AP normal bei (&™p)®™, also
bei 9, ebenso AY normal bei M, A = APA? normal bei M. Dies gilt fir
alle MM, also fiir {M} = B™.

19/20
Falsch ist die Vermutung:
Ist A <<, A rein p-kopfig, so ist A mit jeder p-Sylowgr B von & vertauschbar.
Dann miisste ndmlich AP <1 AP sein, und das stimmt nicht fiir den folgenden
Fall:
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A

2]’ 12 12
al la . la
5 Stiick
A = Ql’E
Hier ist £7772 nicht inv bei &, also auch nicht bei allen 2-Sylowgruppen &.

20/21
Der Satz, dass es zu einem nichtableschen Kopf € von & nur eine einkopfige
nachinv ???gruppe 2 gibt, ist durch Induktion leicht zu beweisen; wenn man
zeigt, dass jede einkopf 7?79 von € in & normal ist (betrachte {2, A%} = &,
hiitte zwei 7?77 ~» 2 = AF). Nun fiir zwei Defgr. [, B] (= Komm.) betrachten.
Vielleicht #hnlich wie bei Ore?

21/22
Frage: Was bedeutet die Zerlegung von f(z) = 2™ +a12" ' +- - -+ ay, (a; ganz)
mod pq fiir die Galoisgruppe?

Kann man ein Kriterium fiir “zweifache“ Irreduzibilitdt angeben entsprechend
dem von Eisenstein fiir einfache? Vielleicht mit Sétzen von Ore?

22/23
Zur “Schiefe” nilpotenter Matrizen:
Dass es eine Schranke m > 0 gibt derart dass aus A nilpotent, ||A| = 1 folgt
|[A — A*|| > m, kann man vielleicht so zeigen: nimm Folge A,, an, A,, nilpot.,
A, — ALl — 0, ||[4n]] = 1, und kette sie in die co-reihigen Matrizen derart
ein, dass A,, — A mit A nilpotent, |As| =1, [|[Aoc — A% || = 0. (Man kann
dabei die A,, unitar dhnlich transformieren und hiermit vielleicht die Konvergenz
herbeifiihren.)

Gewohnlicher Wertevorrat und Norm:
Ist |u*Ap| < 1 falle |u] =1, soist ||A|| < 2, und die Grenze wird erreicht z.B.

fiir A = <0 0)

2 0)°
Dass aus |p*Ap| < 1 f alle p folgt: |u*A%u < 1, ergibt sich, wenn man das
Entsprechende fiir hermitesche A weiss, so:
A2 =G? - H?+i(GH + HG), wenn A =G +iH, hier -1 < G? - H? <1, da
G?><1,H*<1.

23/24

Zu Knoche: In einer p-Gruppe zentralisiert jedes Element der Breite < 1 die
Gruppe ®(®). Daher erzeugen alle Elemente der Breite < 1 eine Gruppe & der
Klasse < 2 (sogar mit ®(8) < Ztr &).
Frage: Erzeugen die Elemente der Breite < r eine Gruppe der Klasse < r + 17
Bei der Untersuchung niitzt die Formel A0 B€ < BoAo € + C oA oB (Bei
Zassenhaus) wo + = Gruppen-Verkniipfg, 2 o B = AB = [2A, B| gesetzt ist.

14



Ebenso ABECD = ABED + ABDC
(gewinnt | =[AoB)oC]oD)

Ist die Breite von & = §(®) < p, so ist die Ordnung der Kommutatorgr &’ von
® hochstens etwa pﬁz. Denn man kann, von unten anfangend, eine Kette £y =
H<H < < Hm = & konstruieren derart dass 9, £, 6, 9,] # [, Hut1)
I[6,9,]/[8,9,-1]| < pP. Wie bei meinem alten Satz ¢ < 8+ 1 fiir 8 < p folgt,
dass m < 3, daher |&’ : E| < (p©)”.

24/25
Frage: Wenn man eine endliche Gruppe (mit Zentrum mdoglicherweise) zu ihrem
Holomorph erweitert, diese wieder, usw., bekommt man dann schliellich eine
Gruppe ohne Zentrum? Oder spaltet sich wenigstens einmal alles Hinzukom-
mende direkt ab?

25/26
Verallgemeinerung der Hallschen Theorie der Sylow-Systeme auf nicht auflés-
bare Gruppen & geht vielleicht mit passender Definition der §-Sylowgruppe &
von & (wo § eine beliebige einfache Gruppe ist). Etwa so: Gz minimal, alle
Hauptfaktoren von & deckend, die direkteq Produkte von §} sind; oder: &3
maximal, alle anderen Hauptfaktoren meidend. Stets ist |Sg| > |S5|. Ahnlich
Sa, 6,
Zushg mit 777

26/27
Fragen von It6 (13.3.57)

1. Ist eine nicht auflésbare Permutationsgruppe von Primzahlgrad der Form
p = 2" + 1 stets 3-fach transitiv? p = 177

2. 2 und B seien zwei vertauschbare p-Gruppen. Gibt es dann in 2 und B
je ein Zentrumselement # F, die vertauschbar sind?

27/28

1. Sei P p-Sylowgr von &, A < B mit jeder Untergruppe B von P ver-
tauschbar. Dann ist die nachinvariante Hiille 2 von 2 in & vertauschbar
mit jeder nachinv. Ugr € von &.

Bew: Jede ein-p-kopfige nachinvariante Ugr € von & hat die Gestalt € =
B, wo B in P.

2. A Y 9, H II-Halbgruppe von & ~» AN $H I[I-Halbgr A
| vertauschbar

Folge:
3. A<«<®, H II-Halbgr von & ~» AN $H II-Halbgr von A

4. A <<, 91, Ho vertauschbare Halbgruppen von &
~ AN H und AN Ha “ “ “ A
Bew: Indukt j(&,21)

15



5. A B a<B, AY B, H Hallgr & ~» ANHYBNH
Frage: 2, B 1<®, A Y B, 91,92 Hallgr &, H; ¥ Ho ~» ANHY
6. Nein & = A =1,8 =6, H =[], H2=—— BN H?
222
28/29
1. P Y Q Sylowgruppen von &, AY P, A Y Q ~ (ANP) ¥ Q
Bew: |24 NPA| = pPq?, daher A* = ANPQ = (AN P)(A N Q), und mit
A* = ANPA gilt A* ¥ Q, denn aus A*Q = Q1 A; folgt A = Ql_lA*Q €
P, also € A*.
Also Gruppe A*Q = (ANP)(RANQ)Q = (ANP)Q
2. Analog fiir Hallgruppen statt Sylowgruppen.
3. A<<aB, AY B, |B| =p* ~ AP QAB.
3a. Sei A< <@, dann ({2A, B} : A) =p* — (AP)T = AP, B < B, |B = p~.
4. Seien 2,B < &. Es gebe keinen Primkopf, der sowohl in 2l wie in B
auftritt. Dann gilt fiir die nachinvarianten Hiillen: 20 Y ‘B.
Bew:
5. In A treten hochstens dieselben Primképfe wie in 2 auf, da A= {G;'AG;}
fiir gewisse 4, namlich 2A = A*
29/30
Aufgaben:
1. Permutationsgruppen des Grades 2p® mit einem Doppelzyklus der Ord p®
untersuchen.
2. Satz von Frame auf monomiale Gr. iibertragen
3. Schurs Methode “ “ « “ , nach urspriinglichem An-
satz von Schur.
4. Liegt die Aufspaltung der Automorphismengruppe 2 in & in ¢ (wenn
man von & zu & iibergeht)?
5. Bestimmung aller (aufldsbaren) endl. Gruppen, in denen jede nachinv.

Ugr normal ist. Dazu Best-Taussky 1942 und Blork “Nachinavar. Ugr.®
Nr.(64).
Gaschiitz

30/31

Zur Frage der Symmetrisierung von Schurs Methode:
Ist & = AV, so braucht der Durchschnitt von 2 mit einer Ahnlichkeitsklasse
von & nicht vertauschbar zu sein mit 8. D.h. es keine Stammring-Eigenschaft
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fiir die € mit € Y A, € Y ‘B.

Gegenbeispiel mit (|, [B|) =1: & =A7, A = {(12...67)}, B = &;.

Hieraus folgt: Nichteinmal bei (||, |B]) = 1 braucht die Vermutung zu stimmen:
Ist > A;B; = € vertauschabr mit 2 und mit B, & = AB, und ist A* der primére
Komplex, der A; enthélt, und B* der primire Komplex, der By enthélt, so tritt
in € jedes A; € A* mit gleich vielen B; € B* multipliziert auf. (Sonst wiirde
gleich ganz A*B* in € auftreten, und es giibe doch Stammring-Eigenschaft.)

1.

31/32

Uber “Knoten*.

In der monomialen Gr & der Grades p der Ord pP*! ist jeder Normalteiler
entweder in ®(S) oder enthilt (&), d.h. er ist mit (&) vergleichbar
in der Halbordnung der Normalteiler. Nenne ®(&) daher (Graph!) einen
Knoten von &. Weitere Knoten sind in diesem Fall alle &-Normalteiler in
®(6). Stets sind Knoten E,® der Fuss einer einfiissigen und der Rumpf
einer einkopfigen Gruppe.

Knoten

. “Einkopfig® = join irreducible s. Birkhoff S.139 Lem.1, S.142 Lem.1

Gegenstiick: 33.3
Anmerkung: wenn endl Kompreihe

Aus A, B >>6 folgt [A, B] >>&.
Bew: Kommutator [2, B] <1 {2, B.

32/33

Gruppen mit distributivem Nachinvarianzverband.

1.

2a.

Notw u hinreichend ist: keine Kom.Teile vom Typ (p,p) treten auf; oder:
je zwei 1 — p-kopfige Untergr. sind vergleichbar. Daher: jede 1 — p-kopf.
Ugr ist normal.

. Frage: Wenn 2 und ‘B distributive Nachinvarianzverbénde haben u beide

in AB = BA nachinvariant sind: Hat dann AB einen modularen Nachinv-
Verband? (Bei p-Gruppen stimmt das nach Huppert (p > 2!) ). Geniigt
bei einem Faktor auchh schon Modularitat?

Nach Best-Taussky 1942 sind in einer Gr mit lauter zyklischen Sylowgr.
alle nachinvar. Ugr sogar invariant. Folgt aus 1. Eine Kennzeichnung aller
Gr mit nachinvariant = normal steht noch aus. Eine solche Gr enth. zu je-
der Ord hochstens eine nachinv Ugr, diese sind also stark charakteristisch.
Z.B. sind sie schwach abgeschl. in & beziigl. jeder Obergruppe von &.
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3. Ein Gegenstiick zu den einkopfigen nachinvarianten Untergruppen bilden
die meet-irreducible (mi) nachinvar. Ugr., die nicht als Durchschnitte gros-
serer dargestellt werden koénnen (“einhiitig®).

4. Zu einem mi 2 gibt es genau ein A* mit A* /A einfach. Ist A* /A nichta-
belsch und B die eink6pfige nachinv. Deckgruppe, so gilt fiir jedes € <1 <1®
entweder € < 2 oder € = 8. Folglich ist umgekehrt 2 durch % eindeutig
bestimmt.

33/34
Die Gruppen, in denen jede eink6pfige nachinv. Untergruppe minimal 8einfach
ist), sind die gleichen wie die, in denen jede inv. Gruppe (33.3) maximal ist,
nédmlich die direkten Produkte von einfachen Gruppen.
falsch: v Gruppen mit X? = 1!
Veralggemeinerung auf Jordanlinge der einlépfigen < k?

Def: Tiefe t(2) [:= m(®, ) frither| einer nachinv. Ugr A <1< sei die Schrittzahl
der kiirzesten Normalkette von & bis 2; also t(&) = 0, t(A) = 1 « A< G. Dann
gilt:

1. & habe endl Kompreihe (Abschwiichung?). Dann hat jede ein-dick-kopfige
Untergr 2 <1 <& eine Tiefe ¢(2A) < 2.
Bew: Dann 2 <1 A®.

2. Ist 901 eine Mene ein-dick-kopfiger Ugr von &, und kommen in 91 s ver-
schiedene Jordanldngen vor, so ist t({A;}m) < s+ 1.
Bew: sei I = szl M., in M, alle A; die Jordanlénge I;, I1 <lo < --- <
ls. Dann ist fiir A = {A —i}:

Q[{le };Q(Sgli)gla < Q[{Q[}_,jq(i?li)ﬁlaJrl

NB: Es ist sogar t(2) < 1+ 5, wo S die Maximalléinge einer Kette A" < 252 <
Gs
M < Q[S lst-
34/35
Sylow- und Jordanstruktur:

1. Sei A<1<18, jeder Kopf von 2 habe eine durch p teilbare Ordnung (2 = p-
kopfig). & sei p-Sylowgruppe von &, und & N2A = P. Dann besteht eine
1-1-Abbildung zwischen den konjugierten 2; von 2 in & und den in &
gelegenen konjugierten B; von B in &;, und zwar ist 2; die nachinv.
Hiille von ;, Vi = & N%;. s. auch S. 49-51
Bew: setze ; = G NA;, A; = GAG™L. Dann ist P; ebenso wie G~1PG
eine Sylowgr von GG, also konjugiert zu G~ *BG und damit zu .
Wegen Vor iiber 2 ist ; = Hiille ;. Ist schliesslich H € & beliebig,
H'BH =P’ <&, s0ist P' = HAH NP = AP = P;.

2. Sei P < & eine p-Gruppe die normal ist in jeder sie enthaltenden p-Sylowgr

[13

von &. Dann ist die ni Hiille Y normal unter jeder von
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2a:

&, und es ist ¢(P) < 2.

Bew: Sei & p-Sylowgr von & und Q = & NP. Fiir ein G € P ist P <
GG < G71'6G, also P < G7I6G, P inv bei GGG, und wegen
G € P auch P inv bnei &. Dann ist P inv bei jeder p-Gruppe und daher
auch bei allen Konjugierten von 9.

35/36

. Ist eine p-Sylowgruppe von & abelsch (oder hamiltonsch), so hat die

nachinv Hiille jeder p-Untergr. von & hochstens die Tiefe 2.
Bew: 35,2.

Falsch ist die Vermutung:

Ist & Sylowgr von &, & = &, P S, P < <98, so ist P < &.
— &5
G

Falsch ist daher die Vermutung:

Ist & Sylowgr von &, A<, (GNA)<(ENBY), ENA=A, SNV =B,
so ist A <1 B.

Daher:

. Falsch ist:

Aus PB; < P2 (p-Gruppen) folgt Py <1 Pa. Vielleicht, wenn P; “voll* in
&7

Die entsprechende Vermutung fiir P31Bs = PP, ist dagegen bekanntlich
richtig.

Falsch ist:
Sei § < <&. Dann A <13‘B — AP < B NP £ alle Sylowgr P < 6.
1]

Gegenbeispiel: & = =9, 2A=1

222
36/37

. Mitteilung von Elliott Wall, Newcastle 31.8.55:

Die Automorphismengruppe der alternierenden Gruppe Ag zerfillt nicht
iiber der Gruppe der inneren Automorph.

Der Satz von Ore: AAY = & ~» 2 = & folgt aus dem allgemeineren
(auch bei Ore):

AB =6 ~ ABC =&

Bew 2a: ABLA = ABA = YA4B4 = (AB)A =&

Verallgemeinerung des Satzes von Ore:

Sind A1, ..., A paarweise als Ganze vertauschbar, so ist Hle WG £

®. Verschérfung s.u.
Bew: Sonst wihle S minimal, setze Hlsfl 2G> = 9B. Dann ist

BPBCs11Gs > BgGs — &, entgegen Ore.
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. Verschérfung von 3: Es geniigt schon die Vor: H; <1 AGr =B p» ist Gruppe
fir r =1,2,...,s. Dann gilt schon 9B, # &.

37/38

. Eine Gruppe, in der die Minimalbedingung fiir nachinvariante Untergr.
gilt, ist das Erzeugnis ihrer einkdpfigen nachinvar. Untergruppen.

Bew: Ein Gegenbeispiel (“schlechte Gruppe®) wire das Erzeugnis aller
ihrer echten Normalteiler, und mindestens einer von diesen wire wieder
schlecht. Gibt absteigende unendl Kette.

st 8 = AU B, so A < <B und B einkdpfig, so gibt es genau einen
maximalen Normalteiler 9t von & mit 2 < 9. Nimlich 0 = AP . Rumpf
B.

. Eine Gruppe braucht keinen max Normalteiler zu enthalten. Z.B. & addit.

Gruppe der 55z mod 1.

. Ist 91 maximaler Normalteiler von &. 2 < <1®. einkopfig, A £ M, so ist
MA =&, B/M ~ A/MNy

38/39

Ein den Eindeutigkeitssatz fiir perfekte einkdpf. Deckgruppen.

Ist 9 maximaler Normalteiler von &, & /9 nichtabelsch, und sind A < <&,
B <1<1® beide nicht in M und beide einkdpfig, so ist A = B Anmerkung: [ Siehe
dazu Ore Strukturen II, Th 9: Als Gegenstiick: 42.1: dort folgt 39.1 erst wenn
man 39.2 kennt. |

A. Sei AT = a, B = b. Dann * s.u.!

B. Indukt nach max(m(g, a), m(g,b)) = max(a, 3).

L max=1 ~ A<9E, BB ~» A Ist A < B, so A =B wegen
Einkopf. von B und Mg < M. Ist keins der Fall, so [, B]

II. max = g > 1. Sei B € B beliebig; A® = &', &' NIM = MN'; es ist

/ !~ . , B , m(@’,%{)
&'/ ~ & /M einfach, ferner A £ M, AL £ N, o) -
mERASA) < p—1. 4 ° ndukt ist A = A7, also AP = A -

Ebenso B% = B

A.

2. Folge: 2 perfekt einkopfig, A <1 <&, B <1 <B, A £ B~ AT =2

Bew: 38.2 ~» d 2 max Normalt in AU B, I > B.

* Wire 2 # 9B | so nicht [2, 8] = =, etwa A, B] # A;

mo

dann [, B] < Mg ~>< M ey & /M abelsch
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3. Folge: A<1<1®, einfach, nichtabelsch, B<1<1® ~» A < N<1B; m(6,2A) = 2;
[, AS] =1 — 2AC min. NT von &. Forts. 28.9.57

39/40

1. Sei {2} eine Menge nachinvar. Untergruppen von &, die durch C vollstéin-
dig geordnet ist. Dann ist 20 = (J, A auch Vereinigung einer abzéhlbaren
aufsteigenden Folge von nachinvarianten Untergruppen ‘B,, von &.

Bew. mit

2. Sind die m(&;2) < k beschrkt, so ist 20 < <1& und m(&, ) < k.
Bew 2: Sei Ql&k) das k-te Glied der kanonischen Normalreihe von & nach 20
@A =&, A4 =20,). Sei N = U, A, Dann ist Ny = 20, 9, = W,
s.u.! o o, A @)
* 0 < Ny, falle kb, W07 =J, A" < U, A,* = U, A" = Ny, ebenso
WM <M

Bew 1: Setze B, = U, (6 2,)<n Ur; nach (1) ist B, < <18, m(G,B) < n.
Ferner | J,, B, = U, Un.

¥ — 0 Beh: ‘ﬁk+1 < Np.

Bew: Sei A € My11, B € M. Dann A € AT, B e AP fiir zwei k, A;

also wegen Ordnung A € Qlf)kﬂ), B € Ql,(gk) fir p = max(u,A). Dann

AB €[] = A < oy

40/41
B, AT<B, AL n ~ A/ANI ~ B/N Fakter eines max NT, abstrakt

Ay, Ay <1<1B ~» Jeder Kopf von & ist Kopf eines 2. Def.: Nenne & M-kopfig
(M eine Menge abstrakt. Gr.) wenn jeder Kopf von & € M. 2 alle 2, M-kopfig
~ 6 M-kopfig.

A1/41A

1. Sei A <1 <16 und ein-dick-kopfig. Seien By (A € A) nachinvariante Untergr
von & derart, dass 2 C | J, B . Dann ist fiir einen Index pu A < By.
(Erzeugnis)
Bew: OBdA sei [ J, By = &. Bew indirekt: Wire stets 2 £ B, so nach
39.2 AB» =, also A® = A. Sei My der max. Normalteiler von . Dann
M < B. Es ist MyA £ MyB,, fiir jedes A (denn sonst A < By). Also
geniigt es zu betrachten &/My. D.h. oBdA sei 2 einfach. Dann ist aber

q
By <ABy, denn By = € £ ABy, € = B,. (ANEC), ANC £ A, ANC =
¢ =%B). Also [, B,] =1, A < Zentrum &; Wid.

2. Sel A< <B, By << (A € A), m(B,B,) < 2. Sei W = Erzeugnis der
B mit 2. Dann 20 = Y nachinvarianter Untergruppen von &. Denn das
Erzeugnis endlich vieler 8, mit 2 ist < <1 6.
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3. Ist auBerdem A abzihlbar, so ist 20 > einer aufsteigenden Folge nachinvar.
Untergrupen. Dann setze Qo = {A, Ur<nBr}

41A /42
® beliebig.

1. Zu jeder perfekten einkopfigen nachinvarianten Untergr 2 <1 <1® gibt es
hochstens einen in & maximalen Normalteiler 9T <1 ®, der 2 nicht enthélt.
Schérfer: 4
Denn wenn 9y # My, betrachte &/M; N My = &/D. A £ D; Es ist
DU # &, da A einkophig. Also DA = { 3! .

2. AI<B, B< B AVDB ~ K(AB,A) = K(B,D) mit D = AN B.

3. Ist fiir eine Menge A von einf. Gr. B < 21, und A <1 <&, AV B, so ist
AL < AB, da AN = (AB)A.

4. Vermutung. & beliebig: Zu jeder einkopfigen perfekten nachinvar. Ugr 2(
von & gibt es (genau) eine umfassendste nachinvar. Ugr B von &, welche
2 nicht enthalt.
Bew: Setze B = Jegqs €. Es fehlt dann der Beweis fiir 98 <1 <®. Richtig
ALE

%
ist 4. also jedenfalls, wenn in & die Maximalbedgg gilt.

42/43
Endl. Gruppe &.

1. Ist eine p-Sylowgr von & von der Klasse ¢, so gilt fiir jede nachinvar. Ugr.
A von &, deren Kopfordnungen alle durch p ??7? teilbar sind (kurz: fiir
jede pz-kopfige Gruppe) : m(®,2) < c+ 1.

Aufgabe: Erweiterung auf Hall-Gruppen
Bew:

(a) ¢ =1, d.h. P’ = E: siehe 36.1

(b) Sei 3 = Ztr PB. Dann ist A3 = A fiir jedes 3’ = 3%. Denn es ist
2 = mit 4 < PO Sei Uy 39 = N < 8. In /N ist die Klasse
der p-Sylowgr < ¢ — 1, nach Indukt. also m(®,A9) < c. Ferner ist
A < AN.

Endl. Kompreihe von &

2. Ist A <1 <16, perfekt einkopfig, so gibt es B <1 <&, B #£ E, das A zentrali-
siert, es sei denn, 2 enthilt einen Normalteiler # E von &.
Bew: Entweder ist ()¢ # E oder = E. Im zweiten Fall gibt es G1, ..., G,
so daB M, AGk = B +£ E. BEs ist A“* normal bei A und umgekehrt, also
B normal bei 2 und umgekehrt: A, B] = E.

43/44

F-Rimpfe bei Gruppen mit endl. Kompreihe.
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2b)

. Def: Der §-Rumpf 2*% von 2, wo § eine einfache Gruppe zusammen-

gesetzter Ord ist, sei der Durchschnitt aller Normalteiler von 2, deren
Faktorgruppe ~ § ist.

A*S ist das Erzeugnis aller einkopfigen nachinvar. Ugr von 2, deren Kopfe
+# § sind, mit den Riimpfen aller ein-F-kopfigen;

oder auch = Erzeugnis von A% mit den Riimpfen der 1-§-kopfigen.
AL G — AT < B*S.

AP <96 — (AUB)*S = AT U BT,
Bew: 2b) und 41.1

Dh: *F ist ein Nachinvarianz-Operator. [Fiir |§| = p wiirde das nicht gel-
ten.] Fiir Vertauschbarkeitsfragen bringt der Op *§ natiirlich nicht mehr
als §.

44/45

. Ist jede nachinv Ugr einer endl Gr die nachinv. Hiille einer auflésbaren

Untergr.?
Ja: Wéhle in jedem einfachen Faktor F; von A|Rumpf A eine auflosb. Gr
A; # 1, und setze U = kleinste auf [] A; abgebildete Gruppe.

. Frage: A< <16, A < P(9H), H <6 - A< P(B)?7C

45/46
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I-Funktion:

Integriert man ¥ iiber eine Quadratfliche der Seitenldnge 1 mit Mittelpkt z, so
bekommt man mittels Taylor-Entwicklg um 2z und mittels

-2 _ (=D1%
//lﬂ- dady =42 G Aln
0.2, 0 4fn
2

die Formel (vgl Burnsidesche Reihe 36 auf S.57 bei Losch-??7 ). Fiir [z +n| > 1
(n=0,1,2,...) ist

1 ., 1, z—3+1
U(z) == 1og{(z—) ﬂz(zi)log%l
=573
(=D 2¢(z, 4k + 1)*
+}; 4 Ak 414k +2

:21og[(z—§) +ﬂ

= Ve[ 2¢(z,4k + 1) 1
2k
+¥ 4k {4k+1 4k+2+(2k+1)(z—%) }

Das ist um ebensoviel besser wie 36.57 bei Losch, also diese besser wie 32.55.

Fir z > 0 wird

1
5) =

1)k 2¢* (x + 3,4k + 1)
k (dk +1)- (4k + 2)

1 1 1
U(x+ —10g(m2+4)+2mArctan% 1+Z 1

2

« Dabei ((2,k) = Y0 gk = (~DM Y00 E = (2 + 1,k) in Loschs

Bezeichnung.

46/47
Frage: Ergibt sich vielleicht fiir I'(z + 1) und ¥(z + 1) eine asymptotische Ent-
wicklung nach Pot. von m, indem man fD partiell nach x und y integriert,
nach Bernoulli-Polynom-Methode? Und sind nicht schon die Koeff der asym-
ptotischen Entwickelg von ¥(z + 1) nach 2 Kkleiner als die von ¥(z)? Diese
Koeffizienten sind Bernoulli-Polynome Bn(3). Losch S. 29 u

ja: s. Whittaker - Watson

NB: wie dort (oder genau daraus durch 7 ) ergibt sich

Z 4k gz 4k +3)

k=1

[\3|H

* ((2,3) =

NJI»—A
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Durch Einsetzen der Def von ( rechts und Vertauschung der Summanden gibt
das

1 1
Zn—i—z 6(z3) = 2 22 JrZélz—&—n 1 (z+n)?

wWk—1

— 1 OO() S7 S11 S15
Z$:53:1+¥ 4k '84k+3:1+z_ﬁ+4—3—---

* ist gleichwertig der Laurant-Entwicklung von

1 . 1 1 1 1
A =1 — + _
22—z+3 Z—01 Z—Qa Z—Q3 Z— Q4 )99, ¢

[SIEN

as. e Qg

A7/48
Distributive Gruppen
(D.h. mit distrib. Verband der nachinv. Ugr.)

1. Perfekte distr. Gruppen: In ihnen ist jeder auflosbare Hauptfaktor zentral,
daher auch zyklisch.
Bew: Normalisator einer Sylowgr des Hauptfaktors.

2. Beliebige Gruppe &: Verallgemeinerung von <<1. Man kénnte fiir A < &
die nachinvar. Hiille 2 definieren durch 2 = umfassenste Gruppe B < &
mit AP = B. Gilt in & die Minimalbedgg fiir nachinvar. Ugr, so stimmt
diese Def mit meiner alten iiberein, da dann die absteig. Normenkette
abbricht. Demnach hiesse 2 <1 <1<t &, wenn aus 2 5 § < & folgt AY #£ H;
kiirzer:

Dann gilt:

A#EH ~ AV £9H
oder: AT =B ~ A=
oder: B <A ~ BV <Y

AI<LE ~ AIA<IS
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5a)

Ferner:
AALIISG ~ ANHAI<IH

Ay <A<A<AB ~> ﬂ%<<1<®
A

AQIIB IS v~ AL B

Offene Frage: A< <1<1B, NG ~ ANIIIB ?
Fortsetzg: 54.1

48/49

. Sei ¢ < P = Sylowgr von &, 4 schwach abgeschlossen in 9; sei U die

nachinvar. Hiille von il,_lél ®. Dann ist { <1 &. s. auch 53.1._G o
Denn G € & ~» 20 =4 NP ist zu U dhnlich, also W = U, U =W =4
(siehe 3). Verschirfg 4.

. Insbes. (Taussky-Best): Sind alle Sylowgr. von & zyklisch, so ist jede

nachinv. Ugr normal. _
NB: Mein Schlufl zeigt: Ist A<1<1&, B < &, |A| = |B| 77?7 A, so ist A = B.
Bew: Ergénze die Sy-Gr von ‘B zu solchen von &, schneide mit .

Genau dann ist eine nachinv Ugr A <1 <16 die nachinv Hiille einer p-Gr,
wenn jeder Kopf von 2 durch p teilbar ist. Und dann ist 2 die nachinv
Hiille jeder p-Sylowgr von 2.

Sei U < P = Sylowgr von &; sei H < & und $ transitiv auf den in P
gelegenen Konjugierten von {; d.h. 4% < mfP ~ ilG = U fiir ein
H € $. Dann ist $ transitiv auf allen Konjugierten zu L.

Bew: QU:i_lGﬁ‘B - W=yH s Wyl =g,
NB: Hieraus 1 durch Spezialisierung $ = E.

A << ~ A® = schwache Abschliessg von 2 NP in P.

Sei A<1<18. Genau dann ist A<1B, wenn fiir ein vollst. System von Sylowgr
LB, ..., gilt: AN P schwach abg in P. Notw ist sogar: A NP stark abg. in
PB. s.51.5

49/50

. Sei 2 <P = Sylowgr von &; il = nachinv. Hiille von 2 in &. Dann gibt

es zu U in & genauso viele Konjugierten als P Untergruppen enthilt, die
zu i in & konj. sind.

Bew: i_la = i_lH — i_lc NP = i_lH N P; diese Durchschnitte sind zu U in &
konjugiert. s. auch 5
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. Hat z.B. P 2 Erzeugende, so gibt es zu den mit [P : U = p insgesamt
hochstens p + 1 verschiedene 4. Also hat die Autom-gr & eine Darstellg
des Grads < p+ 1 als Perm.-Gr. Und:

. Zwei 4 { zu den Y mit |P : Y| = p }, die unter & konjugiert sind, sind
schon unter dem Normalisator 91 von ‘3 konjugiert.

Bew: Zwei solche 4 in B, die in & konjug sind, sind schon unter I konju-
giert. Ebenso:

. Sei 4 und 20 < P. Dann gilt: U konj zu W in & « U konj zu W unter
Normal. 3

PN ﬁ « E «

s. 5.35!

voll — __
. Seien U, 23 < B. Dann gilt: 4 konj. zu QW in & « U konj zu W in &.
50/51

. Sei & auflosbar, jedes A <1 <1 sei sogar <|&. Dann ist jede Sylowgr von &
hamiltonsch, die ungeraden also abelsch.

Bew: Nach Block <1< hat jede Ugr von & die gleiche Eigensch, insbeson-
dere jede Sylowgr.

Aufgabe: Sehen, ob Best.Taussky alle solchen Gr. gefunden haben.

. Sei |PB| = p®, P VA Dann ist P N2A eine Sylowgr von .
(Sonderfall meines Satzes iiber Sylowgruppen von 2AB).

A8, A < D(g) A =E

. Bezeichnet ¥(g) den Durchschnitt aller Normalisatoren von nachinvarian-
ten Untergruppen in &, so gilt: A <1 <P (g) — A < ¥(g).

LSl A<, ANP=p. Dann p<1 S < [p <Py <P — p <IN NPy
BewInp=2y < <--- <A =& die N 2, NP 727
——
B
= Verschiirfg von 49.5
51/52

. Die Sylowgr. B < & sei fest gegeben. Dann ist fiir die pz-kopfigen A <1 <1®
die Abb. 2 — 2A NP eineindeutig, die B = AN P sind die ,,vollen* Ugr
von B, dh. B = B NP. Die Abb. B — By = B NP ist eineindeutig
auf dem Verband der vollen Ugr von B, und sei enthilt | J, also auch die
Ordnungsrelation, also auch [): Verbandsisomorph. Es ist Bgar = (Ba)m;

Be =By < %G = %H Bo = BE — BC < P. By = BBC it einem
B eB.

. Ist w ein Nachinvarianz-Op., so ist m(&, %) < m(®, a).
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3.
4.

Stets ist AT = A[2, B]. (Fiir Einzelelemente ist auch ???= A[A, B] )

& habe einie zykl. Sylowgr., gehorig zu pq, . . ., pk. Sei A<1<1® und Indikator
2l = J. Dann ist py 1 |2 : J|. Denn jede pj-Sylowgr von 2l tritt auch in A
auf, also in J.

Verallgem: 53.1

52/53

Sei A <1 <1, eine p-Gruppe A, von A schwach abeschl. in einer p-Sylowgr von
®. Dann ist (A.)® < 2. Denn 2, < A, da A, = (AC NP7,
Anderer Beweis: 20 > 2, A, < &. 49.1

Sei U < P = p-Sylowgr &. Sei U <P, wenn < PB. Dan ist UP = L

53/55

Fortsetzg.

1.

Ist Maxbedgg fiir die nachinv. Ugr von & erfiillt, so gilt: % < <& —
A< <146,
Bew mittels 9T, wo 91 eine max. zu g fremde Ugr ist.

. Ist & endlich, so ist A <1 <146 — A < <1B.

Ay < <u® — UAxN < <y B.

Die 2 mit A <1<1p® diirften die Enden der transfiniten Normenketten sein;

allg. 8 = Ende der transf Normenkette von

Achtung: Die Vereinigung & einer aufsteigenden Folge nachinvarianter
Untergruppen von & kann die Norm &® = & haben.

Beispiel: & = endl. Permutationen von 1,2,3,...,n,... folgender ist (2-
Sylowgr. von &)
& =

6= e =6

12345678
Also kénnen die Def: <1<ig und <1<14 nichtéq. sein.

55/56

Die Gruppe & von 55.5 besitzt keinen maximalen Normalteiler, ist aber
eine 2-Gruppe (unendlicher Ordnung).

Wenn es Gruppen &; mit &; 1<, &, 1<B;, a = m(&;,2A;), (&;,B;) =0b
und m(&;,2; UB;) — oo gibt, dann gibt es ein & (ndmlich & = &; x
Gy x ---) und A< <G, B < <G (ndmlich A =[], A;, B =[], B,) mit
m(&,2A) =a, m(B,B) =bund AU B < 6.

Es gibt 2-Gruppen & mit A < <8, B < <16, [A,B] =1, m(6,AUB) =
a+b—1, wom(6,A) =a usw.
. usw. hat eine Ugr, die aus a — 1 “Stufen”” besteht

Bew: In
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(im Beispiel a — 1 = 2) die Tiefe a. Nimmt man 2 mit @ — 1 Stufen und B
mit b — 1 dazu fremden, durchweg hoheren Stufen, so besteht 2 U B aus
a + b — 2 Stufen, hat also Tiefe a + b — 1.

56,57

1. Sei B “voll” in einer p-Sylowgr 8 von & (dh B = BNP), und A € P lasse
jede in 9 gelegene Konjugierte B’ zu 9B fest: B4 = B’. Dann normalisiert
jede Konjugierte A jede Konjugierte %H.

Denn A mach unter den B’ die gleiche Perm wie unter den B’ also die
identische. Und die B’ erleiden unter & eine Permgr., die & darstellt.

2. Insbesondere: Lisst A € P jede volle Ugr von B fest, so lisst {A®} jede
pz-kopf. nachinv Ugr von & fest.

3. Sonderfall: Ist 3 = Ztr P oder 3 = Kern‘P (im Sinn ee Baer), so lisst 3%
jede pz-kopf nachinv Ugr 24 von & fest. Ist also k& die Lénge der aufstei-
genden Kernreihe von P, so ist m(&,2A) < k + 1.

“Kern”: Siehe separat Baer: Almost hamiltonian groups & CompMath
1(1934), 4(1936), 2(1935), 6(1939)

57/58
Nach Blackburn bilden die p-Gruppen, fiir die % = U{A} — U{A4AP} = AP
[ = mhoi () im Sinn v Hall] ein Operator ist, keine Klasse zu je zwei Gr
das direkte Produkt enthilt. - Man kann fragen, fiir welche B U;, Q;, ¢1 777
Operatoren sind.

Die Bestimmung aller auflésb Gruppen mit <1<t = < von Zacher ergibt sich
leicht aus meiner Theorie: s. separat Zacher S.291 (t-gruppi finiti resulubili,
1952). Die Bedgg von Zacher luft im wes. darauf hinaus: In einem Sylowsystem

L1, Bo, ..., Pr mit py > pa > -+ > pi ist jede Ugr von P, normal unter P,
A>0.

Bemerkg von It6:
Ist & <2 <A, & 1B, <B, soist & <1A1B, 4(9110%1)Ql%491%.
58/59

1. Itererierte Kommutatoren mit [AB] = A~'B=1AB, AP = A[AB],
[ABC) = [CABC] gilt:

A,B,C €® ~ [CAB] ' [[CA][CB]][CBA] = [BAC,]!
mit Cop = CAB, dh.

[[CA][CB]] = [CAB][BAC,|'[CBA]™*

2. [X, AB] = [X, B][X, A][X, A, B]
X, ABC] = [X, C|X, B]|X, B, C][X, A||X, A, C]|X, A, B||X, A, B, C]
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[X, A1A2 . e Ak] S {[X, Aa, Aﬁ, ceey Ap]}lgoc<ﬁ<---<p§k

«

——
3. Genau dann ist A < <& und m(&,A) < «, wenn [&,2, ..., 2A] < A. Das
legt den Verusch nahe, die

Vermutung: A <1<6, B, [2A,B] <ANB ~ m(B,AB) < m(&SA) +
m(&B) — 1 durch Kommutator-Identitidten zu beweisen.

59/60

1. & habe zyklische Sylowgr zu den p > 2, und die Quat.-gruppe als 2-
Sylowgr. Sei A < <6, B < &, |2| = |'B|. Dann ist entweder B = 2, oder
es ist 22T 2|, und es gibt genau 3 B; diese sind zu 2 konjugiert.

2. Folgt aus A < <&, B <9, |G| < oo, AV DB stets A; VB, wenn A <Ay <
-+- <6 die Normenkette von 2 ist? OBdA: 2; UB = &.

3. Folgt aus B < A=Ay < U <--- <A =6, <G, ENA, =C,,
¢, VA1, p||AUC: B : €| stets auch p | A : B?
OBdA ist & = A U €; zunichst r = 2 untersuchen!

60/61
Satz von Dietzmann (Kurosh 2. Aufl.):
Ein endlicher, invarianter Komplex £ von El. endl. Ordnung € & erzeugt einen
endl. Normalteiler von &.
Bew: OBdA: {&} = 6. Sei 3 = Ztr 6; dann (& : 3) = n < oo. Stelle &
monomial nach 3 dar. Die Erzeugenden aus £ haben endl. Ord., also auch ihre
Determinanten in der Darstellg, also alle Determinanten endl. Ordnung. Also
jedes Z € 3 endl. Ordnung. Ferner hat 3 nach Reidemeister nur endl viele
Erzeugenden, also (3 : F) < oo. Folgt (& : F) < 0.
NB: Also ist die Ord von {$)} beschrinkt durch |$| und die Max-Ord der El.
aus K.

Bew einfacher: In jeder unverkiirzbaren Darstellung o = K" ... K", K, € &,
sind alle K, verschieden, und wenn $) = {Li,...,L,} durchnummeriert ist,
kann man 2 = L} ... LP» ersehen. Also |(8)| € [T'_, |(L.)]

61/62
Uber Konjugiertheit der Vertretergruppen im teilerfremden Fall.
Sei ® = AN = B minimal mit zwei Vertretergr 2, B fiir & | N, die nicht
konjugiert sind. (|2, |9]) = 1.

1. A ist einfach.

2' ()’t 13 13

3. Gibt es ein p derart, dass sowohl A wie B je eine p-Sylowgr von I fest
lasst, dann B = AN .
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4. Lasst 2 eine p-Gr in M fest (# E), so auch eine p-Sylowgr
5. Lésst 2 eine Gruppe DV mit p | [9V| fest, so auch eine p-Sylowgr

6. Die Primteiler von || zerfallen in paarweise fremde Mengen p1, ..., pg;
q1,---,qi, -+ derart: Jede Vertretergr 20 von & /91 bestimmt genau eine
dieser Mengen, derart dass genau Sylowgruppen zu diesen Primzahlen
unter 20 invariant sind.

62/63

1. Man sollte Konjugiertheitssidtze bekommen fiir Komplemente regulérer
Untergruppen von zweifach trans Permgruppen, wie im Fall des Grades p.

2. In einer auflosbaren Gruppe gibt es hochstens ein p so, dass die p-Sylowgr
ihr eigener Normalisator ist. Denn der Sylow-System-Normalisator ist #
E; also wenn N6, = 6,,, dann |6/&’| = p”.

3. Die nachinvariante Hiille einer zyklischen Gruppe hat zu jeder Primzahl
p hochstens einen p-Kopf. Denn sie wird von den Konjugierten eines Ele-
ments erzeugt.

4. Verallgemeinerung: Die nachinv. Hiille einer Gr mit & Erzeugenden hat
héchstens k p-Kopfe, dh [2 : APA| < pF.

63/64

1. Eine minimale nachinv. Ugr 2 einer primiren Permugr hat entweder die
Ord p; dann ist sie halbregulir, da das Ztrum von A% transitiv ist, oder
sie hat zusammengesetzte Ordnung, dann ist 2 <1 2®, daher sind alle
Konstituenten treu. Folge:

2. Eine minimale nachinv. Ugr 2 einer primitiven Permgr & hat nur treue
Konstituenten. Folge:

3. Eine nachinvar. Ugr 2 # E einer primitiven PermuGruppe lésst keine
Ziffer fest. Dh:

4. Ist & endlich, A < &, soist A <&

max
T nachinv. Kern

5. Frage: Sei 2 < B < &. Ist dann A <1 B, vielleicht sogar 2 < B7

max

Frage: Pri monomiale Gr statt PerGr

64/65
Herrn Aavatkumovic gesagt 28.6.57:

Sind ¢, (z) die EFu einer Gl. A¢ + A¢ = 0, so ist vielleicht
%ZAngthn én(2)dn(y) — G(z,y) = GrenzFkt. wo 1 Anzahl Zeichenwechsel
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— Glay).
NB: Vielleicht fiir pos def Kerne K so zu verallgemeinern: % Anzahl Zeichen-
wechsel — lim. o K¢)(xy) wo K¢ die Iterierte der Ord ¢ (reell > 0).

Frage: Die Distanz von drei nachinv. Ugr 2,8 von & kann definiert werden
als d(AB) = j{AU B, A} + j{A U B, B}, oder mit m statt j. Gilt dann die
Dreiecksungleichung?

65/66
Zur Darstellung von Gruppen 2 durch Automorphismen einer p-Gruppe B, wo
(b, 121]) = 1.

1. Satz. P besitze genau einen minimalen 2A-Normalteiler 9. B/ besitze
lauter Primzahlen alles 2-Haupt-Faktoren. Dann ist auch |91 = p.
Bew: Sei M <, ‘B, BA = BF =B,
Dann ist B abelsch wegen 91 < Ztr B und B/M zykl ist BP # 1, so
[BP| = p, BP = N. Ist BP =1, so

(a) p > 2: Esist M < Ztr P wegen Minimalitit

a) Ist auch B < Ztr P, so ist im Fall B 175 19BP =N, |N| = |BP| = p;
und ist BP = 1, so nach Maschke B = 91 x $ wo Nl =p¥=9
entgegen Einzigkeit von 1.

B) Ist B &£ Ztr P, so wihle in einer A-Reihe von PN 1B < --- <
R <G Q... derart, dass £ < Ztr R, aber £ £ Ztr &. Dann ist
firLel-MNSe&6-R C=[LS]#E C*=][L*S5=
[L™N,S™ R] = C™ da {L,S} die Klasse 2 hat und p > 2.

66/67

(b) p=2: Wéhle [, S wie eben, dann C' = [L, S], hier ist C* = [L*, S¢] =
[LN,SR] =[L,S] = C; M = {2}.
NB: Hiermit folgt. &/®(&) iiberaufl. ~» & iiberaufl. [mittels Sylow-
turm)]

2. Die Darstellungen, die eine p’-Gruppe 2 auf einer p-Gr P bewirkt, seien
alle vom Grade 1 bis auf eine (dh alle 2A-Hauptfaktoren von B d = p
bis auf einen). Dann kann man diese eine ganz nach oben schicken, dh es
gibt eine A-Hauptreihe 1 = Po < P1 < --- <P, <P mit [P,/ Po—1] =p
(p=1...7).

Bew: 66.1 auf P/Q anwenden, wo £ maximaler 2-Normalteiler von
derart, dass auf 2 nur Darstellgn des Grades 1 eintreten. Nach 66.1 ist
dann schon Q = ...

3. Unter der Vor. von 66.1 ist P = 91 x P, mit P, wie in 67.2. Denn NP, =
1, da O keinen 2A-Hauptfaktor wie P, gemeinsam hat.

4. Verallg von 66.1 wohl auf solche 91 moglich, die Darstellungen erleiden, die
nicht in den Kronecker Produkten der daariiberliegenden enthalten sind.
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Aufgabe: Erst Theorie der Darst. bei Charakteristik 0, dann Modulare
Theorie von R. Brauer auf Darstellungen durch Automorphismen von p-
Gruppen {ibertrag.

67/68

Forts von 67

Ist P abelsch und unzerfillbar unter 20 (dh # P1 x Pa), so durfte P
homogen sein (dh lauter gleiche Invar. haben). Ist P abelsch, so diirften
die Darstellungen von 2 im Sockel und in der Rumpf-Faktorgruppe &q.
sein. Daraus folgt dann durch Anwendung auf geeignete Faktorgruppe:
B enthilt keine andere Darst von 2, als der Sockel von P enthélt; [Bei
nichtabelschen p gilt das nicht: || = p? ]. Allgemein diirfte 93 nur Darst
enthalten, die aus denen das Rumpf-Faktors durch Produktbildung von
< ¢ Faktoren entstehen, wo ¢ = Klasse 3. Beweis direkter ab 66.1: In
absteig. Zentrum 3. treten nur Produkte von Darst. aus 3.-1/3. mit
solchen aus 31/32 = &/’ auf (p > 2).

5. Bei der Darstellg von 20 durch Autom einer auflésbaren Gruppe 9t diirfte
es stark auf die Struktur der Sylowgruppen von 2t ankommen; es ist nach
Huppert MZ 60, 427 der Grad jeder in 2 enthaltenen Darst. von & < r,
wenn dies im Sockel von 2 zutrifft, vorausgesetzt, dass alle Sylowgruppen
von 9T abelsch sind.

68,/69

6. Ist der “Darstellungsmodul” 90 auflosbar, so treten in ihm unter 2 mit
(|24]|9:1]) = 1 keine anderen Darstellungen von 2[ auf als in den Sylowgrup-
pen eines Sylowsystems von 91, das bei 2 invariant ist.

69/70

1. In einer pz-kopfigen Gruppe mit ableschen p-Sylowgruppen ist jede (ein
r) pz-kopf. nachinv Ugr normal, dh jeder pa-Hauptfaktor einfach.

2. Allg: Unter dem Erzeugnis der p-Sylowzentren ist jede nachinv. px-kopf.
Gruppe normal.

3. In einer p-auflésbaren Gruppe [ohne p’-Normalteiler] erzeugen die p-Sy-
lowzentren eine nilpotente p-Gruppe.
Bew der urspiingl Fassg: der grosste p-Normalteiler des Erzeugnisses )
liegt im Zentrum von ). 3 steht vielleicht bei Hall-Higman implizit?

70/71
Sei ® eine Gruppe minimaler Ordnung, die lauter abelsche p-Sylowgruppen
hat und doch eine pz-Linge > 2 hat. Anmerkung: [ Oder sollte man 777> 2
voraussetzen?]

1. & wird von einer p-Sylowgruppe erzeugt.

2. ® hat keinen p-freien Normalteiler.
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10.
11.

12.
13.

M = (6P*)P" ist # 1 und minimaler Normalteiler. Daher bedeutet pa die
Menge der einf. Gr. mit p | Ord.

M ist einfach (70.2), aber zusammengesetzte Ord.

. M ist der einzige minimale Normalteiler, weil

ZsM < &) =1

M<H<B,1#H <9 ~ M<H. Denn wihle §’ einfach, dann
somit [§/, 9] = 1.
&

£ =06

CM<H<B ~ H ist pz-Gruppe (mit Indukt.Vor.), denn es hat keinen

p-freien Normalteiler (6)
71/72

. Jedes p-Element A in &, das mit £ zusammen nicht ganz & erzeugt,

zentralisiert £/

. Ist /£ nicht eine zyklische p-Gruppe, so ist £/9 im Zentrum von & /1.

& ist einkopfig. Denn C Erzeugnis der pz-einkdpfigen nachinv.

Ist £/90 keine ¢-Gruppe, so ist £/9 im Zentrum & /M. Denn wiihle in
T §/9M = Sylowgr von £. p-Sylowgr & ??7?

L£/9M ist ¢-Gruppe oder abelsch, also nilpotent

Sei M = Nsp (p eine p-Sylowgr von ). Sei Ng = NNM, Ny der grobte p-
freie Normalteiler von 9. 91 deckt &/, also auch MNP . Dies liegt in Zs®,
da von den p-Sylowgr das M erzeugt. Nun ist Zs(916/6) NIM = M, &;

denn sonst
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72/73
kénnte man noch ein Stiick von 9M,/M N & nach untern durchschieben,

gegen Def von M;. Also ist P NNy = 1 mod M &, dh N = Ny x NP’
mod M &.

14. Es ist Mg # MNyp, sonst Verlagerung ~~ N nicht einfach.

n

No ~ & /M

15. MNP < Zsp, da von p-Sylowgr erzeugt.

16. Ist der Kopf von & nichtabelsch, so deckt der Zentralisator von 91p/9%
ganz & /M. Denn jede minim. nachinvar, Deckgruppe des Kopfes in nr'
zentralisiert My/Ny, da sie N/ N p und p zentralisiert und keine p-
Faktorgruppe besitzt. 2 = Zs; /Ny. Also ist 91 = Ny x A mod N;.
(A = Zs9y /My ist sogar normal in N.)

m ’
mTJ

Mo
NG

Ny

17. Die p-Sylowgr & von & ist nicht zyklisch, denn 915 /91N p zentralisiert den
Kopf einer &, aber nicht das 3 um p.
73/74

18. Es ist & /B eine kleinste auf Kopf p abgebildete Gruppe. Denn sonst ver-
schiebe den Rumpf von &/£ nach unten (auf 9t), und dergleichen eine
kleinste auf Kopf &/£ abgebildete Untergruppe von &/£, und setze diese
auf die erste verschobene Gruppe auf; das Produkt ist normal unter £/,
gibt & #£ &.

74/75
Vor: & sei eine p-auflosbare, (rein) p-fiissige Gruppe mit metableschen p-Sylow-
gruppe. * bezeichne allgemein das Erzeugnis der Kommutatorgruppen aller
p-Sylowgrupen von &. Fiir jede solche Gruppe von kleinerer Ordnung gelte
|&*| = p®, aber nicht fiir &.
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oro W

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

A< <G~ A p-fiissig

A <Q<B, 3 < Ztr2A ~ A /3 p-fiissig
MNALB, N =p ~ W < Ztr&*
MG, N =p° ~ &/N nicht rein p-fiissig, sonst &* und N p-Gruppe.

Es gibt nur einen minimalen Normalteiler 9. Sonst seien 91y, My solche;
seien £1, £o die max. NT von & mit £;/M; p-frei. Dann ist &* eine p-
Gruppe mod £;, also mod ® = £ N £9. Sei N3 ein min B-NT in D.
Dann ist [N3] = p”, daher N3 = Ny - No.

75/76

ZsM = 1 wenn |IM/M| > 1, nicht rein p-fiissig. Denn sonst M < ZtrI
gegen 2. Solche M gibts nach 4.

Der maximale p-Normalteiler § von & ist abelsch. Sonst 9 < §' < Ztr&*;
&* ist nicht rein p-fiissig (8), nach 6 wire I = 1.

M ist der max. p-Normalteiler § von &. Denn sei £/90 p-frei. mod 2 ist
§ fremd zu £, also [§, £] < M. Ist W Vertretergr. von £/, so deckt der
N0 ganz §/9; N120 zentralisiert £; nach 6 ist N2 =1, also § = M.

M < H <G ~~ 9 p-fiissig. Denn ein p-Fuss wiirde I zentralisieren.

76/77
M<H LG~ H* p-Gruppe. (Induktionsvor.)
9ﬁ<,6<1#<1®w,6*<9ﬁ. (8)

& ist p-kopfig. Sonst H <1 &, &/9 p'-Gruppe ~ H* = 6* = p-Gr.

Ist £/9 der max p-freie NT von &/, so enthilt £/ seinen Zentrali-
sator 3. Sonst einen p-Fuss von 3/9% nehmen, kann nach unten geschoben
werden bis auf 91, entgegen 8.

Ist p eine p-Sylowgr von &, $H = £6, so H = &.
Bew: §) p-fiissig wenn # &, ist nach Ind &* eine nachinv p-Gr in 9,
zentralisiert also £/9M, daher H* < M, dh. & < M 1. alle &, B* < M,
& =p.

T7/78

Jeder NT T £ & mit M < Tist mod M abelsch. Denn $ = £% gesetzt
gibt <& H* p-Gruppe., H* < M nach 11.

£/9M ist ein minimaler NT von & /9 beziiglich der Eigenschaft von kei-
nem p-Element von & /9 zentralisiert zu werden. Sonst setze & auf einen
minimalen.
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17. In &/ sind je zwei Konjugierte vertauschbar. Denn sie liegen in einem

echten max NT, 777
Mm

m

m
1
18. Esist &* = £&', &' £ M, sonst = £,6; $H = £, 6 gesetzt gibt H* = MES’
normal bei £, & zentralisiert £/9. £/9M < Ztr&*, &*/M = L£/M x
G*IM /M gibt p-Normalteiler iiber I gegen (8).
78/79

19. £/90 besitzt nur einen &-Kopf, der Rumpf ist = Ztr(&*/91). Bew wie 18
mit = & = maxNT.

20. Ist |£/9M| # ¢°, so gibt es zu jeder Sylowgr Q von £ eine p-Sylowgr &
von &, so dass  von &' mod M zentralisiert wird.

21. Ist |[£/9M] # ¢°, so gibt es zu jedem Primteiler ¢ von |£/9M] und jeder
p-Sylowgr & von & eine p-Sylowgr Q von £/9, die mod MM von &’
zentralisiert wird. Dann & &hnlich denn & von 20.

22. Esist |[£/M] = ¢°. Sonst zentralisiert &’ £/9M in 21. Dann £/9M < Ztr&*
(16).

79/80
Anmerkung: Seite 80 leer

80/81
Sei & eine p-aufl. Gr. der p-Lénge [, von der jeder echte NT und jede
echte Faktorgr eine kleinere p-Lénge hat (= '“Minimalgruppe’). Dann gilt:

1. & ist ein-p-kopfig und ein-p-fiissig. Der Fuss 9 ist der maximale p-Nor-
malteiler von & und sein eigener Zentralisator. & /90 ist p’-fiissig. Bew wie
auf 75 ff.

2. Jede Gr. $ mit M < H < G ist p-fiissig. (7?77 ZsM)
3. Jedes p-Sylow-Zentrum einer Obergr. von 901 liegt in 9.

4. Hat sogar jede echte Untergr von & p-Lange < [, so ist der max p-freie NT
von &/ 9 eine ¢-Gruppe; Denn sonst lisst jede p-Sylowgr von & /9 von
jeder Primzahl ¢ eine ¢-Sylowgr von £/90 elementweise fest, zentralisiert
also £/ ~ £/M < Ztr® /M, geht nicht.

81/82

5. Die ¢-Sylowgr Q von QS(W*)[*I/EIR = ¢ ist sehr speziell gebaut: der max
p-NT von € ist = Zentrum von € und zyklisch. Wenn ¢ < 2, ist expQ = ¢
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6.

Jeder echte ®-Normalteiler in &P /M liegt im Zentrum.
Bew: Er { normalisiert nach Induktion jede p-Sylowgr, also deren Erzeugnis
&/M.

82/83

® sei von grosserer pz-Lénge [ als seine Ugr und Fgr.

1.
2.
3.
4.
O.
6.

7.

8.

® ist ein-px-kopfig und -fiissig. Sei M der min NT.

& /M1 hat mind einen p’-Fuss $/M.

Wenn |9t = p”, so ist M der max p-NT von .

MP £ 1~ ZsI = 1

MP £ 1, M < H < G ~> M einziger Fuss von H.

M AL, M< H A G §@'p' T = 1 §@'P' T = pa-Gr

@) 7 = § Gn = & gesetst gibt £/IM p-frei, 1.
Dann ist £/9 eine ¢-Gruppe. Wird jede Sylowgr von £/9 zentralisiert
von $/9M, gibt £/9M < ZtrL/M.

£ ist ,speziell* unter $: £ hat mod M zykl Ztr 3 = Ztr$, [/3 ist min
NT von &/3.

83/84

Anmerkung: Seite 84 leer, Seiten 85 und 86 fehlen

84/87

Notwenig fiir die Existenz eines zu $ < & genau komplementiren Normalteilers
Avon & ist: Fiir 4 < § bedeute T den , Transformator®, d.h. T = {T' | T~1UT <
R}. Dann muss T = 39 sein mit $ =1, [3,4] =1, 3 < & (ndmlich wenn & der
NT in &, 30 = RN T.)

Transformatoren T(4)

. Es ist T(ﬂl U 212) = 3(111) n T(uz)
. Also ist die Bedgg. 1 zu schreiben: H € § ~» T(H) = 3(H) 0o $ mit o =

Produkt mit Durchschni F; 3 < ZsH. (NB: 3 ist vielleicht schwécher)

. Stets ist N's(U)T(U) = T(A), T(U)H = T(Y).
. Notw. ist nach 1: N's(4 < 3) = 3o Ns(th < 9). Es ist bei U <9H: Ns(U <

®) =306 mit 37 = 3.
87/88

Notwendig fiir Existenz eines NT € von  mit €N® =1, €H = & ist:

NsH=9x3 (mit 3=NsHN&=7ZsHNg).
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5. Ist 4 <9, Ns(th < $H =4, soist N[(U < &) =4 x 3.

6. U< 9H,3="7Zsthin & ~ die H7 > 4 werden unter 3 transitiv perm.
Frage: Sind diese Bedggen auch hinreichend fiir die Existenz eines kompl
NT? Denn siehe S.88. Vor. sind die Zerfalls-Bedingungen.

Frage: Gibt es genauso viele ¢ <1 & mit { ijggzgo , wie es Moglichkeiten gibt,

die Charakt. von &/$o auf & fortzusetzen?

Frage: Folgt aus 2; < <G ;=1 2,3y, 2; UL, auch 2A; N As) VA3? Brauchte nur fiir

p-Gruppen & ersichtlich zu werden. Antwort: Nein.

Gegenbeispiel: ® = Gruppe der Ord pP™!, mnomial vom Grade p; |€] = p2,
1

«

¢ nicht diagonal. 2 = diagonal, A = B , B diagonal, B =

88,89
Fortsetzung von S.87:
Ist T(H) = 3(H) o $ fiir jedes H # E, H € $, mit einem 3(H) < Zs(H) (dh.
HC < 9 ~ HE = HY f. ein H; € $), so kann man ein Restsystem R; ... R,
so wahlen dass R;H = H'R; ~» H' = H. Man kann danach die R; so #ndern*,
dass sogar

1. R;H=H'R; ~ H' = H,

dh in der monomialen Darst. von & nach $) sind die Matrizen fir ) : D(H) =
H-P(H), P(H) = Premut.
x unter Festhaltung von einem R; in jedem Trasit.-Syst; die anderen sind durch
das eine bestimmt, man kann also Ry durch R5 = ZyRs ersetzen, wenn nur
RoH = HRy ~~ Z5U H; und dann setze R}‘ = Z;R; mit Z;‘ = HJ71Z2Hj (wobei
RQHj = HjRj gewéihlt iSt).
89/90
Sei § < &, HY = Hy ~ \/ Hf = H,
H

1. Sei x ein (eig. od. uneig.) Charakter von $), = der von der ident. Darst.
von ) erzeugte (Permutations)Char. von &, ¢ der von x induzierte Char

x(H)r(H) G=H¢eS$H
0 G ¢ua”
Daher ist mit g = |&|, h = |$)| (durchordnen nach den &72):

2. Fiir jeden Char ® von & : ézg O(H)Y(G) =+ >, ®(H)x(H)

von &. Dann ist ¢(G) =

3. Fiir je zwei Char. x1, x2 von ) : é Yo Vit = 7 > 5 X1X2T
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90/91
Z.Satz von Frobenius: (Eine Verallg siehe S.92)

Sei H < B, HNHE # 1~ H = H9 N = NsH, (N : H],|9]) = 1. Dann ist
notw. u hinr. fiir die Existenz eines NT R <& mit KA =86, KNA=1=FE: Es
ist M = H x € mit passendem €.

Bew:

1. Notw. klar: € = NN

2. Hinr.: Aus N <0, N ¢ ¢ folgt N=HC, H#E, c=|E|, (HO)Y ¢ M,
(HeC®)% e M, H® e M, HC ¢ M, HS € § (wegen Ordnung); also G € M.
Also NG € 0t~ G € Moder N € €.

Nach 84 ist & = A0 mit A< S, ANN=¢
=RECH=RKN, ANH =EFE.

Andere Formulierung: Sei $§ < &, H N HT # 1 ~ H = HC, N = NsH, (0
|, |9|) = 1. Notwendig u hinr dafiir, dass & zu $ ein normales Komplement
(im engeren Sinn) enthilt, ist dass N zu & K 7.

91/92
Notw Beddgg. fiir norm. Komplement.

1. Sei § < &. Gibt es zu $ ein normales Komplement K, so ist K < & —
Upgry s TTH?.
Bew: K = HHZKZH gibt mod & (und mod 9) F = HHZH, also E =

I1H/".
2. Satz von Frobenius. s. S.154 [Satz von Feit PAMS 7, 179]
= d
Sei Hoh < H <M N=NsH, &N, HNHC <£° O Sei (I

9,19 : R|]) = 1. Notw u hinr f Existenz eines & o £ << & mit HL = &,
HNEL=AKist die Bedgg:
Es gibt Mo €N mit HE =N, HNE = K. B¢ ist dann eindeutig bestimmit.

Bew: Notw: g = £NN, g = & — UG(‘T(f‘ﬂO)G. Ny ist wegen Ord eind.
bestimmt. hinr.: Es ist R = HNE <IN,
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Eind Bew 7?7 fiir § = 9, N/H ~

¢/R
~—
Ord fremd zu [9:R]

o N’LG
N7 €9~ N }eﬁng‘ﬂ

V N' € §g ~ N € MNo.

Aus N¢ = (HO)Y = H,C; folgt wegen Ord: § >

(KH)Y = KiH; fiir geeign. K; € & Also entw.

KiH; € R oder G € M.

Dann | H,Cy &, HiC; € €. Also N® e Mt~ NG e ¢

oder G € N.
Folgt: exist. nach S.85 £ <& mit LNN=¢€, LN =6, £LN&ENH = K,
LH=LH=L=6.

92/93
s. D.G. Higman, Focal series!

1. p-nilpotente Gruppen. s. hierzu MS Hall, in Handexempl.
Def & p-nilp « IN < G, 8/N ~ P = p-Sylowgr. Anmerkung:[ p-Sylowgr
u p-Faktorgr. ], dh. wenn & » B; ga‘P = idp.
Satz: Sei P p-Sylowgr.; genau dann ist & p-nilpotent, wenn PZ € SBPAP; €
L~ PE = PP fein P € B, dh P-transitiv auf PN A®  leichte Verallg.:
94,95
Bew:

(a) Notw: & ~ (&) = P; PC = Py ~ PY®) = p,.

(b) hinr:
2. Hilfssatz. Sei E < A<1B < & mit p { |6 : B, B : A = p%,
¢ : 2 abelsch, B € B ~» B¢ = B(2). Dann gibts M <1 &, NB = ¢,
&/N ~B/A NNDB = a. (Verlagerg & — B/A).
Hilfssatz 2. nicht in Buch
Burnside, aber in M. Hall.

pS1 pS2 pS1
Damit Bew 1: Sei f < PB1 < P < - <P, = E die abst.
Zentralreihe. Nach 2 («+ angew auf &, B, B;1) gibt es &, < B,
p©1

{6/055112;%31 , &1 NP =Py = Sylowgr von &;.
Wende 2 auf &1, PBi, Py an: P € Py, ~ P = PP = P

(mod ). Es gibt 85 < &1, G5 NP1 = Po.

pS1 pS2 p3 pSe
uswd I B QB e A G B8, /6. = p = (P).
Sei $ m-Sylowgr von &, Erzeugn ($N .‘r")G) # $ ~» & hat w-Faktorgr
€ CNsH.

Anderer Beweis 94 Versuch

93/94
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1. Anderer Beweis fiir die Kennzeichnung der p-nilpotenten Gr. s. (92):
Sei 3 = Ztr'PB. Anmerkung: [ Stimmt nicht |
39 <P 39 <3¥=3~39=3
3<PE 30T <P 36 = 3w 3= 39 = Zapc.
& ist p-normal i.S. von Griin . Sei &; der N's von 3.

(a) &1 = &. Dann Ind: &/3 erf. Vor., p-nilpot., 1 <4 3 <,y 82 <1, &1 =
&. Da 3 = p-Sylowgr im Ztr®,, ist Gy = 3 X &3, B3 777 .
1 <pt 63 <, G2 <, B, fertig.

(b) &1 5 &: Dann Ind: 1 < 2 <), &1 <py & nach Griin ist die max
abelsche p-Faktorgr von & isomorph zu der von &, also gibts &¢ <,
&. Indukt: &q erfiillt? Vor mit Py = P N &y.

94/95
p-Nilpotenz, p-Faktorgruppen

1. Sei’B p-Sylowgr von &, Py < B. Es gebe eine Kette Po<P1 - - - <Py, = B,
so dass P, PY € §; ~ P = PY mod P;_;. Dann gibt es & < <&,
G P =6, GNP = Po.

Bew: 925. Indukt. OBdA sei |'B;/Pi-1| =p

2. Zusatz: Ist Py <P, so ist By < B.
Bew: Sei © = pcq G0 P Ngeq &5 . Dann ist wegen B9 < <& |6 : D| =

z|v“, also| DP=6,8/D=F/DNP =F/Po, [6/T] = [B/Po| = |6/S0],
60 | =1.

Der Schluss zeigt allgemeiner:

3. Ist A <<, |B: Al = p?, P p-Sylower &, so ist AP = &, ferner A < G
= PNA<P; allg: &/ NAY ~ PN (ANP)T. Hieraus folgt z.B: A® = 2A.
(PnA)¥.
dann mit ® = N A9 wird A/D ~ P/D NP, DNP = PnOA’ =
NP NA)”.

95/96
p-Faktorgr.

1. Sei P p-Sylowgr von &, Po < P (bzw. Po < PB). Genau dan gibt es
Bo <9<6 (bzw Gy <1 <1B) mit BB = &, GNP = Py, wenn es eine Kette
Po < Pi1 < --- < P gibt, so dass P, PF € P; ~ P = P (mod P;_1)
Bew: Dann = 94;, nur dann klar. Hieraus folgt 92; und allgemeiner:

2. Sei Py <P = p-Sgr von &. Genau dann gibt es &g 1 &, & = PG,
PBo = & NPy, wenn PY € P ~ PE = PP (mod Po) fiir pass. P, € P.
Bew: B;/PBo = Zentralreihe von P /Po withlen, dann 1. (Man braucht also
Verlag nur mit p-ten EW)
folgt wohl auch aus p-Sylowgr zu p-Faktorgr, Satz 9.
ebenso:

42



3.

Sei B < A< <p0B <pp &. Genau dann gibt es 91 <1 1B mit NB = &,
MNB =A wenn B, B¢ € B ~ B = BB mod A; dh BE—Br ¢ A N
ist (durch 2, B) eindeutig bestimmt; A <B — N 9 &.

96/97

p-nilpotente Gr.

1.

2a.

Sei & p-auflosbar, M <pe &, P p-Sylowgr von &, NNP < &(P). Dann ist
& p-nilpotent. Bew: Induktion.

. Frage: Ist die Vorauss. der p-Auflosbarkeit entbehrlich? [Ja, Tate!]

”

von Huppert: Folgt aus g <1 &, p-Syl p < O stets p p-nilpotent?

Es gilt wohl: Ist £ < 21 < <,2 <,y & und gibt es zu jedem A mit
A, A% € P ein P derart, dass ACA=F € 2y, so gibt es &; < <G mit
B1A=06,G NA=2,.

Sei £ < 21 < <92 <y &, P p-Sylowgr. &. Die Vor. 3 sei erfiillt, und
O(P) < A;. Dann ist & p-nilpotent.
Bew: nach 3 ist 1 < <,®, &; NP < &(P), nun 1.

97/98

. Sei A<<B, B < B, AB = &, |& : A| = p®, B enthalte eine p-Sylowgr von

® ~» die Ugr zwischen & und 2 entsprechen eineindeut. denen zwischen
B und AN B = D; dh. jedes € mit D < € < B ist mit A vertauschbar.
Bew: AP = &P, APB = &, APD = A wegen Index APC = AC.

“Stdmme”: Man miisste Erweiterung des natiirlichen Koeffizientenbereichs eines
Rechtsrings, etwa durch Koérper, untersuchen.

1.

98/99
Permutationsgruppen vom Grade p.

Ist p eine Primzahle der Form p = ¢™® +¢(™~De ... 4 ¢*+1, ¢ Primzahl,
so gibt es nichtauflosbare Gruppe G des Grades p, fiir welche &1 imprimitiv
ist (auf 2,...,p).

Bew: & = Kollineationsgruppe des m-dim. projektiven Raums iiber
GF(¢™). &, lasse 0 fest. Dann sind die Geraden durch 0 konjugierte Blocke
fir @1.

Nach It6 ist eine nicht auflosb. Gr. vom Grade p, in der die Ord eines
Sylow-Normalisators 2p ist, 3fach transitiv. Bew mit Brauers Theorie.
Vielleicht kan man das direkt beweisen mit klassischer Darst.-Theorie, et-
wa indem man fiir zwei einfache Char. x1, x2 von & betrachtet ) . | fix2—
fax1|?, und nach Sylowgr ordnet; oder > |x|? = g¢: Vielleicht geht Ent-
sprechendes fiir Ord A's = 3p.
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99,/100

1. Frage: Bilden in einer p-Gruppe & diejenigen Elemente A, fiir welche {A}
mit jeder Untergruppe von & vertauschbar ist, eine Gruppe? Wenn ja,
diirfte es in beliebigen & stets eine grosste nachinv. Ugr 2 mit der Eigen-
schaft geben: B < <A, H <1 <18, ~ BUH.

2. Aufgabe: Die Permgr vom Grade p (mit Ugr vom Typ (p,p?)) wirklich
aufstellen unter der Vor., dass geeignete 2-fach transitive Gr. als bekannte
gelten. Analog (p%,p?), a > f3.

3. Sind die 2-tra Gruppen der Grade p* die einfachen Bestandteile aller tra.
Gruppen der Grade p*? Kiihne Vermutung: Eine einfache Permgr. des
Grades p* ist stets zweifach transitiv.

100/101
1. Nachinvariante Hiillen: 24V 9B ~ 2V B.

(a) 2 und B seien p-Gruppen. Dann ist A VB, da A” keinen p-Kopf hat
und B keine anderen abelschen Képfe als p-Kopfe. Also {2, B}? =
A" - B < {A,B}. OBdA sei A'B” = E. Dann also ist AB eine p-
Gruppe, also A =2, B =B, AV B.

(b) A und B endlich. Zu jedem p gibt es eine p-Sylowgr 2,, B, mit
(AB), = A,B,. Also A, V B,. Ferner ist A, V B, fiir ¢ # q. Also
%A— T,V UB, - B.

3. Sind 2, B < <8, s0 ist AV B « AV ,B f alle p. Daher bedeutet ,2 die

p-Komponente von 2, dh. das Erzeugnis aller p-kopfigen nachinv. Ugr von
A, dh. A = A"

4. Folge: AV DB «— &, N AV &, N,DB falle p.

101/102
Schwache Abgeschlossenheit.

1. Sei p < P = Syl&. Dann: & schwach abg. in P ~ [p < P1 < P ~
p <IN sP].
Bew — klar. «7: ist 31 die schwache Abschliessg, so ist 1 die grosste
p-Gruppe der Form {p,p%,...}. Also * p& = p mit H € NsPy; p© =p.
Anmerkung: [ Frage noch offen! |

Folge: 7

2. Ist fiir jedes B; mit & < Py < P, & eine charakteristische Ugr von P,
so ist & schwach abegeschlossen.

3. Wenn # stimmt, ist jede Gr mit reg Autom- « nilpotent! Denn dann ist
das Zentrum einer bei o festen Sylowgr schwach abgeschl., + Satz von
Griin.
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102/105

Seiten 103 und 104 fehlen!

1.

2.

Verlagerung (allgemein): Ist P8 Sylowgr &, R < Ztr3, 3 schwach abg in
B, M = Ns3 und hat N eine p-Faktorgr, so auch &.
Bew: p-Sylowgr & p-Faktorgr S.188, Satz 3. |

CTst A€, NsAy £ 2,50 ist A € Jyeq 2

ebenso: 7 U <A Nsih £ A, so IH € (Ns2A —A), UH = 4.

Bew: Sei 3 = Ztr2, und G € Ns4A; =N, G ¢ A. Dann enthilt nach 104,
M ein H mit AT = A, H ¢ 2. Also ist H € B*M1 (M; € ). Da H A4
zentralisiert, liegt A; nach viii86, 3’ in (NVsBM) N2, also mit M = A,:
Ay € A2,

Hieraus folgt, dass alle Elemente von &, deren Ord weder | a noch | b ist,
in den (A*B*)% enthalten sind.

Bew: Sei G = AB, A= G, B=G?, |A| | a, |B||b. Dann ist A € AL,
B e BE' also AL € A, BE € B. OBdA sei schon A € 9, B € 8. Da
A ey liegt A nur in einer einzigen Konjugierten zu 2 (nach viii864),
dh. nur in 2; andererseits auch in AZ; ~» B € *, ebenso A € A*.

105/106

noch Produkte nilpotenter Gr, (|2, |B]) =1

1.

5.

Ist U < A, |Zssh| f a, so ist < A*A fein A € A
Bew wie 105,.

LD =ANAG £ A~ D < A4, Denn |ZsD| f a wegen 3,3 < Zs® = Ztr2l.

Anmerkung: [ unnétig: gleich 6,7 |
Ist S < A U £ A, s0 ist N[U < N[
Bew: N € NfU ~ U =uUN <AV N2A, U < A4,

Sei £ # 4 <A, UE < A Dann AF = 2.
Bew:

(a) U LAL A: 4
(b) 4 <A W=yA <A*
WG < A
W< gd AT
Nach viii folgt ~ A=A 4wy =9°
AC £ Y ~ ASNA=E. Denn sei A NA =D #£ E, s0 D < A", aber

diese Gr ist nur in einer Konjugierten u 2 enthalten viii 864.
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<4

Sei [2A| > |B|. Dann ist (ANAY) # E. Wid.
14.8.57

106/107

. Hat & endl. Kompositonsreihe, so ist Sockel & < N s fiir jedes A <1 <1&.

(a) 7 <1 <18, einfach, nichtabelsch: klar
(b) M < & minimal, M| = p®: Sei AP = B, mod B® = AP® = YOP
ist M noch minimal normal: [2A,N] < B®. Wegen B® NA < B also
20,0 < B < A, A% = A
Ist 2A <1 <8, B < &, soist [A,B] <1 <&, ebenso AP N B* < <16. Denn

——
=AoB

[, B] < AT NBY = YAVB 0 JAUT 4 AV 4 4.

Mit 2 sollte man alle Sétze neu formulieren, wo von einer subnorm. u einer
beliebigen Ugr und von & die Rede ist; [Man braucht vielleicht als Vor.
dann nur: [2, B] < <S. ]

107/108

Allgemeines iiber “einzige”” Unter- u. Obergr. (Forts. v viii 91)

Def: a. Sei A < B < & (& fest). A heisst einzig in B, wenn AE < B ~

AY =2
(a) B heisst einzig iiber A, wenn BE > A ~» BE = B,

Sei A < B < € < B. Dann gilt: € einzig iiber A < € einzig iiber B und A
einzig iiber € ~» 2 einzig zu B.

Alle Gruppen, in denen 2l einzig ist, erhéilt man in den Untergr der maxi-
malen Gr., in denen A einzig ist. und dual: Alle Gr, iiber denen € einzig
ist, sind die Obergr der minimalen.

Sei P Sylowgr von & und ‘P einzig iiber g. Dann folgt aus g < 2 stets:
2A NP ist Sylowgr von .
Bew: g < P1 < B nach Sylow, wo B durchgestrichen: [ eine Sylowgr
von | A ~ PE =P ~ Py <p ~ P = ANP.

108/109

P Sylowgr &, P einzig iiber g, P einzig iiber g. — Der Verband der
Gruppen A > B wird durch 2 — AN B homomorph in den Verband der
Gr zwischen g und ‘B abgebildet.

Bew: AUB)NP > ANP)U(BNP), g < U1, g < Aa, JA VA ~
212 NP = (A1 NP) (A2 NP)

Bew 108.4
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6. Aufgabe: Die in den bisherigen Faktorisierungsarbeiten angewandten
Schlussweisen sammeln und verallgemeinern. Zusammen mit viii 91 in eine
Arbeit "“Zur Theorie der Faktorisierung von Gruppen”. Hierzu gehort

7. Sei & faktorisiert, & = AB. Jede faktorisierte (bezgl. 2, B!) echte Untergr
von & sei auflésbar. Dann ist auch jede echte Untergr $ von & auflésbar
welche die Gestalt $ = {él,%} hat, wo A% = A, BB = B. (Ns$ ist
faktorisiert). (Es sei denn: $) < &!)

8. Der Durchschnitt von 2 faktorisierten Ugruppen einer Faktorgr. & ist
selbst faktorisiert.

109/110

n = p?

Permutationsgruppen vom Grade p? [Auch Allgemeineres]

mit einer transitiven Ugr P vom Typ (p,p) fasst man zweckmissig als Ab-
bildungen der affinen Ebene iiber GF(p) auf sich auf; 9 ist die Gruppe der
Translationen; identifizeire nach Auswahl eines Pkts 0 den Pkt P mit der Tansl.
OP™ (als Rechtsoperator geschrieben). Also &8, = 8P (P € P).

1. Ist O = E ein fester Punkt und 8 ein Transitivitsétsgebiet von &g, ferner
P ein bel. Pkt , so gilt fiir jedes G € & mit Fg = P:

Rg = RP

kurz: R = REg. Denn G = G, - P, dh. der "“Stern” "’ & um O wird von
jedem G “mit O mitgenommen” vermoge der Translation von O nach P.

2. Allgemein: (RP)g = &+ Pg; denn G = PG Pg.

3. Ist § irgendeine "“Figur "’ dh. P Menge mit Vtheiten, und K§ (fiir einen
Hauptkomplex R) = > KF, so gilt (RF)a = R-Fa-

4. Ist ¥ inver = *“Fastblock” "’ bei 4 < g (dh >  von Transpositionen), so
auch &%. Daher bilden die Transs. von & Ring.
bis hierher dhnlich fiir bel. ® mit reg. Ugr 9.
110/111

5. Tm Fall n = p? und rationaler primérer Komplexe & = &) (mit (a, p) =
1) sind durch R gewisse Geraden durch E ausgezeichnet (ndmlich £+ €);
nennt man ) von P aus sichtbar, wenn @) € KP, so gilt: G fiihrt die von
P aus sichtbaren Pkte in die von Pg aus sichtbaren iiber (“Sehsterne”).

6. Lasst 4 T; fest (¢ = 1,2), und bilden die Pkte von T;, von denen aus man
genau [ Pkte von Ty *“sehen””’ kann, die Teilmenge ¥/, so ist auf T fest
bei 4.

7. Nun p?: &5 habe & = R(® mit genau k Geraden.
k =1 Klar. dh. E+ & = .7 {P}. Beh: k < 4 ~ liisst G zwei
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voneinander sichtbare Pkte fest, so auch ihre Verbdgsgerade.
k=2

/A /B Y

Aus Ag = A, Bg = B folgt (Durchschnitt der beiden Sterne) &4 = &.

Von C' aus sind mind. p Pkte von g+ U + V sichtbar, von U,V aus nur je
drei, also g fest wenn p > 3. Bei p = 1 gibt es ein £ mit k* < 1.
Achtung: Ist Inzidenzstruktur im Sinn von Buch unleserlich H. Pickert ,
Arbeiten André

111/112

k=4

/Q4

n=p> £= y—i—Zf Q; ist fest bei G, wenn A = A1Bg = B,Q=>.Q;
p > 11: von Q; aus < 6+ 3 Pkte von £ sichtbar, von C aus > 11 Pkte (&)
sichtbar, also gg = g.

p = 7: Vom “Mittelpkt”” M aus (Spiegelung an ihm fithrt £ in sich iiber)
sieht man vermoge K 0 oder 2 Pkte von £; denn wenn 4 oder 6, siecht man
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10.

von M aus 11 oder 13 Pkte von £; von keinem @Q; siecht man o viel, also
bleibt M auf &: Mg € &. Also wenn 4 Pkte (allg: k) einer Sichtgeraden
auf dieser bleiben, bleibt die ganze Gerade fest.
Vermoge des komplementéren Sehsterns £ (auch k* = ¢) sieht man also
von M aus 4 oder 6 Punkte von Q und damit von £. Vonjedem @Q; aus
aber sieht man genau 4 Pkte von g. Folglich sieht man oBdA von M aus
auch genau 4 vermoge K%, dh genau 2 vermoge K. Von M aus also 9 Pkte
von £ sichtbar, etwa Q1, Q2,y.

112/113

n = p?

Allg: Kann man von @Q; aus Qs sehen, so ist Q1Q2||AQ3 (wegen k = 4),
also kann man von @ nicht @3 sehen. Man kann also von jedem @Q; aus
héchstens 5 @);’s sehen, insgesamt < 8 von £. Wenn man also von M aus
2 @s sieht, so bleibt M auf y und dann bleibt y fest, oder Mg = M,
dh. die Fixgruppe 44.p = U, + Uy, folglich U4 p oder = Uys, da keine
Gruppe die Vereinigg von 2 echten Untergr ist.

Also wenn man von M aus > 1 Pkt von £ aus sieht, so > 2, und Mg = M;
Aus Mg = M folgt wegen 2-Tra der Kollineationen auf y: Lisst G 2
Pkte A, B auf y fest (oder vertauscht G sie), so bleibt der Mittelpkt von
AB bei G fest. Def von M,wenn 0 € y: A = P* B = PP «a,3 # 0,
(BM~Y) = MA~', M2 =AB, M(E,2) =Qz.

113/114

n = p?

Wie sieht in der “Geraden” 8 mit p Pkten eine Pktmenge aus, die neben
P,Q auch stets (PQ)% enthilt? Mit E, P enthilt sic alle P*, wo A =
0,1, %, i, %, %, %, %, %, ...,alsoalle A = 2’2“—3,21 Wihle m : 2™ =1 (mod p),
dann alle A =2k +1 mod p, dh. alle A\ mod p.

Also wenn man im Fall p = 7 einem Pkt Q; von M aus sieht, bleibt y fest
bei jedem G € H4 g. Weiter sehe man von M aus keine Q).

Kann man von einem @, etwa Q1, 7 Pkte aus £ sehen (kurz: o(Q1) = 7),

so kann man Qg od. @3 sehen, etwa Q3 und Q1Qs||q. Die Fig sieht dann
so aus:
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11.

12.

13.

14.

15.

‘M

Wenn aber A17 = P~ = 8 AB™ = Q— = q, ist A37 = 6+ Q,
Bl=6-0,45=1(6+9) (=Q+ A& —-9Q) = u(®+1)). Ebenso
A6=1(-6+Q), 2+

sehen.

4 =m,5—m = £, also kénnte man 5 von m aus

114/115

Zusammenfassg: Ist k < 4 und ldsst G zwei Pkte auf einer Geraden q aus
R fest, so auch g.

Nun sei allg. vorausgesetzt: Jedes G € &, das A # B fest lésst, 13t die
Gerade AB fest. Dann fiihrt jedes G, das zwei zu AB|| Pkte in ebensolche
iiberfithrt, die Gerade durch diese beiden Pkte in die Gerade durch die
Bildpkte iiber. Denn die Gr. & der ,Streckungen® in & ist tra auf den ||
Punktepaaren.

Ist £ < 3, so kann man annehmen, dass die Kollin.gr. * < & auf den
k Geraden von R transitiv ist. Dann permutiert nach 12 &g die die k
Geraden durch 0 nur untereinander, und & fiithrt jede zu £ || Gerade in
eine ebensolche iiber. & enthélt also NT, der alle k£ Richtungen einzeln
fest lasst. Dieser ist bei k = 2 direktes

115/116

Produkt von zwei Gruppen des Grades p. Bei k& = 3 besteht er nur aus
den Streckungen, dann ist & eine affine Gruppe, dh. = N's der Translati-
onsgruppe P < 6.

Bei £ = 4, p > 11, bewirkt die Gr., die y € K fest ldsst, auf y nur die
Streckgruppe. Denn sonst wire sie auf g 3-transitiv (da sie die volle p-
Hiille der Ord p(p — 1) enthilt). Aber auf g gibt es < 6 Pkte ausser A, B,
von denen aus man etwas von £ sieht, die miissten untereinander permut.
werden.

Bei k = 4, p = 7 miisste, wenn &4p auf & — A — B = § noch tra, &,
eine 3-tra Gruppe &* auf y, also vom Grade 7, bewirken. Dann ist aber
&* > 2; (denn der gerade Teil von &* hat Ord > 7.6.5.2, gibt Darst des
Grades < 6 von der 27, also Darst vom Grade 1). Also 2* > 2s. Ist H*
trans auf £, so sieht man von jedem @ aus gleich viel der 5 Pkte von
&—-—A—-B=49.
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16.

17.

18.

19.

116/117

und umgekehrt: Anzahl der Paare HQ (sichtbar voneinander) ist = 0
(mod 5) und = 0 (mod 6), also 30: Man sieht von @ qus ganz y, geht
nicht. Also hat $* auf 9 ein Transsystem T einer Linge [ < 3. Sei etwa
@1 € T: Dann ist yg) noch tra auf ), da s keine Ugr vom Index 3 hat;
also sieht man von (1 aus ganz g, geht nicht.

Aus 14,15 folgt: bei k = 4 lisst stets & 45 die Gerade y = AB punktweise
fest, wenn yl|R.

Ist k =4, p > 11, so fiihrt ein G, das A fest lisst, jede der 4 Geraden durch
A ganz in eine von ihnen iiber. Denn die p — 1 Bilder von y — A verteilen
sich sonst auf 2 od 3 Geraden. Ist Bg = C, so enthilt also eine geeignete
(die dichtestbelegte) Gerade # AC durch A mindestens % Bilder von
y— A. Andererseits liegen diese alle auf dem Stern um C, also ist ihre Zahl
<3.Gibt p< 7.

7

Auch bei k =4, p =7 werden die Geraden durch A nur permutiert unter
Ba4.

Bew: Sonst ist das Bild von g — A zu je zwei Punkten auf die drei anderen
Geraden verteilt nach dem Bew von 17. Also enthilt es mit C' die drei
einezeichneten Punkte; geht nicht, da dann gg = f wére £ Stern A.

117/118

Man braucht hierzu nicht ganz 11 sondern nur dies: bleiben 3 Pkte auf g,
SO g — g.

Also bei k = 4 werden die vier Geraden als Ganze permutiert bei & 4.
Daher werden die vier Parallelenscharen permutiert. Es gibt NT vom Index
|24, dieser ist = Steckungen. Da er die Transl. & - ¥ als chr. Ugr enthiilt,
ist ¥ <1 &. Dito bei k = 3.
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20.

21.

22.

23.

24.

118/119
n = p?
Der Schluss von 18-19 zeigt bei beliebigem k:
Verteilt sich das Bild einer Sehgeraden auf y auf s < 1 Sehgeraden, so
enthélt die reichste mindestens % und hochstens k£ — 2 Bilder von y — A,

alsoist Z2 <k -2~ p<sk—2s+1;s<k p<(k—1)% k>17,/p.

Nach dem gleichen Verfahren sieht man unmittelbar ein, dass bei k = 2,3
die Geraden von K permutiert weden.

Allgemein: Fiir regulére Untergr vom Typ des N[ einer Gr der Ord p (und
seiner Ugruppen) wird man eine “rechteckige affine Geometrie”” betrach-
ten miissen; allgemeiner bei Frobeniusgruppen. Hier gibt es wenige lange
Geraden und viele kurze. Nicht je zwei Geraden verschiedener ||-Scharen
schneiden sich, da gibt es stets hochstens einen Schnittpunkt.

119/120
n = p?
In dem allein offenen Fall, da8 die Translat.Gr. ¢ der Ord p? zu ihren
Konj. fremd ist, ist jedes mit einer Transaltion vertauschbare G € & selbst
Translation *. Daher sind in & alle Klassenlingen = 0 (mod p?) ausser
den Translationen; diese = & /p?. Ist cp? = Ord N [ = Ord der Kollinea-
tionsgr &* in &, so gibt es L{:l Klassen von El. der Ord p. Die Faktorgr
&* /P = € der Ord ¢ wird auf 3 ohne EW = 1 dargestellt und enthilt die
Elemente (a// a) mod pm a # 0. Man konnte iiber € etwas aus den
Aufzihlungen der bindiren Gruppen entnehmen. Es gibt fiir &* /P genau
p? Vertretergruppen, alle konjugiert, jede durch ihren Fixpkt gekennzeich-
net.

* Es sei denn, G von der Form (é 2)

Allgemeines. Gegeben seien s < p Sehrichtungen und auf einer dazu nicht
parallelen Geraden ® s Punkte {&}, die von einem Punkt auflerhalb sicht-
bar sind. Sei 2 die grofite Gruppe affiner Abb. von g auf sich, die {g} fest
l&sst.

120/121

Dann ist A eine Gruppe von Streckgen von einem Punkt a von y aus, es
gibt genau (2| Pkte P ausserhalb &, von denen aus {g} ganz sichtbar ist,
und sie liegen auf einer Geraden durch a und entstehen aus a durch die
Strckungsgruppe 2 (die durch Ausdehnung der alten auf die Ebene erkliirt
ist). Fiihrt A € 2 g; in g {iber, und hélt man einen Pkt P fest, so 146t
sich Pg; — Pg} zu einer affinen Abb der Ebene mit Fixpkt P erweitern;
diese vertauscht die s Sehstrecken Pg; nur unter sich und lésst g fest.

Wenn es also zu einem Pkt P ¢ y genau « affine Abb der Ebene mit Fixpkt
P gibt, die die s Sehrichtungen nur untereinander vertauschen und g fest
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25.

26.

27.

lassen, so gibt es genau a Punkte, von denen aus die von P aus sichtbaren
Pkte von g sichtbar sind. Sie liegen auf einer y schneidenden Geraden.

Ein geordnetes n-Tupel von Punkten {P; ... P,} = n besitzt, wenn Tran-
sitivititssystem (= Sehsterne) A1), AR AM) £

121/122
von By gegeben sind und die Translationsgr. additiv geschrieben wird,
fiir jede geordnete Auswahl o = {o1,...,0,}, 1 < 0, < ¢, die Invariante

o(n) = Anzahl der Punkte der Ebene, von denen aus P, mit einer Richtg
aus o, sichtbar ist, dh. o(n) = [p (P + As,)| = [Ny—1(Py + 4A5,)],
dh es ist o(n) = o(ng) fir alle G € 6.

Punktetripel, kollineare. Geg 3 versch Richtgen y1y2y3, 3 kollineare Pkte
P, auf der Geraden ¢ sind genau dann von geeignetem Pkt P aus unter
den Richtgen y1y2y3 sichtbar, wenn g f|g, und sie durch eine affine Trans-
formation von g in den Schnitt {Q1Q2Q3}, Q. = Po + go Ny (Pp bel. fest
# g) iiberfithrt werden koénnen.

Berechng von o{ P, P, P;}: Wiihle Py ¢ & fest. Schneide Py+ A, mit y, gebe

|[A; —1 wenn y||A,

die Menge 9,; es ist |Q,| = . Dann ist o{ P P2 P}

|Ar] sonst

die Anzahl der affinen Abb —a von g in sich, fiir welche
122/123

PlOl GQUI, P2a GQUZ’ Psa EQOB ist.

Nun sind zwei Tripel von g genau dann affin 4q., wenn sie das gleiche
Teilverhéltnis haben: © (P PoP3) = © heisst P — Py) = (P1 — P3)®. Es ist
® mod p, ® # 0, 1. Es gibt also p — 2 nicht dq. Tripel. Fiir n = P, P, Ps
gilt also: Also ist o(n) = Anzahl der Tripel Q,, Qs,Q0s; mit @, € Q,
Q(anQazQaz) =9 = Q(P1P2P3)'

Sei ® auf g 3-transitiv. Dann ist o(n) = o(m) fiir je zwei Tripel n, m von
y; daher gibt es zu jedem D¢ = 1,2,..., p — 2 gleich viele Tripel Q.
mit D(Qp, Qo Qos) = Do. Insbesondere ist die Gesamtzahl aller Tripel
Qo, - -- Qo teilbar durch p — 2: T[>, |Q,,| = 0 (mod p — 2). Daher be-
deutet H*: weiderholt sich ein o1, etwa 07 = o3, so ist der zweite Faktor
um 1, (der er. dritte gleich um 2) zu vermindern.

123/124
Ausfiihrlich:

orForFo3=01 ~ [Q5/Q0,[|Q0[ =0 (mod p—2)
op=027#03 ~ |Q0[(|Q0]—1)[Q0,[ =0 (modp—2)
o1 =03=03 ~ [Qo|(|Q0|—-1)(Qs|-2)=0 (modp—2)

Besitzt also (im Fall 3-facher Z'Trans von & auf ¢g) & einen (nicht notw.
primitiven) Sehstern von k Geraden, so ist fiir g||joy (mit o1 k& Geraden,
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og restl. p+1—k =1 Ger.)

(k—1)(k—2)(k—-3)=0
(k—1)(k—2)=0
(k—1)i(1—1)=0
1-1)(1-2)=0

wegen k — 1 = [ heif3t das

(k—1)(k—-2)(k-3)=0 =k>—6k>+11k—6

(k—1%*k—-2)=0 =k>—4k*>+5k—-2
(k—12%k=0 =k*>-2k>+k

(k+Dk(k—1)=0 ~k*=k

Das gibt
—6k2+12k—6 = 0 1|5
—4k2+6k—2 = 0 1
—2k*4+2k = 0 3| -2

124/125
weiter 6k — 6 = 0, 2k —2=0. Also p— 1 | 2k — 2. Es ist & < 2£1, also
2k — 2 < p —1; folglich muss k = p—;rl sein bei 2-Tra auf y.

Ist also g 3-tra auf y (oder fithrt & nur ein Tripel von y in p — 1 nicht-
affin-iq. Tripel iiber), so hat go nur Trans. der Lénge 1, dh. Lgen =

1. P2=1 pP-1
T2 o2 -

Ist ferner p = 1 (mod 3), so gibt es Tripel Py PP affin zu PoPs Py ~
P; Py P;. Die Anzahl der hierzu dquivalenten in 1 (wo g||Py) ist also

p—1

durch 3 teilbar; also 525 %5°p — 1 =0 (mod 3) leadsto p—5= 0 (mod 3)

geht nicht. Folglich istzunter Vor 27 dh bei 3-Tra auf g p= —1 (mod 3).

Ist also g 3-tra auf & und ist g||oq mit o7 = k Geraden, so ist

p—2|(k-1)(k—-2)(k-23) p — 2 ist ung.; daher:

ung. Teil von k — v

nehmen

k=4~ p—2]3 p=3,5 geht nicht

5~ p—2]131. ¢ «
6,7~ p—2|53 ~p=5717 ~p=17

8~ p—2|735 ~p=172337

9~ p—2[T73 ~p=23
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28.

29.

30.

31.

125/126

Sei ® 3-tra auf gllo1 (01 k Geraden). Ist p = 1 (mod 3), so ist 3 |

(kl)(kp*# . Stimmt sowieso.

Die Punkte, von denen aus man die Ecken eines gegeb. Dreiecks in 3 vorge-
gebenen, nicht seitenparallelen Richtungen sieht, liegen auf einer Geraden.
Thre Anzahl ist 1, 2 oder 3. Sie gehen durch die Gruppe affiner ,, Streckun-
gen“ der Ebene auseinander hervor,die das Dreieck gestattet. ,, Streckg.“
= richtungserhaltende affine Abb.

Bei einer trans. Permugr des Grades p? mit einer trans. Ugr vom Typ
(p,p) sind die Grade der iired. Bestandteile 1, f; = k;(p — 1), wenn die
Transsysteme von &; die Grade 1,¢; = k;(p — 1) haben; dh. bei passender
Nummerierung sind die f; = ¢;. Die Eigenwerttafel der Matrizen V; sieht
so aus: s. auch 40, S.138

Grad 1 | 1 ki(p—1) ka(p—1) - k(p—1)
fi=ki(p—-1) |1 p—ki —ky —ky
fo=ka(p—1) | 1 —ky p—ky - ke
ft:kt(p_l) 1 —kq —ko p— ke

Anmerkung: Reduktion verfolgen!
126/127

p2

Frage: Gilt die Aussage f; = t; vielleicht stets, wenn die Permgr. & eine
reg. abelsche Ugr enthélt?

Seien g, f Sehgeraden. Ein G € & fiihre [ Punkte & von y nach f iiber.
Dann gilt: (P # 2)

(a) l=k~y“ =F.

k< bl
(b) l_ZQI}WgG:.ﬁ
Bew:

(a) y bestehe aus allen Pkten der Ebene, von denen aus alle k¥ & sichtbar
sind. ,,Aussen® Entspr. f fir die 6?.

(b) Es gibt hochstens & — 1 Punkte ¢ y, von denen aus alle &; sichtbar
sind. Wenn G kein weiteres & nach f bringt, bringt es alle p— (k—1)
Pkte von y — {&;1} in die < k — 1 Aussenpkte von f, [Also p —
(k — 1) = k —I]. Diese liegen auf einer Geraden o durch ein 79 € f.
Da p — (k —1) > 2, ist o Sehgerade. Von 7 aus sieht man also
p—(k—1)+p=p+k—2Pkte von f + f*. Also ny € y“, denn von
einem Aussenpkt g aus sieht man hochstens die < k — 1 Aussenpkte
+k — 1 Pkte von y, also 2k — 2 Pkte, und ist 2k —2 <p+ k — 2.
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32.

32 a.

33.

34.

127/128

Also ist g oBdA ains der &, etwa 19 = &;. Die Streckungen, die die ge-
meinsamen Sehzentren von &y, ..., S; ineinander iiberfithren, lassen also
1o = 6; fest, Ord <1 —1, also gibt es nur <[ — 1 Sehzentren, dh. Anzahl
d Aussenpkte ist < k — 2, also = k — 2. G fiihrt also die p — (k — 1) Pkte
von g — {&,} iiber in die k — 2 Aussenpkte aus f*, p—(k—1) < k — 2,
p < 2k — 3 entgegen p = 2k — 1.

k=4

Kurzer Beweis dafiir, dafl bei { > Gy jede Sehgerade in eine Sehg.
p=

iiberfiihrt.

y hat > 6 Pkte # 0. Es gibt einen Sehstrahl f durch 0, der > 2 Bilder

enthilt, mit 0 zusammen also > 3. Nach 31 ist y& = f.

Frage: Sind die Obergruppen der vollen affinen Gruppe der Grades 2 iiber
GF(p) alle auf €22 3-tra?
128,/129

Bei k =5, p > 11, geht jeder Sehstrahl in Sehstrahl iiber.

Bew: p > 13: Dann verteilen sich sie > 12 Bildpkte von g—0 auf s Geraden,
eine enthilt > 3 Bilder, mit 0 zusammen also 4, denn y¢ = f nach 31.
Kiirzer: 36. p = 11: G bringe 3 pkte 616263 von g nach f.

«) Bleiben die die &; bei keiner aff. Abb. von & fest, so gibt es héchstens
k — 104 Sehzentren fiir sie, ebenso fiir die 6. Also (y — {t;})¢ C
Sehzentren fiir 8, p — 3 < 4 geht nicht.

) Bleiben die &¢ bei 3 affinen Abb. fest, si verteilen sich die Sehzentren
der GiG auf < 4 Geraden # $) durch ein 7y € $, und es gibt minde-
stens 8. Liegen 3 davon auf einer Geraden durch 7g, so ist diese das
Bild von y (wohl fiir [ = 4 schon bekannt, 31). Also liegen je zwei auf
einer Geraden durch 7o; also sind das 4 Sehgeraden, von 7 aus auch,
folglich 7§ € y; da ny # &;, liegt Fall [ = 4 vor.

v) Also bleiben die &; bei zwei aff. Abb. fest, und man kann dieses

Tripel auf 8 Arten affin
129/130

in die 4 Schnitte ¢ des Sterns durch ein nx ¢ y mit y einbetten;
jedes Bildtripel gestattet ¢ Autom, besteht also aus zwei Pkten mit
Mittelpkt.
OBdA sind 3 Pkte ¢, gleich 0,1, —1{4 £+ C.
Dann ist wegen (0 1 ¢) ( =2 oder = £ und “ (=10¢) ¢ = -2

2
oder —% aber 2,1 # —2,—1 (mod 11). Wid!

Schrinkt man die k(p— 1) Funktionen, die auf jeweils einer der p—1 Paral-
lelen (eigentlicher) zu einem Sehstrahl 1, sonst 0 sind, auf die k(p—1) vom
Zentrum verschiedenen Pkte des Sehsterns ein, so haben die Fuktionswerte

96



bei natiirlicher Nummerierung der Pkte u. Funktionen die Determinante

0 D(mgy —my) D(ms—mq) -+ D(mg—m)
D(my — mg) 0 D(mg —mg) -+ D(myp —ma3)
A= 0
130/131
Dabei bedeutet D(a) die Permutationsmatrix, fiir die bei a #Z 0
1 1
2 2
-a = D(a) ) mod p
p—1 p—1

und D(0) = 0.

Wenn A # 0, kann man den transitiven Konstituenten von &-, der den
Grad k(p — 1) hat, zu einer irreduziblen Darstellung von & erweitern.
Nunist A = 0, wenn 2 { k, da iir einen “primitiven”” EW von den D(«)
die Det schiefsymmetrisch, also = 0 ausfillt. Ferner ist bei &k =4

A=0+—p=1 (mod3)
Denn Rechng ergibt
A =det ((n,1)> =2D(n—1)---(0 1))

mit (a b) = D(a — b) — D(a) + D(b), und passendem 7. Ist nun 7 = ¢!,
n—1 = ¢/ (mod p), ¢ Primitivwurzel, und D(¢) = Z, so ist (n 1) =
Z/-Z'+EB,D(n-1)=2/,(01) = E+ Z2. Es wird also A = 0 genau
wenn fiir einen passenden EW e von Z gilt: (¢/ —el+1)% = &/ (1 +e251)?;
dh.

131/132

a) Wenn e22 = —1: A =0 (ef — ! +1)2=0,ef —+1=0

Also 7 primitive 3te EWurzel.

gl “ Gte “,
Daher p = 1 (mod 3). Umgekehrt ist -1 1
bei p =1 (mod 3) ¢ primitiv, f = 21,

e = 2L wiihlbar, gibt A = 0.

(a) Wenn 25t = +1: A=0  (ef —ec+1)=¢ -4

Wl

ef —ef41=—£7.2
(5£+1)2:€e

55—5%—1—1:0
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35.

36.

37.

38.

39.

Dann % primitive 3. EW, also p =1 (mod 3).
Umgekehrt kann man e = (primitive (p — 1)-te EW)? nehmen, e und
f wie oben.

Also bei k =4

«

(mod 3) ist A =0
(mod 3) “ A #0.

)

NB: Ubergruppen vom Grad p? siche vii[67]

132/133
»?
Wenn aber k gerade und p = 2% + 1, so ist A # 0. Denn dann ist fiir jede
(p — 1)-te Einh.wu. € e =1 (mod q), q | 2, also

o 1 1 --- 1
Al 1 0 1 | =(&-1)(-1)1#0 (mod q)
~+ A = []. Ac # 0. Dagegen bei k ungerade ist stets A =0, daein A, =0
(e primitiv)
Bei £ = 5, p =1, lidsst G € g von jeder Geraden g mindestens 4 Pkte
kollinear.
Bew: Ann: < 3. Von den 11 - % = 55 Paaren (v“,n%) mit ~,7n € y miissen
> %—5 = 11 auf die gleiche der 5 Sehrichtungen fallen. Gibt es in den
zugehorigen Parallelenschar x; Geraden mit jeweils ¢ Bildpunkten von g,
S0 ist
X1 + 2932 + 3933 = 11
To + 3x3 > 11  «— Anzahl der Paare dieser Richtung

also r1 + 22 <0, 1 = x5 =0, 3z3 = 11, geht nicht. Ebenso:
Bei k < % ldsst G von jeder Geraden g mindestens 4 Pkte kollinear. Denn
sonst ist x1 + 2w + 323 = p, x9 + 313 > %, 1<zi+20<p— %,
2k > p.

133/134
»?
Bei k=5, p> 11 ist G affin.

Bew: Nach 37 fiihr G von jeder Gerade y 4 Pkte in kollineare iiber. Diese
haben hochstens 4 Sehzentren, also gehen von den (> 7) anderen Pkten
von y mindestens 3 noch in die Gerade durch die 4 koll. Bildpkte iiber,
insgesamt also 7. Deren gemeinsame Sehzentren sind nur die betr. Gera-
den.

Bei kK =6, p > 11 ldsst G von jeder Geraden g vier Punkte kollinear.
p = 11: Sonst enthalten die 6 Parallelenscharen, nach fallender Anzahl der
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Bildpaare (aus y©) geordnet, die folgenden Parallelenzahlen: (55 Paare
sinds insgesamt)
Paare

% i:

Lo

% iii

% iv

Loy

% vi
»?

10

Dreiergeraden Zweiergeraden

3
3
3

1

Ood1
Ood1
Ood1

134/135

Nun ist der Schnitt von zwei Dreiergeraden stets in ¢“, da nur von g aus
6 Pkte von y sichtbar sind. Also je zwei Dreierbiindel schneiden sich in 9
Pkten, und zwar gehen alle Dreierbiindel II, III, IV, durch die 9 Pkte in .

1 2

3

Y1

Yo

Projiziert man yo mittels II auf ¢g; und
mittels II, III, IV, zuriick auf gg, so
erleidet yo drei affine Abbildgen, die

I 1,2,3 nur untereinander vertauschen:
Gibt 3| p —1, 3 10, geht nicht.
p > 13: (37)

k=6
40. Bei ist & affin.
p>11

Bew:

k=6

p

2

135/136

(a) Lisst G' 5 Pkte von g kollinear, so y& gerade nach 31.

(b) G lasse nur 4 Pkte von y kollinear (nach 39. In einer Parallelenschar
moge es zwei Geraden geben, von denen eine 4 Bildpkte «; von g
enthélt, die andere > 3: ;.

6%

B;

Von den 6 Geraden a18;, o ~ [, miissen
zwei parallel sein (da es nur 5 nichtsenkrech-
te Sehrichtungen gibt), also kommt die Ko-
ordinatendifferenz a; — ap unter den 3; — 5
vor: nachtréglich eingefiigt: [ ebenso jede Diff.
Bi — B; unter oy; —a; (3,5 # 1 & 5) | Es gibt
also nur < 6 Differenzen o; — aj, da es < 6
Dfferenzen f3; — 3; gibt.

[ Nun gibt es nur ein Tripel (bis auf Traslation u. Spiegelung), dessen
Differenzen unter 6 gegebenen Werten enthalten sind [ zum Bew.
nimm ein Tripel als —1,1, a an ]| Bemerkung:unnétig.
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Dann kommt unter den 12 Differenzen entweder eine (etwa 1) dreimal
vor, oder jede zweimal. Im ersten Fall gibts nur 0 1 2 3, im zweiten
0laa+1mita+1==1+a,+(a—1)und das gibt nur =2 =101
oder % 0% 1. In jedem Fall also bis auf Affinitdt 0 1 2 3. Daher gibts
unter den §; nur +1,+2 als Diff (wegen a; = 0 1 2), also auch +3
(wegen o = 0,1, 3), geht nicht.

Weiter
136/137

gebe es in y“ keinen Vierer mit parallelem Dreier. Dann gibt es aus-
serhalb einen Vierer §, noch p —4 > 7, einen davon 7 isoliert zu
seiner || zum Vierer; die p — 5 > 6 Geraden 7o

verteilen sich auf 4 Richtgen

w03, zwei sind doppelt be-

setzt: Gibt zwei neue Vierer.

Keine ist 3-fach besetzt, also

ist p—5 < 8, p=11 oder 13.

«) p = 13: Nun gibt es noch mindestens a1, ag, ..., a4 ausserhalb
der Dreiecksseiten. Das gibt a;@;|| zu einer Dreiecksseite, dann
gibt es ajomas auf einer Geraden, gegen Vor. b.

B) p = 11: Seine Parallele zu oy, die noch einen Pkt enth., enth.
entweder 7?7 2, nédmlich die Schnittpkte mit den nicht || Drei-
ecksseiten: geht nicht nach Vor. ¢); oder sie geht durch die der
ersten Seite gegeniiberliegende Ecke.

o) Wenn «; auf keiner || durch eine Ecke liegt, dann sieht man auf
den 3 seitlichen Geraden durch a; > 10 weitere Pkte # «y, also
auf einer 4, insgesamt mit «; 5, geht nicht.

B) Wenn «; auf zwei || durch Ecken liegt:
Die 8 iibrigen liegen auf 3 Gera-
den durch a7, von diesen sind al-
a1 so zwei 3-fach besetzt, miissten
beide ao enthalten, geht nicht.

138,139

p2

Zwei von den drei iibrigen Geraden durch a; enthalten jede O
oder 3 Pkte # a1, da sie alle 3 Dreieckseiten schneiden. Die
drittqe enthélt dann nur 2, denn Gesamtzahl = 11. Alle diese 8
Pkte liegen also auf den Dreiecksseiten, und as sollte dies nicht
tun:

~v) Wenn «; auf genau einer Parallelen durch eine Ecke liegt, liegen
auf dieser || 2, auf den beiden anderen Seitenparallelen durch oy
je 0, also auf den 3 weiteren Sehgeraden durch «; zusammen 9,
also je 3; hiernach liegt a auf beiden Geraden, die oy mit einer
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der beiden unbenutzten Ecken verbinden, géibe ag = ;.

a2

Lit. zu p? auf S.158

40. Die Elemente der p-Sylowgr haben folgende Charaktere:

E Pegr Peg. ..

Grad f, — 1 1 1 1
fo=k(p-1) | kp—1) p—k &k
fs=1lp-1) | Ulp—1) —1 p—1 —l

m(p—1) | m(p—1) —m —m
1 Anzahl k(p—1) | l(p—1)

40a. Es geniigt nachzuweisen, dass eine ganze Klasse konjugierter Elemente
affin ist: Die p-Sylowgr des von ihr erzeugten Normalteilers ist dann normal

ist g, g affin.
138/139

p2

41.* Folglich ist, wenn die Sylowgr. elementefremd und k > 2, k%(p — 1)% +

s[kp=1)-(p=k)? +(p+1-k)p - DF’] < 2Pl =g, k=1 2 no1 =
ﬁ > S_p(l*%)ﬁLk(”*%)QJr(pJFl*k)%
Ord der affinen Gr in &, die zwei Pkte 0,1 fest ldsst
*, da man von 1 aus nur k£ — 1 von 0 verschiedene
Pkte der Geraden g durch 0 sehen kann die bei 91y;
ausser 0 1 noch fest bleibt. Es ist

1 0
Nor = (0 m)

in passenden Koordin.. g ist halbregular auf g.
2k? — K _ . _E | E
Alsoz.B.k—lan>k—7—|—(p+1)— - =k p+p2,also

P
k2 _ k2 _ 1 2 P
L5 —-1>0 k>
p P ’ 1-7
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42.F

* Achtung: Hier ist vorausgesetzt, dafl es ein P € 8 gibt, das unter N s
nur in Potenzen von sich iibergeht. Dh. N s reduzibel, abelsch iiber .
Ebenso ist, wenn 2 < k < I, (k* +1%)g = 3, [l — kx> > 529 =
s[k(p—1D)2p? +1(p— DE?p?], b — 1 > nfy = oplyy; > HHE > &
Wegen k < 2 sieht man von 1 aus noch einen Pkt # 0 von ¢, also sieht
man ng; Pkte # 0, also ngy < k — 1. Fortsetzg XI 241

139,140

Sei & = AB, A, B nilpotent, minimal unauflosbar.

Sei A =Py x Q1 X..., B =Po x Qo x... mit P; zu p, P = PP, ist Sylwogr

8.

a)
1.
2.

2a.

Esist AN B = E. Bew: viii90

Jeder eig. NT 9t < ® macht AN = BN = 6.

Fiir jede faktorisierte echte Ugr &* < & ist &* aufl., P* vV OA* VR* V...
Bew: [31] Satz 4.

{P102} ist entweder = & oder pg-Gruppe

. Jede Obergr. # & von 2 ist fremd zu Ztr B (enth also keinen NT von 9B).

Sonst A< HABSN=NH"=NHPAE &AN<H#S. Wid. zu 0

. Fiir jede echte faktorisierte Ugr &* < & ist nach 2 auch P x Q1 VP2Qo;

Pi x Q1 x Ry VP2 x Qo X R, ...
Bew da [B191%B20Q2| = [BQ|, ist P1Q:1P2Q2 = PA.

. Um weiter zu kommen, sollte man vielleicht im Fall, dass (|2, |B]) # 1

ist, mehr behaupten als blosse Auflosbarkeit von A95. Dann hitte man
starkere Inklusionshilfmittel. Man miisste diese Untersuchung, was man
behaupten kann, eréffnen mit dem Fall 2 = 1 x Qi, B = Po; dann

(PB1 x Q1) (P2 x Q2)
140/141

. 6 = (P x Q)P besitzt, wenn Py # E, stets einen Normalteiler der Ord

p". genauer: 2
Bew: Sonst sei 91 der maximale Q-NT. Dann ist 91 < Q. Also By < ZsN;
Ist 91/91 min NT von &/M, so WM = P* x N, P* < &. Genauer:

6= (P x QP> - P =P <P,
In (P x Q1) (P2 x Qo) ist &* = NP N NsQ nilpotent. Denn NP ist

faktorisiert, ebenso N'sf, also &* = P*Q*, Px <P, Q* < Q, [P+, Q*] <
PN =EFE. [ ist ein Sylow-System-Normalisator.]
Fortsetzung von S.140 4:
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4. Ist 3 = Ztr'B, so ist N's3 faktorisiert.
Bew: 3 ist eine im Zentrum von $ = 3% N 3% liegende Sylowgr von &1,
also einzig in §. Nach VII ist N's3 faktorisiert. [Es ist § < ZsPB; da
3% < ZsP1, 3% < ZsPo.

141/142
Forts. von S. 140/1

1. E#7Zy €U, E# Zy € B ~ [Z1,Z3] # E. Sonst zentral- & = {2, Zs}
das 7.

2.9 =7ZsP ~ DINYT = 9.
dann zentr. P Po

3. NsZsP ist faktorisiert. Bew. 2.

4. 3; = Ztr'B;, Y = Zs{31, 32} ~ {2, U} N {B, U} = Yl ist fakt. {A, U} zentr
31, {BU} zentr 3.

5. BN ZsA = E (wenn |B| # p?).
Untersuchen: Sonderfall & = (P x Q1)(Q1 x R). Hier: {P, Zo} = & wenn

Z € 7trQs.
142/143
Faktorisierung
1. Sei & 16162, ®1ﬁ®2 :E, SZZtI'@, 31 :362ﬁ61, 32 = .... Dann
ist 3 = 3139 abelsch.
Bew:

31 abelsch, denn Z = 21Z2, Y =YY € 3 ~ LY = Z1Y1YoZy ~
(ZY)1 = Z1Y1 ~ 31 abelsch. Ferner ZY = Z1Y1Y2Z5 = Z1Y175Y, und
= Z1Z2Y1}/2, also ZQ @] Yl.

Bew: 3/ < (3B5) = B, < By; ebenso < By; = 1.

2. Aufgabe: Gruppen & der Ord p®¢” untersuchen, allg. Struktur, reg. Fak-
torisierungen & = (P71 x Q1) (P2 X Q2), ob z.B. P1 Vs ist. Die minimalen
Gegenbeispiele gegen diese oder jene Vermutung genau aufstellen. F

3. Aufgabe: Die Gruppen & kennzeichnen, die eine Klasse £ konj. Elemente
der Ord ¢ mit |K| = p* enthalten. a = 17

143/144

Saubere Faktorisierung von p-Gruppen

Sei & =AB, ANV = E, || =p", 3 = Ztr®. Sei G minimal (| Bezgl. Untergr.
u. Fak torgr.) 3 # 3132 (3; wie auf S. 143). Vermutung: ,,Zentrum einer sauber
fakt. p-Gr ist fakt.“ ist falsch.
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1. Es ist nicht A3 = & und B3 = &. Sonst 3132 = A3NBVB3 =& =3
abelsch nach 143;.

2. Es ist nicht A3 # & und B3 # 6. Sonst A3 < &* <1, 6, 3B < & 1, &
und 3 = Ztr&* N Ztr* &.
Beide Zentren N\ zerfallen nach IndVor, also auch 3.

3. Weiter sei etwa A3 < 6* <, &, 3B = &. Dann ist 3; = 3B N, also
2 abelsch.

4. 7s®* = Ztr&*. Denn H € Zs®*, H Z &* ~~ H € Zs{&* H} = 3 < B*.
5. Ist B€ B, B¢ &* soist 3 = 3*NN[B, wo 3* = Ztr&*- Den B = 6¢*{B}.

6. Ist Gg € & — B*, so ist 3 = 3* N NsGy. Denn = Zs®* N NsGy.
144/145

7. Die weitere Betrachtung ergibt folgenden Bau von &: Man nehme eine

nichtablesche Gr A, B der Ord p® vom Exp p, multipl. mit zykl. Gr {Z}
der Ord p®*! (o > 1) direkt und identifiziere Ztr{ A, B} mir {Z?"}. Also
def. Relationen: A? = BP = z¢""' = E, [AZ] = [BZ] = 1, [AB] = 2*".
Eine solche Gr. steckt also als Teil in &.
Diese Grupen besitzen tatsichlich eine Faktorisierung, in der das Zen-
trum nicht faktorisiert ist, ndmlich A = {A}, B = {B, AZ}. Wegen
@ = {ZP" < Bist B, ferner B # &, & = {A, B, AZ}, also & = AB.
Und Ztr®& = 3 ist zyklisch, = {Z}, und 3:2% = E, 3 £ 9B, also 3 nicht
faktorisiert.

Man kann also bestenfalls noch hoffen, dass bei jeder sauberen Fakto-
risierung einer p-Gr mindestens ein Faktor ein Zentrumselement enthiilt.
Versuch:

8. Wenn in einer p-Gr & = A8 mit Ztr® = 3 gibt AN3I =B N3 =1, so ist
ZsANPB =1. Denn B € ZsA ~ Z € B® = B® < B.

145,146

Verhalten von Indizes beim Durchschnitt u Kompos.
“Wirkung von Erzeugnis- und Durchschnittsbildung auf Gruppen-Indizes”

1B <A [ANC: BN < [ANB. OBIA € < 2, [€: BNE| < |A: B
klar da BC = BC' « DC =DC’, wenn © = (BN C).

2B <A, A:B|=i>1 [AUC:BUC =k >1~ k> p, wopder
kleinste Primteiler von 4.
Bew: Nach 1ist j = |20 : AN (BUC)| = |AN(AUEC) : AN(BUC)| < |AUC :
BUC =k*und k= A:AN(BUC)|||A:DB wegen B < AN (B UCL).
Ist nun k > 1, s0 AN B UC| £, also j # 1 Teiler von ¢, und nach * ist
J<k.
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3.

Unter der Vorauss. von 2 kann nicht mehr behauptet werden.
Bew: Seien geg. ¢,k > min PT von ¢, i,k > 1. Sei & das direkte Produkt

der 2 symmetr Gruppen &, auf bezw den Ziffern ay, ..., ax und by. Sei
™Az < T beliebig mit [Az| = =

146/147
Sei A1 = &(aq,...,ap) < symmetrisch.

Sei A = A x Ag, B = S(az,...,ap), € = S(ap,app+1,...,a5) X<
(B=C=FE wenn p = k). Dann AU C = T x &S(aq,...,a;), AUB =
T x S(ag,...,ar), |B:A =p™As| =4, [AUC: BUC| =E.

Sa) B <Ay, By Y C |5211 Ne: By ﬂ(‘:l | |Q[1 : %1| Denn OBdA € < 2,4,
denn |2 N€: By N €| = [¢: By N¢| = gl = [l
4. Bessere Anordnung:
(a) Sind (il, kl) und (ig, k2) “IIl.(.)ghCh/ /7 so auch (iliQ, kle).
(b) (%, 1) und (1, %) mit & > p Rest durchgestrichen
Uberhaupt mit Durchschnitt beginnen.
5. Falsch ist die aus 31 nahegelegte Vermutung: B; < ;, B; Y By ~» p =
20, N QAo : By NBo| | 21 : By| - Aa : Ba| = 0. Gegenbeispiel in der S7:
A1 =6(12345),A,=6(34567),B1=6(123),B,=6(567).
. 2 B1) .
Hier p = 3!, 0 = (5-4)°. Einfacher: 2, =='=—9, in der &4: p = 2,
o =32 ,E\ ’
6. Esgilt: B <2, €C<& ~ |ANC:bNC|||A: B
——
777
A “\ﬂ B
B 9
Bew: OBdA € < 2. Von Normalkette 2 -- -9 wird jeder Index in Teiler
abgebildet.
2A B
7. Folge: B, <1 <®U; ~~ |Ql1 NAs : By ﬂ%2| | |Ql1 : ’31”912 : sBQ|.
Gilt auch fiir 4 = 1,2,...,k. Dann ~ B : 1N By <
<2 < 2As. Bew: o
Fortsetzg S.155 | Komp.Faktorgr. unters.! A o
147/148
< B2
By
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1.

Sind alle Sylowgruppen 91, ..., B, von & abelsch (s = Anz. d. Primfakt
von g), so ist (i) < s fiir jedes A <1<1B. Dabei bedeutet (g) die Schrittzahl
der Normenkette von . -

Bew: Mit 2; = A NP, gilt bekanntlich: ﬁ?” = ﬁp, ﬁp = nachinv. Hiille
von A,

(a) Daher ist mit ® = (P, < &: A< AD.

(b) Wenn der Durchschnitt von je k verschiedenen f o= FE ist, dann liegt
der Durchschnitt von je k — 1 verschiedenen P, in N s2L.

Bew: D=3, N---NPy_; <NsU., k=1,....,k—1; und fiir K > k
ist A, < P,., und [B,,D] = E wegen ﬁp A48, DNP, = E: Also
., D] =FE (k > k).

(c) Es bedeute &™) das Erzeugnis der Durchschnitte von je m der
PBi,..., B, Dann ist A< SGA 9 BEVA q-.. aB3DY = & fiir
jedes A < <B.

Bew: 2 <1 &) ist a); BFA < SF=NYY ist b).

Bemerkenswert, dass die () einheitlich fiir alle 2 gelten! Gibt es so etwas

immer? Ist [ Ns2A # E? Jal Verweis auf néchste Seite
AQ9G

148,149

Haupt-Untergruppen (“Haupt-Normalisator” von &7)

1.

<4

Def: H(6) = N Ns2 |

ALIS

. 2 min. nachinv., zusammengesetzte Ord ~» 2l < §. Denn 2l V B, wenn

B <6, AB/B einfach.

. Po <6, [Po| = p*, a maximal, P p-Sylowgr von &, 3 = Py N Ztr'P ~

3<H.
Bew: Sei 2 einkopfig <1 <1 &. Ist 2 pz-kopfig, so 3 < Ztr < NsA. Ist A
p’-kopfig, so 3 < Po < Ns2l.

LB AL - H(®) £ E.

Bew: & besitzt min nachinv. Ugr €: entweder |€| zusammengesetzt, dann
2). Oder |€| Primzahl, dann 3).
Gilt wohl schon wenn j(&E) < oo, aber |&] = co.

. Die aufsteigende Haupt-Normalisatoren-Reihe

H=91,...,941 = H(&/H;) fillt bei nilp. Gr. Verallgem. d. Zentralreihe
auf beliebiges endl. &’.

* Nein! |&| = p3, Typ (p?, p), nicht abelsch, Hier $ = Gruppe der Elemente
der Ord p, $) # &!

149/150

Noch Hauptgruppe.
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<4

CAIIB, B < H A< {A, B

Frage: Ist die Lénge h der aufsteig. Hauptnorm-Reihe E = §( gleich dem
maximalen (g) < h? Ist sie = d Lge der absteig. [ siehe 4 |? Klar ist:

AIAN QAN < -+ AAHy, = B, also () < h.
£ ist die Max Ugr von & mit der Eigenschaft 20 <t <& ~ [, H] < 2.

Eine absteigende Haupt-Norm-Reihe scheint schwer zu definieren. Wenn in
&/ und in & /B jede nachinv Ugr inv ist, so braucht das nicht in &/ANB
einzutreten. Beispiel: & = G3 x {W}, W3 = E, A =23, B = {W}.

Der nilpotente Teil § von $ (= F(9)) hat die Eigenschaft: £ # A < <&
~ [, F) £ A Denn [ | < FNA; wenn = A, so A < §, dann [, 2A] # A.

Das 3 von 1493 hat sogar die Eig: 2 <1 <& ~ [[2, 3]3] = E.
Der ungerade Teil von F(9) ist abelsch, da hamiltonsch.

Frage: Fithren Hauptgr. zu einem Abbrechen der Autom.-gr-turms?

150,151

Noch Hauptgruppen.

1.

2.

5a)
7.

Def: §7 = (N2 fiir die A < <1, ($) < p+ 1.

Esistﬁ0=®<ﬁ1<---<ﬁ“_1:ﬁiE,a:max(g).

(D) < (3)—p-Bew: () =, A=Ay QAq—g <+ <IN QA <+ <A
A =8) ~» A=A, <Aqq1 < -+ <Upyp1 AHApp1

Frage: Haben im Fall ®® = 1 die min. subn. Ugrn. von & besondere
Normalisatoreigenschaften?

AB IS, AVB, A=ANDB ~ (AsB in A) # AN B. In diesem Sinn
ist die Vertauschbarkeit bei nachinv. Ugr nahe <.

Sei 2 <1 <18. Dann ist 2 <& « & = AP N s2l. Hiermit folgt 6: [Bew 5 «:
& = AON A ~ A® = A1

Sei p ein “Projektion””, dh. = P N A, wo P Syl, A < <&. Dann gilt
P<® — g<aN, wo N = Nsp*, wo g* = schw. Abschl. von p* in .

Wenn 2 <1 <1 px-kopfig, P eine Sylowgr A, so A <1 G «— & = AIN sPB.

Frage: Bei p-Gruppen & muss es einen Zusammenhang zwischen Klasse &
d %) geb > 2).
und max (3) geben (p > 2)

151/152

Sylowgr. Kompositionsreihen
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L Seil A <G, ANP =p, p < P = Syl®. Dann gilt: Esist p<1 G « [p <
P1 <P~ p AN sP1] < p schwach abgeschl. in P. s. auch 1514

. R. Brauer wies darauf hin: Wenn Burnsides Vermutung stimmt, dass je-
de ungerade Gruppe auflosbar, dann geniigt fiir Gruppen ohne zyklische
Kompfaktoren die Projektion in die 2-Sylowgruppe, gibt isomorphes Bild
des Kompos-Verbands von &.

. »Ausreichend* heisse eine Menge von Primzahlen {p,}, wenn jeder Komp-
Faktor von & durch ein p, teilbar ist. Dann gilt: Es geniigt Projektion in
eine ,,ausreichende* Menge von Sylowgruppen.

. Wenn z.B. ,ausreichend® viele Sylowgr. zu {p,} zyklisch sind, gilt: A, B <
<8, {p,}-Teil |A| = {p,}-Teil |B| ~ A = B. Ist B nicht < < &, so folgt
wenigstens, dass das Erzeugnis aller {p,}-Sylowgr von 9B in 2 enthalten
ist.

152/153

st B < B, s0 st trivial: A < B« ANP < B NP fiir jede Syl P von
&.

. Ist eine p-Sylowgr von & zyklisch, so ist entweder & p-einfach, dh. nur ein
Kompfaktor von & teilbar durch p, oder & ist p-auflésbar von der p-Lange
1.

Bew: Sonst sei o0BdA

G
@G

A oder

R R

E ep“x , z>1

In beiden Fillen Widerspruch erzielbar durch Betrachtg des p-Sylow-Nor-
masB-lisators (in &) der einfachen KompFaktGr 2 bezw & /.

. Genau dann ergibt sich bei der Projektion von 2((®) in eine Sylowgruppe
P ganz N(P), wenn entweder pTg oder & p—auflosbar mit p-Linge 1.
Bew: 2.

. Sind P, Q zwei Sylowgr von &, so tritt bei der Proj. von M(®) in N(P) &
MN(Q) genau dann P & E auf, wenn ¢ t [B|. Sind Ny,..., N, die Proj
von N(&) in P,, Pi,..., P, ,ausreichend®, so ist genau dann N(G) ~
MON @ &Ny, wenn & = P, x Py x --- x P, (wobei pa...p, 1 [Py

usw.)

153,154
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1. Satz von Feit [Th 3.2 in PAMS 7, 177-178: On a conjecture of Frobenius,

1956]: zu S. 92
Se |&| = mgq, (gym) = 1. Sei M € M — M™ = E. Sei M| = m. Es
existiere $) < &, so dass [ =gs, (5, ) =1 &

(i) esgibt &< 9, |G| =s

(ii) HNHE entw. = H oder < .

Dann ist 9 eine Gruppe (und dann 9t < &). Frage: Wie hingt das mit
S.92 zusammen? |Bew mit Brauers Charakteris. d. Charaktere

(g,8) = (¢, %) = (5,2) = 1. Es ist Ns9 =M.

N
Satz von Feit scheint tief zu liegen: Es gibt wohl eine Vertretergr €/& zu
N/$H, doch sehe ich nicht, wie aus der Vor. |9 = m die Normalitéit von
¢/6 folgt, die man zwecks Anwendung meiner S. 92 kennen miisste. Man
miisste zeigen (das ist n & h!), dass in M nur is Losungen von N = E
existieren. Ausreichend wére der Beweis der

NC € N ~ N;}ef)wGe‘ﬁoderNi,NiGGGWN”:E.

2. Vermutung: Ist § = NsH < & und gibt es Hy < § so, dass zu jedem
D =9HnNHo £ § ein H existiert mit ® < §g, so gibt es By < & mit
G = HGp, H =HNGg

154/155
Forsetzg: Verhalten von Indizes bei Durchschnittsbildung von S.147.

1. Sei B < A < 6,€ < &. Es gebe Kette B = By, < By < -+ <
B < By = A derart, dass B, NEV B,;41 (¢ = 0,...,k —1). Dann ist
AN C: BN ||A: B|. Bew Induktion mit 147, (3a).

2. Dieser Satz enthiilt den Satz 147 (b) sowie (3a).

3. B, <A, By VA3, BV By ~ |Q[1 N2As : By ﬂ%2| | H?:l |Q[z : %z| Ist
unsymmetrische Vorauss. trotz symm. Beh.!
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Andere Fassung: Es gebe Restvertreter R, zu : & = > HR,,, so dass Erzeugnis
UU>1(5§ NH) =9 i $. Dann gibts By, .... Man muss die Perm von ) nach

$o erginzen zu einer (Perm-)Darst von & (vom selben Grade).
155/156
Den Satz, dass & p-nilpot ist, wenn

a) die p-Sylowgr 8 von & zyklisch ist und
b) die Untergr. der Ord p in 8 im Zentrum von NsP liegt,

scheint bei Zassenhaus zu stehen: The Theory of groups, Chelsea 1949 (aber
nicht in der deutschen Ausgabe).

Nilpotenz der Gr 91 mit reg Autom £ kénnte vielleicht so bewiesen werden, dass
man eine monomiale Darstellung von 91 durch Einbettung in 91 konstruiert.

Natiirlicher Beweisansatz fiir die Burnside-Vermutung im Fall pg (wenn p, ¢
bekannt): §,, sei freie Gr., man bestimme zunichst eine obere Schranke fiir die
Stufe s (Kommutatorfolge) von F/F?, dann zeigt man, dass der allgemeinste
Kommutator dieser Stufe [bei s = 2 wire das ((z172), (x374))] € F(1 ... x4)PY;
es geniigt also eine Indentitéit zu finden.

156/157
Verfeinerung der Verlagerung.
Sei PP = p-Sylowgr von &, P € KN L. Sei P/P abspalten von K und
von £. Wann von &7 Zur Untersuchung kann man die verallg. monom. Darst
Xgq/m(G) = Pgz(G) (wegen K = P(R) und Ly 5(G) = Pg5(G) bilden;
mod P haben sie abelsche Koeff., also kann man ihr Kroneckersches Produkt
bilden. Davon dann Det. untersuchen. Zur Rechnung, die auf & = > RG, L =
STPGLP (mod K), £ basieren muss, kann man auch noch eine normierte Zer-
legg von & heranziehen; allgemein: vor Ubergg zu 98 lautet sie so:
Setze RoGo N GoLa = D, und wihle Vertreter so def & = ZB Kop (mod 8N
GoafaGRl), £=3 (RS N L)Lay. Dann ist eindeutig & = 3 KapDasLay mit
D= Dosund & => RGoLay = KapGo L.
Schreiben: Uber Normalisatoren nachinv. Untergr.

157/158
Literatur zu Permgr vom Grad p?

Geometrisches:
W.S.Connor, Biometrica 9, 127-140 (1953)
“ Can. J Math 6, 35-41 (1954)
“ Ann. Math. Stat. 23, 57-71, 602-609 (1952)
H. B. Mann, Analysis and design of experiments, N.Y., Dover 1949
Separate Barlotti

Buch Segre Le zioni di geometria moderna I, 1948
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158,159

. A < &, A auflésb. im Sinn von Kurosh , AVB 1<B, B = B’ ~ B =B,

Bew: BB < 1B, =AB. B,, B,_; wird durch A gedeckt, ist also
auflosbar, also (AB)[" < B fiir ein n ([] = Kommutatorgr.) wegen B = B’
ist [AB]ln] =B < AB.

. Vermutung:

a) Wenn Minbedg fiir nachinv Ugr gilt, ist Sockel S& < NN s2A = D,
wenn A <1 <1B. Anm. z. Bew: 4. Voller Bew: 160,1.

b) Vielleicht geniigt Minbedg fiir Normalteiler
¢) Bekannt ist 9T < ®, wenn M <1 <& und einfach. 515.

AVB, A< B, B <16, A und B auflo. ~ AB aufl. Bew 1.

Sei |N| = p*, M kein NT, Minbedgg fiir nachinv. Ugr, 2 <t <<&. Dann ist
AN =2

Bew: OBdA A 1-p-kopfig. Bew: g sei Sylowgr der endl. AutomGr &, die
91 unter & erleidet, £ # P € 9 sei fest unter g, wenn 2 — a = 1, ist
[2,M] = 1, fertig; sonst wihle Py € A mit [PF ;9] =1 und A = {‘Bl}
wegen [Pl,P] = 1 ist P € Ny2. Ebenso PC e NsQl f. jedes G € & ~~
N < Ns.

159,160

. Gilt MinBedg fiir nachinv Ugr von 9, M < &, so ist SG (= Sockel,

min

Erzeugnis min NT) < N2 =] M < N N fiir jedes A < <B. zum Bew:
2-4

st M < B, MG, <G, s0ist M C S&;. Denn wihle Ny < M, Ny < 64,

min min

Dann 9 = im? < 56;.

Ist 5< 56, 6 <B<16,506 < 5SG,.

Ist 6 < S8, 6196 <18, s0 S < SB;. Indukt nach m(6, &,).
T <G, AT<IS ~ Py < S

min

Nun Bew 1: indirekt kiirzer 161.1. Sonst gibts 2y < &, My £ N, nach 5
ist My < SPHA £ N, also I My < SNLA L N, also gibts Mz < ML,

M3 £ N uw. Wegen Minbedg gibt das einmal M* = Ny, = N1 M* <

ﬁW%Qﬁ%ﬂtAmuu<mwm§mwum“mmm*:wiwwzﬂ,
A < MA*, Wid.
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160,161

. Kiirzerer Beweis fiir 160.1:
Sei $) eine minimale nachinv Ugr von & bezgl der Eigenschaft: A < $,
S$H £ N2 Dann gibt es M < H, M £ N2A. Es ist M < S(ONA); wére

MA # 9, so Wid gegen Mineig; also MA = § il A > A MOM*A = 1,
M =1, MA=H <A, M < NA. Anmerkung: [ Besser S.170-171 (4) |

. Ebenso: Ist M < &, A < 9& und erfiillen die nachinv. Ugr von I die

Minimalbedg, so ist M < N2A. Z.B. wenn M endlich.
Bew: Unter den nachinv. Ugr & von I, welche

(a) nicht in 91 = N liegen
(b) minimale NT einer nachinv, 2 enthaltenden Gr. § sind: & 9 H<1<®,
2A<9H

sei R eine schlechthin minimale. Dann ist A2A = £<1£; <+ < £, <9 9. Sei
R L, R < £,_1. Dann wihle R <l L1, Ro in R. Dannalleﬁ e,

min

ReMN gehtmcht Also & < 8. ﬁmqﬁ*ﬂ>mwﬁ*—1wm<ﬁm

min

Anmerkung: [ Schirfer & kiirzer: S. |
161,162

. A << &, A einfach, nichtabelsch ~ A® < &. Bew: Indukt m(&,2).

min min

. Sei T-Gruppe eine Gruppe mit endl Kompreihe, in der jede nachinvari-
ante Untergruppe normal ist. Sei (schirfer <) S-Gruppe eine Gr m endl
Kompreihe, in der jeder Kompfaktor eine auflésbare dussere Automgr hat.
Dann gilt:

. Jede perfekte ST-Gruppe hat ihre Mauer (= (Jmax NT) im Zentrum.
Denn jeder Kompfakt = Hauptfaktor unterhalb der Mauer wird zentrali-
siert von 6.

. Jede ST-Gr besteht aus dem grossten perfekten NT &< darauf eine
auflosbare ST-Gr als Faktorgr gesetzt. &* zentralisiert den grossten aufl
NT U,

. Es gilt wohl H <& ~ HNSG < 59, S = Sockel, wenn MinBed fiir die

NT von &. OBdA & = §H - S&?

Aus ?7?7Bew: I sei Erzeignis endl vieler min NT von &. Zu zeigen ist

H NN < S6. Indukt nach Anzahl |. Nimm & = min Gegenbeispiel!
162/163

. Bei MinBedg f. nachinv. Ugr gilt A < <& =2AN S& < SA.
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Transfinite aufsteigende Sockelreihen betrachten - brechen wohl ab.
« Haupt-Normalisatoren-reihen

Bilden die im Sinn von Gaschiitz nachnormalen Untergr. einen Verband?

Bei MinBed fiir nachinv. Ugr ist wohl jeder min NT direktes Produkt von
endl vielen einfachen Gruppen.

Aufgabe: Zur Theorie der Permutationsgruppen. Das Neue aus der Vorlesgs-
Ausarb. veroffentlichen!

Erzeugen die p-Sylowzentren immer etwas von der px-Lénge 17
“Invarianzgruppe” Specht 87, 348

la.

. Man kann wohl auch noch abschwéchen zu & < 3;

163,164

Uberdeckungen und Normalteiler.

. Sel H < 3 < B, 3N3 =9 tiri # 7, J3 = & Dann folgt aus

HepHnH®, G ¢ § stets H € H¥ fiir jedes K € &. Bew:

mam#jaG:ZmK;
H e 3;NnH7mE < 3,n3E =(3,n3,)5 =9~.
(b) K € 3; ~ wihle L € 3;, j # ¢ und wende 2x a) an.

(a)G:ZZ-GBZ-,KEBj,j#i.K_lG:ZK

Siehe dazu Randbemerkung zu Manning Buch S.87

Also unter Vor.1 gibt es Frobenius-NT § in g/Kern$). Ubrigens muss
dieser eine besondere Gestalt haben (Sei Kern$ = E): § = > §i, §:NF; =
E. §; zulissig bei der reg AutomGr ).

Die Vor. ist: Es gibt eine “Partition” von & : . Diss André §2

Es muss schon geniigen, wenn fast ganz & in J3; liegt. [siehe Manning
Buch §39] Vielleicht geniigt “die gute Hilfte” von &, s. 6.
iz 3; oder ahnlich,
siehe Beweis 1.

164/165

Aufgabe: Einen moglichst umfassenden Uberdeckungssatz

(mit Impr.-Systemen) aufstellen, der Minimalgrad > n — 1 zur Folge hat
oder auf meine Erweiterg des Satzes von Frobenius fiithrt. Nachsehen, ob
das auf unendliche Gruppen passt.

Ist & transitiv und folgt aus Grad G < n — 2 stets Gr G < 5, S0 ist
Min Gr & > n — 1. Denn sei er = m = Gr M, dann folgt, wenn M7 mit
M eine Ziffer gemeinsam bewegt, dass M7 und M die gleichen Ziffern
bewegen. Diese bilden also einen Block von &, Linge < 5, < %. Dann
gibt es M - MT vom Grade 2m < n —m < n — 2, geht nicht.

73



Aufgabe: Struktur von & untersuchen, wenn die minimalen Obergruppen
von § in & (fast) ganz & iiberdecken.

165,166

Permutationsgruppen

. Unterpunkt durchgestrichen

Gibt es fiir k£ > 3 eine k-fach transitive Gruppe mit einem nichtreg. NT,
der nicht (k — 1)-fach primitiv ist? (fiir & = 2 ja) Anmerkung: [k > 3 nein
nach Ito |

. Sei & 3-tra, reg # 9N < &. Dann N g tra. Lésst § < & mind. 3 Ziffern

fest, so ist SH NN 2-tra auf den bei H festen Ziffern — v§ ist scharf 3-tra
[13 13 61 2 3 [13 .

N, ist Frobeniusgr mit elem abelschem Fro.Kern. Man muss die nichtreg
Normalteiler der scharf 3-tra Gruppen kennen, um weiter zu kommen.

Aufgabe: Sétze tiber transitive Konstituenten von & bei primitivem & er-
weitern auf Doppelmodul zerlegen nach zwei (maximalen) Untergruppen!

166,167

Tschunikhin [18] betrachtet II-permutable Untergruppen $ < &: § VP fiir jede
p-Sylowgr B < & mit p € II; H heiflt II-semi-invariant in &, wenn

1.
2.

2.

$ Il-permutabel
H92 = 9 fiir jede ¢-Sylowgr Q < & mit q ¢ II.

Unter Gruppenoperatoren, die mit Automorphismen von & vertauschbar
sind, sollte man als Linksop. schreiben, die Autom. rechts oben, das spart
Klammern.

Gevh < §H%=9
€0H o ULLH ~ U=y
€EVH ~ U<LH ~ U=y

eH ~ He®H ~ HCE=H

k$ = Kern von § in & = N H?

167/168

Zur Theorie der p-Gruppen &.

1.

492,

Def: & singuliir, wenn die monomiale Gr der Ord pP*! vom Grade p Teil
von & ist.
® vollregulér, wenn aus & x § sing folgt: § sing.

Unter-, Faktorgruppen und direkte Produkte vollreg. Gr sd vollrg.

Fiir p = 2 ist nichtsing z.B. die Quaternionengr., minimal sing ist die
Diedergr. Dg. & nichtsing < G1,Go € & ~ (A, Go)? = W[GZXi, G3Y7]
mit X;,Y; € {Gl,Gg}. T Wort
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3. Vermutung: vollreg. fiir p = 2 sind wenigstens alle abelschen Gr 2:
(Ay x By - Ay x By)? = (A1 43)? x (B1By)?
= (A1A2) x [[ By B3
= (A142)” x W(B™, B3")
X,;,Y; € {B1B2}
Verweis von der Uberschrift Vermutung ist falsch: Fiir p = 2 ist schon die

zykl Gr v der Ord w nicht vollreg! nimm & = Quaternionengr! A; = Ay =
Erzeugende von ‘0.

4. Frage: Ist ,Eigenschaft R“ #q. damit, dass in jedem Ausschnitt von & die
Elemente der Ordnung p eine Gruppe bilden (&)7 Bei p = 2 ja. Klar ist
R’ — R.

168,169
<] —

1. Ist A < <&, und A0 # A, so gibt es

(a) einen Kopf von 2 unter der KFg von {21, A0} bis A
(b) ¢ Hut von A “ 2 bis A% N 2.

Folge:
2. Ist A< <, AV H < & und AP # 2, so gibt es

(a) einen Kopf von 2 in einem echten NT von § iiber & N2A

(b) einen Hut von 2N § in $ unter den KFG von 2 bis (), A7
1 besser Huf von § : (AN $H)?

3. Ist A <1 <6, B < <1 und ist keine KFG von 2 : AN B zu einem Kopf
oder einem Hut von 9 : 2 N B isomorph, so sind A & B < AB.
Bew: Es ist 21 V B wegen der Kopfbedgg und wegen der Hufe. Ferner ist
A <1 AB nach 2b, und B < AB nach 2a.
Symmetrische Bedingung suchen!

169,170

Normalisator-Eigenschaft des Sockels.

1. Sei M minimaler Normalteiler von &g Sei 2 <1 $; <1 . Dann ist A = 2,
dh 9 < N2
Bew:

(2) MAG;, =1~ [, M =1, M < N2
(b) M N B; # 1. Wegen Minimalitit von 9 ist M < B4, also M < NA.
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2. Sei M min N'T von &; fiir die NT von 91 gelte MinBedg. Sei A<1G2<1B1 <18B.
Dann ist 9t < NA.
Bew.

(a) MNGL =1~ MA =1~ M< NA
b) ... £l

Sei 9y ein min MT von &q; My < M. Nach 1 ist Dﬁ? < N; also
Mm = UM§F < N2

Kommentar: unnotig

170/171
Allgemein

3.5l M < &, A< <1B, m(B,A) = r > 2. Gilt dann fir die 9 < <IN,

min

m(9M, M) < r—2 die MinBedgg, so ist M < NA. Anmerkung: Bezeichnung
besser: A® = &*. Besser Stern unten! r* = r — 1
Bew:

r>2:a) MNG* =1 fertig: (M, %] =1

(a) MNG* £ 1; dann M N S* =M, M < &*, r = 2: fertig.
r > 2: Withle M* < M, M* < &*, M* <M. In sM;E gilt MinBed

min

fiir die M mit m(MT, N) < r.2. Indukt: also ME < NA ~ M =
Umé < N2L.

4. Gilt in den min. NT 9% von & die MinBedgg (* 5.5!) fiir die subnorm Ugr,
so ist M < N fiir alle A € s6. Bew: Klar nach 3.

5. Ist M < &, so ist die MinBedgg in s9 gleichbedeutend der in n9N. Ge-
nauer: Gilt MinBed in s90t, so ist B < <9 ~~ B <1 B. S.39,
MaxBed in 90, M < & ~~ j(M) endlich. Liegt jede subnorm Ugr N der

Ord p. fiir die M® < & ist, in N2 fiir alle A € s&?

min

171/172
29.11.57

1. Forts. 175 durchgestrichen: [ Ist 3 eine p-Gruppe mit > 2 Ugr der Ord p,
nicht zyklisch, so ist B8 einfach. NB: Bei p = 2 (p > 2) fallen mindestens
noch die verallg. Quaternionengr weg, die nur 1 Ugr der Ord 2 haben
(Zassenhaus) |
Bew:

(a) P abelsch vom Tyo (p,p) p > 2, o(Pr) =1, (1) =0
a) Ist o(P1) = @(P2) = p, s0 (P = (1) =p

B) Ist o(P) = p(P1) = 1, 50 0 = o(P1 N P2) = ©(P1) N (P2) =
©(P2) = p(P3), geht nicht nach «)
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b) B abelsch: Indukt nach (3). Bew 173
Sei p(P1) = ©(P2), P2 minimal. Ist Po = 1, so ¢(P1) = 0, also nach a)
©(P1) = 0 fiir |P)| = p; ist P nicht zykl. so sei P* die Ugr vom Exp p:
IB*| > p2. Jede Gr. der Ord p in P hat dann eine zykl. Faktorgr. Dann
ist aber P vom Typ (p,p): a).
Ist aber Py # 1, so ist jede Gr zwischen P und P zykl. da untreu abgeb.
Ist P < P, |P)| = 1, so wird P/P) untreu abg., also P /P zykl, P Typ
(p*,p).
Ahnlich: Tst PB1 = B, so p(P) = ©(P') fiir jede max Ugr P’ < P.
172/173
b) Sei P = Ps abelsch, nicht zykl, a < 3, Py ~ Pg (~ heifit: p(P,) =
¢(Pg). Beh: P ~ P.

Bew:

I « =0: Py ~ P1. Nach a) ist Py ~ Pj { alle |P{| = p. Also gibt es
P, ~ P/ ~ Py. Dann ist (Indukt) P ~ Py oder P/P] zy, dann Typ

P =(p,p), a).
II 8 =6: wie eben, dual Piep
III @« > 0 und B < ¢6: Zy Ps_1
Wihle P; < P,, dann ist nach Indukt P/P; zykl. Zy
Wihle Ps_y > Ps, dann ist  “  Ps_; zykl. P
Py

¢) Unterpunkt durchgestrichen
B beliebig, Bez. wie bei b).

a) Py ~ Py~ Alle P{ ~ Py. OBdA P, < ZtrP ~~ P/ Py zy ~> P abelsch,
b)

B) B=0—1~ Alle P{_, ~ Ps5. P, < ZtrP ~» P/P; zy (sonst P, ~ F5,
Pll NPQ, P1 NPQ) ~+ P abelsch. b)
Ps_ 1> Pg

Pl S Pa
P/Py zy ~ P zy Anmerkung: Wenden!

v) @ > 0 und § < 0. Wghle ~ Ps_1 2y ~ PL 9P ~
173/174

¢) P beliebig, P > P;, P} mit Ord P. Sei P, < P5 = P minimal gewihlt
mit Py ~ Pai1

Ps «) Dann ist P41 zyklisch. Denn sonst kann man P/, = {A}

» wihlen mit P, - {A} = Poy1, P, = Po N Pl ;, dann Wid zu
a+1 . .

- Mineig von o: P,y = P\, 1 N Poy1 ~ P, 1 NP, =P,

Po
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B) Sei @ > 0. Sei P, < ZtrP. Dann P; < P,, denn sonst hat s(P,Py)
einen untreuen nicht konst. Homomorphismus, obwohl abelsch und
nicht zyklisch, entgegen b). Bezeichne die Gr der Ord p? in P,
mit Py; dann hat P/P; die beiden Untergr der Ord p : Py/P; (mit
P, zykl.) und P, P{/Py (vom Typ (p,p)). Indukt: s(P/P;) einfach ~-
PlNPWP{NP{ﬂpl:POWP{/NPOWPlNPOWPNPO
entgegen Mineig von «.

v) Sei a = 0. Dann ist Py ~ P{ ~ P/’ ~ P;.

Ps Wihle Py < ZtrP; setze P, = Py P{. Es ist P, ~ P;.

P, Hat P/P; zwei Ugr der Ord p, dann Indukt: Py ~

P P, ~ Ps. Hat P/P; nur eine Ugr der Ord p, so ist

il das PQ/Pl.

P 174/175

Sei P, maximal mit P, ~ Fy. Annahme: p < §. Dann wéhle A € P; — P,.
P, = {A}- Py ist ablesch und hat nichttriv. Homom. von SP,, also ist P,
zyklisch, dh P; < {A}. [{A}| > 4. Die zykl Gr der Ord 4 in {A} miisste
nach S.174 unten = P, (Typ (p,p)) sein, geht nicht. Also ist P, = P,
Py ~ Ps, sP einf. Damit ist bewiesen: (172 (1)) =

. Satz von Zappa (Suzuki Ergebnisse 10, S.71): Fiir eine p-Gruppe ist sP
nicht einfach genau wenn P zyklisch von der Ord > p? oder verallgemei-
nerte Quaternionengruppe.

NB: Birkhoff schreibt = statt ~.

Beweise fiir die Normalitdt des Oberkerns O und des Unterkerns U bei
homom. Abb. des vollen Verbands gG: Sei a € A abelsch. Dann

L0 =0"U(0NA)=0U(ONA)* =0"N(0ONA)=0*"UA=0UA=
GUA=G;also0*>0; 04 =0 7?77

LUC=U0NUUA) =UNA=UNA*=UNA=1NA= 17?77 also
U® < U, UA = U. Da das fiir alle abelschen A < G gilt, ist O¢ = O,
U =U.

175/176

. Ist U der untere Kern eines Homomorphismus von sG, und ist ,U der
grofite auflésbare Normalteiler von U, so ist U <1 G. Bew: Es geniigt zu
zeigen dass gilt:

. Ist ,U der groBite p-Normalteiler von U, so folgt aus ,U # 1, dass ,U = ,G
ist, oder ,G verallg. Quat

Bew 2: Ist ,U # 1 und ,G # verallg Quatgr, so wird s,G unten abgesch.,
ist einfach, also ,G' = 1.

Vertauschbare subnorm Ugr: Frage:
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3. Folgt aus A V B stets A/ v B/A?
Bemerkg

4. Genau dann ist AV B (beide € sB!), wenn 2 und B ein modulares Paar
bilden, dh mit j(ANB) + (A UB) = j(A) + j(B) (Bi S.100) Lemma 1.
(Def von Birkhoff S.100 nach Wilcox lautet: A, B sind mod. Paar, wenn
A>A ~ AN (BUA) = (ANB)UA" ) Aq. das gleiche fiir A’ > AN B.

A'UB o
2A Speziell A" D B : ®
Allg: B A’
A
ANB ANB

Stets gilt: A’ <A~ AU (ANDB) =< 2AN (A UB). Was kann man iiber
die Faktorstruktur Rechts:Links sagen?

176/177
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Kompositionsfaktoren von &1 und &1 1 3
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« von AUB 5
Primitive Perm.-Gr. 16 27 30 64 166
Perm.-Gruppen ausgezeichneter Grade 27 %9, 100,5 '10,2  '58,2
Verhalten der Indizes 6 10 146 155
Subnormalitit u. Vertauschbarkeit 60, 101,2 176,8 20 37
Subnormalverband 0 17 21 32 38 44 48 58 63 162
Verallg. von 2 < <46 auf unendl. & 48 54 159 163 171
“Tiefe” (§), A€ sG: 148

Verl
CTOBTTINE  von Normalteilern 87 93 102 154 156 164

Existenz
pr-Lange 71 83
p-auflosbare Gr. 70 81
Faktorisierte Gruppen 109 140
Sylowsétze 26
Konjugiertheit von Vertretergruppen 62
Iterierte Kommutierung 59
Darstellungstheorie 14

« auf nichtkomm. ,Moduln“ 66
p-Gruppen 24 58 100 168 172
®-Gruppe 4 45 51
Matrizen 23
I'-Funktion 46
Eigenwertaufgaben der Analysis 65
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