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Sylowsétze

1. Gilt p* | g = |®|, so existiert eine Untergruppe $ < & mit || = p.
Beweis: Seien &1, ..., &y die simtlichen Komplexe mit |&,| = p*, &, C 6. Es
ist N = (pqa), daher gilt p® | N, wenn p®*8 | g. Also besitzt die Gruppe der

Permutationen ( ;"G) ein Transgebiet einer Linge [, die nicht durch p®*! teilbar

ist; es sei etwa aus Ry, ..., & zusammengesetzt. Sei § = {H | &1 H = £;}. Dann
ist
©:0)=1]<, 1< (md [&:9]|9]=0g),
p p
9] = |[K19] < |fa] = p”.

Also 9] = p~.

[h:] Verwandt, aber umsténdlicher, bei Miller-Blichfeld-Dickson p. 64.
Burnside, Speiser, Zassenhaus mit Klass. Gl.. [:h]

2. Cauchy’s Beweis fiir Existenz eines P der Ordnung p lésst sich so ver-
allgemeinern (Werke (1) IX, 358): In & = > AGDB folgt, wenn B eine p-
Sylowgruppe von &, dass einer der Komplexe nur durch |9B] teilbar [ist bezgl]
p, also [ : AN GBG 1] prim zu p, AN GBG ! ist eine p-Sylowgruppe von ;
Existenz vererbt sich von & auf 2; nun nimm zu gegebenem A etwa & = &%,
[5mm] [h:] So in Miller-Blichfeld-Dickson p. 27, Carmichael p.59. [:h]

[1. und 2. durchgestrichen]
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3. Andere Wendung von 2.: & habe die p-Sylowgr[uppen] B1,...,B;H < 6.
[a) I = 1 mod p durch Transflormation] der 3, mit 9B [h:] unwichtig fiirs folg.
[+h]]

b) Stelle ® nach P dar; mit GradZ 0 mod p, also hat auch $ dabei ein Trans-
gebiet T" der Lénge [ # 0 mod p. Ist 7 € T', so hat . in $) den Index [ # 0 mod
p und Ordnung p” wegen §, < PBE.

Also hat $) eine p-Sylowgruppe $,, und ), < pE.

¢) Durch Einbettung eines gegebenen ) in ein & mit Sylowgr[uppen]| (z.B. Sym-
metrie) folgt Existenz der Sylowgr[uppen] von §), dann, auch aus b), die Kon-
jugiertheit.

4. Sylow (Math. Ann. 5) stiitzt sich auf Cauchy, transformiert eine maximale
p-Untergr[uppe] B von & und zeigt, dass

Z)) /(’\5/‘%./\/"‘% }prim zu p ist.

[h:] Artin-Nesbitt-Thrall p. 94: A nice proof (fiir Existenz von Sy[low|gr[uppen])
can be found in L. C. Mathewson, Elementary theory of finite groups (New York,
1930), p. 82. Magnus fragen! [:h]
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5. Nilpotente a-Hallgruppen: 21.1.59
Sei H < B, & besitze eine nilpotente a-Hallgruppe &,. Dann besitzt § eine
nilpotente a-Hallgruppe $), [h:] falsch fiir L2(q), ungenau: 6. [:h]

Bewleis]: a) Sei 9 eine maximale a-Untergrfuppe] von $, M, # lg eine p-
Sy[low]gr[uppe] von 9. Ann[ahme]: Fiir ein p ist 9, keine p-Sylowgruppe von
&. Dann ist MM, <1H*, wo [M,| < [H*] = p¥. Ist H' = ND,NH < $H, so Induktion
nach [9]: M ist max[imale] a-Gr[uppe] in §’, also ist M, p-Sy[low|gr[uppe] $’,
Wid[erspruch].

Also §' = 9, M, < 9. Setze & = NM,,. Wiihle eine nilpot[ente] a-Hallgr[uppe]
2l in & mit einem &, < 2A. Dann ist & N A eine a-Hallgr[uppe] von &, denn es
enthilt eine p-Sy[low|gr[uppe] von & und sogar ¢-Sy[low]gruppen von & fiir die
p#q|a. Ist nun & < &, so Induktion: H < & < &.

Also sei & = &, d.h. 9, <1®. Nun enthilt /9, eine nilpot|ente] a-Hallgr[uppe],
also nach Indukt[ion] bezgl |&| auch $/9M,: H enthilt also eine a-Hallgr[uppe];
nach meinem Satz ist sie nilpotent.
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6. Der Beweis von 5. zeigt nur: Hat & eine nilpot[ente] a-Hallgruppe und ist
M < H < B, M eine maximale a-Gruppe in 9, so ist jede Sylowgr[uppe|> 1
von M eine Sylowgr[uppe] von §. Es fehlt also der Nachweis, dass [9t| durch
jeden Primfaktor von (|9], a) teilbar ist.

Frage: Folgt aus dem Sylowsatz fiir &: w® und &, < &* < & auch wH*?

Frage: Sylowsitze und Faktorisierungen (insbesondere subnormale)?
4/5

1. Eine Anwendung d[er] Permutationsgruppen:

Seien A, A9 zwei Untergr[uppen] (od[er] Komplexe, geord[nete] Teilmengen, Ele-
mente) von G; es mégen N'A und A A9 eine gemeinsame p-Sylowgruppe P be-
sitzen. Dann ist A9 = A" mit h € N'P (umfasst Burnside[’s] Buch p. 155).

Bewleis]: Q = { A"}: Es gibt Plermutations-] Gr. & auf , in der P eine Sy-
lowgr[uppe] von &; = B, ist; dabei 1 = A, 2 = A

2. Bei Perm[utations|gr[uppen] vom Grad p sollte man in &; die Elemente des
Normalisators von { P} in 6§n), als ,, Ziffern“ benutzen, auch wenn sie ¢ & sind.

Damit Trans.-Gebiete von &15 studieren.
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Aufgaben

1. A-Intravarianz betrachten: A soll die innferen] Automorphismen von G ent-
halten.

2. Gruppen G mit nur abelschen Hauptfaktoren betrachten (insbes[ondere]
Torsionsgr[uppen]), sind sie stets auflésbar, und gelten in Torsionsgr[uppen]| die
Sylowséitze?

3. Allgemeine Hallgruppen, definiert als H < G, so dass je zwei endliche In-
dizes aus H und G : H teilerfremd sind. Ist jede Sylowgruppe eine Hallgruppe,
z.B. unter Vor|aussetzung] von 2.7
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Wohlgeordnete invariante Erzeugenden-Systeme

1. Sei {A,} [¢# € M, M wohlgeordnet] ein Erzeugendensystem der Gruppe &,
das invariant (bez. den inneren Automorphismen von &) ist. Dann ldsst sich
jedes G € & der Form G = A - - - A% (u fest) darstellen in der Form

G:AZII---AZZ mit 1 < ... < g

[h:] Gilt dies auch fiir geordnete Erzeugendensysteme? [:h]

Bewleis]: Unter allen Darstellungen von G' durch n Faktoren A¥* wihle eine, in
der ein moglichst kleines oo = p; vorkommt. Schiebe die A,’jll nach links durch:
G = A,,-H; H enthilt noch n—1 Faktoren. Induktion versuchen: H = 4,,,---A,,,
— py <o <

2. Folge: Eine endliche invar[iante] Menge A, ..., A erzeugt eine Gruppe der
Ord[nung] < |A1]|---|Ak|; das Zeichen = kommt bei paarwleise] abh[dngigen]| A,
vor, wenn man nicht verlangt, dass die A, ganz & erzeugen. Wann gilt allgemein
= ? 2. verschiirft Satz von Dietzmann, wie in Kurosh 1 76 angegeben [h:] Wie
stehts in der 2. Aufl[age]? [:h]
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Zassenhaus’ Konjugiertheitsproblem

sollte mit der U20-Methode anzugreifen sein: U2 = YR = KY
ACM
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Hauptfaktoren unendl[icher] Grluppen]




1. Zujedem g € G, g # 1, gibt es einfiissiges hom[omorphes] Bild von G, in
dessen Fuss das Bild (# 1) von g fillt.

2. Deflinition] von F-auflésbar (-iiberaufl[ésbar],-nilpotent): G soll nur ein-
fiissige Bilder mit abelschem (zyklischem, zentralem) Fuss besitzen.

G
2a. Jeder Hauptfaktor von G ist & dem Fuss eines einfiiss[igen| Bildes.
3. Aufgabe: Wie steht dieser Begriff zu geldufigen?

4. Ist G F-nilp[otent] — zu jedem g # 1 einen Homo[morphismus| ¢ von G,
so dass 1 # gy € CGy. Das wieder hat zur Folge, dass je zwei Elemente mit
teilerfremden Ordnungen vertauschbar sind (¢ = @ o b wihlen).
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Fastringe & (mit a(b+ ¢) = ac + bc) [h:] 20.2.59 [:h]

1. Sind a, b, ¢ Rechtsideale, so bewirken die Rechtsmult[iplikatonen] mit El-
[ementen] aus & Endomorphismen der abelschen Gruppe

[(a+b)Nc—[(anc)+ (bNc)).

Kurz: [h:] Dies ist ein [:h],distributiver &—Modul [h:]ebenso in [(a+c¢)N(a+c)]—[(anb)+c][:h]

Bew(eis]: Gruppe klar. abelsch: Sei a +b=c € ¢, ¢/ € ¢. Dann

c+cd = a+b+¢
a+c +b modanc
= d+a+b modanc,

also
c+cd=cd+c¢ mod(anc)+ (bnNe).
Distributivitét:
(c+d)s= (a+b+)s
= (a+b)s—bs+(b+)s modanc
= (a+b)s+c's modb Nec.

2. Ist kein Modul a—b # 0 (b C a Rechtsideale) distributiv, so ist der Verband
der Rechtsideale distributiv.
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3. Def[inition]: e € & besitzt eine Einbett[ung], wenn [e¢) = & und [ae) = [a)
fir alle a € & [wenn 1 € &, geniigt [e) = &]. Daher bedeutet [a) das von a
erzeugte Rechtsideal. € bedeute die Menge der Einhleiten] von &.



4. Sei wenigstens eine Einheit in & vorhanden: & # (), z.B. 1 € &. Dann
besitzt & maximale Rechtsideale, und ihr Durchschnitt 0 ist, wenn e € &, das
umfassendste Rechtsideal in & mit e + 0 C €. es ist

¢+0=7F.

[h:] Frage: Ist 0 zweiseit[iges] Ideal? [:h]

Bewleis]: a) d € 0 — e+ d Einheit. Sonst 3 a mit
a' = [ae + ad) C [a).

Die s € G mit as € o bilden Ideal v; und wegen e ¢ v ist v < m = max[imales]
Id[eal].

e+dem;dem—ecm,le)=G6. Ferner ist [e+d) = &, sonst < m, d,e € m.
Also ist e + d eine Einheit: §+0< ¢ - §F-0 < §,= €.
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b) Nun sei v ein Rechtsideal mit e+09 < § (e € § fest). Dann ist v < m fiir jedes
maximale RId m: Sonst v+ m=6,e=r+m,e—remn(e+02) <mnNe. W!
[h:] Also z.B. 0 = grosstes RId mit 0 C 1 — €. [:h]

5. Esist —t+ ¢&+t=¢und ¢ C ¢.

Bew|eis]:
[—t+e+t)=]le),
[a(—t+e+1)) = [—at + ae + at) = [ae) = [a),
) =[0) =,

[ace”) = [ae) = [a)

6. Ist 1 € &, so enthilt 0 kein Idempotent i # 0. Denn sonst wire 1 —i Einheit,
i(l—i)=0,71=0.

7. Reduzibel sollte man eine Darstellung nur nennen, wenn sie in kleinere auf-
gespalten werden kann; als irred[uzibel] sind demnach die Darstellungen zu be-
trachten, die auf den Hauptfaktoren des Fastrings entstehen, nicht (nur) die auf
z.B. minimalen Rechtsmoduln [h:] ,,= einfach bei Bourbaki. [:h]
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Eine Darstellung des Fastrings & auf einen Darstellungsmodul & ist irreduzibel,
wenn & keinen eigentlichen Normalteiler enthélt, der samt seiner Faktorgruppe
bei & zuléssig ist. Aber es soll keinen eigentlichen

Operatorhom[omorphismus] von & auf einen anderen Darst[ellungs|modul ge-
ben: Jeder Oplerator]homo[morphismus] von & ist ein Iso[morphismus|; Kern=




0. [h:] Diese Irreduz. eines Darst. Moduls eines Darst.-Moduls & bedeutet: Jeder
Operatorhomo[morphismus] von & hat den Kern 0 oder &. [:h]

8. [Erfiillt ein primitiver FRing & die Minimalbedingung fiir Rechtsideale,
so besteht er aus allen Abbildungen einer Gruppe & in sich, die mit einer
reguldren] Autom[orphismen]gr[uppe] A vtb [vertauschbar] sind, wobei & unter
A in endlich viele Klassen zerfallt.

Bewleis]: Die a € & mit ga = 0 bilden ein Rldeal von &, also gibt es endl]ich]
viele g, so da8 g,a =0, (v =1...n) < a =0, deren Klassen unter A miissen
wegen (n + 1)-Tra alle Klassen sein.

[h:] Wie sind die einfachen FRi[nge] & mit Min[imal]bed[ingung] f[iir] RIdeale?
Die 6 € & mit &6 € Nyaxm bilden zweiseit[iges] Ideal,... [:h]
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zum Satz von Gaschiitz:
Geniigt statt der Kommutativitdt des Normalteilers eine Voraussetzung {iber
die Klasse (etwa < p)?
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Fastringe: Radikal

1. Nenne a € & ein Nilelement (kurz: a nil), wenn a ~ a — a?; dabei heifit
a ~ b: a und b erzeugen das gleiche Rechtsideal: [a)=[b).

2. Def[inition]: Radikal ist das umfassendste zweiseit[ige] Ideal, das nur Nilele-
mente enthilt. Existenzbeweis: 6’

3. ab ist nil < ba nil.

Bewleis|: ab nil, ¢ = ba — mod [c — ¢?) ist

e = ¢
baba = ba,
babab = bab,
b(ab — abab) = 0,
also wegen ab ~ (ab)? ~ ab:
bab = 0,
¢ = ¢ =baba=0.

[h:] Mit Schlussweise: [:h]
3a. Ist a nil, v ein Rechtsideal, so folgt aus sa = sa? (b) stets
[h:] s beliebig, [:h]



Il
e

sa

4. Ein Ideal heifit Nilideal, wenn es nur Nilelemente enthélt.
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5. a Rechtsnilideal, a + [b) = a + [b — b?) — b nil.

Beweis: b=a +¢; c € [b—b%), a € a. mod [b — b?) ist:

b = V2
v¥o= v
b(b—b*) = 0,
also wegen ¢ € [b — b?)
bc= 0. (I)
Ferner ist
b=a+c=a,
also

2

also wegen a — a? ~a: a =0, also ¢ =0 [¢? — ¢).

a € a = zweiseit[iges] Nilideal

bl } a + b nil.

Bewleis]: c=a+b—c=bmoda — c—c*=b—b?
—atc—c)=a+[b—0*) =a+[b) =a+ o).

Nun 5..

6’. Die Summe zweier oder] aller zweiseitigen Nilideale ist eins[eitig]. [h:] ent-
spr[echend] Rechtsideale: (10). [:h]
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7. Die Nilelemente von & sind diejenigen, die in jeder Darstellung von & fix-
punktfrei sind (bis auf den trivialen FP [Fixpunkt] 0 natiirlich).

Bewleis]: a nil < a € [a — a?)
L. Sei nun ya = 7 (v € Y = Darst[ellungs|gr[uppe]), a nil, dann vy(a — a?) = 0,
a—a*€ay,aca,y=va=0



I1. Sei a nicht nil, dann hat a auf [a) — [a — a?) den Fixpunkt a.

8. Hat a € G auf einer Darstellung von & einen Fixpunkt, so auch auf einer
passenden irreduziblen (d.h. in der Darst[ellungs|gr[uppe] gibts keinen add[i-
tiven] Normalteiler mit zuléssiger Faktorgruppe). Darstellung die vom Fixpunkt
erz[eugt] wird: & [unleserlich]

Bewleis]: [durchgestrichen: Wihle unter allen Rechtsidealen, die a — a?, aber
nicht a enthalten, nach Zorn ein maximales, etwa m. Dann ist (m + [a))/m ide-
alfrei, d.h. irreduzibel, und @ hat den FP [Fixpunkt] a + m.]

[h:] Wihle eine vom Fixpunkt v* erzeugte Darst[ellungs]gruppe &* und darin
einen maximalen v nicht enthaltenden Normalteiler n mit zuldssiger Faktor-
gruppe. Setze & = &*/n. [:h]
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9. Die Summe zweier Nil-Rechtsideale a, b ist eins.

Bew/eis]: Sonst sei ¢ € a+ b = ¢ nicht nil (a+b = ¢), hat dann nach 8. einen FP
[Fixpunkt] v auf einer passenden von + erzeugten irred[uziblen] Darst[ellung] &:

yec =c.

Es ist v = ve¢ € v° < 47, also ist ya ein zuliss[iger] NT [Normalteiler] mit
zuldss[iger] Faktorgr[uppe] in &; ferner ist v ¢ ~a, da a fixpunktfrei. Wegen
Irreduzibilitit ist ya = 0. Ebenso v6 = 0, also y = y¢=y(a+b) =0+ 0= 0.
W! [h:] Andern Bewl[eis] 13. [:h]

10. Def[inition]: R* = Summe aller Rechtsideale heifle das Rechtsradikal. SR*
ist das umfassenste RNI [Rechtsnilideal] [h:] R = maximales zweiseitiges Nilide-
al. [:h]

11. Zu jedem ¢ € &, das nicht nil ist, gibt es ein schlechthin [h:] siehe S. 19
[:h] maximales Ideal m < &, fiir welches gilt: Fiir alle s € & ist:

[cgmund] E=m+cS, s=cs(m)

Bewleis|: Sei s € &, wenn cs € [c — ¢?) (was # c ist), und m maximal mit der
Eigenschaft ¢ ¢ m; & < m. Dann ist § + ¢S = &, alsom+¢6 = S, und ¢ ¢ m.
Esistc—c?€&,daclc—c?)=c?—c3=0(6);alsoc—c? em.
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[h:] Kurzer Bewleis| von 11.: m max. Oberideal von [s — ¢s)g. [:h]

12. Ein max|[imales] Rechtsideal m heifit regulér, wenn es dazu ein ¢ gibt mit
cs = s fur alle s € G.



[h:] 2.3.59 [:h]
13. R* ist der Durchschnitt aller reguldren maximalen Rechtsideale.

Bewleis]: (A) Ist m reguldr [h:] und v Nilideal, [:h] dazu ¢, so ist m + ¢ # &.
Denn sonst wiire ¢ = r (m) und wegen cs = s

c=c" =cr,

also hitte r den Fixpunkt ¢ mod m: W [h;]
(B) Npegm enthilt nach 11. nur Nilelemente. [h:] Der mit Bleistift modifizierte
Beweis zeigt aufs neue, dass die Summe v aller Rechtsideale selbst eines ist. [:h]

14. Ist n € G fixpunktfrei und erfiillen die n"& die Minimalbedingung, so ist
n nilpotent.

Beweis: n"& = n"t'&. Daher gilt n"*' = n"*2s und ns hat FP [Fixpunkt]
n"T1 ist aber Fpf [fixpunktfrei]: n" ™! = 0.
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15. Die Min[imal]bedingung fiir Rechtsmoduln verhindert, dass ein ,zykli-
scher” (von einem Element erzeugter) Darstellungsmodul zu einem echten Teilm-
odul (z- rechts-) isomorph ist. Die letztere Bedingung ist aber vielleicht schwi-
cher. (h:] (71

Statt zyklisch sagt Bourbaki treffend “monogen* [:h]

16. Kann eine (etwa endlich erzeugte) Halbgruppe von Isomorphismen eines
Moduls m in sich in eine Gruppe von Automorphismen eines Obermoduls 9t
eingebettet werden? Dann bekéime man eine Ubersicht iiber die einfachen FRe
[Fastringe] & ohne Rechtsradikal & und mit Min[imal]bedingung fiir Rechts-
ideale (man setze m = min[imales] Rechtsideal).

[h:] 17. In Ringen hat ¢ = —2¢® 4 3¢? die Eigenschaften ¢ = e mod e* — e,
g2 —e = (e? —e)?(4e? — 4e — 3). Gibt es Ahnliches in Fastringen? [:h]
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Primitive Perm[utations|gr[uppen]

1. Ist G pri[mitiv], K eine Klasse konjugierter Elemente von G, so ist Grad
{Gl N K} =n—1.

Beweis: N{ }.
Mehrfache Transitivitit

2. In je 4 Ziffern 1,2,3,0 enthalte G die Vierergruppe V als Konstituenten
einer Untergruppe. Dann ist G 3-tra[nsitiv], wenn n > 4.

10



Bewleis]: a) G tra[nsitiv]
b) G1s tra[nsitiv] auf Q — {1,2}, denn mit 3<a < f<n —

G3((12)30) -] [(12)(Ba) - -] = (1)(2)(Ba...) - - -
Also 4,...,n liegen im selben Trans[itivitits|gebiet von Gia, ferner sind alle

Trans|itivitits|ge[biete] l[an]g, da N G2 tra[nsitiv] auf 3, ..., n.

Folge:
3. Enthilt G in je t + 1 Ziffern 1,2, ..., ¢, § die alternierende Gr[uppe] Az1, als
Konstituenten, so ist G t-tra[nsitiv], wenn ¢t > 3 und n > 5.
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Perm|[utations]gr[uppen]

4. Sei G eine Perm[utations]gr[uppe] des Grades n; sei m < n.

Aufgabe: Aus der Voraussetzung, dass die m-Tupel von Ziffern unter G in
hochstens ¢(m) Transitivitidtsgebiete zerfallen, ist zu zeigen, dass G so und
so oft transitiv ist. (Aus ¢(m) = m folgt G transitiv)

5. Frage: zk(G) bezeichne die Gesamtzahl der k-gliedrigen Zyklen aller Ele-
mente von G. Besteht dann fiir A < G ein Zusammenhang zwischen zj(A4) und
zk(G) (etwa z1(A) | z1(G))?

6. Ist G vom Grade n t-tra[nsitiv] und hat G* = N'G12. ; ausser den tra[nsitiv]
Kol[nstituenten| des Grades ¢ noch Konstituenten der Grade ny < ... < ny, so
gilt fiir jede Primzahl p < ¢, dass p in mindestens k — (p — 1) der n,, aufgeht,
wenn ptg/n(n—1)---(n—t+ 1), oder p in mindestens k — 1 der n, aufgeht,
wenn p | g/n(n—1)---(n—t+1). Das gibt untere Schranke fiir max n,,, wenn
man die p < k betrachtet.
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Ein Charakter auf Permutationsgruppen

1. In der PGr G habe das Element ¢ genau z,(g) Zyklen des Grades a in einer
Zyklenzerlegung. p sei Primzahl. Dann ist

w('g) = Z‘l(g) - Zl(Z1 — 1) : p (21 —p+ 1)a

z1 = #1(g) ein (uneigentlicher) Charakter.

Bewleis]: 9 ist Linearverbindung der Charaktere

21(21—1)-"(21—p+1)
p

z1(9") —21(9) und (p—1)zp +

11



der erstere ist Char[akter|, da z; einer ist, der zweite entsteht durch Wirkung
von G auf die simtlichen Zyklen des Grades p.

2. Frage: Was ist der ,bicommutant” einer Permutat[ions|gr[uppe] G auf ?
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Kontinuierliche Gruppen v{on] Matrizen

In einer zusammenh#ngenden abgeschlossenen Gruppe von komplexen Matrizen
bilden diejenigen mit der Determinante 1 eine zusammenhéngende Untergruppe.

Beweis: Sei V(t), 0 < ¢t < 1 ein stetig d[ifferenzier|barer We]g in & von V(0) = I
zu V(1) = A, wo |A| = 1, derart dass

= /|Sp(V(t)V’1(t))|dt ~ min,

Dann liefert der Weg, der durch Unterteilung in «, 0 < a < 1 entsteht:
W(t) = V(at)V = (a)V (@ + (1 - a))
fiir das Integral einen Wert < p, und = nur, wenn fiir alle o und ¢
arc(Sp(V (at)V = at))) = arc(Sp(a + (t(1 — a)))V 1(...))).

Wire nun fiir ein 8: ¢ = arc(Sp(V(ﬂ.)Vfl(ﬂ))) # 0, so wére fiir alle o mit
B < a <1 (setze t = B/a): arc(Sp(VV Ha + g —0))) = ¢; lauft a stetig
von 3 nach 1, so durchlauft ¢ stetig dhnliches Intervall § 1, also arc= ¢ fiir

. 1 .
alle ¢ in [3,1]. Ahnliches in [0, 8]. Gibt 0 = log (“‘//(((}))Il) = [Sp(VV~1)dt aber
0

arc(Sp(VV—1)) = o. .
[h:] Kiirzer: OBdA Sp(V(0)V~1(0)) # 0 sonst ersletze] die V durch V* mit
pass[endem] a*. [:h]
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Zum Aufbau der Idealtheorie in Zahlkorpern

1. [(£),& € Ra(d) sei eine "ganze” lineare Funktion mit Werten in Ra, die also

fiir ganze alg[ebraische] & stets ganze rat[ionale] Werte hat. Ist dann fiir eine

Minimalbasis w1, ...,wn: |£] = det(((w;wy)) = *1, so liefert jede Minimalbasis
(0%] w1

=A| : | eines Ideals a, eine Minimalbasis von %, némlich
Qnp Wn
w1
Alflgfl
Wn

12



2. Aufbau allg[emein] mittels Spur:

a* definieren: Sp(a*«) ist ganz fiir alle a € a. Mittels (Sp(w;wy)) setze: a*™* = a.

Dann folgt (ab)* = %-. Daher (aa*)* = ¢ = o0 wegen g[an]z Abg[eschlossenheit].

Also aa* = o*. Setze ¢ = 0*((v*)?)*. Das ist idempotent; nun folgt aus ¢ < ¢
71 71

¢ <o;ausc < c? folgt | : =C| : mit C = 0(c), also hat C den
Tn Tn

EW [Eigenwert] 1, 0 =[] —C| =1(c), 1 € ¢c,0 < ¢,0 = ¢. Also gibt es zu a ein

a~! mit aa™! = 0. [h:] Also Ideale bilden Gruppe, ferner Max-Beding[un]g, also

ZPL. [:4]

3. In komml[utativen] Ringen sollte man die Idth [Idealtheorie] stiitzen auf
a € a « ar < ag fiir endlich erzeugtes r. Ahnlich a = b < ar = br.
25,26
®-Gruppen
G endlich.

1. ®G =1 < zu jedem min[imalem] NT [Normalteiler] von Primzahlpotenz-
ordnung in G gibt es ein Komplement.

2. Sei P <@, |P| =p® Genau dann ist PN ®G = 1, wenn
a)P:P1XP2X...,Pp < G und
b) es gibt ein Komplement zu P in G.

p-Gruppen

Es gibt zu jedem p > 2 p-Gruppen der Klasse 2, in den nicht immer (AB)P =
AP BP ist.

4 2 2
Beispiel: AP" =1, BP =1, Ab = A'*P" = AC. Hier wird

(AB~1)P = AP+H@*(0-1)/2) g—p #+ APB7P

26,27

Endl[iche] Gruppen von kompl[exen] Matrizen

1. Jede Gruppe G ungerader Ordnung, die irreduzibel vom Grade 5 ist, hat
eine Faktorgruppe oder zentrale Untergr[uppe] d[er] Ord[nung] 5.

Bewleis]: Sei s € CP ein Element # 1 aus einem 5-Sylowzentrum. Dann liegt

es in einer Klasse der Linge k = 0 (5), daher ist @ ganz, bei [durchge-
strichen: Einfachheit ist] [h:] 5 { |Ztr(&)| [:h] also x(a) = 0, a hat die EW

13



1,e,62,63, 6% (¢5 = 1). Wegen a € CP ist die 5-Sy[low]gr[uppe] P abelsch. Sei
N = NP.Dannist N # P, sonst Verlagerung, und N hat transitive Konstituen-
ten der Grade 1,1, 3. Da a € P keine zwei EWe 1 hat, bleibt eine Faktorgr[uppe]
von P bei N elementweise fest: Verlagerung. [h:] Ist 5 { |Ztr(®)], so ist & zy-
klisch, da |P| =5 > Sp(P) = 0. Also 5 | g oder & ist 5-aufl[osbar], 5-Lge 1, &°
abelsch. [:h]

Ebenso:

2. Allgemein: Enthéilt eine irred[uzible] Gruppe des Grades p keine Diagonal-
matrix const-I der Ord[nung] p, so ist die p-Sylowgr[uppe] von G abelsch [h:]
und nach Brauer hat sie die Ord[nung] p man betrachtet “% ganz: = 0 [:h], jedes
Zentrmselement # I hat Spur 0.

27/28

1. Eine Matrizengr[uppe| endlficher] Ord[nung] mit ganzen alg[ebraischen] Ko-
efffizienten], die eine Diagonalmatrix # I enthiilt, ist nicht einfach.

Bewl[eis]: Ordnung = p annehmen, mod 1 — ¢, betr..

2. P € & habe lauter verschiedene Wurzeln, ord(P) = p®, P v Q # I,
(ord(@),p) = 1 — b nicht einfach.

Bewleis]: Man kann P mit Nenner p~ auf Diagonalform transflormieren], damit
auch @, nun mod gq.

3. Auf Dreiecksform kann man S stets unimodular transformieren. Auf Dia-
gonalform braucht man hochstens die Nenner (wy — wy)”, wenn S die EWe w;
hat. Ist also wy — wy stets 0 oder Einheit (d.h. ord(:) durch zwei Primzahlen
teilbar), so kann man S unimodular auf Diagonalform bringen, und & ist nicht
einfach.

4. $ < & alle irred[uziblen] Bestandteile nur je einmal und ist P o § = 1,
ord(P), |$|) =1, so ist & nicht einfach.

28/29
Fastringe

1. Der additive Normalteiler, der von einer links abgeschlossenen Menge £ er-
zeugt wird, ist ein Linksideal.
Denn es besteht aus den > (—t; + I; + t;), ist also links abgeschlossen.

[h:] la. Ist die Summe ) a; “distributiv®,das hleifit] sind a; + a; = a; + a;,

(> ai)s = > a;s so auch Y ra; [:h)
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2. Frage: Folgt aus Nt = 0 (v max[imales| Rechtsideal) auch Nl = 0 (I max[i-
males] Linksideal)? Wie héngt iiberhaupt die Struktur von ¢ & mit der von &g
zusammen s — as erzeugte Fastring von Abbildungen von & in sich aus?

3. In einer multiplfikativen] Halbgruppe mit 1 sind die Linksmultiplikatio-
nen genau die Abbildungen, die mit allen Rechtsmult[iplikationen] vertauschbar
sind, und umg[ekehrt]. Insbesondere gilt das fiir Fastringe.

29/30

4. m heiBle ein einfacher Modul (iiber dem Fastring &), wenn m # 0 minimal
und m& # 0. Dann gilt: Die Abbildungen eines einfachen Moduls in sich, die
mit allen Abbildungen m — ms vtb [vertauschbar] sind, sind eine Gruppe von
reguldren Automorphismen von m. m ist monogen.

5. Die Abbildungen eines monogenen Moduls m in sich sind Endomorph][is-
men].

6. Jeder monogene Modul ist isomorph dem Restklassenmodul eines ,reg[uli-
ren]“ Rechtsideal, d.h. eines t mit e:

es = s (v).

7. Jeder monogene irreduzible Modul ist =2 &/m, wo m reg[ulires] maximales
Rechtsideal.

8. Existiert a~! und ist t Rechtsideal, so auch at, denn es gilt genau dann
r€at—alzcr

30/31

Kombinatorische Abschliesung 7.3.59

1. Seien I'; A zwei Mengen, § eine Gesamtheit von Abbildungen von I' in A:
vf=9o.

Deflinition]: Ist k eine Kardinalzahl > 1, so sei §*) die Menge derjenigen Ab-
bildungen ¢ von I' in A, fiir die es zu je k El[ementen] v; — v, ein § € § gibt
mit v, = vf (i =1,..., k).

Besser: Zu jedem IV C T, |IV| = k gebe es f € § mit f = ¢ auf V.

[h:] Hat das etwas zu tun mit M Hall, A type of algebraic closure, Ann. Math.
40 [1939 (sep)]? Interessse werden nur die k > 2 haben. [:h]

2. WoO5@o>5® .. o5l =3,

[h:] 2a. Sind die Abbildungen von § umkehrbar (d.h. x # y — x¢ # yyp), so
auch die von F2). [:h]
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3. Ist § abgeschlossen] bez[iiglich] Mult[iplikation], so auch F*).

Bewleis]: [I'| < k, o, € §® — a = a auf IV, § = b € § auf [V, also
Y aB =~ ab=~'ab, also o8 = ab auf I’

[h:] 3a. Ist eine Menge 1) von Abblildungen] von I' in sich elementw|eise] mit
§ vertauschbar, so auch mit 2.

Bewleis]: Sei a € §?
Yo = xpa =xzay = zor)
— T T [:h]
ist richtig, wenn & kann durch a € § erfiillt w.
31/32

5. Seien nun I', A alg[ebraische] Strukturen (etwa bez[iiglich] +), und § bestehe
aus Homomorphismen bezl[iiglich] +. Dann bestehe fiir & > 3 auch §*) nur aus
Homom/[orphismen].

Bewleis]: 71,72 €T, a € %) — a = a auf y1,72, 71 + 72 und

(M1 +72)a = (71 +72)a = y1a + y2a = 110 + Pa.

4. Sei A eine alg[ebraische] Struktur (bezliiglich] + etwa), und § sei vollstd
bez[iiglich] 4 [y(a + b) = ya + vb]. Dann ist auch F* vollstd bez[iiglich] 4.

Beweis: [T] <k, a, € F® auf IV ist a =a,8 =b,alsoa+ [ =a+b, da

Y(a+p8)=~a+~'8=~a+~b=+"(a+b).

[h:] 5. Wird ein Fastring § mit 1 aufgefasst als reguliire Darstellung von §, so
ist §2) = F. Was steckt allgemein hierhinter? [:h]

6. Nun seien I' = A Gruppen bez[iiglich] 4. Ist § Fastring auf T', so auch ¥
[h:] Bewleis] 3, 5. [:h] Ist £ > 3 und § Endomorphismenring auf T, so auch F*).
Gleiche Voraussetzung.

7. Fir k > 2 ist S(k) mit jedem Monomorphismus von I' vertauschbar, mit
dem § vtb [vertauschbar] ist.

32/33

Darstell[ungsjmod[uln] & von Fastringen §

0. Welche § haben eine treue irreduzible Darstellung?
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1. Sei~,é € &, ;v = Rechtsideal in § der ya = 0:
v$s=6, ft=vy—s-yr=41, t-,r="rts.

Bewleis|: y €5t > sy eyt z €yt > tx €5 ¢
alsoy €5t <> sy €yt tsy €sv. Ist nun y €5 ¢, so sy = = € vy und tx S5,
also ist vs C tr,. Umkehrung klar.

2. Ist yr <st, so gilt st <s5 ¢ (s € F).

3. Bei der Untersuchung von einfachen FRen [Fastringen] § sollten die Mono-
morphismen  eines irred[uziblen] Darstlellungsjmoduls & eine Rolle spielen: Als
Homomorphismen von Teilmoduln auf Teilmoduln (die mit § vtb [vertauschbar]
sind).

4. Fir die Strukturtheorie muss man die Gesamtheit ® derj[enigen] Abb]il-
dungen] von & in sich betrachten, die jeden fiir § stabilen Teilmodul von [h:]
& = [h] @ ... ® & in sich iiberfithren. § = ® ist ein Fastring, § > §. [h:] Es
ist @ =W,

Bew/eis]: Den Modul der [v1s, ..., vks] betrachten. [:h]

33/34

Frage iiber die Gruppe der Ideale in alg[ebraischen] Zahlk[érpern]

Ist die Halbgruppe J der (ganzen) Ideale die kleinste (einfachste) Halbgrup-
pe mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, in der die Halbgruppe $ der ganzen
Hauptideale liegt? Ist J etwa hierdurch abstrakt schon bestimmt durch $?
Gibt es zu jeder kommutativen Halbgr[uppe| $) mit Kiirzung eine eindeutig be-
stimmte kleinste Erweiterung J mit eindeutiger Primfaktorzerlegung?

[h:] Darstellung subnormaler Untergruppen [:h]

Frage: Wie sehen die subnormalen Untergruppen von & in den irred[uziblen]
Darstellungen von & aus? [h:] Insbes[ondere| die minimalen? [:h]

34/35

Modulare Darstellungen

1. Sind G, G zwei nicht dqulfivalente] Darstellungen von & in einem alg[ebra-
isch] abg[eschlossenen] Korper beliebig gr[ofer] Charakteristik, so ist

k
> Sp(GH@; =0,
j=1
wobei k die Klassenzahl von &; K, = cDiEfn

17



Bewleis]: .G~ 'xG = 0 fiir jedes x gibt

S0 Vgar = 0 a=i, Y iberi=1.Grf,
&

ZSP(G_l)ﬁﬁk
>_Sp(EHE = 0,
> sp(GyHE; = 0.

fliir] alle 0, k,

2. Noch feinere Aussagen als mit x;,w; sollte man von §; = (x;,w;) erwarten;
genaue Def[inition]:

Ixi hxiy _ Xi
6= ( I ):7(f’h)a
h = Lénge der betrachteten Klasse.
35/36
3. Ist B ein p-Block von &, so ist bei p*Tg:
> xi(1)* = 0 mod p*.

Xi€B

Denn v®;(1) > a fiir

ist also 0= ®(1) =3".

Andererseits enthélt ®; den Charakter x; genau d;;-mal, also ® enth[alt] x;

NB: 4. Dabher ist ® der Ausschnitt aus der reg[ulidren] Darst[ellung], der zum
Block B gehort.

Frage: 5. Ist es wahr, daf die p-Sylowgr[uppe| einer p-auflésbaren Gruppe &
ohne p-Fuss im allgemeinen halbreguldr dargestellt wird in jeder treuen Dar-
st[ellung] der Char. p?

Sliehe] dazu Hall & Higman Theorem B

“i a* konnte heilen: Wenn p keine Fermat-Primzahl.

36/37

[durchgestrichen: Sylowsitze [h:] 29.3.59 [:h]
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1. In & gelte der w-Sylowsatz; sei p ¢ w. & besitze eine p-Sy[low]gr[uppe] &,
die eine w-Hallgr[uppe] &,, zentralisiert. Dann gilt in & der {pw}-Sy[low]|satz.
[h:] Umkehrung trivial: {pw}®, &, x &, <& — w® [:h]

Frage: Entspr. fiir w1®, wa® 3 Gw; X BGwy? [Anmerkung mit Rotstift]

Bewleis]: Sei |9 = p"n, n | |8,|. Beh[auptung]: 3 G € & mit
9% < B, x 6,

A. Sei $ p-nilpotent: H, <9, |9 : Hu| =p7; H = HuHp. Dann 0BdA §, < &,,,.
Setze &' = N§,. Es ist 9, < &', 6, < &', sogar 6, < CH,. Also I G € &',

9SG < 6y, HS = H, < 6,
9 = 0595 < 8,6,

B. Sei $) beliebig. Ind[uktion] nach |$|. Jede echte Ulnter|gr[uppe] von ) ist
dann p-nilpotent; ist $ es nicht, so $, < 9, |9/9,| = ¢, ¢ # p. OBdA ist
Hp < B, Setze &' = N, dann H, < H < &, &, < B, < &'. I 65 < &,
Dann

99 = 0595 < 6,6, < 6,6,

[Die ganze Seite ist mit Rotstift durchgestrichen; Randbemerkg zu B:] muss
vorher vertff. werden

37/38

Permut|ations|gr[uppen] vom Grad p [h:] Forts[etzung] v[on] X 188 [:h]

1. Grad(®) =p, & 2-tra[nsitiv], Ztr &1 # 1 — |&| = p(p — 1).
[h:] Anwendung: Hat bel. & eine Klasse (A) der Linge p, so ist &/C((A))
auflosbar. [:h]

Bewleis]: 1 # Z € Ztr &, (Z) = Klasse Z in &; — (Z) =p
(2)-(Z7) =p-(1) +c-(C)

Sei x der Charakter des Grades p — 1 der irred[uziblen] Darst[ellung] von & in
der P Gr[uppe]
c- (O =plp—1).
Dann ist x(Z) = 0, also (Z) hat die Matrix 0. Also in der Darst[ellung] des
Grades p — 1ist 0 = p- I 4+ ¢- M(cy und My hat ganze (sogar rat[ionale])
Koefl[izienten], also
c|p.
[h:] [Randbemerkung:] umstellen [:h]
A. Aus ¢ = p folgt |(C)| = p — 1, (C) elementweise mit P der Ord[nung] p
vertauschbar, (C) < {P}
{P} <.
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B. Ann[ahme]: ¢ =1 — |& : NC| = p(p — 1) wihle T = (12...)(...) € &, sei
Z = (1)(23..)(...), ZT = (2) -, C = ZT=1 Klar ist 815 € NC, also = NC;
auscENC—>c€Q512§Q51 —>ZT€®12:®1 W!

[h:] Forts[etzung] 193:
1’. Frage: Hat jede maximale p’-Gruppe in & die Ordnung %, wenn & eine
Gruppe des Grades p? [:h]

[Eingelegte Karte zu XI 39, mit 39+ bezeichnet:]

38,39+
[h:] 13.2.76 IIM Neumann: Greens unveréffentlichter Beweis fiir: G tra[nsitiv] £,
Q] =p, 2| |Ng(P)| — G 3-transitiv
G nicht auflosbar Grad p,
G > Dyp=<a,bla? =1,>=1>
F Korper Char. p.

Dim(Hom(FQ, FQ{?})) = # Bahnen inQ x Q2
2Dim(Hom(F, FQ{?})) 4 dim(Hom(H, FQ{%)

A

3-Transitivitit < Hom(H, FQI2H) = 0.
D-Sockel von F ist F(*?) von b mit —1 mult. D-Sockel von FQ2} ist von b

zentralisiert
FQ
F
O ‘= Z{aiaai-i-k}a k= 1”(p_1)/2
H{ +1 Z b}
. D—Soc(FQ{Q}) = <017-~-7U(p—1)/2>'
F |+1

39+/39

Ostern 1959 (29.3.59)

2. Satz von It6: Grad(®) = p, NG, : &,| = 2,

& nicht auflésbar — & 3-tra[nsitiv] (p > 5).

[h:] Frage: geniigt auch N&, : &,] =0 mod 27

erste Stufe NG, : &,| = 4, zweite Stufe NG, : &,| =6
Kiirzer: Green 70 [:h]

Beweis: a) & hat p—;l Klassen konjlugierter] p-Elemente, sonst nur p-reg[uléire]
Klassen.
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b) & hat p—;l Charaktere, die nicht im Koérper € der zu p fremden EW liegen,
sondern die p-ten EW brauchen; sie sind konjugiert: 2; da & keine pg-Klasse
enthélt, sind die Werte dieser Charaktere (nach Blichfeldt) fiir die p-reg[uléren]
Elemente rational:

p—Klassen

—N
X1 = 1 1 1 1
xél) = f M
Xg(pfl)/Z) _ f 77((;)—1)/2) _____

X3: p—l —1 ...........

mit (") € reellen Teilkérpern von Q. Auf allen anderen Ch[arakteren] ist x(p)
ratifonal].

p1
c) 21 I (=P) — x(PP)|? = p?, oBdA gibt 5V = ¢ £ 1, wo ¢ ganz rat[ionall

n=¢e+¢e~ L. Nun gibt
d) 3= [xu(P)]? = p:

14> I e+ Ixs(P)? =p,

F>2

p+Ep-1)/2-2c-2=) letnP <p-2
p>5gibtec=0

39/40
e) Hieraus folgt, dass die Charaktere so aussehen:
p-Klassen | p-reg[uliir]
n;
x| 1 1 U
{ f —p® G B P
X2 {
p—1
2
{ f —n(Fz) a
xs| p—1 -1 oo =1 a+1
[unklare Zeichen] und hieraus folgt auch f =p — 2.
1
a
f) Fiir die p-reg[uléren] Klassen folgt durch orth. in P: | . Also besteht
a
b=a+1
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X3 auf &; aus 1+ x2. Sei nun ein irred[uzibler] Bestandteil ¢ des Grades h von
x2 auf ®; gegeben. Betrachte die von ¢ induzierte Darst[ellung] ® des Grades

hyp von &. Sie enthalt s, 19§U), also ist ihr Grad

p—1+(@-1)(p-2)/2=(p—-1)p/2,
h > (p_l)/2>%Gr[ad](X2).

hy

v

[[Da x3 auf] durchgestrichen] Also ist x2 auf &; irreduzibel, daher x3 = 1+
irred[uzibel] auf &, d.h. &, 2-tra[nsitiv].

40/41

Kiirzerer Bewl|eis] f[iir] Satz v[on] Ito:

g) R. Brauer, On groups whose order contains a prime number to the first power
I Amer. J. Math. 54, 401-420 (1942).

Thleorem] 6 zeigt: Wenn |G| = p, G, = CG,, (NG, : G,) = 2, so gibt es ein
Char[akter] mit

(p — 1)/2 alg[ebraisch] konj[ugierte] Charaktere Xép )

f#0 2 Charaktere 1, 2 € Ra( ¥/1)
Zahlen ¢, = +1

derart, dass d1x1 + X202 + 53x§p) =0 (G p-reg[ulér]).
[Jeder Char[akter] mit Grad # 0 (p) ist zu einem X, alg[ebraisch] konj[ugiert]]
durchgestrichen].

E
Hier also s = 2, xi|l .
X2 | p—1
xs | f

Das gibt f =p —2, x2 = x1 + x3 fiir p-reg[ulér], weiter wie f).
h) Frage: Gemeinsamer Obersatz fic NP : P = 2 _q
& 3-tra[nsitiv] schon AP : P = 0 mod 2, dann sollte fiir Fermat-Primzahlen p
stets 3-Tra[nsitivitéit] eintreten.

NB: Brauer & Tuan haben einen niitzlichen Satz iiber Durchschnitte von Blo-
cken zu verschiedenen Primzahlen. BAMS 1946 [h:] Anw: Brief It6 4.4.59. [:h]
Forts.: 354

? Vielleicht geniigt fiir

41/42

Permut[ations]gr[uppen] vom Grad p? mit zentriertem G4

1. & auf Q habe Grad p?, ®; besitze ein Zentrumselement Z; # 1. Dann
enthiilt & eine normale Unter]gr[uppe] B der Ord[nung] p?, elementar abelsch.

Beweis: a) ”Gerade” durch « # [ sei die Menge der Fixziffern von &,g.
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“Punkte” € Q
zwei versch[iedener] Geraden haben hichstens einen Plunjkt gemein.
b) Zu Z; gibt es genau p? Konjugierte] Z;; Z; ldsst nur i fest.
¢) Z, fiihrt jede Gerade durch a in sich iiber [h:] denn Z, 0 &,5 = 1 [:h]: Liegt
B darauf, so lisst ®,5 auch %o fest.
d) ZaZy ! = C,4 hat keinen Fixp[un]kt: Nicht auf a3, weil auf der Geraden eine
2-tra[nsitive] Frobeniusgr[uppe| bewirkt wird; und nicht ausserhalb af wegen
c).

Punktezahl der Geraden q°
) { Ordnung Cyg ist Primzahlpotenz { q°
ersteres wegen Frobeniusgr[uppe] 2-tra[nsitiv] auf Ger[aden], letzteres durch Be-
tracht[un]g einer ¢-Sy[low]|gr[uppe] von C[&12]: diese ist invariant bei Z;, da ihr
Teil auf der Geraden inv[ariant] ist und tra[nsitiv] auf der Geraden.

42/43

f) Also q | p?, ¢ = p (das geht kiirzer wie 38) nach e) Die Gerade enthélt p
P[un]kte, daher gibt es durch jeden Plun]kt p + 1 Geraden, also durch jeden
PlunJkt a ¢ & genau eine Parallele (Nichtschneidende) zu &. Daher folgt aus
gllh und bl[€ auch gl|¢.

g) Jedes Z,, lidsst die p + 1 Ger[aden]| durch « fest, fithrt daher jede Gerade in
eine Parallele iiber. Das gleiche gilt fiir jedes G € {Z; -+ Z,} = < &. Es ist
Hap =1, da v auf den beiden alten Geraden liegt, wenn v ¢ a/f3.

a

Ist v ¢ af3, so wihle § ¢ af, dann bleibt ¢ fest bei G, v geht in Parallele iiber,
bliebe also auch fest, daher auch v = Schnitt vy A af3.

f) Der Frobeniuskern von $ ist das gesuchte .

NB: bei Gr[ad](8) = n, Z; € Ztr(&;) hat man < Z; >< Z; ' >=n < 1 >
+c¢ < C > und dabei wegen 3 irred. x(Z) = 0: ¢ | n, und wenn Grl[a]d(Z1) = ¢,
so q # p, ord(C) = p, daher ist jeder Charakter von C rational [h:] sieche Frame
BAMS 53 (1947)! [:h]

43/44

Perm|utations]gr[uppen] darstellungstheoretisch:

Sei & trans|itiv] mit Gr[ad] n.
1. Die Darstellung auf den n(n — 1) Paaren von & ist die induzierte derjenigen
Darstellung von &7, welche bei Einschrinkung von & auf &; und weglassen
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induziert wird.

einer 1 (also von &{> )

Bewleis]: Charakter beide mal x(x — 1).

2. Mein Satz iiber die Gruppen vom Grade p, deren p-Sy[low]-Normalisator
die Ord[nung] p(p—1) hat, sollte darstellungstheoretisch bewiesen werden; dann
wiirde er sich vielleicht als Sonderfall eines allgemeineren Satzes iiber abstrakte
Gruppen mit Ord[nung] p-Sy[low]-NJormalisator|s p(p — 1) herausstellen.

3. Def[inition]: Hypermaximal kénnte man eine Ulnter]gr[uppe] $ von & nen-
nen, wenn die Perm|[utations]darst[ellung] von & zweifach trans[itiv] ist, die von
$ erzeugt wird. D.h.: wenn & = § + Hg$. [h:] Aber Abstufung nach Triger
erwiinscht. [:h]

44/47
[Im Tagebuch fehlen die Seiten 45 und 46]

Gewisse Perm[utations|gr[uppen] sind nicht 3-tra[nsitiv]

Die , klassischen“ Kollineationsgr[uppe] auf projektiven Réumen der Dimension
> 1 sind alle nicht 3-tra[nsitiv], da sie drei Punkte auf einer Geraden nur wieder
in solche Tripel iiberfithren [h:] [unlesbar] [:h]. (Insbesondere sind also nur 2-
tra[nsitive] Gruppen des Primzahlgrades

q" —1

(¢ = Primzahlpotenz)

vorhanden.)

Sie sind auch nicht einmal 2-pri, da die Gruppe &; die Geraden durch 1 als
Blécke hat (Sie sind wohl auch nicht 23-tra[nsitiv] (¢ < oo), da auf der Geraden
12 weniger weitere P[un]kte liegen als in den anderen Trans[itivitéits|gebieten.)
Aber sie sind wohl alle tra[nsitiv] (bis auf die orthogonale Gruppe, die die ¢ mit
¥t = 0 und die mit ¢’ = 0 Rest in sich iiberfiihrt (das gibt {ibrigens P Gruppen
des Grades ...7) Die transitiven Gruppen (wenigstens GL(n, ¢)) haben aber wohl
i[m] a[llgemeinen] nur 2 nichttriviale Tra[nsitivitéits|gebiete von &12: Also sollte

man auf diese Beh[auptung] zusteuern. Also Frage: Grad(®) = p, & # 1 ER
Sox(x = Dix —2) <297 [h:] Y |x|? < 6¢17 [:h] d.h.: Hat &; in & hochstens 4

irred[uzible] Bestandteile?

47/48

Induzierte Charaktere

1. Sei Hy € $ < &, aus HE € § folge HE = H{!. Sei 1, ein Char[akter] von
$ und stets x, der von v, induzierte von &. Dann ist

Xv(H1) = ¥ (Hy) - x1(Hy).
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2. Sei 0 die Darstellung von &, die durch eine irred[uzible] Darst[ellung] & von
$ < & induziert wird. Dann kann man die mit ? elementar vtb [vertauschbaren]
Matrizen durch Betrachtung ihrer ersten (”Block-") Zeile untersuchen:

a) Es ist

Voo (&) = Z ve, e, (B14),
i=1

wobel veg($) die “Verkettungszahl “ zweier Darstellungen &, § einer Gruppe
¢
9 bedeutet; also v (B) = Y- €2. t ist durch & = Y HR;$ definfiert].
i=1
b) Man muss Satz von Frame iibertragen konnen. Es treten nur die trans.
Konst[ituenten] von &, = §) auf, die mit der 1 beziiglich & “gekoppelt* sind:

ve, ¢, (G1i) # 0.
48/49

Rationale Normalform einer Matrix
(in Anlehnung an V.Ptdk, Acta Sci math. Szeged 17)

Zu zeigen: Ist o eine lin[eare] Selbstabbildung eines endlfichen] K-Moduls 9,
und ist U direkt unzerlegbarer K[o]-Modul, so ist das Minimalpol[ynom| von
o auf U Potenz p! eines irred[uziblen] Polynoms p(u), und jedes z € U mit
p!=1(0)z # 0 erzeugt T unter K|[o].

[Randbemerkung] gezeigt wird mehr:

jedes z € U mit Minpol wie U gibt direkte Abspaltung

Bewleis]: W&hle im dualen Raum zu U ein y mit (x,y) # 0. Dann erzeugt y
unter o* einen zu Y’ = K[o]z dualen Raum; denn wenn f(o)x # 0, so ist

P!~ (w) = q(u)p! (w) + r(u) f(u)
darstellbar, da (p', f) = p™ mit m < I; also dann
(f(o)z,7(c")y) = (r(0) f(0)z,y) = ('~ (0)z,y) # 0.
Also ist U’ ein direkter Summand von U, daher U’ = .
49/50

Direkte Zerlegung von (R-) Moduln (R Ring)

Seien m > m’ M-Moduln.

1. Ist m/m’ ein Vektorraum (d.h. gibt es eine Menge a@; darin, so dass jedes
a € m/m’ eindeutig als > a;p; dargestellt werden kann), so ist

m:m’EBZaiSR.
®

25



Denn ¢ € m — a = > a;p; ('), und wenn 0 = m' 4+ > a;p;, dann 0 =
Yoaipi (M), 0=">"aip;, ps =0, m' =0.

2. Ist R Hauptidealring m endlich [h:] [erzeugter] [:h] und enthélt m kein Ele-
ment endlficher] Ord[nung] ausser 0 (d.h. ist bei ap = 0 stets a = 0 oder p = 0),

so ist m Vektorraum; m = Y a;%R.
53}
[durchgestrichen: Denn ist § maximal frei, § = {a;}, a € m, so ...]

Dann ist ;2R maximale monogene Ulnter]gr[uppe], so ist m/a; 9 torsionsfrei
(aus bo = at folgt, da oBdA (o,7) = 1: a = a(77’ + o0’ = (b7’ 4 ao’)o, also
o=l € R und b= aro~!). Indukt[ion] nach dim.

50/51
d
3. R HIR, m endlich. - m=n® Y a;R, n von endl[icher] Ord[nung].

i,®

Beweis: 1.,2.
Dabei d eind[eutig] bestimmt := dim ma, wo na = 0.
[unleserlich]

4. R HIR, m endlich: Genau dann ist m direkt unzerlegbar, wenn m monogen
und der Annullator = 0 oder = (7}), © Primelement.

A. Nur dann: Sei m unzerlegbar
Bewleis]: 1) Wenn m Elemente mit Ann[ullator] 0 enthilt, ist nach (b) m = a1%R.

2) Wenn m endl[ichen] Gr[a|d[es], so Ry7] + ... = 1: Ann = 7°.
3) Wihle a € m: an?~! # 0. Wiihle b < m maximal fremd zu afR. z ¢ b

—TR+bNaRF#0
zn®+b=al#0

a = 0 fertig. Sei a >[unlesbar], wiire ({,7) = 1, so zr®trP~L 4 pprho=1 =
a7~ £ 0 W, also 7 | ¢, gibt (z7® ! —al)m= b, yp+2 =d #0 = wfp
~—_————
y¢b

y € b+ aR — zr®! € b+ afR. Ind[uktion] nach a.
51/52

Permutationsgr[uppen]

Vor[aussetzung]: N &, = &,

[h:] (Das impliziert) Es geniigt schon: Jede Sylowgruppe lésst hochstens eine
Ziff[er] fest. [:h]

1. Ist Q < &, |6, : Q| =p, und lésst Q in einer transitiven
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Perm[utations|darstellung von & zwei Ziffern fest, so sind diese unter N'Q kon-
jugiert, d.h.
N tra[nsitiv] auf Fixmenge 9.

Beweis: Die Ziffern seien «, 3. Wihle G = (af3...), dann § = {Q,0Q%} € &;.
Ist 9 Sy[low]gr[uppe] von $), so Q = QH; GH = (aj...).

Ist Q #- ,s0Q < $, =&, bei passender Bez[eichnung] 3 H: Q¢H < §,, also
NQCH & 9 konj[ugiert] unter N9, = 9Hp;

QG = Q.

2. Frage: Welche Gruppen lassen sich treu als Untergruppe der Gruppe der
endlichen Permutationen von Ry Dingen darstellen?

52/53
[Seite 53 ist unbeschrieben)]

53/54
Verlagerung

1. Eine p-Untergr{uppe] Q < & ist genau dann schwach abgeschl[ossen] in ei-
ner p-Sy[low]gr[uppe], wenn stets Q¢ zu Q im Erzeugnis {9, Q%} konj[ugiert]
ist (kurz: Wenn 9 selbstkonjugierend ist).

2. Seien 2 und B selbstkonjugierend und AP = 2A. Dann ist {2A, B} selbstkon-
jugierend.

genauere Frage:
3. Seien 2, B selbstkonjugierend; AB = BA. Ist dann AB selbstkonjugierend?

IT € {(AB)E, AB} mit BET = B. AT & A sind mit B vertauschbar, daher
auch {ACT A}; JU: ATV =91 .2

54/55

4. & monomiale Gruppe mit p-ten EW [Einheitswurzeln].

Gibt es zu p-Sy[low]gr[uppe] P < &; ein P € P, das nicht alle Diagonal-
faktoren gleich hat, und hat P bei dieser Eigenschaft minimale Ordnung, so
transformiere man P nach &, derart dass ¢; = [] Diagfakt(P), dann ist das
Diaglonal]prod[ukt] A’(P) # 1. ([heiBit] # e1), und jeder Zyklus > 1 von P
hat die Determ[inante] = 1; daher enthélt P (und auch &) einen trans[itiven)]
Konstituenten ausser (x1), auf dem Pyey nicht die Detlerminante] 1 hat, aber
eine Variable fest ldsst. P (und &) enthélt also einen Konstituenten £, der im
folgenden Sinn vollsingulér ist: K enthélt ein Ellement] P mit det(P) # 1, P
ldsst eine Variable fest; alle Zyklen > 1 haben Det[erminante] = 1. Man kann
es durch schrittweise Transflormation] (von oben her) so einrichten, dass wenn

27



R= , dann P in jedem linken oberen Abschnitt die det # 1

hat. D.h., wenn K durch Darst
nach R; /8" entsteht: Verlag[erung] &, — K71
Geg.ﬁlﬂﬁgﬂ...ﬂﬁn:ﬁ P e R.

55,56

19.4.59 Trans[itive] Monomiale p-Gr[uppe] [h;] & [:h] vom Grad p?; e" =1

Elem[ente] seien stets A = (A;;) mit A;; = { %PP geschrieben D diaglonal
Grp

0 1 0

0 0 1 0

0 ... 0 1

1 0 0
Eine Blockmatrix sei von der Form

D14y
DQAQ
A=
Dy Ay
det(DZ) = 56"', A; = P9,
Fiir Blockmatrizen gilt:
1.
Ao Al = ANATIA = si=P = C; -,

wo det(S;) = % und 0; = ;8, — }d;. Daher ist [[C; = S'=F, det(S) = &7,
P

o= > (0] — a}d;)
1

2. Kommt A mit §;, ; vor, so auch A’ mit §;4n@;1, (durch Transflormation]
mit passendem G € ).
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/
. . . : [ o #0
3. Gibt es A mit > d; # 0, d.h. det(A) # 1, und ist A’ mit { 5 = const

konstant so ist entweder o # 0, oder > a; # 0, ¢ # 0.

4. Tst 24 sing[uldr], d.h., gibt es A mit ay = 0, §; # 0, und ist nicht immer
o) = 0, so enthilt die Kommutatorgruppe & o 2 der Blockgruppe in jedem
Konst. alle D mit det(D) = 1 aber nicht unabh[4ngig] ?77.

56,57

5. Wenn man durch passfende] Wahl von A, A’ o # 0 erreichen kann, enthilt
& alle Diagonalmatrizen

D,
Do

Denn wihle C' = Ao A’, dann A # Diag., also gibt es B = e mit

B; = 1; dann ist ® > C o B, hat Blockprodukt (S*=7)!=F das erzeugt unter P
Gruppe der Ord[nung] p — 2 (d.h. p?=2) usw.: C oP=2 B hat Blockprodukt

€

€
aber C; oP~2 B = Z*i also [[ Z* # 1, daher enthilt & alle
AR
732
VAL

Ebenso alle
y(®

Y (»)

mit Y € invariante Gr[uppe] dfer] Ord[nung] p*> = 32 und so weiter. Dann
Ord(®) >plp—1)+p+1=p*+1.
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6. Gibt es A mit Y a; # 0, so gibt es

D P
A b2
Dy
und unter Vor[aussetzung] 4 gibt es ganz
31)—2
3;0—2
C Bl

3p—2
Dann ist |&| > p(p —2) +p+1=p? —p+1 [h:] (scharf?) [:h]
57/58
7. Ist B € &, BP # Diag., und gibt es Blockmatrix A mit det(A) # 1, und ist
ein Konstl[ituent] 2; singulir, so ist || > p? —p+ 1
Bewleis]: 3.,5.,6., A’ = BP.

8. Ist stets GP diag[onal], dann ist stets > a; = 0.

9. Hauptsatz: 8 sei eine transitive monomiale p-Gruppe des Grades p? mit
Koeff[izienten] ¥; e? = 1. P enthalte eine ” Blockmatrix”

D1A1
AO = )
DPAP

D; diagonal, A; = P det(D;) = €%, hier Ag: mit |Ag| # 1.
Dann tritt genau [durchgestrichen: mindest] einer der folgenden Fille ein:

I: Jeder Diagonalblock ist regulér. (Gleichwertig: Fiir jedes A € P ist a; =
¢d;, c unabh[ingig] von A.) Hier ist ||B|| > p+2 (scharf) [h:] & [|B] < p?+1
scharf, [h:] wobei || = pIFIl gesetzt ist.

Oder

58/59
IT: [h:] Es gibt einen Diag. Block mit det # 1. Dann [:h] sei 2 = Gruppe

der Blockmatrizen: || > ||| 4+ 1). A’ = A o A besteht aus allen Dia-
gonalmatrizen Il;: D = Dy & ... ® D, mit |D;| =1 & [[ D, € 3;, wobei
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3; (i =0,...,p—1) die i-te auftretende Zentralgruppe der monfomialen)]
G[ruppe] der Ord[nung] pP™* bedeutet. Hier ist

1]} > (p—1)* +4; (i > 0)
B > p*> —p+2+i;4i>1 (scharf);

B DO P(A) enthilt sogar II; stets daher und enthiilt P ein A" mit «; #
const, (const#£ 0), soist i > p—2, ||B|| > p?. Die Schranke ist scharf: Setze
B ={A, B}, wo

Bewleis]: Liegt I nicht vor, so gibt es A € B, Blockm][atrix], mit §, = 1,01 =
.. =0p_1 =0, ein oy, # O fiir ein k # 0. Kommutiert man A mit d;4x, iy, SO
entsteht nach 1. eine Matrix C = > C; mit C; = Sil_P,

®

det(Si) = ai5i+k — OziJrk(Si = 0 fiurq 7é 0, 7]{3,
# 0 firi=0,—k.

Also deckt die von S erzeugte Gruppe (mit Konj.) in den ersten p — 1 Kompo-
p—1
nenten ganz y 3,—1, also deckt A0 ganz 3, 2 & ... & 3,_a:
1 —_— ———

p—1

A =F-1?+[2N1S..01® 31l
59,60

Also ist ||| > (p—1)%. Sind nun alle [] D; fiir 2’ = 1, so besteht 2’ genau aus
allen Y D; mit dieser Eigenschaft wegen Anzahl.
Bilden die [ D; eine Gruppe ) # 1,s0ist Y = 3; fireini=1,....,p— 1, daes
in P ein A mit a; = ... = o, = 1 gibt; und da 2’ schon alle (Z; & ...Z7 + ...)
enthilt, ist ganz

(Zl) S Ql/,

dann ebenso, wenn i > 2, auch (32 + ... + 3,) C 2 ebenso schlieflich (3; ® ... ®
3;) CA. Wenn B ein A mit «; # const enthilt, kann man «; = ¢ withlen. Nun
ist

(X®3,-1000...00) CA,
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also mit A kommutiert:
(0 3p—2 0 .. 0)CA,
daher i > p — 2.
60/61

Ist also i > 1, so ||B|| > p?> — p + 3 aber i = 0, so besteht 2’ aus der Gruppe
Iy der Y. D, mit [[D, = 1, |D,| = 1, und A enthélt auBerdem noch die
Diagonalmatrix

el
I
AP = ,
1
wobei A so gewéhlt ist, dass 61 = 1,6, =07 > 1; g = ... = ap = 1. Also ist
II; C .
NB: Gibt es so ein A nicht, so gibt es
Dy
A =
Dy
mit |D1| # 1,|Ds| = ... = |D,| =1, also |A] # 1 und diagonal, daher enthilt 3

alle Diag[onal|matrizen, ||| > p? + 2.

[h:] Noch Schiirfe der Schranken fiir ||| priifen. Fiir p?° ~P*3 4 g kénnen also
nur die Konstit[uenten] mit Grad = p singulér sein.

s. S.79: Die Klasse einer singul[dren] mon[omialen] tra[nsitiven] Gruppe ist ver-
mutlich stets grosser als die Klasse einer gleichgradigen Perm[utations|gruppe.
Wenn das stimmt, kann nie der lingste trans|itive] Konst[ituent] von P in einer
monomialen Darst[ellung] von & singuliir sein, auler wenn die zugehorige Per-
mut[ations|darstellung untreu ist. Exponent=7?. [:h]

Frage: Welche Abbildungen & — ¥® des Systems & aller p-Gruppen & in &
sind mit jedem Homomorphismus vertauschbar? Entsprechend fiir Paare $ < &?
1® = 1 definiert dann eine verniinftige Familie.

61/62
Verlagerung

1. Sei g1 der Faktor von z1, in der mon[omialen] Gr[uppe] &, und $ > P habe
auf seinen Tra[nsitivitéits]gebieten die Determinanten 71, ..., 7. Es gebe fiir die
P € P eine Darstellung 1 = [[n™~, m, [unleserlich]. Dann l4sst sich §3/9*
von § abschneiden, [h:] daher sind auf dem 1-Konstituenten von $) die Diago-
nalfaktoren konstant. [:h] Dann 7n™ ist auf ganz $ erkliirt, setzt den Homom.
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von ‘P/P* fort (P*: e =1).

2. Ist also &7 > NP und Q schwach abg[eschlossen] in ¥ und sind alle Kon-
stit[uenten| von P (auBer £1) in dem 1-Tra[nsitivitits|gebiet von N'Q regulir
(d.h. det = 1), so lisst sich P/P* von N'Q abschneiden [h:] und wohl auch umge-
kehrt. Man kann hier maximale Gruppen & betrachten auf die sich P /PB* fortset-
zen lésst: Jede gute Obergr{uppe] von & [enthélt] dann in ihrem 1-Konstituenten
singuléire PB-Konstituenten. [:h]

62/63
[h:] Verschmelzung von Homomorphismen auf abelsche Gruppen [:h]

3. TFortsetzen eines Hom[omorphismus] von P € P — ¢(P) auf $H > P und
£2>9P, wo HL = £9, ergeben genau dann eine Fortsetzung auf £6, wenn

(a) fir H=L(e HNZL) e(H) eindeutig ist,
(b) fir L~'HL = HyL, stets s(HH; ') =e(Ly) ist.

] dh: HL = LyHy — e(H)e(L) = e(La)e(Hs). [:1]

[h:] kurz: /P oben in...[:h]

4. Dass die Abspaltbarkeit vonJ3/B* in allen Sylow - Durchschnitte - Norma-
lisatoren ? fiir ganz & ausreicht, ist klar? Dann ist 9* << V0, daher hat 0* lauter
Einsen in der Diag[onale], soweit P NN reicht. Dazu braucht man also nichts
iiber singuldre Konstituenten.

[h:] Unklar; aber vielleicht klar unter der Vor[aussetzung], dass N'B, NPg stets
p-nilpotent. Wenn 0 C P total singuliir, gilt fir 0 C € C P und ¢/TE Eig. R
stets: 0 = 0%, d.h. ¥ £ ¢y dh.oNyY £0* N, d.h. 0 <0*Y, also 0 < (0™,
[+h]

63/64

5. Genau dann ist P/P* (von der Ord[nung] p) oben in &, wenn fiir jeden
Durchschnitt PAPE = 0, P*No¥ = 2* und alle Q von Primzahlpotenzord[nung]
q%,q # p in N0 gilt: 9/0* oben in {0, Q}.

[ Randbemerkung: ]

[h:] Vorsicht: stimmt zunéchst nur, wenn {9Q} p-nilpotent ist fiir alle 9! Dann
sind némlich zwei Sylowgr[uppen]| > 0 stets konjugiert in Zs 9.

stimmt aber: S. (19) [:h]

NB: Diese Gruppen, die einen Sylowdurchschnitt als Normalteiler mit zyklischer
g-Faktorgr[uppe] enthalten, sind vielleicht ein Gegenstiick zu denen in Brauers
Theorie: (zyklisch p-frei) x (p-Sy[low|gruppe des Zentralisators).

6. Verschérfung von 5.: Hinreichend ist die Bed[ingung] 5. schon, wenn sie nur
fiir irgend ein spezielles System @Q; [h:] € N0 (Ord belanglos) [:h] zu 0 erfiillt
ist, das zusammen mit jeder p-Sylowgruppe von A0 alle @, [h:] d.h. ganz N0
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[:h] erzeugt. Denn die @; lassen dann 9* fest, also die @ auf.. Es geniigen auch
die @ im Erzeugnis der p-Sy[low|gruppen von N.
[ Randbemerkung:] [h:] Vorsicht s. 5.! [:h]

64/65
7. Ist in jeder Sylowgruppe P; ein PB; < P, ausgezeichnet, so gibt es genau
dann ein &* < & mit &* NP, = P, WGDIII) B NP = B NP
Frage: Gilt dgs auch fiir beliebiges B : P*|?

8. Eine transitive monomiale p-Gruppe 91 heifle singulér, wenn aus 91, < 9N <
M stets folgt:

Verlagerung M7 ¢ ;.

Daher ldsst 0, die Var[iable] 21 fest, 97 multipliziert sie mit 1. Die Def[inition]
ist unabhéngig von der Wahl der Variablen x;.
[h:] NB: Wenn der Grad 9t = 1 ist, heifit das: 9t # 9t*. [:h]

9. Ein Element S einer trans. monomialen p-Gr[uppe] 9 heisse singuliir, wenn
das Produkt der Diagonalfakt.# 1 ist und jeder hohere Zyklus det = 1 hat. Es
gilt:

10.  [h:] VB: stimmt auch bei Grad 9 = 1. [:h] Enthélt [h:] ein transitives [:h] 9
ein singuléres S, so ist M singuldr. Zum Bew|eis] transformiert man S ,,von oben
her*, so dass alle Abschnitte det # 1 werden, nach Wahl 0, <195 < ... < My,
m; =9

65/66

11. Eine singulire p-Gruppe des Grades p, p? hat mindestens die Norm p+1, p?
(S.59).

12. Enthilt eine nicht notwendig transitive monomiale p-Gruppe B ein sin-
guléres Element S, so ist wenigstens ein transitiver Konstituent von ‘B3 singulér
(10.).

13. Jeder p-Sylowgruppe P3; sei ein Normalteiler 7 <1°B; zugeordnet. Nenne
2

Bi & Py vertrdglich, wenn P; NPy, = P N P;. Ist nur in einem P = Py ein
B* erklirt, aber so, dass PB* <« N*B, so wird durch die Festsetzung

G

(P9 =P

eindeutig eine Flun]ktion P} erklirt. Genau dann ist PB/9P* oben in &, wenn
stets P, vertr[aglich] Py. Diese Flun]kt[ion] P; ist invariant gegen
Ahnl[ichkeits]transflormation], sowie gegen alle Autom[orphismen], die 3 & P*
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fest lassen.
[ Randbemerkung: | [h:] f. z.B || =1
Aufgabe: Verallg[emeinerung] fiir schon teilweise oben abgespaltene p. [:h]

66,/67

14. TIst unter der Festsetzung 13. nicht P/P* oben &, so gibt es ein Paar P;, Py
mit maximalem Durchschnitt, die unvertriaglich sind. OBdA. B; = 3. Nenne
diese maximal unvertraglich.

15. Sind P und P’ maximal unvertriiglich, P NP’ = 0, so ist Ztr(P) < 2,
Ztr(P') < 05 es gibt P’ & P, ebenfalls max[imal] unvertr[dglich] mit dem
Durchschnitt 9, derart dass sowohl P wie P eine p-Sylowgr[uppe] von N
enthalt und P = P”" ist mit einem N € N0. [h:] Es gibt keine Kette 3" =
mo,‘nl, ceny m/// = mk mit mi n ‘:BiJrl > 0. [h]

D.h. es gibt ein zu 0 konjugiertes &, derart dass P und ein LY, N € N¢,
max[imal] unvertr[figlich] mit Durchschnitt € sind. [h:] Und fiir K € NENNE*
ist stets P NPVE = ¢ Deffinition]: Nenne B, B mit all diesen Eigenschaften
extremal unvertriiglich. [:h]

Beweis: 16., 17. &

;B// ;33/// ;334
B P’

Bestimme B, P so, dass sie die Sylowgr[uppe] von N0 enthalten.
67/68

16.  Ist Py vertr. Po vertr. P und Pi NP3 < Po, so ist Py vertr. Ps. Allge-
meiner: Ist P; vertr. P11 und P NP, < Py, so Py vertr. P,,. [h:] Dann

‘I}T ﬂ%n < (‘BT 0%2)01371 = mlm%;mmn

PB1 N (P2 N P3) NP = P10 P2 NP3 N P
[+h]

17. Ist Z € N(B1 N Pa) NN (B: NP2), Pa = PZ, so ist Py vertr. Po.

IN

Bew/eis]:

PinBs = (BINPinP)? =P 0 (P N )
= (BN (P1 N P2) = P51 (P1 N P2) = P5 NP
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[h:] Hauptsatz [:h]

18. Zu jedem P’ mit der Eigenschaft, dass P NP’ = 0 sowohl >Ztr(P) wie
Ztr(P’) ist, und dass P eine Sy[low]gr[uppe] von M = N0 emthélt und P’ = PV
ist mit N € 0N, gebe es Z € NoNND* (0* = P*N0) mit P~ = P. Dann P/P*
oben in &. Die Vor[aussetzung] ist z. B. erfiillt, wenn es zu jedem solchen Paar
B, P’ eine subnormale Untergr[uppe]

68/69

2A von N/0 gibt, deren Ord[nung] durch p teilbar ist und in der jedes p-freie
Element € N0* liegt. (Denn durch p-freie Elemente von 2, nacheinander ange-
wandt, l#sst sich B’ in etwas transformieren, was mit B8 nicht den Durchschnitt
0 hat, es gibt dann also keine extremal unvertr[sglichen] Gruppen im Sinn von
15.)

Sonderfall: [h:] Wenn A0 p- nilpotent ist fiir jedes “extremale* 0, so & p-
nilpotent. Genauer: [:h]
19. Nenne ein Paar P, P’ extremal, wenn

a) Ztr(P) U Ztr(P') Co = PN P,

b) P enth[alt] eine p-Sy|[low]gr[uppe] von N,

¢) B=%" mit N € N,

d) es gibt keine Kette B, B, Pa, ..., P’ mit P; NP1 > 0 [h:]Vi [:h],
[h:] e) P’ NND* = 0. [:h]

(Genau) dann ist PB/P* oben in &, wenn 9* = P* N0 normal ist unter jedem
p-freien Element von A0, sobald 3, P’ extremal ;3 NP’ = 9; d.h., wenn 0/0*
oben in {0Q} fiir jedes Element @ der Ordnung ¢, ¢ # p, und zwar geniigt
diese Bed[ingung] fiir alle extremalen Paare 9B3,J’. Damit ist 5 in schéirferer
Form bewiesen.

[h:] 1) NB: d) kann auch so ausgesprochen werden: Es besteht kein ,, Hshenweg*
von P nach '. [:h]
69/70

20. Hinreichend fiir B3/9* oben in &: Fiir jedes P, fiir das 0 > Ztr(P), P 2
Sy[low]gr[uppe] N0 gilt 2%? C 0*, immer wenn ? < 2 < P’. Denn dann ist

P
nach dem alten Satz B/PB* oben in N0, daher 9§ vertriiglich mit ’; nun 15..

21. Dafiir, dass jeder p-Kopf von N sofern in & oben ist, diirfte geniigen:
die Normalisatoren der p-Sylowdurchschnitte haben die p-Linge 1; [h:] viel-
leicht Verschirfung fiir p = 2: ,soweit sie 2-auflosbar sind“ [:h] (u[nd] sind
p-auflésbar).

Denn in einer Gruppe der p-Lénge 1 ist in einer von p-Gruppen erzeugten Grup-
pe stets alles p-freie ganz nach unten zu schieben (19.).
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22. Eine Bezeichnung fiir monomiale Subst[itutionen]:
(1£2¢3..)(6p7T...)

fithre 21 in € - 9 iiber. Oder kiirzer: (1, 2, 3¢...).

[h:] Verniinftige Def[inition] fiir 3/P* sinfg.] in P (wobei P : P* = p): Die
monomiale Darstellung von P8 nach &/&* enthilt ein sing[uléres] Element im
Sinne der Definition von S.659. [:h]

70/71
23. P/P* oben in & « fiir jedes 0 = P NP’ und jede Sylowgr p von N ist

op:D S ;I;*

Es geniigt, die 0 zu nehmen mit Eig. 19 a) - d).

dazu kann man wohl noch fordern: d ist Durchschn. (< zweier) Sylowgr. von
jeder Obergruppe von 0.

Bew: Extremales 3,3’ betrachten, y = N0. Darin sind je zwei Sy Gr mit
Durchschnitt > 9 vertriglich (weil die fortsetzenden Sy Gr von & vertr. sind),
also ist fiir sie die Verlag Bedingg erfiillt. Fiir die p’ mit p’ Np = 0 ist die Bedg
nach Vor. erfiillt; also ist 9/0* oben in y, daher je zwei p,p’ vertriiglich. Daher
sind je zwei 3, P3 vertr., die N in vollen Sy Gr schneiden; und Py vertr. P nach
16.

71/72

24. (&), =P’ U, U, 077,

wo p die p-Sy[low]gr[uppen] von N durchlduft, o die Durchschnitte 19., / =Ko-
mmutatorgr[uppe],

=yg?y

wo U =0 p=ANoNP und N € No.

25. Die Vor|aussetzung] 9" C 9* ist von selbst erfiillt, wenn 0 die folgende
Eigenschaft in ‘P hat:

Bezeichne 2 die grosste in 9 schwach abg[eschlossene] Untergr[uppe] von
(dann ;ljﬁ;, wenn 0 < ).

Verlangt wird: Aus N € No, 2€3 . {N, DY}/ N P* Eig.R., folgt N € 0.

So ist z.B. 3,1 () C d voraussetzbar. Ebenso wohl |32,-1(9) : 9| < p usw.
NB: absteiglende] Zentralreihe, &1 = &.

Ist Bl £ 0, s0 ist, wenn d sing., Klasse ¢ > k(p—1). Denn Verlagerung (p — 1)
mal mittels B*] gibt etwas # 1 in GlE+1+EE=2)]

[h:] Das ist wohl weniger scharf, als was mit Fortsetz[un]g der Unters. von 58 zu
bekommen wiére. [:h]

72/73
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26. Ist 9/9* singuléir [h:] bezliiglich] Verlaglerung] [:h] in ', und Q < P’ so
ist entweder Q < 9* oder Q o~ D deckt 0/0*, bei [durchgestrichen: jeder ist]
passender Wahl von D € 0.

Bewleis]: Q € 0*, Q C 0 — Q deckt.
QZ0—-Q2D2E>0 -0 C ol ! D
[2

27. Ist Qo =0 < Q) < Qy < ... <, [h:] und QP C 0 [h:] dazu geniigt
P P P

0 <192, Q2/0 = (p,p) [:h], so ist
DDT:D S DQI:D

Bew: 09792 C Q. Q?Q:Ql <0
oﬂrtﬂo — [(09#92)32131}}31:0 < ania

[h:] 28. Weitere Fragen:

a) Zusitzliche Einschrinkungen fiir die extremal unvertr. B, P’.

b) Es diirfte lohnen, hinreichende Bed f. Vertriglichkeit zweier Sy Gr. von N
zu suchen. D.h. man kann annehmen 0 <1®, ®0 = 1, alle grosseren Durchschnitte
sind vertréglich. Geniigt eine Verlag.-Bed[in|g[un]g!

¢) Erweiterung nach Halls Art auf nichtabelsche Faktorgruppen

d) Von der Beschrinkung auf Verlagerung innerhalb N0 herkommen durch Ver-
wendung von 6612, 61, 589; nicht allein mit Verlagerung arbeiten, Untergruppen
vom Typus 589 benutzen.

e) Den Fall genau untersuchen, dass 77?7 B, : B, N Pr =»p

f) Niitzen hier Aussagen wie 3657 [h:]

73/74
29. Bezeichnet & das Erzeugnis aller GP*, so gilt wohl fiir jede Sy Gr 9:
PG = (0N (No)?)

wo 0 alle Sylowdurchschnlitte] [h:] B N P [-h] durchliuft (einschl. §PB) man
kann wohl auch rechts p durch p’p ersetzen. Doch scheint dieser Satz nicht 19
zu enthalten.

30. & ist p-nilpot. genau wenn aus

pC=p, pl=p, (Q,p)=1

folgt p o @ = 1. [h:] (Frobenius)
Enthélt wohl Sétze v. Sah: MZ 68, 181-204. [:h]

31. Es gilt wohl: Sei P* <1P3. Genau dann ist B/PB* oblen] in &, wenn in N,
[&] 0/0* zentralisiert wird von jedem @ € N? (|Q|,p) = 1. Es geniigt auch,
wenn eine einzige Hauptreihe von 98 bis PB* bei Durchschnittsbild[un]g mit d in
diesem Sinn invariant ist.
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74/75
32.  Es gilt wohl: Sei * = PO g P 4. P. Dann gilt: L/P* oben in & «
p p

in NP, & jede Gruppe P N ist invar.

a) in jeder p-Sylowgr von A0 oder

b) unter jedem @ € N9 mit (p, |Q|) = 1.

[h:] Fiir P <P hab ichs bewiesen.

Die Bedgg ist sicher erfiillt, wenn 8») N9 char. in 0 [:h]

[h:] [[:h] 33. Zusatz: Es ist nicht notwendig, dass B <P ~L. Es geniigt | P! :
3
P < pP, PAL [he] ist das wahr?] [:h]

34. Sei P> P’ > ... > P > P*, P <P. Dann P/P* oben in & — in NP &
p p p

(0/\)/\/0:0 < D’\+1; DA _ ‘]3’\ n 5131-
[h:] stattdessen tuts auch irgend ein YUMo, 0 < U < P’ [:h]
75/76
[h:] “Sylowdurchschnitte & p-Faktorgruppen® Verlagerung [:h] 25.4.59

35.  Satz:[h:] Zusatz 37 [:h] Fiir jeden echten Sylowdurchschnitt d setze man
N = p(N0) = Erzeuger d p-Sy Gr von N0 und wenn 9 < P, setze man fiir jedes

¢<o,EaM: €= (@(‘Bﬁ‘n):a)m

Schliesslich setze man [h:] ,, Kompression von 9“ [:h] = 2> =) 0(”)(: min 9()).
[h] ???(‘E' = uepi:a, pi :p_Sy Gr von No [h]

Dann ist mit P = &P N*P:
‘b = [(W)p NPjU U 0%, [Querverweis in den folgenden Abschnitt 36: ,Besser...“]

wo 0 tiiber alle im folgenden Sinn singuldren Sy Durchschnitte lduft: Es gibt
P <P, B* < NB, B :PB* = p; es ist 0 = PN Py, sowohl P wie P; enthalten
Sylowgr von N, fiir je zwei ; mit P; NP, > 0 ist P7 N P; = P; NP, aber
nicht fiir alle P;, P, mit P; NP, = 0;

[h:] Klar ist 99 < P: mod &P rechnen; bei jeder Kompression kommt man in
einer p-Gr # 1 tiefer [:h]

[Randnotiz:] Eignet sich fiir Versff. ohne Eingehen auf sing. Elem. & monom.
Gr.; die miissten eigentlich erst mit Koeff aus p-Gruppen betrachtet werden vor
Fortsetzg. Es ist No* Np’ < 0. [Ende Randnotiz]

Bew wie 18 und mit der Bemerkung: Ist in einer tra mon Darst. S ein Element
mit nicht lauter gleichen Diag-fakt. der Ord p aus dem Zentrum der Koeffgruppe,
und Grad# 0 (p), so kann man S unbeschriinkt oft Operationen der Gestalt

(S’p/:a) unterwerfen, ohne jemals ganz nach B* zu kommen.
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76,77

36. Folge: P = ...|J01, wo 01 der kleinste Normalteiler von 9t in 0 ist, der von
0 aus durch eine Hauptreihe von 91 mit Indizes < p? erreicht werden kann.

[h:] Z.B. wenn 0 p-iiberauflosbar, ist 9; = 1.

Besser: 09 = kl. NT von 9%, der von 91 aus durch normierte Hauptfaktoren $ zu
erreichen ist (d.h. §P® = 1): von selbst ist §P~1 = 1.

NB:p:0o=(p1 — 1)t (ps — 1)P71, wenn |p : 0| = p® [:h]

37. Zusatz zu 35: Man kann 0y weiter verkleinern, in dem man es als
Durchschnitt der durch unbeschriankte Anwendung von Kompressionen der Ge-
stalt

ki(X) = (%p“a)m, wo 0 < p; <P

auf 0 entstehenden Gruppen definiert. [h:] Diese & sind ,,monoton® bez. X mit
XPid = [T X P wo P; ein festgewiihltes pass. Restsystem. [:h]
Also ist 0g die grosste Untergr. von 0 mit

Hi(ao) = 00 f alle 3.

[h:] Dieses 0p kann man den Beitrag von 9 zu ‘53 nennen. Als ,,maximalen Bei-
trag“ von 0 zu P kdonnte man

2N (P - oF)
definieren. Wichtiger wire ein ,minimaler Beitrag®. [:h]
77/78
38. 0 max sing — 0 = Fittinggr von N0 — N0 = NN.

39. Wenn fiir jedes 0 # P der ,,Rest” B’ in Pp liegt, trigt kein 0 #£ P etwas
20 P C PN GP bei (227 (p,p)). Denn dann ist stets 9 < PP.)

Folge: Erst recht gibts ein @ mit 99 ¢ N®p, wenn & = G und NP p-nilp.
40. B hamiltonsch — & ~ NP beziigl Exp von p in &®):

41. Satz 35 enthilt meinen alten Hauptsatz, ohne Beschréinkg auf abelsche
Faktorgr, [h:] mit den dort rot eingetr. Verschérf[un|gen. [:h]

Bew: Setze dort 9; = B; N 0; P = p-Sy Gr von NP,
a) Ist Py <0, so ist P1 AN, No < N PBy; M= N0
b) sonst Py : 0 = p,
NG
(a“’l*l)’” ) < (@P1)" <ol <o <)
0

(aé”l*”p*l)in <



78,79

42. Ist 0 sing, so liegt [h:] 3,—1 und [:h] jeder Normalteiler einer Klasse < p—1
[h:]p — 27 [:h] von P ganz in ?; dergl. jede unter d invariante Untergr $ von
P, die Klasse < p — 1 [h:]p — 27 [:h] hat [durchgestrichen: Allgemeiner: ° =
02, KIU<p—1— UNNO=UND; kurz: 4 meidet N0/0.]

[h:] NB: Um gute Abschétzungen fiir Ord P zu erhalten, muss man méglichst
grosse sing. Konstituenten betrachten. [:h]

43. Eine tra mon Gr d. Grades p?, die ein [h:] nach (9) [:h] sing El. S enthiilt,
hat die Klasse

a) >2p—2 wenn S = diag
b) > min[3p — 3,p(p — 1)] wenn S # diag
Bew: b): @ vertausche die Blocke:

a) SoQo..oQ =D diag, dann det D; # 1
DoRo..oR=diag # 1 mit R € 32
B) SoQ..oQ=R#*diag - SoRo..oR=diag# 1

[h:] Also wenn Klasse P < 3p — 4, so ist jeder singuldre Durchschnitt < 8 und
|9 9] < p? [:h]

79/80
44. Frage: Gelten die “Abschneidungssitze® auch fiir beliebige auflésbare Hall-

gr. statt Sylowgr.? Oder wenigstens fiir nilpotente?

45. Die “Vertréglichkeit® eines invar. Systems: B} < B; bedeutet einfach die
starke Abgeschlossenheit von PB7 in Py; sie ist aber handlicher. Der Satz, dass
PB/P* genau dann oben in & ist, wenn P/P* oben in NP und wenn das System
P < P, vertriiglich ist, steht also schon in meiner Arbeit [6].

46. Ist {PF <P,} vertr. und {P;* <P, }, so auch {P: NPF* <P, }.

80/81

47. Tst PB/P* oben in & und P* <P < P, so ist P/P oben in &. Ist also
NP = P, so ist das Erzeugnis von zwei stark abgeschl. Ugr von B auch stark
abg., besser: jeder Obernormalteiler eines stark abg * ist stark abg.

48. Bei einer systematischen Untersuchung des ,, Abspaltungsproblems*: Wann
ist §/9* oben in B? kann man sich wohl auf den Hauptfall konzentrieren, dass
9 = N ist. Die Fortsetzg 9} <1 9; ist dann def fiir jeden NT $* von .

[h:] 48a. Bei der Methode der singulidren Ausschnitte in der Verlagerung will
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man deren Auftreten verstehen. Das geht so: Betrachte alle singuldren Darstel-
lungen D; von P und ihre Kerne K;. Wéahle ausserhalb jedes K; ein Element
P;. Nimm alle P; in ein 3; <P auf; dann hat /931 keine sing. Darstellung|en]
mehr. [:h]

81/82

50. Stellt man & monomial dar nach $/$H* der Ord p, und setzt man H*
als stark abg. voraus (d.h. das System Y)*G <9 als vertriglich), so sind die
Diagonalelemente ¢;,¢; (schwach) gekoppelt: aus ¢; = 1 folgt ¢; = 1 [h:] ([??7])
[:h]. Hieraus folgt, dass in jedem Konstituenten £ der mon Darst von $) die
von R; fest gelassenen Variablen z; ...z, stark gekoppelt sind, d.h. ¢, = ... =
em. Das ergibt sich aus der Bemerkg, dass N'R; : &; singuldr dargestellt ist
auf 1, ..., 2y, und dass die Diagonalgruppe die Ord p hat (wegen Koppelung
mit £1) und dass jedes Element ), das einen Autom d. Ord. ¢ > 1 auf der
zyklischen Diagonalgruppe { P} bewirkt, dort ]g[ P?Q" =1 macht, also [ =
v=1
1, andererseits folgt hieraus € = 1, und daraus e; =1, g; = ... = &, = 1.
[h:] einfacher: P o G bilden G € N&;. [:h]
NB: Das Gleiche gilt fiir die von einer p-SyGr von £; fest gelassenen Ziffern: sie
sind untereinander (aber vielleicht nicht mit £1) stark gekoppelt.

82/83

51. Zusatz zu 50: Wenn der Grad von £ = 0 (p) ist, dann sind sogar alle Diag
Koeff innerhalb von 8 streng gekoppelt.

Bew: det betrachten, Transitivitdt von K.

52. Wenn unter den Vor von 50 noch 3/PB* zentralisiert wird von N*B, so ist
B/P* oben in &.

[h:] 53. Die Schlussweise von [Liicke] ist so:

Wenn alle Sylowdurchschnitte bis auf einen vertréglich sind und der eine (fir
alle Sylowgr., die sich in ihm schneiden) die Verlagerungsbeding[un]g erfiille,
dann ist auch der eine vertr; vorausgesetzt, dass man vom Sylow Normalisator
genug abschn kann. [:h]

54. Enthilt & einen irreg Konstit. vom Grd p, so auch einen Konstituenten
vom Grad > pP~2.Vorausgesetzt, keine starke Abschl. 148t mehr als 1 Ziffer fest.

Bew: Wihle {Z} <tB, [{Z}| = p, transformiere Z — Z¢ so, dass es in P bleibt
und im sing Konst nicht diag ist. Dann hat 9 NP im Konst. die Ord < p.

83/84

55. Ist & p-normal, so ist & /&P = /MNP, N =NZP. Dazu braucht man meinen
Verlagerungssatz nicht fiir A0, sondern mit Benutzung von (N)? .
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56. NB (Th Lemma 1.6): Ist G p-normal, d.h. Z(P) schwach abg in P, so auch
stark.

p-nilpotente Gr sind p-normal, es ist sogar jeder Normalteiler von P stark abg.
[h:] Allg: Ist A < Z(P) schwach abg in P, so auch stark. [:h]

Eine p-Gr A ist schwach abg < (A < NP — A<JNP).

Vielleicht sollte man eine ,, Vertraglichkeit von P mit P; = P9 beziigl. einer
Ugr @ < P definieren durch P*N P, NQ = PNP'NE dh wenn Q < F;:
PrNQ=P'NAQ.

84/85
Verallgemeinerte Ahnlichk.-Klassen-Einteilg

1. Sei G Gruppe, g — g1, — g2 zwei Endomorphismen von G. Dann ist G ein
G-Feld beziigl. der Festsetzung a9 = g7 Lags.

2. Die Fixgruppe eines a € G bei dieser Perm.-Darst. von G ist die Gruppe
H < @G aller h mit
hla = ah2

85/86
p-Gruppen.

Breite: 1. Man muss eine moglichst lange Kette von 2); << & derart betrachten,
dass 9;11/92; von & zentralisiert, 9);11/2); nicht. Dann sollte man versuchen,
es so einzurichten, dass Zentralisator 2);12/9; C Zentralis. Q;+1/Di—1

2. Man kann eine aufsteigende, moglichst lange Kette 1 = Gy < G < ... <
G = G von G <1 G so bestimmen, dass

Gr_10G < Gy oQd.
Dann [durchgestrichen: bilden] erzeugen die g € G, fiir welche N'g ganz
G /Gx—1 deckt, eine echte Untergr. Hy < G. Denn Gog < Gy_109 < Gx_10G.

3. Ist G°? = G o G abelsch, so folgt fiir die absteigende Zentralreihe G°* aus
»g zentralisiert G°*+%G°> stets “ g zentral. G°*+YG°*~1 “  daher “ g zentr G°2.
Daher gilt fiir Breite 8(G) dann 8 > ¢ — 1.

86/87
Kovarianten

f=f(AX) geg. Form A, X Vekt von Unbest. Transformation von X: definiere
AC durch
f(AC X) = f(A,CX)
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wo CX gewdhnliches Matrizenprodukt (AC ??77?). Kovariante ist wohl ein
K(A, X) mit
K(AC,X)=|C)? - K(A,CX).

Leitglied von K(A X) ist L(A) = K (A4, é) L ist semiinvariant in dem Sinn:

(I)  L(AT) = v9L(A), wemn T = ( o )

Umkehrung: aus K (A (1)) kann man K (A X) [unklar]:

K(A,X) = K(AX, ), wemn X = (XV), |¥| =1
und wenn L die Eig. I hat, so ist L(AX) unabhingig von der zweiten Spalte Y
von X, also Kovar.
Dieser Schluss erfordert nur, dass die zu Grunde liegende lineare Gruppe
auf allen Vektoren transitiv ist: Zu X gibts X = (XY) mit X = 1; die Kompo-
nentenzahl von X unwesentlich. [h:] Ist das ein Mittel zur Untersuchung solcher
linearer Gruppen? Problem von Huppert. [:h]

87/88
2-Abschliessung von Perm.-Gruppen.

1. & enthalte eine Untergr[uppe] $), deren von der Lge 1 verschiedene Trans-
gebiete Q1,0 ..., Q, seien. Sei A € &, O = Q;; dann ist AL+-+ ¢ g2,
[L:] (Vor: & 2-abg.) [:h]
2. Ist |6] ungerade, so auch |6,

88/89

® = 2-tra Gruppe auf einer Klasse konj. El.: Niitzlich ist die Bemerkung (zwecks
Abschwichung der Indukt.-Vor.):
&, abstrakte Gr. [h:] ohne Zentrum [:h], enthalte ein Z derart, dass Ord Z = ¢
Primzahl, und Z # Z¢ — & = {Z,Z%}. Dann ist W< &, |N| =p”, p # q.

q

Bew: & nach ZsZ als Pgr. darstellen; Frobenius.

Verallg: Ahnlich wenn 2 < &, 2 abelsch, und aus G ¢ Zs 2 folgt & = {A, A},
89/90
[h:] 30.9.59 [:h]

Ganzzahlige Gruppen mod p.
(Eine Anwendung der Abschl von P Gr)
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1. [durchgestrichen: Vermutung] [h:] Satz [:h]: Jede irred. Gruppe 91 des Gra-
des n[h:]> 3 [:h] iiber GF(p), die alle oberen Dreiecksmatrizen [h:] D [:h] enthilt,

1 as a3 ... ap
1 0 0
ist transitiv auf den Vektoren # 0. [h:] D = 1 [:h]
’ 0
1
. M b .
Beweis: Stelle & = 0 1 dar als P Gr des Gr p" mit trans. el ab Gr, be-
stehend aus den < (1) [1] > Wegen Irred 9t ist & primitiv. & enthélt [h:] nach
Vor. [:h] eine elem abelsche p-Gr mit lauter Tragebieten der Lge p, nimlich
1 o1 o o, £
1 0 . . ) Pl R
1 0 . Die Tragebiete [h:] T,,.. = o | Tpor.. [h] sind
1
[h:] falls

(p'a’...) # c(po...) [:h] nicht gekoppelt, d.h. was auf einem alles fest 14sst, ist auf
den andern noch transitiv. Also kann man ganz klein zerschneiden, &) enthélt
Zyklen des Grades p, daher & 2-tra.

[h:] Aufgabe: Ubertragung auf beliebige Kérper [-h]: 93.5

90/91
[h:] Frage: Ist unter den Vorauss. von 1 vielleicht & D SL(n,p)? [:h]
91/92
Unendliche Permutationsgruppen.
1. Wird eine auf Q) tra Gruppe & erzeugt von Untergruppen, die auf ihren

Tragern primitiv sind, so ist & pri auf 2.

Bew: Jeder der Triger hat mit jedem Block B nur eine Ziffer gemein; die zugehor
Untergr. ldsst also alle anderen Ziffern von B fest, also ldsst sie B fest: B ist
Festblock G1 = Q.

Rudio gilt mindestens in der folg. schwachen Form:
2. Ist &priauf Q=T+ A; 1,2 €T, so gibt es ein G € &, das genau eine der
beiden Ziffern 1,2 in T" 148t.

Bew mit

3. Genau dann ist & pri auf €, wenn &; max.

92/93
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4. Ist & tra und das Erzeugnis von n < oo Untergr. §),, die auf ihrem Tréger
T, 2-tra sind, so ist & 2-tra

Bew: a) n=2, |TiNTy>2
b) 7’L:27 |T10T2|:1
¢) Vereinig einer Kette 2-tra Ugr ist 2-tra
d) Zorn

5. Damit folgt: Fiir beliebige Korper K gilt: Eine irred Gr & in K, die alle

a1 2 N %Y
1
enthilt, ist transitiv auf den Vektoren # 0. Bew: 6
1
a1 2 N %Y

[h:] Frage: folgt das schon wenn : : : € 87 [:h]

6. FEine primitive Gruppe mit einer auf ihrem Triger 2-tra Untergruppe ist
2-tra.

Bew am bequemsten mit () = &: &) enthilt alle Zweierzyklen, also alle
symmetr Gr endlichen Grades, ist also 2-tra.
93/94

Untergruppen von 2-trans. Perm.-Gruppen.

1. TIst & 2-tra, H < &, und besitzt $ ¢ Transitivititsgebiete, so ist |& : H] >
(t—1)(n—1)+1, wenn n =Grad®.

Bew: Die Darstellung von $) (als Ugr von &) enthiilt ¢ mal die 1-Darstellung.
also in dem irred Bestandteil &* des Grads n — 1 von & enthilt ) (¢ — 1)- mal
die 1. Daher tritt &* (¢t — 1)- mal in der von $ induzierten Perm.-Darst. des
Grades |6 : 9| auf; diese enth. ausserdem noch mindestens eine 1-Darstellg.

1’ Eine Ugr des Index < n in einer 2-tra Gruppe des Grads n ist transitiv.

2. Genau dann ist, wenn & abstr. endl. Gruppe, $H < & transit in der Darstel-
lung von & : K, wenn die Darstellungen von & : $ und & : £ aufler 1 nichts
gemeinsam haben «— & = HRK.

94/95
2.10.59
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Uniprimitive Gruppen

® sei unipri.
1. Jeder primitive “Maximalkonstituent“ 21 von &; ist abhéngig von jedem
Konstituenten £ # 1 von &: Ist G; = 1 auf K, so auch auf 9.

Bew: Sonst wire die normale Ugr von &1, die auf & = 1 ist, tra auf 9, also
wére der Max Konst 97 von einem andern unabhéngig,
1’ das geht nicht bei unipri Gruppen. 1’ Denn der Max Konst muss schon bei

R, intra. werden.
2. Ist der Maximal Konstituent 2-tra und sein Grad > 2, so ist & 3-tra.

Bew: a) Jeder andere Konst von ®; hat den gleichen Grad m. (1')

b) Jeder andere Konst ist mit 9t gekoppelt.
Sonst wéren die Transgebiete, auf denen &;,, eine Lénge # 1, m — 1 bekommt
(n € M), zusammen ein Fest-Block von {&1, &, }.

95/96

¢) %1 habe auler 1 noch ¢ Konstituenten; alle 2-tra, sind gekoppelt. Nimm
62 = & (abgeschl.) an. Dann enthiilt &, Elemente, die in ¢ Transpositionen
zerfallen; ihre Gr. ist 2¢- [h:] weiter besser mit 118, 18a [:h]
d) 14, H1p sind konjugiert in &;. Wegen der Koppelung der Konstituenten.
e) Es gebe ein El des Grads 2¢ der Ord 2, das A = (12) -+ lautet. Da N1
nicht tra auf den mit 2 gekoppelten Ziffern zuziiglich 1, hat A'®12 einen regul.
Konstituenten auf diesen ¢t + 1 Ziffern. Also versetzt A nur ¢t — 1 Ziffern aus dem
Trager von B19, ldsst also in einem der ¢ Konstituenten von &1 alle Ziffern fest,
also ist

A o @12 =1.

d) Sind etwa 3,4 im selben Transgebiet
96/97

von B1a, so gibt es B = (1)(2)(34) -+ € &13. Es ist Ao B = 1 nach ¢, und
A ldsst alle Ziffern eines Konst von &5 fest, also lidsst {A, B} eine Ziffer p
fest. In &, enthilt jeder Konst eine Transpos. von A und eine von B; und
wegen A = (1,2)---, B = (1)(2) haben in dem Konst., der 1 enthélt, A und
B keine Ziffer gemeinsam; wegen Koppelung gilt das Gleiche fiir die anderen
Konstituenten; also sind A, B ziffernfremd. Ebenso fiir irgend zwei Ziffern # 2
aus dem ersten Tragebiet von &15: A hat keine Ziffer mit dem Triger von 12
gemeinsam. Also versetzt A genau die ¢t + 1 Fixziffern von &5, esist 2t =t 41,
t=1.

97/98

Allgemeiner Satz iiber die Tra.-Lédnge von &;:
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1. Sei & [durchgestrichen: uniprimitiv] transitiv. Es gebe ein o > 1, das in ei-
nem Tra System der Liange [ von &; vorkommt, und eine Menge A ganzer Zahlen
derart, dass fiir jedes § [h:] Es geniigt dabei § im { Zletse;el;ﬂ Konstituenten
15 konj zu &1, in &,
9% =1

von &1, deren Lidngen € A sind, vereinigt einen [h:] (von @ abhingigen) [:h]
Festblock Bg # 0, von &; ergeben. Dann ist & imprimitiv. [h:] bessere For-
mulierung 100 [:h]

zu nehmen [:h] mit { die Tréiger der Konstituenten

Bew: [durchgestrichen: Wihle G = ( Cf ) sel G = ( (ié ; )]

Dann ist (81,) = ®14; G fithrt die Vereinigg der A-Triger von &, iiber

in die von &;3, wegen Unabh von (3 ist die Vereinigg also fest bei G,

also bei {G, &} zqéf
Die Vereinigg der A-Tréger jeder zu &4, konjugierten Gruppe &, ist Festblock
von &,. Daher die Vereingg der A-Trager von &, Festbl von &; & &, also

von {B1,8,} # 6.
98/99

2. Sei & unipri, B; enthalte 2 Tragebiete der Lingen a < b mit (a,b) = 1.
Dann hat &; auch ein Tragebiet der Lge ¢ > b, ¢ | ab.
[h:] Korollare: 1) max zu keinem teilerfremd. [:h]

2) pg—pq
Bew: [unklar] |a®!| = a. Wihle in A: A = {b}. Wenn &; kein solches ¢ hat,
dann entsteht jedes Tragebiet d. Lge b von &1, (oder von &5 mit 3% = a)
nur aus einem gleich grossen von &1,,.

.. . clab
[h:] Tra Lge b kann bei einer Ugr des Index a nur entstehen iiber {C|>b_ [:h]

3. Sei & unipri, B; enthalte einen 2-tra Konstituenten des Grades m; [durchge-
strichen: aber] dann enthélt &, einen lingeren Konstituenten mit ¢ | m(m — 1).

Bew: Nach 95.2 kann man annehmen, &; hat lingere Konstituenten; [durchge-
strichen: nach 99.2, dass ®; keinen Konst vom Grad m — 1 enthélt.] [h:] nicht
unbedingt nétig, machts aber bequemer [:h]

Wihle in 98.1 A = {1,m — 1}.

[h:] 1,m — 1 entstehen nur aus 1 und gekoppelten 2 tra m-Gebieten, da einmal
m — 1 auftreten muf}, dies nur aus 2-tra m entsteht, und hieraus folgt das auch
die 1-Gebiete nur aus m entstehen. [:h]

99/100
Uniprimitive Gruppen.

4. Sei & transitiv, a und g Ziffern aus zwei gepaarten Konstituenten von &;.
Sei A eine Menge transitiver Gruppen derart, dass [durchgestrichen: sowohl] die
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Vereinigung V' der Tréger derjenigen transitiven Konstitutenten von &,, die
zu Gruppen aus A dhnlich sind, einen Festblock von &; bildet; und dasselbe
gelte fiir &,3; eine der beiden V sei # 0, ). Dann ist & imprimitiv.

NB: Die beiden V sind konjugiert unter &.

A kann z. B. als Menge ganzer Zahlen vergrobert werden, indem man alle tran-
sitiven Gruppen gleichen Grades gleichzeitig in A aufnimmt.[h:] allgem: 105 (8)

Def: Dieses V heisse der A-Tréger von &1, [:h]
100/101

[h:] Uniprim[itive] Gruppen [:h]

5. Noch allgemeiner: Sei & transitiv; o, § in gepaarten Transgeb. von &;. Seien
Ri1, ..., R einige transitive Konstituenten von &, derart, dass nicht jeder Konst.
von &1, zu einem von diesen in & konjugiert ist.

Sowohl in &1, wie in &3 mogen die Tréger derj. Konst, die zu einem £ in &
konjugiert sind, jeweils einen Festblock von &; bilden. Dann ist & imprimitiv.

Bew: Durch Transf mit f i T = G folgt: Die Konst von &,1, die zu

R, in & konj, bilden Festblock auch von &,,.
[h:] Hierin steckt der Satz von den gepaarten reg Konst.

NB: Schwiichere Auss. bei Rietz 1904: Teil von 103 (3) [:h]
101/102

Uniprimitive Gr.: Normal-Perm.-Strukt. v. &,

Vorbereitung: Allgemeiner

Satz 1. Sei K eine Menge von Permutationsgruppen # 1, ) # 1 eine Permuta-
tionsgruppe. K enthalte neben jeder Gr. £ auch alle subnormalen Untergruppen
# 1 von R Dann gibt es (genau) eine umfassendste subnormale Untergruppe
$/K von $ derart, dass kein Konstituent von $/K [durchgestrichen: konform)]
diquivalent ist zu einer Gruppe aus K ([durchgestrichen: konform] dquivalent:
durch eineind. Abb der Tréger ineinander {iberfithrbar).

Bew: Sind 91, 92 <1<t $H und haben beide keinen Konstituenten aus K, so hat
<3’)1,3’)2> = f3 auch keinen: sonst wire auf dessen Trager T etwa Y)lT =% 1, und
9T <<nl e K - 9T e K.

2. Das 9/T ist kovariant bei konformer Abb. von $: Ist o eineind. Abb des
Tragers, so

(9/K)" =97/K.
102/103
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3. Satz: Sei K wie in 1. Sei & transitiv, primitiv. Seien K, £ zwei gepaarte
(transitive) Konstituenten # 1 von &1, und o € Trd &, § € Triger £.

[h:] Def 3": [:h] Bezeichne &;/8 die grosste Untergruppe von &1, welche in K
=1 ist. Dann ist
(@1/ﬁ) /K =1,

wenn R, € K und £ € K. Dann ist {&,/R} /K = 1.

Bew: Es ist &1/8 <1 &1, daher
(61/R) /K < 6.

Ebenso (61/£) /K <<1®; [h:] = &15/K [:h]. Nun ist x &1,/K = (61/R) /K <
&1, denn die subnorm Ugr von &; ohne Konst aus K liegen in dem Normalteiler

®1/R von B;. In & gibt es G = ( ? ;

®g/K < &g, aber auch <& nach
<4 (®1,85) = 6, da |6] # p [durchgestrichen: oBdA].

o >, also folgt aus

4. Rechenregel: Sind £, £ zwei Konstituenten von 90, (9% von $)), die zusam-
men M iiberdecken, so ist

H/M={H/8}/L.
103,/104

5.  Allgemeiner: Sei K wie bisher eine Menge von Permgr # 1, die stets auch alle
subnormalen dazu enth#lt. Sei & primitiv. Seien «, 8 Ziffern # 1, die beziigl.
A gepaart sind. Der Triiger von &1,/K (wenn das # 1) erfiille genau einige
Transgebiete von &1; ebenso &13/K. Dann ist &1,/K = 1. [h:] Besser 8 [:h]

Bew: Da &1,, 813 konjugiert in &, sind auch &,/K, &13/K konjugiert, also

auch ihre Triger T'(«), T(3), und zwar, wenn G = (

®15, daher T'(a)% = T(B).
T(a) ist fest bei &1, ebenso T(B). Also T'(a)¢ = T(B) bei BF = &, also bei
(6q,85) = &. Es folgt: T(3) leer, &15/K =1 konj. = &1, /K.

a 1

L g

ist 8¢, =

[h:] 5. & pri. R, £ zwei gespiegelte Konstit. = &; 148t sich mit Hilfe der trans
Konst. der Ugr von £ und £; und £; bis zu 1 abbauen. [:h]

104/105

6. Sonderfall: Wenn & pri, «, 0 gepaart: 1, K subnormal abgeschl, so folgt aus
@1a/K <1 &1 und @15/K<1 (R
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stets 1,/K = 1.
Ein Sonderfall hiervon ist 3.

7. Bessere Definition von $/K:
$H/K ist die kleinste Untergruppe von $), die in der Form

H/R1/Ra/ ... R

dargestellt werden kann (siehe Def 3’).
Jetzt darf auch 1 € K sein.

HS: [h:] enthélt sowohl 104 (5) wie 100 (4) [:h]

8. Sei & pri; * sei ein normaler Verbandsoperator auf &, d.h. % ordne jeder
Ugr $H < & eine H* < & zu, so dass stets $*¢ = §C*. Scien a, gepaart bzgl.
1. Die A-Triger (fiir gegebene Konstituentenmenge A) von &7, und &7; mégen
je einen Festblock von &; bilden [h:] z.B. &1, < 15 << [:h] Dann [h:] sind
die Triger = 0V Q. [:h] ist &5, = 1. [h:] Gilt das auch fiir |Q = co? [:h]
[Randbemerkung rot: Def A-Tréiger 100]

9. $ — $H/RK ist normaler Verbandsop.; auch ) — /K, wenn K subnormal
abgeschlossen, ist wohl sogar Nachinvar.-oper.!

105,106

10. Sind p, o normale Verbandsop[eratoren| auf &,
soauch pNo: H77 =H° N Ho

pUc: HPY7 = <f_)”,5’)"> (Erzeuger)

poi o= (9.

11. TIst o normaler Verbandsop|erator] auf &,

dh fiir { 523 stets 57 < &, 997 = 576,

so ist H° ﬂ./\/'ﬁ. Denn $°N = gNo,

12. Sei & tra; o gepaart: 1.

Vor V,: Die Tra-Gebiete von &1, lassen sich so in zwei nicht leere Klassen
einteilen, dass kein tra Konstituent von ®;, dessen Triager der einen Klasse
angehort, mit einem der anderen Klasse gekoppelt ist. Ebenso gelte Vg

[h:] Vermut[un]g: Dann & impri [:h]

106/107

13. Einen weiteren normalen Verbandsop. erhélt man so: Sei & als Per. darge-
stellt, R eine P-Gr; setze fir H < &

$H? = Erzeugnis aller Ugr von §, die einen zu K konformen Konstituenten ha-
ben.
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14. Sei & pri, 4 < &q,. Die Abschliessung von i in &1, habe auf a®! den
Konstit. 1, [h:] und die Abschl von i in &5 auf %! [:h]. Dann ist 4 = 1.

Bew: auf
H° = Abschl { in H wende 8 an
= Erzeugn aller in & Konj zu 4 in 9

[h:] bzw << [:h]
14’. Sei ® pri, 1 < U< B14; @, 8 gespiegelt. Dann gibt es

c [h:] << [:h] .
U =4 < B mit Y#1 auf o
" [h:] << [:h] ®
oder W =4 < Gig ... W#1 7 pgo

[L:] ebenso folgt 6 in der Form [:h]

15. Jede subnorm Ugr von &1, hat unter Vor 15 [ d.h: & pri, a®! = &, 3% = £
] einen Konstituenten, der zu einer subnorm. Ugr # 1 von &, oder £3 konform
ist.

Bew: 7 = Erzeugnis der subnor. Ugr von £, die = .
107/108

16. Ist & primitiv, &, £ gepaarte Konst von &1, £ reg, so ist A NN R, = R,
oder |&;] = |R|. Daher hat R kein Zentrum im ersten Fall.

17. & pri, £ reg — &; hat |£]; Ziffern fest auf A, also |£| mit K gekoppelte
Konstituenten, wenn K pri.

(14’ = 18. Sei & pri; I' und I seien zwei gepaarte Transit-
Gebiete von &1.
Sei a € I, o gepaart zu a.
Sei U < B, bzw
<< B14. Dann gibt es 4 so dass
entweder U < &1, [hier <<1B1,], UG £ LT
oder <Big .. <<Big), UG£ LI

[h:] nichts [h]
“ neues “

19. Jede KFG A der pri Gr &1 in &1 /8K, der nicht in R, auftritt, tritt in £ und
£ auf. In £5 nach 18. In £: Sei M die grosste rein A-kopfige subnormale Ugr
von B1,. Sie ist = 1 auf &, also < &q; sie ist # 1 auf £ [sonst wire sie in &g,
also = der entspr. Ugr von 1g]. Also hat sie, da < &1, in £ einen Normalteiler
# 1 von £ als Konstituent.

108,109

Vor: Stets & pri, K, £ [durchgestrichen: gekoppelt] gepaarte tra Ko &
(@) (B)
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20. Bezeichnet E(®) die Menge der KFG (ohne Z#hlg der Vfen), so ist
E(61,) = E(Ra) + E(61/8) N E(L) N E(£y)

Bew 19, daher
E(&1) C E(R) + E(£) + E(Ra) N E(Lp)

21. Folge: Wenn £ einfach, ist E(&1) C E(R) + E(R,)

21 -1~ Wenn Gf =1 —Gf =1,50 ...
Bew 20: [durchgestrichen: wie 19] E(£) C E(R)

Allgemein:
21”. Wenn E(L)NE(£3) C E(R) + E(R,), so0 ...

22=19: Jede subnormale Ugr von &; /R (od. &1, ) imitiert entweder einen subn.
K. von R, oder einen von £ und einen von £3.
[h:] d.h. enthilt dann Konst. # 1 konform zu - - - [:h]

23. Hat R einen transitiven NT 9N, so ist jeder KF von & entweder einer von
N oder von RK;.

109/110
24. |Q] = oo, & pri, ein [a®!| < |Q| — alle |3%1] < Q.

24'. |Q] = 0o, & pri — alle |3%1] < co oder alle |3%1| von gleicher Miichtigkeit.
110/111

Unendliche Permutationsgruppen.

Sei & tra auf Q, |Q] = co. Sei € die Gruppe der G € & mit endlichem Triiger.

. 0T cCQ ud I: eng@undGLFﬁ{aG,ﬂGH:l
’ & pri und o # 5 II: C\:/n(a =3, =p)

—\/(@"eT,s" ¢T).
H
Bew: Sei R, = {G € & | w® €T}
Bew. indirekt: Wére £, C fg, so wire
GsRs = Rg; Gﬁg C Ry C Rp; R = Gnﬁg - Gﬁg.
Also GRz = R
R = (85,G)Rg = BRz W!
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[h:] Gibt es etwas Ahnliches bei topologischen Perm eines topol Q7 etwa o, 3 € A
kompakt, ex ) < & mit A% = A. [:h]

2. Def: & stark pri, wenn zu jedem Paar o # [ und jedem I' # 0,Q ein G € &
ex. mit ¥ € T,8% ¢ T

[h:] Gibts das bei Tits? & stark pri — & pri. [:h]

3. Sei & pri, und die Menge der Elemente endl. Ord sei tra auf ; z.B. sei
¢ £ 1. Dann ist & stark pri. [h:] Ohne — gilts nicht; & = ( . ) , a>0.

ar +b
a=0,0=1,T={z >0} [:h]
Siehe hierzu 9

111/112
4. & pri, ex G € ® mit 0 <GrG = a(< 00) — Die Anzahl der Tra-Gebiete von
61 ist S a.

Bew: Sonst & = <(’5a, G> intra dabei ist a© # o vorausgesetzt.

5. Paarung der Konstituenten von &;. Sei A = 3% ein Tra Gebiet von &;.
Setze 9 ={D € & | 1P € A} und A’ = 17",
Dann ist a) A’ ein Tra Gebiet von &

b A=A
, , d 1
o &=V le=(7 )]
Geod
dEA
; dp 1 ...
Bew: a) Wihle D € 0 fest; D = .
1 6y ...

Dann (I) 0= 61D71®1
also 207D =8, D6, A =1P% = 5
b) Hiernach A” = §®1 = A, da man in a) D’ = D! withlen kann.
112/113

J 1
1 6
§* = 1P fiir pass. G1, D wie a), also

1 9
ba- (L0 )

[h:] 6. Vermutung: Gepaarte Transgebiete haben nicht immer gleiche Lénge ...
Stimmt:? [:h]

¢) Wenn § € Ay ) € G, ist nach a) 6* € A’. Wenn 6* € A/, so
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7. Seid € A. Genau dann ist A = A/, wenn (1§)--- € G.
Bew: 5 c).

Falsch ist die Vermutung:
8. Sind |A| und |A’| endlich, so =. [h:] Aber stimmt vielleicht wenn & pri [:h]
n

1
& aller mit Det. 1 konjugiert zu ihrer Untergr $’ vom Index 2. Stellt man &

nach § dar, so ist also § = 65,9 = 6, § ®s. Mit D = ( ? ; ) wird
635@1; |A|:|®1:®12|:1

Beispiel: Die Gruppe $ der Matr. n = 0,%£1,... ist in der Gruppe

|A/| = |Q51 . @13| =2
113/114

. ] o, B € Q[
9- ®pr17{0<|A|<oo—) eXG:aGeA)ﬁG¢A'

Bew: OBdA seien o, 8 € A. Wihle A = (12...) - - - Ist dieser Zyklus C' endlich,
so stimmts nach 1.

Ann: Ist aber C unendlich, so ist etwa C = (nil),

QA:2€A*>5A:3€A.04A2:3€A—>6A2:4€AUSW:TL€A.W!

10. N® pri in &%, [durchgestrichen: &, habe fiir i eine Tra Lge k < oo,
k = a®';a # 1]. Ferner sei entweder N'® stark pri, oder ®; habe nur endlich
viele endliche Tragebiete. Dann sind alle Tragebiete von &1 endlich oder haben
alle die gleiche Méchtigkeit. Ist /& stark pri, so haben alle a®1, a # 1, dieselbe
Miichtigkeit, falls wenigstens ein |a®1| = co.

Bew: a) & stark pri @ = 14+ ® + ¥, Sei a = co = |a®1|, ® = Vereinigung der
Tragebiete mit Méchtigkeit < a. Sei ¥ # ), wihle o € ®. Ist a € ®, so hat &,

auf U lauter Transgebiete einer Michtigkeit > a. Nimm G = ( ; Z ),

dann enth. QS?;I < 6571 = &1 « in einem Tragebiet der Lge > a W!
114/115

b) & pri und &; hat nur endl viele endl. Konstituenten: Vereinigg sei wieder

@.Nacthibtesmit{ A=1+0 einG( 1 a

ncd o 1 _ ) weiter wie a).

11. & pri, € # 1 — &, sowie &; haben nur unendliche Trageb. # 1, und &; nur
endl. viele
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¢ tra

&, endl viele nach 1124.

alle gleich lang nach 10, da & stark pri nach 3.

¢; hat nur endlich viele Tra Léngen, [durchgestrichen: nach] da

¢, <18 und a)

Da € Ugr mit beliebig langen tra Konstituenten enthélt (e)), hat &;
mindestens ein unendl. Tragebiet nach c)

e) € hat nur unendliche Tragebiete nach 10.

Lzee

o
Nz

[h:] Frage: Welche verniinftigen Relationen sind mit & vertréglich? [:h]
115/116

12. € tra, €; nur unendl Tragebiete # 1 — Zu jedem A C Q, |A] < oo gibt
[durchgestrichen: gibt es eine endl Gruppe $ < & mit § pri auf A%.] es ein

A" > A, |A] < oo mit € pri auf A’ [hi] dh. = {E | A’ £ A"} [:h).

Bew: a) Es gibt A tra auf A® zu jeder der Ziffern 6y, ...,6, von A wihle ein
Ey=(610,..) -, A= (B, ... E,)
b) Sei oBdA 1 € A. Zu jeder Ziffer 1 < §, € Tré A wihle eine Ziffer

€y,
b ¢ Tra 2

wihle B, = ( L oy
1 n

ist § primitiv. Dann sei I" ein Block, der 1 enth. und noch ein ¢. Es ist T'B» =T,

dalel.

a) Wenn ¢ ¢ Tra 2, s0 (* =(, T* =T =19

b) -1- (=4, € Tra 2, so ist n, = 68 €T, also a) anwendb

) € €, setze = (A, By, By, ...). Auf A/ = A9 =19

12a. Sei ® tra , fiir o # 1 sei stets 1 + |a®1| > 1Gr G f. alle G € . Dann ist
& pri

Bew: Block von 1 bleibt sonst bei allen G fest.
116/117
13 Hauptsatz: € tra, nur unendl. Tra-Gebiete bei €, — & > A = alternierende

Gr.

Bew: a) Zu jedem A gibt es A’ > A, so dass € eine tra Ugr mit Triger A’
enthilt, wihle A so gross, dass 4 = €N &2 # 1. Nach 12 gibt es § pri auf
A% = A’. Dann ist € = 49 tra auf A’.

Also jede endl. Ugr {4 von € lisst sich in eine transitive i’ einbetten, deren
Normalisator in € auf dem Tra ' pri ist
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b) Durch weitere Vergrosserung kann man 4 < 4 < 4" =2-tra erreichen
(14).

¢) Durch weitere Vergrosserung < " k-tra

d) Ein transitives Erzeugnis von k-tra Gruppen ist k-tra. Wihlt man zu
jedem A C Q eine auf einer Obermenge von {1, ..., k, A} k-tra endl Untergr
von &, so erzeugen sie also etwas k-tra. Also & k-tra fiir jedes k.

117/118

13’.  Ahnlich beweist man: Ist & tra, und ist [h:] fiir o # 1 [:h] jedes |a®1| >
a >GradG f alle G € &, so gibts zu jedem A mit |A| < a ein A’ mit A < A/,
|A’] < a, 2 pri [h:] Def 116 Frage: Vielleicht stark pri? [:h] auf A/, & N &2
tra auf A/

14. HE tra, 9= HP, | Trd Ho| < a < Q — $; enthilt ein Tra Gebiet A mit
Al = a.

Bew: Setze i = {Hoc} i € A, |A| = a wihle A C Q: so dass

ge_ (1
(673 N ’
a; € A, |A| = a U ldsst etwas fest, da Gr U < a. Also UG < 9.
14’. TIst H < By, & stark pri, § > Hy, (Trd Hp |< ©, so hat jedes Tra Gebiet
von $); entweder die Linge || oder die niichst kleinere Méchtigkeit.
118/119

15.  Von zwei gepaarten Transgebieten von &; hat, wenn & pri, wenigstens eins
die Linge [Q|.

Bew: sonst wiirde das Paar (ungeordnete) (12) (wo 2 € A angenommen) nur
in weniger als || Paare durch & iiberfiihrt werden, etwa in a Paare. Aber
jedes 0 € Q ist durch endlich viele Bilder von (12) mit 1 “verbindbar® wegen
Primitivitédt von &, also ist || < Vg - a,= a.

16. Sind 1, ein ,Rudio-Paar®,so [a®!| = ||, wenn & pri.
®; hat ein |A| = |Q| nach 15. wiire [a®1| < |Qf, |Q] = 1+ & + ¥, wo ® die
Trageb. < || enthiilt, so gibt es G = ( (f :i] ); B¢, = (1)--- enthilt o
in Lge Q.

119/120
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17. & stark pri, a # 8 — |a®8] = |Q].
Bew: 16, 10.

18. Genau dann ist & nicht stark pri, wenn es zu jeder (oder einer) Ziffer, etwa
1,ein 1 € A C € gibt mit der Eigenschaft:

19 A — A% CA.

Es gebe so ein A; sei 2 € A. Dann gibt es kein G mit 1¢ € A, 26 ¢ A: & 777
Nach 19 d gibt es & # B, > . Sei A = {§ | § < 1}, D {1}. Ist G =

)
)
(; @ ) ,s0a < 1,also a ¢ A: A # Q. Aus 1¢ € A folgt 1¢ < 1;

120/121

19. Sei 0 € T' C Q. Schreibe o < 3, wenn aus a“ € I stets folgt 3¢ € I
T

a) Ist & pri, so folgt aus a > fund a < | stets a = .

Dann schreibe kurz a~g3

Dann ist das eine mit der Gr vertr. Aq.-Relation, weil gilt (bei belieb &)

b)azﬁ—leZBG f. alle G € ® und
ax>p,>2y—a>y 7
a') Ist also & pri, so ist > eine Halbord[nung] auf Q.

_ ' ' a#p
d) Ist & nicht stark pri, so gibt es § T it o < g -
T

e) Ist & pri, aber nicht stark, so gibt es eine nichttriviale Halbordnung auf €2,
die mit & vertréglich ist.
[h:] Kurz: pri=équ-feindlich stark pri=Ord.-feindlich [:h]

20. Genau dann ist & nicht PLi ., wenn es eine nicht triviale
stark pri

{ Aquivalenzrel, auf 2 gibt, die mit & vertréglich ist.

Vorordnung
pri . ..
& . ¢ <> & nur mit den trivialen
st. pri
Aqu-Rel.
Vorordnungen =refl tra Relation
Das gibt kurzen Bew fiir 10:
Ist # in kurzem Trgeb von &,, v in kurzem von &g, so v in kurzem von &,:
77a Z /8“

} von ) vertrigl.
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Bew: &, : oy <6, 1 Gopy <G, 1 Gop - Bup: B,y — Dreiecksungl!
121/122

21. Setzt man 6,&3 = (Abstand)= log (&, : &,3), so gilt die Dreiecksunglei-
chung;:

6,06, < 6,865+ 6308,.

22. zur Abschliessung: Ist Y < &, so heisse A C Q $l-zerlegend, wenn U =
(UNGA)UN G2 [h] = (UNUA)E N YUar) [-h]. Sei U 2-abgeschl[ossen].
Dann gibt es minimale il-zerlegende Mengen A;, und jedes A ist > der in A
enthaltenen minimalen: Unbeschrinkte Verein.- u. Durchschnittsbildung ist in
der Menge der Menge 3 der -zerlegenden Mengen ausfiithrbar. i zerfillt also
in unzerlegbare ziffernfremde Zerlegungsbestandteile.

23. Allg. Bemerkg iiber pri Gruppen:

man sollte die Sétze iiber sie allgemeiner formulieren: als Existenzsétze fiir
Blocke beliebiger (nicht notw transitiver) Gruppen: z.B. Ist der A-Triger T
von &1, fest bei &1, und der A-Triger von &1, fest bei &, (o gepaart zu ),
so ist 11®1:82} € T wenn (1) € A. Also enthiilt T einen Block von &, der z.B.
1%2 umfasst. [T fest bei N ;5] [h:] oder Konstr. von Aqu Rel u Halbordnungen.
Genauer fassen! 5 < 617 [:h]

122/123

24. Aufgabe: Bestimmung der pri Gruppen, bei denen |3%1| = 2 existiert.

25. Die U-zerlegenden Konstituenten von Nr.22 koénnen zur Kennzeichnung
(invarianter) von Ziffernmengen unter 4 herangezogen werden. Z.B. A*-Triiger:
Vereinigung der Tréger A solcher Konstituenten K von i, fiir welche A U zerlegt
[und man kann dann noch etwa verlangen, dafl 4{/R € gegebener Konstituen-
tenmenge M liegt]. Fiir solche Konstruktionen braucht man Ziffermengen, die
fest bei M4l sind.

26. Die (mit der Gr &) vertréglichen) (Halb [h:] vor [-h])-Ordnungen O; <

sind ein Verband beziiglich unbeschréinkter Durchschnitts- und [durchgestri-
chen: Summen)] [h:] Erzeugnis [:h] -bildung: [h:] O; C Oz heisst: a < 8 — a < 3
1 2

[+h]
O =(0;: Durchschnitt: a<p < a<ffallei

=UO0;: Summe : —sa<a <an<..<p
3 7 k
ESiStOlﬂOz;—l—OgﬂOgg(01+02)ﬂ03
123/124

27. Wenn & pri, ist jede Vorord von 2 eine Ord (immer unvollstindig) und
umgekehrt (denn eine Aqu-Relation, die nichtrivial, ist nie Ordnung)
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® nicht pri < es gibt Aquivalenz

® nicht stark pri < es gibt Vorordnung
& pri < jede Aqu trivial

& stark pri « ,,Vorordnung*

28. Manning S. 89 gilt auch bei |Q] = co: Hat ® Blocke B; 5 1 so, dass jedes
«a # 1 in genau einem B; liegt, so ist 12 = 1.

Bew: Durch o # 3 gibt es genau eine ,,Gerade* BY

29. Als Bezeichnung fiir eine (teilweise) Vorordnung eignet sich o < 3.

124/125
Nur-2-tra-Gruppen.

[h:] Hierzu M Hall, Proceed. Sympos pure Math I, 39 [:h]

& sei auf Q 2-tra, nicht 3-tra; $ tra auf A C Q, H # 1; | =Grad$H < n — 2, also
<n -3, 9 maximal; etwa H < &5

-1
1. 1>5=
2. 9 ist die einzige Konjugierte in &1s.

3. Def: Gerade = Fixmenge von $) und Bilder.

4. Durch je zwei ,Punkte® (€ Q) geht genau eine Gerade [h:] (Anzahl d. Pkte:
q + 1 bezeichnet) [:h]

5. Wenn sich je zwei Geraden schneiden, ist $) abelsch, da Translat-gr. einer
Transl-Ebene.

6. & ist Dreiecks-transitiv.

7. Jedes Biindel von Geraden wird von jeder weiteren in ¢ + 1 Pkten geschnit-
ten, wenn jede Gerade g + 1 Pkte hat.

[h:] 7a. g ist die Lge des einzigen maximalen Blocks von &; (oder $®1) [:h]

8. Sind ~; die ¢ Pkte einer Geraden g, so gibt jedes -y; eine Einteilung von {2 —g
in Blocke: Geraden durch ;. Also $ hat ¢+ 1 Blocke [ « fest] mit je ¢ Ziffern.
Daher g=n—1-1.
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9. HNHT hat sogar 2(q+ 1) Blocke etwa mindestens: Jeder Pkt der von g und
g7 ,aufgespannten“ ,Raums“ gibt eines, mit ¢ Ziffern.

125/126

10. Jede transitive Ugr € < & vom Grad m besitzt durch jede Ziffer o minde-
stens n —m Blocke [h:] der Lge a [:h], die zu je zweien nur « gemeinsam haben.

Nimlich die Schnitte Triger T N af, 3% = f.

11. Also ist, da m > ¢ — 1, so dass bei a,f fest bei $§ nie Trd $ C af,
m>1+4+(¢—1)(n—m), m>n q;ql > 5 mit ¢ [n—1.1< g = Defekt § in &;.
[h:] = Manning S. 96. Hieraus folgt Satz iiber Zyklus wohl schon bei Jordan.
[+h]

12. Und wenn ¥ keine Frobeniusgruppe, dann ist nach Blatt bei Manning S.
89 sogar
m>1+qgn—m)+q, m>(n+1)qg/(g+1)

13. Und wenn ¥ keine Frob Gr. und n —m > 8, ist m > 14 ¢(n —m) + 3,

q > 1; also

1 4 4
+qn > q n> =

q+3/47 4¢+3 7

14. Ist & genau 3-tra, ¥ < &, und erzeugen die T € ¥, T' = (la...) stets 4 mit

|14 > 3, z.B., wenn m = 1 (2), so wird bei T tra Gr zu

m > n

m21+(”;m)(q1), q>2
alson>@ n—m<V2n

Bew: Nenne Gerade die Fixmenge von HT, $ max transitiv in B93 usw

(n—m)t~ <

< Lo(t-1)

Das gibt leichten Beweis fiir Marggraf 13.5
126/127

9.10.59

[|15. & sei k-fach (k > 1) tra und enthalte eine tra Ugr §) des Grades m derart,
dass m < (7};_?), und dass die H = (lae...) - a# 1 in Trd $), eine Gr 4 mit
|1%| > k erzeugen [h:] z.B. sei fiir 1 < d | m stets d > k, oder: § besitzt keinen
Block der Lénge 2. [:h] Dann ist & (n —m + 1)-fach transitiv; [h:] sogar $®. [:h]
Forts: 138.

16. NB: Ahnliche Schliisse gelten fiir z.B. genau 2-tra Gruppen &, wenn & ei-
ne darin schwach abgeschlossene Untergr §) enthélt, deren Tragebiete alle ldnger
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sind als n — 1 — m; dabei bedeutet m =Grad$), und $) versetze nicht alle Ziffern
#1,2; dh. m < n—2;esist ¢ =n—1—m zu setzen; ¢ ist die Liange eines
passenden Impr.-Gebiets von &;.

17. Fiir alles obige wird die Transitivitit von & auf den ungeordneten k-Tupeln
geniigen; vielleicht noch weniger: [h:] ,,schwach k-tra“. Besser: k*-transitiv (= k-
set.-transitive) [:h]

127/128

[h:] Noch G nur 2-tra. [:h]

[|18. & heisse eine Torse [h:] Besser: ,,Regelgruppe®[:h], wenn  mit ,, Geraden®
aus jeweils 7 > 3 Punkten (7 < n) derart iiberdeckt werden kann, dass je
zwei verschiedene Geraden hochstens einen Punkt gemeinsam haben und & jede
Gerade stets in Geraden iiberfiihrt. [h:] Es ist dann 7 — 1 | n — 1. [:h] Dann gilt:
(6 kann intra sein!) |Q| = n.

|[a) Der Minimalgrad einer Torse ist > %.

Genauer: b) Ist ® Torse, U < &, a® # a, so [h:] ist [:h]

n(l - 1) fir 7>3

T—1

Gru>{n(1—ﬁ)—ﬂ'+1+|au| f. w>3.

Bew b): [h:] Bew kiirzer durch Zéhlen der Geraden durch a: z.B. II: | < "T_l,
wenn n = m + [. [:h]

Bew: U lasse 0y ...0; fest; k=n—-Grid=n—m

L. Sei einmal i # j, |af; N aBi| > 2; so ist af; = af; = BiB; fest bei n also
= aat = ad fiir alle o € o™, o/ # a. Daher

n > 7 +(@-1)(n-—m-[r—laY])

[e7e
1

T —

m >

1
+n(] __> — (ﬂ-_lau|+])
II Ist stets |aﬁlﬂaﬁ]| = 1, SO

n > + (n—m)(r—1)

1

|

«
m > n(l— 1 )
Tm—1

128/129

III. Ist 7 = 3, so kann nicht |a3; N aB;j| = 2 sein, dann af; enthilt o, 3;, ;.
Also gilt a) fiir 7 = 3 nach II.
IV Bew a): fiir 7 > 3 ist nach I

m>n@i)@mﬂ+nf@y
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steigt fir £<y/n, und da = =

da f(z) monoton [durchgestrichen: fillt die] Eillt N

7 —1< 223 (es gibt [aBN 73| < 1), haben wir

s = [

2
= min [§n+|au|3;..}

> g firn>6
V. fiir n < 6 gibt es keine Torse.

[h:] Also mit n = m + 1 ist | < "T_l in Fall II, sonst < ”T_l +q—|at (1 =
Fixpunktzahl von ) [:h]

19. Kriterien fiir Torsen:

a) |®qp| sei unabh von Wahlen a # (. Ferner sei |&,5| # 1, und jedes G,z
lasse die gleiche Anzahl 7 von Ziffern fest, 2 < 7 < n. Dann kann man of =
Fixmenge von &,5 777

129/130
b) Jedem &qp sei ein &5 < Bop invariant zugeordnet, so dass aus
6Zﬁ S 676
folgt
Qs?;ﬁ = 675.
|[Dann kann man die Fixmge von &% 5 als o3 wihlen.
Das geht insbes., wenn & nur 2-tra, & > $, GrH) < n — 2.
¢) Ist & [h:] schwach [:h] 2-tra [h:] im Sinn von 17 [:h], so kann man
op = Abschl von U in 8,4 wihlen in b)
oder = Groésste Untergruppe, von der kein Kopf isomorph

einem Ausschnitt einer geg Gruppe £ ist
= [durchgestrichen: Grosste Ugr von &3, von der kein
?[subnormaler]? Konstituent in K liegt; dabei K wie 104.]
= grosste Ugr von &4, die keinen Konstituenten aus A hat;
dabei A eine Menge von Pgr, die alle
Untergr # 1 mit enthélt.

20. Sei & 2-tra, und R ein Konst. # 1 von &15. Ist Min Grad® < 5, so imitiert
jede Ugr # 1 von &1, eine Untergr von K. Ist also z.B. K auflosbar, so &1 auch.
Jeder KF von &q5 ist Ausschnitt von K.

130,131
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21. (=19 d) Fortsetzg.) Wenn man in einer schwach 2-tra Gr & die Traléngen
von B9 so in 2 Klassen einteilen kann, dass jede Lange [ der einen Klasse und
jede I’,1"” der andern Klasse die Eig haben

1
> 1",

so bilden diejenigen der I’ eine ,Gerade“ , z.B. Wenn in einer schwach 2-tra

Gruppe des Grads 19 &5 die Traldngen [1,1,8,9] hat, so ist [1 1 8]
+ +

Gerade, n = 10, oder [1,1,2%,2% ... 9]. Also ist dann Mingr. m > 19(1 — §) =

162 m>17— B3 =1

[h:] Fortsetzung 23 [:h]

22. Allgemeine Bemerkg: Auf die Konstituenten von &;, wenn & tra, hat die
Einbettung von & in eine tra Gr. vom Grad 1 hoher fast so starke Wirkg als ob
® pri wire.

131/132
23.(=19 ). Ist B 2-tra und gibts ein A 5 1,2 so dass zu jedem § > 2, § € A

eine Konstit-Menge Aj existiert, so dass
A = A5 - Tréiger @125
= A(; — Tr'a'uger @125/

ist (8’ sei in &1 zu § an 2 gespiegelt), dann ist A eine , Gerade*.

24. Satz von Rietz: Sei & tra, sei &; = MAL &1||R = M habe Transldngen
alle = m; R und £ seien gepaart. Dann ist m = 1.

Sonst &%, = Abschl von 90 in 15 setzen. Da MM v ML, hat B3, lauter Trans -
ldngen, die durch m teilbar sind (25). Also lisst &3, 1+ Am Ziffern fest, A > 1.
Gibt Gerade: ® ist Torse. Aber MinGr® < 251, [h:] Kiirzer: 123 [:h]

25. Ist AB = €, alle Permg, so ist jedes Transgebiet # 1 von € Vereinigung
von solchen # 1 von 2 oder von B. Dann € = A B,

132/133
10.10.59

[rot durchgestrichen: 1. Verallgemeinerung des Satzes von Rietz: Sei & pri,
G =1k R L1--L
£ £

die Zerlegg in tra Konst. K enthalte alle selbstgepaarten Konstituenten, und zu
jedem £, den gepaarten. Dann ist £ treu. [h:] d.h. £ enthalte in jedem £, ¢ &

ein gespiegeltes. [:h]
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Bew: Sei 9t = &,]|R; dann ist stets

MvME: a) G= 1 )Hmzmﬁ
n oa=(" ')HmﬁgaNm
) G= i ')ng(é,i'“)amﬁlgNm.

Da M v ME, ist M <1< B; da & pri, nun M alle Ziffern versetzen. W!
[h:] NB: hierfiir geniigt Maxbedingg f. d. Obergr. von 9 in &. [:h]

2. Verallgemeinerung: Ist & nur tra, so gilt doch g1 ||& << &, daher ist m durch
den Grad jedes tra Konst von &1]|R teilbar.]

Aufgabe: Die 1% tra Pgr. untersuchen, bei denen alle tra Ko von &; gekoppelt
sind. Anh bei ihnen sind je zwei .3 konjugiert, also Methode 125{f anwendbar,
[h:] wie bei den schwach 2-tra. Diese Klasse ist wichtig. [:h]

133/134
k-pri P-Gr. &

1. Def allgemein: Ist ) eine Perm Gr, a € €, so sei H* der Konstituent von $
auf 9.

(123)(...)  oder
(1)(23)(...)

1, d.h. &123 abzubauen mittels subnormaler Ugr von (@?2)3

2. & 2-pri, es gebe T = { in &. Dann ist G123||s (@?2)3 =

Bew: <1®5; mit T ! transf: <®3. <<Q512, @13> = 6. Da 3 fest, ist das = 1.

3. & kpri — G192 kalls (5 1), = 1, wenn & > T mit {12.. . ka}T =
{12...ka}, oT # a.

4. Ebenso, wenn nicht & k-pri, aber & <1 § k-pri.

Frage iiber mehrfach tra PGruppen: Wie gross ist die Minimalzahl M > 1 von
Tragebieten, in welche die geordneten m-Tupel von Ziffern zerfallen kénnen un-
ter einer nicht k-tra Gruppe &7 Wenigstens die Grossenord. von M in Abhéngig-
keit von n = |Q? M < m — & tra.

134/135

Spiegelung an mehreren Ziffern
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Etwaan123 ..k
Wihle eine ,,unvollstd. Perm.“ 7, die k — 1 dieser Ziffern 1 2 ... k auf k — 1
bestimmte, auch der Reihenfolge nach, abbildet. Z.B.

(12 L k-1
™\la2 3 ... &k )
1 2 ... k=1 k ~
2 3 ... k A 1

auf dem Defbereich von 7 mit 7 iibereinstimmen. Dann gibt v < 4/ eine [durch-
gestrichen: involutorische| Zuordnung I' < I'™ zwischen den Trans Gebieten von

®12.k; zugeord Gebiete haben gleiche Linge. (I'™)™ =T

und betrachte alle G € & der Form G = ( ) die also

) 1 2 ... k-1 k ~n
Bew: Neben < 9 3 i Y1

1 2 k-1 k ~
( 2 3 k A R
Liange I'™ gleich &12. 4y : 12,k mit G transf: [G1o gy | = [G12. k|- Also: Zu
betrachten sind alle G € &, die kK — 1 bestimmte der Ziffern 1...k in gegebener
Weise 7 in diese Menge abbilden. Diese ordne jedem Tra Gebiet von &, ein
solches gleicher Liange zu: I' — I'". Es gibt k - k! solche 7.

' > gibt es genau dann ein

1%12. .k

in &, wenn v” € v

135/136

3. Genau dann ist I'" = I'?, wenn fiir v € I in & ein H derart existiert, dass
Gr = HG,, stets verlangt das: H lasst {12...kvy} fest. Also wenn in & jedes
Element H, welches {12...kv} im Ganzen fest 148t, diese Ziffern sogar einzeln
fest ldsst, dann sind alle k - k! I'™ verschieden!

4. Die Anzahl der verschiedenen I'™ zu geg. I" (einschl. T") ist

(k+1)!

{12k}
‘6{12~k3}

—_———
[h:] Konstituent auf {} der groBten {} in sich iiberfiihrenden Ugr v. & [:h]

Bew: Nenne G € & ,gut®, wenn A C {A,7}%. Die Ziffern der zu I' 3 y gespie-
gelten Tra Gebiete von &1 sind dann die

v ={AAC A, G gut.

Jene Anzahl ist = Anzahl d. versch. {Ay}%, G gut. Die Anzahl der guten G ist
(AS™ betr. in {Ay}) (k4 1)!|&1. x| Zwei gute G, G’ geben genau dann das
gleiche {A,7}¢, wenn G’ = HG, H € 117} Also

|
Anzahl der v’ = w _
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136/137
(k+ 1! [61.4 0 B1ky| 1]} — [T

! !
Anz. gesp. Tra Geb. = (k +1)! _ (k+1)!
|Q5{} : 81kl |6g|

5. Ist p Primzahl, pt|&|, & (p—1)-tra, so ist die Anzahl der zu einem Konst T’
von &1 ,_1 ge[durchgestrichen: paarten]spiegelten Konstituenten stets = 0 (p).

[h:] Merkwiirdig: Hier scheint nach 4 die &1 auf die Tra Gebiete von &;
zu wirken, obwohl die &1 nicht in & als Ausschnitt vorkommen muf! [:h]

6. Fiir diese Theorie der Spiegelung an einer A C € sollte es geniigen, wenn

. . Avy} oL )
® schwach |Al-tra ist: Dann gibt es schon G = { .
schwach |A| & ( {Ay'} ...

[h:] 7. Jedes Transitivititsgebiet von & auf der Menge der geord. k-Tupel ent-
spricht einer bei ® invar. Multilinearform des Grads k in n Variablen (n = Gr
®). Die “gespiegelten” k! Stiick vermutlich der durch Vertauschung der k Va-
riablenreihen entstehenden Multilinearformen.

8. Was fiir Relationen auf 2 (die mit & vertr. sind) folgen aus gegebenen? Wie
kann man aus geg. etwa kubischer Invariante weitere bekommen?
Forts. 201 z.B.: capy; dapy — D Caprdugy. Diese “Mult® ist assoz. [:h]

137/138
Nur k-tra Gruppen: Min Grad

1. Sei ® nur k-tra und enthalte eine tra Gr. $ des Grades [durchgestrichen:
?< ("-7)] < n—k. Dann hat jede Ugr 4 von &, welche [durchgestrichen: einen]
keine [durchgestrichen: Konstituenten vom Grade ohne] Blscke der Linge < k
besitzt, mindestens den Grad ~ n — *7/(k — 1)In: Genauer Gr 4 = m macht

m>(

1)

Bew 127 (15).

[durchgestrichen: 2.  Uberhaupt, wenn es zu jedem k-Tupel A ein A D A gibt,
alle gleich lang, und ??77?-gemeinsames k-Tupel: Dann ist fiir jedes G € &, dessen
Ordnung keinen Teiler < k, > 1 hat, Grad G = m mit

Forts. 4: [h:] Intra Gruppen haben viele Blocke! [:h]

3. Statt von Min-Grad redete man wohl besser von Max Charakter.
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4. Unter der Vorauss. 2 ist also (Schnitt mit &, _ s.) z.B. fiir eine nur 2-tra
Gruppe &
|
Bl < — -~ eVilen,

~ (n—v2n)!
138,139

5. Forts. von 127 (15):

® 3-tra enthalte $§ vom Grad m. n —m = [. Durch je 3 Pkte gehe genau eine
“Ebene“, mit m Pkten. Dann ist entweder [ klein, oder die Anzahl s der Ziffern
# a(e T9, fest), die mit « einen Block der Lge 2 von $) bilden, ist gross: mit
g=m—1—s (=Anz. d. ,guten Ziff.) gilt

I(l-1) sl m_
- 5 .

5 (7rf3)§g+5; 5 <

Bew: durch a und zwei A’s (von den /) gehen [(I—1)/2,,Ebenen“. Die Gesamtzahl
aller Pkte auf ihnen, die zu den m — 1 von $) # « gehoren, ist die linke Seite
von *. Jeder gute gehort nur zu einer Ebene, jeder der s schlechten hochstens
zZu é Also mindestens eine der Ungl gilt:

l(l—l)(w—?)), SYZY(Z—l)(W—B)
4 2
NB: $) tra — Es kann s > 1 sein nur wenn [N $H; : H,| =0 (2)

9=

139,140

6. Sei & nur 2-tra, & > $H, H tra. Sei Gr& =n, GrH =m = "TH Dann ist
m = 2¥, § elem. abelsch.

Bew: ¢ = 2, also die max tra Ugr 9t von &5 lidsst 3 Ziffern fest: die Gerade
habe 3 Pkte. Ist nur a® # a, so sind die andern Ziffern 7 von $) eineindeutig
den Fixziffern A zugeordn. durch (naX auf ein. Geraden). Also & 3 A, daher
bleibt 7 bei ,, fest: § regulir. Und wenn o = 5, so nf = a: H Ordnung 2;
m = 2%,

NB: [durchgestrichen: 3G € &, das « fest ldsst und die n auf die A abbildet:]
Regularitéit folgt schon aus 128. 18a.

7. Immer, wenn g = 2, bekommt man [ —1 Ziffern 7, so daf§ (, «) Block von $);
und umgekehrt bekommt man, falls §) reguliir, alle Blocke (1, «) so, als Schnitt
mit einer Geraden durch passendes I'. Also [ = Anzahl der Elemente der Ordng
2in N9a/Ha-

140/141

8. Da N§ auf der FixMge von § 2-tra, ist (N§), im Fall m = 241 auch auf
den 1 # a 2-tra. In jedem Fall ist (N'§), auf den 7 2-tra, die mit « [durchge-

strichen: einen Zweierblock von $ bilden] und einem X eine Gerade bilden.
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9. Sei g =2 (Forts. 7). Da $, auch die I 7o fest lisst, die zu den A gehéren
(naX), N ol Gr o < m —1—1[; aber nach 128 > %, wenn $), # 1, daher

n—
4

Satz 10. Enthilt die nur 2-tra Gruppe & ein § tra mit Gr $ = m und [ =

n—m > %, so liegt der Fall von 6 vor: ¢ = 2, m = 2", §) elem. abelsch, m = %

[h:] Forts: 11 [:h]

1<

oder 9, =1, § regulér.

Bew: ¢ = 2 nach 128. §) reg nach 9. Also [durchgestrichen: werden] gibt es genau
[ Elem d Ord 2, und sie werden 2-tra permutiert in N'$. Wegen zu kleinem m
sind sie nicht alle vtb, falls m # 2¥; also keine zwei vtb WdR!

141/142

Also, falls m # 2%, sind die 2-Sy Gr zyklisch, also kann man sie oben abspalten.
Da | > 3, geht das nicht. Also m = 2¥; da [ > 1, gibt es zwei vtbe El d. Ord
2 (man wihlt eins im Zentrum), also sind je zwei vtb, wegen Ord erzeugen sie
ganz 9: [H|=1+1, m= "TH

11.  Vermutlich sind diese Gruppen von Nr. 6 fast (scharf) (v + 1)-fach tra im
Sinn von Tits 1952. Siehe 143.

[h:] 12. Uberhaupt muss bei der Konstruktion von ,Geometrien® auf einer
Gruppe das Kap. VI von Tits 1952 beachtet werden. [:h]
142/143

Permgr & mit tra Ugr $) kleineren Grades.

$ sei maximal mit dem gleichen Trager
1. Zwei Konjugierte 9, $’, die eine Ziffer gemeinsam haben, sind in {9, $'}
konjugiert.

2. Wenn & pri, und A, A Triiger transitiver Ugr von &, so gibt es G € & mit
A% C A oder umgekehrt.

Weiter sei & pri:

3. Nenne A einen linearen Teilraum von €2, wenn &; tra auf Q—A. Def AUA' =
Fixmge von &5 N G,/ (ist nicht stets linear!)

4. ANA ist linear mit A, A'.

5. LA.: muss auch A U A’ linear sein, wenn ,,dim A, A’“ nicht zu gross.
Def: d = dim A = Schrittlinge —1 der feinsten Kette

A C Ay C ... C Agyr =90
h:]A > Ay > .0 > 0D
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6. Je zwei feinste Ketten von A nach £ und von A’ nach Q sind konjugiert,
wenn dim A = dim A’. Bew: 2.

NB: N&a hat auf A die gleichen Eigenschaften wie & z.B. Regulire Ugr ver-
erben sich. [h:] Verwandtschaft Tits 1952! [:h]

143/144
Aufgaben iiber PGr.

1. Sind die echten Obergr. einer scharf 2-tra Gr. 2-pri?

2. Bestimmung der nur 2-tra Gruppen mit kiirzeren reguléren Untergruppen.
Oder wo sogar & regulédr auf 2 — A.

Bem. Zur Zerschneidungsmethode:

3. Es geniigt, wenn man eine Ugr $ = A:B zerschneiden will

beziiglich einer gegebenen ®-Relation, ein festes Ausgangspaar (o/3) zu wihlen
G

und nun fiir jedes [durchgestrichen:Angeord.] Paar (£,7) mit (£,1) = («, 5)
und £ € T2 1 € TB oder umgekehrt zu fordern: $¢ tra auf n°. Also man
braucht die Unabhéngigkeit nur fiir solche Paare von tra Konstituenten von $
die simultan von (, 3)® getroffen werden. (— S. 145)

144/145
Ordnung primitiver Gruppen

® sei uniprimitiv, Gr® = n, p®» | |&|. OBdA & 2-abgeschl. & enthalte P = ¢
Zykl d Ord p. ¢ =min

(p+1)
g <5

1.
<) Loy <241

—n < p?+1.Denn p < 2¢—1, Manning — n = qp+k, k < 4¢—4,

p+1 __ 3+l _3n

>0 R v
! TSPy T p?

=79 Ap

denn & hat mit der von [ﬂ p-Zyklen erz. Gruppe einen Durchschnitt

Sp[ﬂ(iiil)]
, also
<{ 2n ]+[n]+[n]+ - 3p—1<3n fir p > 3
oy < | ——m— — — .< n- < — firp>3;
Pl +1) P? P’ pP—p = p?

fiir p =2 ist ¢ > 2, gibt ap < 32
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> « n
1. { ZEEH — { Z p<| (12) oder . Bekannt, wenn n < p?, > p? + 1.
= 2 P =

Ist p2 <n <p?+1 ap <2, also p | (3)
Satz: 3. Stets a, < max{l, 2—2}

ozp:2undn:p2+?

Bew:a) ¢ < (p+1)/2 = ap, <1 oder { 9 < 3n
_p2'

b) > :(2)
145,146

e pr | (7)
max(?,%)<p

Bew: Manning zeigt wegen p > 7, ¢ < 5: k <6, also
1. (N
gp<n<gp+6 p | 7 wenn p > 7

5. [1 por<2%
\/3_n<p§%

Bew: Hier o, <1 nach 3; bekanntl. [[ p <4%,da [[ p <2® (mit (%f))
p<z 3<p<z

3n
6. I1 §<pr%> dannapg?;—’;

p<+3n allep
Satz 7.
n
6| < -T9"
Bew:

[ 1<79
gerechnet mit
Z logp < 1/1ogac dx ; [h:]p =1(4) [ mit Pfeil auf den Faktor 1 ] [:h]
p? <2 x2 P = 2° "
p>13 16

146/147
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8. Den grossten Beitrag zu dem Faktor 79™ liefern die Primteiler 2, 3. Obwohl
im “mittel“ jedes p < n hochstens n? beisteuert, mit ¥ ~ log79, geben die
kleinen Primzahlen viel mehr, p = 2 gibt 2%, [h:] bei p = 2 sollte man also
schérfer rechnen als i—’;. [:h]

9. Ordnung einer primitiven & % 2,,:
3 V8n—2
Bezeichnet P die Menge der Primzahlen p mit % >n,s0ist |&|p| [ (n—

k) [h:] also log |&|p < v/8nlogn. [:h] Denn fiir das kiirzeste p-Element, mit ¢

Zyklen gilt ¢ < ”TH, p > 2q — 1, also ist nach Manning (oder III, Th XIII)
4q—4
p? 1 |&|und n = qp+k, k < 4g—4+, also |&|p | [[ (n—k). Aber ausserdem ist

q(2¢ — 1) < gp < n (hier kann man noch was abknapsen) — 4qg —4 < v/8n — 1
w. NB: Eine #hnliche Abschitzung kann man wohl fiir die p mit p(2p +3) < n
bekommen mit Manning IIT S. 127 unten.

10. Ist &; impri und der oberste pri Bestandteil > eine Sm som < y/n.
m

Sonst &12/G.-1 betrachten, gibt Geraden, die zu ®195 nicht passen, wenn
6 ¢ 2@51.
147/148
Allg. Strukturtheorie

1. Frage: Besitzt der Durchschnitt der maximalen Normalteiler einer (endl.)
Gruppe eine besondere innere Struktur?

148/149
[h:] 27.10.59 [:h]
Minimalgrad transitiver Gr.
1. & tra, M-Grad = m > 3, k = Ian;iéIll|Oé®1| — k< (m—-1)72% k] m >

14 4/]a%8|min Schirfer: 2 [:h]

[durchgestrichen: Bew: Sei M = (12...)---(m) € &, GrM = m. Jedes G; € &;
muss eine der Ziffern 2,...,m in dieser Menge lassen, sonst hitten M und
MS: genau eine Ziffer gemeinsam. Die Anzahl der G,5 € ®;, die ein be-
stimmtes o > 1 in ein bestimmtes § > 1 {iberfithren, ist [Rop| < 2. Also
61] < 3 [Rapl < (m—1)24. ]

T

[h:] <, da E € Roo N K33 [:h]

[h:] Schirfer: [:h]
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2. Gleiche Vor — k < 4m.

Bew Methode Bochert: Sei & = {G | 1¢ =1, 2¢ > m}.
Dann MK = (12¢...)--. nicht mit M vtb, also

[h:] da E' ¢ R [:h]
g1 !
3 (|R| + (m—2)% (m - 1)) >3 Grad M o MK > |&]m
_ &,
|ﬁ|=®12-(n2—m2){m2 Anzl 2 <m
Nog = e n

Das fiihrt auf £ < 4m’—13m+9 < 4m, da T2z < m=1
m—3 no k

[h:] zungichst k (1 - ’;;—) < A=) 1)

149/150
Frage von Hirsch

(Brief 24.10.59). [h:] Brief an H: 1.11.59 [:h]

1. Satz: Sei & Gruppe; & = {a7...a,} € 6. a3 = 1, a,6q, = &. Dann
n=3".

[h:] Bew 150, 151, 156 [:h]

Bew:a €6 a0 €6 -1€6 »alaeBalsoa e —=1,a2=a"'e6.
a,fEBG -salfat =aoBeB .
[h:] = B lapt [:h]
Esist aoB=pfoa:
Quot. = o 'Ba"t-Ba1p
= alafa-afa-afa)a?
= 1.
Wenn o = Ba, so = ao 3. Daher oozn: a™ in & weiter lasse o weg in oozn, insbes.

[e]

a =a~ !, daher
(aoﬁ)_l — (a_lﬁa_l)_l _ Oé_l 05—1_
Ferner o (aof8) =a?of3
(@oB)o(@on) = (a~fa!) la e (@ ga")"!
= ofla-atvat af e
— ap g la=a"lo(Bon)
= a?o(B).
ao¢ = f3ist eind. 16sbar. Ferner ao (Bo7) = [(ao B )oqy]o st
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Es ist wegen (3)% = 1 stets a v a3,

also auf S.151 zaba 167! = zba b7 la = ...

Rest folgt aus 151:
150/151

2. Satz: In einer endlichen Loop £ mit den Regeln 1 € £, la =al = a, ab =
ba, (ab)(ac) = a®(be) a‘(a’b) = a**Ib ist die Elementezahl n = |£| nur

[h:] £ist kommutative
Mounfangloop! [:h]
durch Primzahlen p teilbar, die Ordnungen von Elementen sind.
[h:] Aus 150 folgt auch

abca = ca™'h
cababab = ¢
ca~tbab = cba"lba
abe = a"teba™!

— abcabeabe = 1 [:h]

Bew: Wenn £ assoz, dann (abelsche) Gruppe. Sonst wihle a,b so, dass nicht
stets a(zb) = (ax)b. Definiere Abb. © — 2’ durch
a(xzb) = (az’)b.

Ist eineindeut Abb £ auf £, @’ = a, b/ = b. Ferner ist (xy)’ = 2'y’. Fir p(zyz) =
(ry)z~1! gilt mit jedem c € &

o(ayz) - ¢ denn
=

plaecycze) =
= (zc-yo)(z7 ) = (ay - ) - 271 = [(ay)z 7!

151/152
Ist also mit der Abkiirzung
wvwu = [(uwv)wlu  usw.

xabe - -d = o’ fiir alle x € & gesetzt, so ist p(xyz) = p(z'y’2’). Ist also 1’ =1,

z=way,soxyz =1, p(ayz) =1, (2'y'2") = 1 = 1, 21 = 2'y’. Also ist dann

x — 2’ ein Automorphismus von £. Definiert man z.B. 2’ durch
a(zb) = (az’)b,

so ist
z' = zbab ta"?, also 1/ =1,
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daher x — 2’ ein Automorphismus. Wenn & einen Autom. o # —1 der
Ordnung 2 hat, ist & = &4, wo &, 4 die geraden bezw ung. El. enthilt:
¢° = g, u® = u~'. & und U sind Unterloops, & N4 = 1. Dann also mit In-
duktion |&| = |&||U| = 37

152/153
1. Nimmt man also & minimal mit |&| # 3” an, so hat & aufler —1 keinen

Autom. der Ord 2; und & ist einfach, d.h. gestattet keinen echten Homom.

2. Inder ,Translationsgruppe®“ ¥, die aus den Abb ( v ) besteht, enthélt T,

zabe--e
nur Automorphismen von & nach 152: nenne ¥; ,,innnere Autom® (siehe 7).

3. Aus den Regeln f. a. o, 3, ... folgt
xabcbab = x f alle x,a,b € 6.

4. Aus R C 6, R = Ra = Rb folgt R = R(ab). Denn K(ab) = (Rb)(ab) =
(Ra)(b?) = Rb? = (Rb)b = A.

5. Ist I ein Imprim-System von ¥, 1 € I C &, so ist I eine Loop, die bei allen
Autom. aus ¥ fest bleibt; und umgekehrt. Aus

6. be la folgt dann Ib = Ia
(Bew: b = 2’ia def. Aut. mit I’ = I = I4).

7. Wenn Loop [ invar. bei allen inneren Autom, so ist a — Ia ein Homomor-
phismus:

6 — /I
153,154

_ =1 —1
1. Ist fiir 3 El. von I' abc = bca, so ist wegen a’l’)c B Zz,liz,l auch

1 = ca ‘ba tbe tha

cab te lba !

ab~lc = cab™!
abc = cab

Hieraus folgt abz = bza fir z € <a, b, c>
a
also /" N\ becz =czb ayz = yza

c—1b

rYyz = yzr in <a, b, c>.
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a
b

a 9 a b a~t b=t

2. Setzt man % = xaba~'b~! wobei ¢ also einen Autom von & bedeutet, so
ist

b'a b al bl a’

und fiir die x € <a, b, c> scheint zu gelten

154/155

1. Hiermit sollten sich die von 3 Elementen erzeugten Teilloops gut studieren
lassen, mittels der Abbildung a — <. Die ¢ erzeugen ja eine assoz Loop, also
Gruppe. Bei festem c¢ bilden sie also wohl unter geeigneten Vor. eine Gruppe.
Gibt Aufteilung von & in eine normale Unterloop (Kern(a — %)), mit einer

Faktorgruppe.
2. Esist 2% =a < (wab) assoz. (1541) [durchgestrichen: Denn aus abc = beal

3. Allgemeines iiber Loops: Man sollte solche untersuchen, in denen jede ,li-
neare Gleichung® L;(z) = Lo(a') einen (,inneren®) Autom. x — &’ ergibt, wie
bei Gruppen und den Hirschloops habe lineare Fkt: (1) L(z) = = (2) mit L(x)
auch aL(z), L(x)a, L(az), L(xb).

4. TFrage: Gilt Sylow fiir solche? [h:] Bruck 93 [:h]
Oder fiir solche, in denen die Multiplikatoren eines Komplexes K eine Loop
bilden und jeder Homom. einen invarianten Kern hat? [h:] sieche Bruck p. 61 [:h]

155/156

1.11.59

1. Eine Loop £ heisse assoziativ-geschichtet, wenn £ = 1 oder es einen eigentl.
Homomorphismus von £ auf eine Gruppe gibt, so daf3 sein Kern assoz. geschich-
tet ist. Hierzu gehoren vielleicht die Hirschloops.

Frage: Sylowsétze, innere Automorphismen?

2. Bew. der Vermutung von Hirsch:

M ist kommutative Moufangloop mit El. nur der Ord 3. M ist zentral nilpo-
tent (Bruck p 175), daher Zentrum Z # 1. Z = M — M Gruppe, |M| = 3*.
Z#M — |M|=|M/Z||Z|, und M/Z hat die gleichen Eigenschaften.

(Brief an Hirsch 1.11.59.)

156/157

Primitive nicht vollprim Gruppen &.
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Sei & auf Q dieser Art; dann gibt es auf {2 mindestens eine maximale mit &
vertriigliche Ordnung (=teilweise) <. Definiere als Basis der offenen Mengen die
+
o
+ >
ot = (€]€ o}

1. Hierdurch wird €2 ein Hausdorffraum. Zu zeigen ist, dass zu a # ( fremde
offene Mengen existieren > a mit > 5 *.

a) Sei a < 3, und es gebe nichts dazwischen. Dann nimm 3~ 3 a und ot 3 8.
Esist 3~ Nat =0.

b)a< B, atnNB™ 3¢ Wihle £~ 3, £ 2 6.

¢) a und f unvergleichbar. Es gibt £, n mit £ < a; 8 < n; £ £ 1. Denn sonst
gilt: Aus £ < a folgt £ < B (2; s.ut), also £ < 3, wegen Unvergleichbarkeit «
mit §; wieder (2) zeigt dann o < 5. W!

* Genauer ist gezeigt: Zu o # 3 gibt es stets &, n
so,dass a€ét, Ben, £&fnnp =0
oder f..... , Q... , ces

157/158
Geg sei a, (.
2. Wenn aus £ < « stets £ < (8 folgt, ist o < .

Bew: Setze o < 3, wenn aus € < « stets £ < [ folgt. Es gilt:
a<f<y — a<y
a<f — a<p
und o < (3 ist mit & vertriiglich. Wegen Maximalitéit von < folgt:
a<f—a<p.
3. Jede teilw. Ord. < von 2, die mit & vertr. ist, fithrt zu einer Metrik von Q:

som={ | o5}

Diejenigen G € &, die beschriinkte Verschiebung ergeben: d(aa®) < M, bilden

dann einen Normalteiler von &. sup d(a”a%) = d(GH) ist eine Metrik in @.
acQ

4. m geg. Kardinalzahl — die G € &, die nach Weglassung einer Menge A aus

Q mit |A] < m beschriinkte Verschiebungen geben, bilden einen Normalteiler
von &.

158,159

Allgemeines iiber PGr.
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1. Gewisse Permutationen P; mogen eine transitive Gruppe ¥ erzeugen,
1€ Tr¥ .Dann erzeugen die PT, T € T, welche 1 bewegen, ebenfalls T.
I
Trager

Bew: Sie mogen T erzeugen.
a) Dann T* transitiv auf Tr¥. Sonst T* =| || || | -

[ 1
. 1 ... ...
-7 :TTIZ((siTl ...):(5; )
b) TF = %T.

Sei T €T, T=(af...) -

T =(al...)-- =TT =187 ..) e 3"

2. & pri, ®9G0#1,3:<G85>H3:<G8; | G € &, GS versetat 1)

Bew. 1
159/160

3. Def: Eine Eigenschaft transitiver PGruppen heisse erblich
[h:] besser: “aufsteigend” [:h], wenn jedes transitive Erzeugnis von Gr. d Eig. £
auch die Eig E hat, und wenn aus E(6), 6 < &, T& =T folgt E(&).

4. Folgende Eigenschaften sind erblich:

a) Primitiv,

b) k-fach tra (schliesst [T®| > k ein),

c) k*-tra (d.h. k-transitiv auf den ungeordneten k-Tupeln, |T&| > 2k). [k
besser schwach k-tra statt k*-tra? [:h]

d) vollprimitiv,

[h:] wohl auch
e) k-pri. [:h]
Bew

160,161

a) Wenn TAC TS | fertig.

Wenn Z , wihle « € T2, 1 ¢ TB,
und so I' O 1 ein Block von (A, B). Dann I'® =T. Ist TNTB =0, s0 I C T
Block von A, I' = T9A, Wid. Also ist T N T8 # (), daher TB C I'. OBdA
ist T4 € TB, dann ist also 8 € TB — T, 3 € T', und I' bleibt bei A fest:
[ =T% T =TAUTS.
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b) Wenn T C T8, trivial. Sei T Z T*B.
LIst |TA-TB| > k—1,etwa> 1,2,...,k—1, so kann man (indukt) von oy ... o,
stets die ersten £k — 1 in 1...k — 1 iiberfithren. Geht dabei «y in p {iber, so ist

p € T oder a ¢ TA. Im ersten Fall kann man A = L2 k=L
1 2 k—1 k
finden, im zweiten B = Lo k=1p , o € T
1 ... k-1 «
161/162

IL. Ist |TA—TB| = m < k—1, so kann man o . ..ay, — 1...m tiberf (Indukt.).
Gehe daher a1 ... g in Bg1 - - . Bk iiber, so sind diese € T8, und B (k—m)-

_ 1 2 ... m 6m+1 Bk
tra'AlSOHB_(1 2 .om om+1l ... k... )

c) Zerlege Q=A+B+T,wo A+ =T, B+T =T1T%.

I Ist |T'| > k, so klar: jedes k-Tupel nach T’

IL. Ist |A| > k, so fithre mogl. viele von wy .. .wy nach A iiber, etwa m Stiick.
Wenn ein weiteres nach I' kommt, kann man es mittels eines P € 2 auch nach A
bringen, da |A| > k, A k*-tra. (Hilfssatz: 2 k*-tra, |A| >k |H| =k — HY C A
fir ein P € ). Wenn kein ¢, in I', kann man eins aus B hineinbringen verméoge
eines P € ‘B.

d)Q=A+T+B,A+T =TA B+T =T%B; A, B,T # 0. Sei H der
Halbblock eines o € A: o € H — H® < H. Da 2 vollpri, ist HNTA = «
oder T; ferner H® = H, also wenn H # Q, ist HNT™A = a; H = a+ (B')
B <B—-H=a+T3BW!

162/163

Def: & auf den k-Tupeln transitiv, n > 2k — & k*-tra.

5. Ist ® = <Ql, ’B> tra, T € T8, und hat 2 eine erbliche Eigenschaft, so auch
&.

Bew: die transitive Gruppe <2[%> hat E und den gleichen Triager wie &.

6. & k*-tra, k > 2 — & pri (auch wenn man & nicht als tra voraussetzt!)
6. schon bei Beaumont-Petersen

Bew: nach Vor n > 2k. Ist T ein Block von &, 1 < |T'| < n, der Lénge ¢, so

kann man aq, as, ..., ap auf [%] volle ' und ein angebrochenes verteilen, aber
auch, falls [%} > 1, auf [%} — 1 volle und 2 angebrochene: W zur k*-tra. Also ist
k

[E] = 0. Dann k£ < ¢, und man kann sie auf 2 Blocke verteilen, und auf einen;

[h:] Ist & intra, Gr> 2k, so kann man k Ziffern auf 2 wesentlich verschiedene
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Weisen auf die Tra-Gebiete verteilen. Hierzu wiirde schon n > k geniigen: Tue
eine der k verteilten Ziffern in ein anderes Tra Gebiet, das nicht voll ist. [:h]

163,164

7. & 3*-tra, Grad=n < oo — & 2-tra.

Bew: |®,3,]| ist unabh von «, 5, v, n > 6

n(n—1)(n—2)

Ty pl6.

|6 :Gapy|=p-[6: ®(aﬁv)| =p-
Festblocke
Ang: 8, hat > 2 tra Gebiete, Lé&ngen

h=1<ly < I3<...<ln; }:@:n
l

O'le:AQ A3:T®1

«—

Wihle v = 1, 3, v in Ag: [Liicke] Iy < 251

pm%w < n12(12 _1)
(n—1)(n—-2) n—3
— % < ala—1) <y 5

n—2)(n—-1) n
® 12 > W > g

Also m = 2.
Schreibe I = s,l3 = t. 1+s+t=n. Wenn s = 1, ist nt =
n—9—t— (nfl)én72)

)

n(n—lg(n—Q)
P, n:%+lﬂp:1,n:7:qus:1.
164/165
Also s > 1. Fiir 0 € Ao, 7 € A3 gilt
& : B0y =6 : Bips),

n(n—1)(n—2)

t =
s 123

-p = nts'.
Daher kommen alle Ziff. v # 1,0 in Trageb. d Lge ¢’ vor:

ts—1, ¢'|t
ebenso s’ [t—1, §|s,

daher s',t/ | s+t—1=n—2.

-1 -2 -1
n6 .nt/ - p Vielf. von —

S =
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I. s= "T_l widerspr. ®: s > %

IL s=2-2=Ly
HI.s:i’)-”T_lgibtt:s7 alsot/ = ¢,

p=(n-2)p n—2<3,n<5.
8. NB: Fiir n = oo stimmt 7 nicht: Monotone stetige Abb der rellen Geraden
auf sich sind k*-tra fiir jedes k, aber nicht 2-tra.

165/166
8. & sei pri, ® > 9, H tra (auf TH) und habe eine erbliche Eigenschaft E.
Dann hat & die Eigenschaft E. Bew: E(§%).

9. Sei & k*-tra, zwei Tragebiete £ # 91 von &, habe Linge > k — 1. Dann ist
£ mit M gepaart.

Bew: wihle (1\a ... A\p)¥ = (11 ... pin), 1 # 1, also AF =1, 19 = p;.

Schérfer:
9. & sei k*-tra. Sind £1,..., £, Tra-Konst von &y, ebenso My, ..., M,, und
Sl > k—1,% M, >k —1, so ist ein £, zu einem M, gepaart.

[rot durchgestrichen: NB: Folge 9: & 3*-tra , ® nur 1-tra — n < 5, denn |f| = |£|,

1+RK+ =i/, R ist 2*—tra, also pI‘i (1 K1K2) ? (1 Kl >‘)’ ( ' K A >
Y Q 1
lich wegen R’ = S:7 also €
unmog 1C g ( )\ Kl e >
166/16;

[h:] iiberholt: 13 [:h] [ab hier rote Durchstreichung]

10. & 4*-tra — & 2-tra.

A Sei R+ L, |8], |£| >3:— & =L nach 9.

R ist dann 3*-tra, also 2-tra, ebenso £. Also max Konst. &; 2-tra, geht nicht,
aufler wenn & 2-tra.

3. Also es gibt nur ein & mit [&] > 3 in &;. die iibrigen zusammen haben nach
(9') nur > Gr< 2, wegen Prim. von & geht das nicht, ausser wenn alle |&] = 2.
Dann aber n <5.

Frage: & 4*-tra — & 3*-tra?

11. Sei & k*-tra, [] nicht 2-tra; k£ minimal
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a) || > |R| tra Konst &1, |9M| = max, M # K, |K] > k — 1. Dann M’ = §,

daher M (k — 1)*-tra, indukt: 9% 2-tra, W!

b) Also der zweitldngste Konst von &1 ist < k—1, [h:] 9’ [:h]: daher |9 > n—k,
-

wenn || = max

c) Esist m < (k—2)2, alson <1+ (k—2)+ (k —2)? also n beschriinkt durch

kin<k?®—3k—3

Bew: lp+1 S lplg.

167/168

[h:] iiberholt: 13 [:h]
11. & 5* tra — & 2-tra.

Bew: Sonst &1 : 1|Y <4[>5
also 1]3|>5 81| = 2%35.
wegen & prialso 1|36 —n =10,

also [&| [ 102935, aber 7| ('), also 7 | |&],
12. & 6*- tra — & 2-tra

Bew wenn &; : 13 m, so

n-3-m-(m—-1) > |®1®12...6|2(76L)
Bn—4)(n—5) > ...
g > (-DE-2m-3)

6! ’
som > 3% n < 13 aber (), (¥) = 0(11) 111 (&), und n > 2k = 12.
Wenn &1 : 14 m,son <21 und [&;] =293°, aber 19 | (%), (%), (¥); 13 |
(168) T (163) 11 (162)'

168/169
[h:] iiberholt: 13 [:h]
12. & T*-tra, & 2-tra.

Bew: &1 =1|l|m—->m<I[l-1),1<6

pn) =(m—-1)1n=2)--(n-06)[7&],

da (2) | [6| und p | |&1] — p < I, also (n — 1)(n — 2)--- (n — 6) darf keinen
Primteiler > 7 enthalten. 6 aufein folg Zahlen n — 1 < 42 nur PT <7
l= 5 4 7
7 11 14 21 28 35 42
Aber 11 17 22 29 33 37 44
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13. & 2-tra < & 2*-traund 2 | |&|.] [ Ende der roten Durchstreichung |

13a. Beaumont-Petersen 1955 haben: & 2 2,,, & [%r—tra —mn=2>5,6,9.
169/170
13. Satz 21.11.59: & k*-tra, k > 3 — & 2-tra.

Bew: &; habe Trans.-Gebiete der Lingen 1, I, I”,..., m, monoton wachsend
—_——

Y=l
geord.
a) Esist m >k — 1.

Bew: Fiille 1 und noch k — 1 Ziffern in Tra Gebiete von &;, derart dass nur

hochstens eines angebrochen iibrig bleibt. Seine Lénge ist < m. &, fiihrt
1

(12...k) in mindestens % (}) k-Tupel iiber, andererseits ist deren Anzahl von

der Form (m), wo " die Zahl der im angebrochenen Gebiet liegenden Ziffern.
Also

2m >

k(k—1)---2
U U S
= E—1---2 =

170/171

a’) Wenn k = 3, gibt es nur 2 Tragebiete von &1 mit Lge > 1, sind gepaart nach
9. weiter wie 7.

k > 3: b) &1 hat nur ein Tra Geb max Lge m.

Sonst etwa £, £: Nach 9 ist & = £, daraus folgt (1 Ky... K — 1 K{...K}),
daB8 8 (k — 1)*-tra ist. Indukt: K 2-tra, geht nicht nach Manning.

c¢) Das max Trageb ist selbstgepaart.

d) Alle iibrigen Tragebiete von ®; haben Gesamtlinge s < k (9'). Wie bei a)
folgt

(x) n

Y]
\

n! (k—s)! nn-1)---(n—s+1)
m—s)! K Ekk-1)---(k—s+1)

n > 2° wegen n > 2k.
e) Da & pri und &; Tralgen 1, Y. = s —m, ist m < (s — 1)(s — 2), also
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2° <n<s+(s—1)(s—2) = (s—1)2 + 1. Hieraus folgt s < 2, dh. &; hat
1 1 m oder
1 m

das erste geht nicht bei pri &, also & 2-tra.

171/172
[Seite 172 unbeschrieben)]

172/173
Verlagerung.

1. Aus S.77 folgt vermutlich (?): Bezeichnet fiir eine p-Gr P < & stets P den
Durchschnitt von 8 mit dem kleinsten Normalteiler von p-Potenz-Index in &,
so gilt fiir eine p-Sylowgr B von &:

P = <Dzm ).

Dabei durchlduft 0; = BN ‘BZG diejenigen Sylowdurchschnitte, fiir die mit einer
passenden Sylowgr p; von 9; = N; gilt

(1a) Oig, = Piy,

2. Das [h:] ? [:h] lduft wohl (vielleicht etwas vergrébert) hinaus auf

Po = (BN NV (B0P)]" oo
[h:] Das diirfte stimmen: 74 (29) [:h]
2a. (la) ~ (N; hat p’-Lénge 1, ist p-auflosbar)
2b. Frage: Kann man die ,, Transformatoren® nicht einschrinken auf eine Un-
tergr. ¥ mit & = N - - N R?
173/174

3. Geg. sei in einer Sylowgr P von & ein P <1N‘J3._Dann ist zu jedem P’ = B
erklirt ) = P§. Nenne P, P’ vertriiglich, wenn L, NP = P NP,
[h:] Besser: Statt PB1 P schreiben; P mit " a-vertriiglich. [:h]

4. Ist 9 ein maximaler Durchschnitt von zwei unvertr. p-Sy Gr, so gibt es B, 3’
mit - -

B, B’ unvertr, 0 = P NP,
sowohl P wie P’ enthiilt eine p-Sy Gr von N = N, P und P’ sind konjugiert
unter N.

Bew. Sei geg 0 = P* NP+ unvertr. Es ist 0 < P*; wihle p*, p* = Sy Gr von
N, die P* NN bzw. P NN enthalten; withle B = Sy Gr & D p* und N € N
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=N
mit p*V = pT; setze P =P’

T P
p* pt
L NN 0 BrNN

Wiire P/, P vertrigl, so wiire

PiNPT = PP NPT =PI NPNP' NPT
0
= m*ﬂ?m%’ﬂ%Em*ﬂ%ﬂmiﬂm*
= P NPAP NPT =P NPT
174/175

5. Ist also o' = P NP’ ein Durchschn. max. Ord von P mit einem unvertr.

P, so gibt es ein d gleicher Ord, so daf 0 = PN P, P unvertr P, P zu P
konj[ugiert] in N0, P und P enth. Sylowgr von ND.

6. Verallgem des Abschneideproblems:
Geg. H<G, 16, &'H=6, H"=HNG".
1 $H' <$H. Wann gibts &' ...?
P

Das ist ein Ausschnittproblem.

7. Ist P < Po C B, Pi < NP und Po abschneidbar und [durchgestrichen:
P

je zwei P', ] [h:] P mit jedem P’ [:h] vertr [unleserlich] 1. (dh. Py, NP’ =
P NP, [h:] und Po|P1 zentral fiir NP [:h] dann ist Py abschneidbar. Bew:
Verlager[un|g, [h:] leicht: man weiss was vorn 1 hat, hat jedes Diagelement = 1.
(]

Folge: Ist 31 von jedem <‘]3’ , ‘,I3> abschneidbar, so von &.

175/176
8. Sei I) P1 <P <P eind. def. fiir jede p-Sy Gr P von &,
> jede
II) Poo NP <P
III) Po =P N &y, By IS,

IV) 2 =P NP maximal mit P l-unvertrigl P’'.
Dann gilt fiir 9 < € <§ und p p-Sy Gr von § stets: Po|P1 abgesch. in H
pp

Bew: Indukt nach (3 : &)
[h:] NB: Diese Induktion gestattet vielleicht, die Maximaldurchschnitte herein
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zu bringen [:h]

Fiir jede Sy Gr p von § ist pg, p1 definiert; alle sind 1-vertraglich.

Nach 7 geniigt es also zu zeigen, daB po|p; abg in A'p N §H. Das folgt aber aus
Indukt-Vor.: vergrossere € zu p. (das ist wirkl. grosser ausser wenn € = P, wo
die Beh trivial nach IT).

[h:] 11 [:h] [durchgestrichen: 8] a  Pe = (0N NP)

wo 0 die Durchschnitte 98 NP’ durchliuft, fiir die P’ = PV, N € No =N, P
enth. eine Sylowgr von N.

[h:] NB: Statt 9 = N0 kann man jede Gruppe 9 mit 0 < PB; < N(9), p | %
nehmen die jeweils Sy Gr von 9 in eine Sy Gr schneidet, [:h]

[h:] Das folgt aus 11
Bew: Annahme: Pe[h:] = Po[:h] > Py > (0N ‘ﬁ)p Nach 75, gébe es
p

dann ein 91, von dem D1 NP1 nicht abschneidbar; W.
[h:] Frage: direkter Beweis fiir 11 a? [:h]

9. Wichtig ist der Sonderfall: geg p-Gr. 0, 0 < [h:] [??7?] & [:h],in einer p-Sy
N abschneidbares pg, ferner eine p; < po, p o pg < p; invar. definit. Bez. 1 sei
2

p mit jedem p’ vertrigl, fiir das p Np’ > 0 ist. [h:] 1 sei abschneidbar von jeder
Ugr M <M, zu der es eine p-Gruppe € < N mit 0 < € < N0 gibt; insbes vom
Sylow-Norm. Np : ,,(Np); [exist]“. [:h] Ist p1 nicht abschn[eidbar] [h:] von 91,
[:h] so kann man passendes Dy beliebig oft abwechselnd komprimieren: — DSl:D
und mit pass. N € 9 [h:] NB: Hierzu geniigen schon Elemente aus 9, da
MP-p =9 und p die Tra Geb. fest lisst. [:h] transformieren, ohne es zu 1 zu
machen:

Bew: Zu den kurzen

!
(p'Np>0)

176/177

Tra-Gebieten der mon Darst. nach N'p[h:]/(Ap)1[:h] sind die Diagfakt stets alle
gleich, jedes D € 0¢ mit zwei verschiedenen Diagfakt kann erst mit N so trans

k. w., — Dj dass erster Faktor # Determinante, also in einem langen Tragebiet
/p’:a

det # 1, daher Dy = # 1. Nun wiederholen: schreibe diesen Op [(p’ : 2)D]°°.
-Folge:

[h:] s. 12 [:h]

10. [ Durchgestrichen: Unter Vor 9 kann man po N <ag(p’;a);m]°°> von N ab-
schneiden. Bew: wie 8a |

11. [durchgestrichen: Unter| [h:] Stets [unleserlich| [:h] kann man [h:] BN&S? =
i [ g ] [b:] [ J [:h] [h:] B
(PNl )W) yon & abschneiden, wo bei B eine p-Sy Gr, 0 = PP’ [durch-
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gestrichen: wie in 8] [h:] B enth p-Sy Gr. von N0, B und P’ konj unter N0 Bew:
9, sieche Bew 11a, S.170 [:h]; p’ [durchgestrichen: = P’ N A?] [h:] durchliuft alle
Sylowgr von N. [:h]

[h:] zu 10. [:h] 12. “Dieser Op* macht aus D[h:]€ 0y [:h] alle

DN ) Na(p ) Na (' 0)--

mit N; € M, p’, p”, ... Sylowgr von N. Kiirzer:

D — DN1(p:D)Ng(p:D)Ng(p:D)me.

mit N; € 9. [h:] Man kann die N; € <N0, ‘,B> wihlen, wo Ny p in ein unvertr.
p’ iiberfiihrt [:h] (oder auch alle N; p-Elemente von ).

177/178
Darstellungstheorie: Gruppencharaktere.

1. Sei x einfacher Char. der endl. Gruppe &. Die Werte von x seien in 3 Klassen
eingeteilt, die drei von ihnen erzeugten Korper seien K7 Ko K3, die zugehorigen
Galoisgruppen des vollen Charakterkorpers KK K3 :Ra seien 1, 92, 93, so
daB 91 N H2 N H3 = 1 ist. Dann ist [durchgestrichen: bei pass. Nummerierung]
entweder ein 9, = 1, dh. [ K, = K;, oder es ist

19:] =2,  [919293] =4,
also (K; :Ra) =2, (K1 K2K3 :Ra) = 4.

Bew: Sei 1 # 0; € §;. Dann ist, da [] 9, abelsch,

X(lfdl)(lfﬁz)(lfaﬁ) =0

)

also
X+X010'2 +X0103 +Xa'203
— XUI + XG'2 + XUS + XUIU2US
Daher entweder y = x7¢ fiir ein 1,
oder X = x17298

178179

Im ersten Fall ist jeder x-Wert fest bei o;, also o; = 1. W! Also ist y = x7:7293 :
010203 = 1 stets wenn 1 # o; € §;. Hieraus folgt |9;| = 2, |919293] = 4.

2. Frage: Kann man statt eines einfachen y dhnlich Linearverbindungen gege-
bener x, behandeln?
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3. Satz 1 gilt auch fiir Charaktere x, die in einem willkiirlich gegebenen Korper
F statt Ra(¢/1) irreduzibel sind. Dh. man kann y = 3 xo7 wiihlen, wo yq ab-

-
solut irreduzibel und 7 eine gegebene Autom-Gruppe von Ra<{/1 durchliuft.
Das heisst: Statt eines irred. Char. x kann man die Relativspur Spx, k. ks —FX
betrachten; der Satz 1 gilt wieder.

179,180

4. Teilt man die Werte des einfachen Char. x der endl. Gr & in r Teilmengen,
die jeweils den Korper Kj, ..., K, erzeugen, und sind §), die zugehorigen Gal
Gr [[K; : K,, soist (19, = 1, und bei jeder Wahl der o, € $, gibt es ein
Produkt mit einer ungeraden Faktorenzahl < r, das =1 ist:

Op1Opy - 0p, =1, n=1(2), n<r, p1 <p2<...<pn.
Bew: wie 1.
Folge:
5. Teilt man die Werte des einf. Char. x in 5 Teile, die jeweil Korper K,

5
erzeugen (1 < p <5), und ist K = [[ K, so kann nicht der Reihe nach
1

(K:K,)>223509

sein. Denn dann kénnte man o, € §, wihlensodai o, # 1, 03 # (0102) 7!, 04 #
(050;)7 11 <i<j<3, 05 # (0;05)7", (1 <i<j<4),und [durchgestrichen:
daher] zwel bei festem o7 - - - 04 noch, fiir zwei Wahlen o5, of, aber es muss dann
0102030405 = 0102030404 = 1 sein. W!

180,181

5. Zusatz: Unter Vor. 5 ist [durchgestrichen: (K :Ra) # 1] ein $, =1 (p =

1,2) oder $3 < H19H2 oder H4 < H19293 oder H5 < H1--- D4, dh. Ky = K od.
KQZKOdK?,ZKlmKQ OdK4ZK10K20K30dK5ZKlﬂ...ﬂK4

6. Teilt man die Werte des einfachen y in 4 Teile, so ist nicht der Reihe nach
(K : K,) > 2,2,3,5. Daher ist entweder ein K, = K, oder es ist dreimal
K; =2 und (K: Durchschnitt dieser K;)=4, oder es ist (K :Ra) < 48.

7. Man sollte hier zusitzlich noch die Multipl-Gleichungen x;xx = Y. ciriXxi
heranziehen.

8. Idee: Man sollte Verfeinerungen der Char. betrachten:

A.  Brauers modulare Char.
B. Die Summen der Einheitswurzeln gleicher Ordnung in x(G).
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181/182
18.12.59
Unendliche Permutationsgruppen

(1) Def: Q &-kompakt, wenn fiir jede Kette von Untergr. mit Fixpunkt auch die
Vereinigung einen Fixpkt hat.

[h:] © — 1 braucht dann nicht &;-kompakt zu sein, siche 183 unten. Aber wenn
® Noethersch, so ist TR R-kompakt fiir jeden Konstituenten K einer Ugr von &
)

(2) Wenn €2 kompakt in einer Topologie (Hausd.) in der & stetig, dann 2 &-
kompakt.

Bew: ¢®, abgeschlossen.

(3) Q B-kompakt, § < &, H® tra auf Q, H tra auf I' < Q — es gibt M <
®1, M= (H*) = Abschl M in &; [durchgestrichen: Abschl § in & ist tra

Bew: a) Wihle Maximalkette von transitiven Untergr. mit Fixpkt, die durch
Konjugierte ¢ erzeugt werden konnen. Sei 90t ihre Vereinig[un]g. Wegen Q &-
kompl[akt] hat 97 einen Fixpunkt «; [h:] oBdA « =1 [:h] 90 tra.

b) Wihle 9%, welches T9N nicht fest lisst. <9:n, INE) lisst keine Ziffer fest
wegen Maximalitdt vom 9. Daher ist Q — T9% C TOR“.

(0) Aufgabe: Fiir 2-tra oo Perm. Grpen G die Verkettung von G, mit intra
Ugruppen untersuchen, die einen endlichen orbit haben.

182/183

¢) Hieraus folgt, dass kein MY < &, ausser MYV = M. Denn MY miisste
TN fest lassen, also entweder TOMY < TN, wegen Max IV < M, MV = M,
oder TOMY NTM = O, dann TMY < TINE [Pfeil zur letzten Formel von b)]
MmUY < MC, =, Wid. zu e .
d) Also ist 9t = Abschl 9 in &;, daher
(4) Q &-kompakt, B-pri, H < & tra auf I' < Q — Abschl. von §) in & ist tra.

v
1 ...
Wegen Primit. ist nur v = 1 moglich. Also 9t tra, Abschl $) tra auf  — 1.

[h:] Fiir Druck besser gleich in 3 & pri voraussetzen oder 2-pri. [:h]

NB: Ist $ pri, so folgt nicht ® 3-tra [h:] Frage: aber 3*- tra? [:h] Beispiel: die
stet. orient.-erhaltenden Abb der Kreislinie. Aber wenn $) k-tra, so & (k+1)-tra
nach 160.3.

Bew: Das 9 von 3 ist normal bei jedem G = , wenn v fest bei 9.

183,184

89
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5. Q &-komplakt], & pri, $ < & mit nur k Transgebieten, k < 3, TH < Q. [h:]
Man braucht hier die schirfere Def. 6 der Kompaktheit. [:h] — &; hat nur < k
Transgebiete auf 2 — 1.

Bew (siehe X 140): Wihle mittels Kette ein maximales $ = 9 dieser Art. (Die
Vereinigung von Ugr $ dieser Art ist wieder so, weil fiir a3 ao...qf ags1 €
T'Vereinigg zwei dieser «; in einer passenden $); a-Kette verbunden sind).

a) Lisst (9 M) eine Ziffer fest, aber nicht 790, so mittels Abschliess[un]g (X
140) zeigbar: W. (Transformiere 9t mit 9“ und umgekehrt). Sonst Triger A
eines tra Konst von 9 offen, seine Abschliessung in 2—1 ist zusammenhéngend
nach Bew von 3, daher Abschliessg &(?) 2-tra, & 2-tra.

b) Wihle MY, das TN nicht fest lisst. Dann Q — T C TINC nach a)

¢) Daher kein MX ziffernfremd zu M, es wiire sonst echt in M enrhalten trotz
Maxim.

d) also 9t = Abschl 9 in &4, daher Tt =Q — 1.
184/185

Def 6. 2 &-kompakt < jede offene Uberdeck[un]g von & [ gemeint ist wohl: Q
| enthélt eine endliche Uberdeckung
A offen < A Vereinigung endlicher Durchschnitte von Tragern.

7. & tra, Q &-kompakt < Jede Ugr ) # F mit endlich vielen Konjugierten
zusammen iiberdeckt .

7. Jeder offene Block einer tra Gr & ist abgeschl. und hat nur endlich viel
Konjugierte.

8. & pri, eine Ugr $ von &; habe nur Tragebiete der Lge 1 und > m — &; hat
nur eine 1 und sonst > m (m % Ng). (schwache Abschl. ) z.B.: Ein [a®!| =2 —
jedes G = Z2Z4Z8...

9. Vor Fixierung der Bezeichn[un]g “®-kompakt® muss geklirt werden, wie
sich der Begriff zur 2-Abschliessung verhélt. Ferner: Gleichmaéssigkeit

f(v) = f definieren (v € Q). Wann gibt es invariante Mafle auf Q7 (fiir Triger
oder Fixmenge)

185,186

10. Fragen {iber B-kompakte €2
a) & pri — & stark pri?

[h:] Frage 10a: Jede Permutation G von &, ausser I, lasse nur endlich viele
Ziffern fest, etwa x(G). Sind dann die x(G) beschrinkt, wenn G pri?

Frage 10b: Was kann man iiber die & auf {2 sagen, deren & die Minimalbedgg
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erfiillen? Sie entsprechen den Fastringen mit Minbedgg fiir Rechtsid. [:h]

11.  &-kompakt — schwache Abschl. von § in &, = schw Ab v § in Bg,
wenn die erstere in &g. Daher ist ihr Triger = Q — a.

12. Wenn die schw Ab in &, einer Ugr ) # FE von &, als Triger ganz ) — «
hat, dann hat $ zu jedem Tra Konst. ¥ # « von &, einen Konstituenten # 1
konform zu Untergr von %.

13. Wenn fiir I # $ < & stets |PH| < Ny, so ist natiirlich Q &-kompakt, da A
abg < |A] < Ng.

14. Frage: Was kann man aussagen, wenn fiir
I#9H <G stets |PH| < Ny
oder |29 < | 7
dh. |99 < |TH]

186/187
Loops.

1. Eine Loop mit 5 Elementen, nicht assoz, ohne Unterloops:

1 a b ¢ d
a b d c
b ¢c d 1 a
c d a b 1
d 1 ¢ a b

2. Frage: Sylowsche Sétze fiir Loops mit einer Normalreihe, deren Faktorloops
Gruppen sind?

187/188
Perm. Gruppen, mehrf. Transitivitét.

(1) Gibt es in Q t(> 2) Ziffern (etwa 1, 2,...,¢) so, dass fiir jedes v > t die
A2t als Konstituent einer passenden Untergr. von & auftritt, so ist & min-
destens t-tra, wenn |Q] > ¢ + 1.

Bew: a) Es geniigt t = 2 zu erledigen, denn & ist tra, und &; erfiillt fiir ¢ > 3
die gleichen Vor.
b) t = 2: Stets (12v)--- € G usw 2 < v < p — also

A = (12)---(21p)--- € G,
A = (Dwp..)224..)e6 24 +£2

Also alle v # 1,2 liegen in einem Trageb. von &1, und da 24 # 2, liegt auch 2
drin.
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188/189
Perm-Gr., allg. Theorie

1. Frame’s Double coset matrices V haben 0,1 als Elemente und verketten die
von 2 Untergr A, B erzeugten Perm.-Darstellungen 91, 03 von G. Ist |G : A| =
m, |G : Bl =m, so ist Typ V = (m,n).

0

2. Dies V tritt als rechte obere Ecke einer mit vertauschbaren

0
Matrix auf und sollte auch einmal von dieser Einbettung in den Vert. Rg der
zerfallenden PDarst. her untersucht werden. Lesen: An irreducible Represent.
extracted from two perm.

3. Primitive Gruppen mit < 3 tra nichttrivialen Konstituenten:
Manning 1927 (TAMS) S. 819

189/190
Automorphismen u Faktorisierung.

1. Hat & eine Automorphismengr. ~ (2,2) und ist g ungerade, so ist wohl & =
18283 eine saubere Faktorisier[un]g, mit &; = Fixgr. des Autom[orphismus]
;. (Siehe Heft X)

2. Frage: Gibt es Ahnliches bei Autom.-Gr. ~ (3,3) oder ~ (2,3), wenn jeder
Primteiler von ¢ = 1 mod 67

3. Vermutung: A, B, ... sei Prim auf G dargestellt, in jedem minimalen zuléss.
Ausschnitt sei wenigstens eine der Gr. A, B, ... durch die Identitéit dargestellt.
Dann ist G = GoGp -+ Produkt der Fixgruppen.

190/191
<<
1. Zwei nichtabelsche Kompfgr, die in einer Kompositionsreihe u. ibereinander

liegen, sind nie projektiv in G. Denn zwei projektive nichtabelsche KFGr. werden
von den selben einkopfigen gedeckt, daher auch zwei projektive.

2. Ist A<<®, A rein-p-kopfig, und sind nicht alle KFGr. von 2/2? in &
projektiv zueinander, so ist AvB f alle B << &, wenn p # 2; [h:] und A/AP ist
zyklisch [:h]

Bew geniigt fiir die rein p-kopfigen B.
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Es ist APvBP, APBP = (A, B) << (A, B).
Da in einer ungeraden, nicht zykl. p-Gr alle KFGr. projektiv sind, ist

<9l,%>/<\/>j

zyklisch, daher 2 mod 9 mit 9B mod M vtb.; und A ist einkopfig. Fir p = 2
muss die verallg. Quatgr. untersucht werden. Wenn auch dort je zwei Ugr. vtb.
sind, dann gilt 2 auch fiir p = 2.

191/192
<1

3. Die Vertauschbarkeitseigenschaften rein p-kopfiger subn Ugr 2 von & hén-
gen von der Struktur des maximalen p-Ausschnitts von & ab, in den /AP
eingebettet werden kann. Es ist zu definieren als 9/9P, wo 9t maximal mit
MP NA = AP,

,hormal®
Frage: 4. |®| = co: Wie ¢ ,subnormal“ sind Untergr $ < &, die mit allen

ihren Konjugierten vertbar sind (oder sogar mit allen 4 < &)?
192/193
[h:] [wohl ~ Dez. 59] s. 182 [:h]
P.-Gruppen vom Grad p [h:] Forts v 38 [:h]

K3 )
1. Sei und QO 1 K; (i =1,2,3)

R1

Dann ist wenigstens ein ,, Winkel“
w;k, defin. d.

wikZ%géOmodq kurz wi, ~ 1
Fl=wr >0 [W|killsg] = [k wij

Wik = 5,

2. Stets sind die w;; ganzzahlig, und es ist
J1 = wi2wi3 USW.
[h:] ex qq | k wohl <« K, R* haben eine gemeinsame ganzzahlige Nullosung

mod ¢. Allgem.: k;k; #Z 0 (q) — wij ~ 1, geg qu, qu: €x Ky = 0 (gu) oder ein
w ~ 1. [:h]

3. Sind in einem Tetraeder [h:] NB: bei Cameron n statt j [:h]
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AN

A beziigl. ¢ wio ~ wis ~ waz ~ 1, s0 ist

<
<4
4 5 W35 ~ Ws6 ~ W36
W14 ~ Wie ~ W46

Wy5 ~ W25 ~ W24 -

[h] Stets ist W45W56W16 = W14W25W36 [h]

[h:] 3.72: bei Cameron u statt w [:h]
4. In einem Tetraeder ist immer

W14 W45 W35
Wie6 w25 w12 Ws6
W25 Ws6 w12 Wie6
W24 w36 w23 W46
w36 W46 w23 W24

w35 Wi4 w13 Wy5

w13

[h:] Kurz:

(w14 Wy5 C W3 w35) = (w16 W2 W2 w56)

= (w46 L W24 W23 - w36)

Streckenziige die aus 2 Paaren von Gegen-Seiten bestehen. [:h]

Bew: |k1kaks| [h:] = |kskak]| [:h] auf 2 Arten ausr.
193/194
5. Ist im Tetraeder
4 )
Jj1 ~ 1, [h:] dh. ¢ 1 j1, [:h] so gilt w1 ~ 1 und was ~ Wa | Way und Perm.

W35 ~ Ws6 | W3g
[durchgestrichen: nur Zykeln]
{245} — {369}, {248}, {7108}, {7109} und W23 ~ W46, We7 ~ W3 10, Wa7 ~

w2 10-

6. Sind im Tetraeder j; ~ j2 ~ 1 (Ecke gemeins.), so js ~ 1 und jz ~ j5 ~ Js.
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7. Sind im Tetr. j; ~ j5 ~ 1 (keine Ecke gem.), S0 ja ~ j3 ~ js ~ jg

8. Ist R ein transformierender Komplex, |&| = k, so
p=k+l=aa+pb, ab=p-—1
j = af; und es ist
RREY = a(Bl + (a = HF) = J1 + (k— )P

mit (8, a — ) =1, also a = 0, (RR™1)
[h:] 3.72 NB: Zur Berechnung aller j braucht man nur die « fiir die priméren
Teiler a von p — 1. [:h]

9. a=(k,j)
194/195
noch Gr. v. Grad p

10. Ist 51 = 1252, 50 j1 = Jja.

Bew: jijo = @2, ji = ki(p — ki), 2| k; gibt

x = kl—JXp
A= h;b+w
kik2(1+2p)p = Np—p>0
= PRy, e

2

gibt p < 1l,also p =0 — A = %, A2 = kiko: arithm = geom Mitt. —
k1 = ko.
[h:] and. Beweis in XIII, 53 [:h]

Folge:

11. Ist in einem Tetraeder j; = js, so ist
a) j2 = Jje, jz = Jja-
Genauer sogar gilt

b)
W12 = W25 = Wsre = W16 [h] =a [h]
w23 = W3 = W4 — W24 [h] =b [h]
w13 = W35 = Wpq4 — W14 [h] =C [h]
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[h:] 51 = ac = js, jo = ab = jg, js = bc = ja, dh.: w konstant lings geschl. Zug
der Lge 4 [:h]

Bew: a) j1j4 = j4j5
| |
Lj2 Uje

Bew: b) wiyja = jij2 = jsje = wigla
195/196

[h:] NB 2.3.72: Zur Berechnung der j; braucht man nur die s~ und t wo st = p—1,
(s,t) =1 und s = ¢. [:h]

12, Tst g = B0R @ g5 = jsw? Vorr w = wip > 0 [h] Kike = whs
Normierung von z.B. k3,[:h] so ist
(@) kik2 = ksw [h](p) [:h] (p),
kle = k3w+)\p

aus 8182 = wi2fs + AP,
Fiir A gilt dann [h:] durch Elim[ination] von w aus ® und (O)
kikoks(p — ki — ko +2X) = (p — 1 — k3) (k1 - ko — Ap)® 4+ Npks v

Also st + ki +k ki+k
—D 1 2 1 2 b
A =+ A
> B R B < 5 + A,
[h:] also erst recht [:h] k1ky < (5 + X)?
Stets ist A > 0 (13) wegen £ R = wlgﬁgh:] * (] + AB. Also w1 A > 0:

kiks

[h:]0 < [:h] A < »

Man darf zwei k; durch —k; ersetzen, dh. k; durch p — k;. Also kann man z.B.
k1, k2 < & machen, dann A < £. Klar ist [h:] 0 < [:h] X\ < ki, kp denn ein El
von B kommt < kj 0s Ry, K vor

Fortstzg: 14
196,/197

13. Die Vorzeichen der w;; und Ajg:

a) Im Dreieck haben alle w;y, gleiches Zeichen, denn k1k2 = wi2R3 folgt
sgnwiajs =sgnkikaks [fach]

b)Ersetzg eines k; durch —k; ersetzt alle w;, durch —w;;, im A

¢) Im Tetraeder ist [Jwie = [] ji- Also kann man durch Ersetzen von héchstens
2 Seiten k; durch —k; alle w;; > 0 machen im Tetraeder.

d) Die A, sind alle > 0: Bew. 8182 = w1283 + AP, wobei die &; auch noch x*
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tragen konnen.

14. (Forts. v. 12): Es ist 2A — k1 — ko + w(ks + 1) = pp? v 7 und

(ky = N (kg — \) = ksw(w — p) (A)
(p—ki—k2 £ A)X =ksw(w—p—1) (B)?V?7
1
(p+Dp—A— (ks + 1w = - (B')
(k1 = A —w)(ka = A —w) = (p—ks)wp (@)

Bew: [h:] (B) [:h] (A) aus (k3w + Ap)(p — k1)(p — k2) = ksw?(p — k3)(p — 1)
B durch k1 - p—Fki, w— —w; A — ky— A
C durch k3 — p—ks.
197/198
15.  Aus 14 folgt:
(A) ww—-—p>0 B—w—p>0 Bp>0
Also

0<p<w
(p+1)p> X+ (ks + 1)w.

— 16. Nie ist w;; =1 oder w =2, wenn p > 7
w # 1: Sonst p = 0 hieraus folgt mittels C, A: k1 oder ko oder p — ky oder
p— 1{32 =1.
w #£ 2:
Sonst p =0, dann etwa ko = A+ w — ky = A+ 2k3 — k3 < § W!
l da ki — p— k1, k3 — p — k3 zuléss.
oder p =1, dann
Oé) /\:04>k1]€2:2k3
B) { oder p+\=ki + ko

- (p — kl)(p — 1{32) = 2k3.

OBdA ist k1 < §, ko > £. Dann folgt

2]{33 2p
kh=—<—=—=4
a) 1 k/’g %
2]€3 2p
oder — ko) = < —=—=4
B) (p— k) Pk "3

Sei also etwa k1 < 4

198,199
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2(p—2)=jilp—1)
p—1]2 p<3 W

b) ky =3
3p—3) = Hap-1)
3]%3 = jlp; :
(Q%QQ%% = %@*LP*@Z_ 2=1
B{%j; 3 p = T

17. Sei w Primzahl, etwa k; k2 = 0 (w). Dann wird p = 0, also etwa

ko = 1+ w, und es ergibt sich

k1 — ko

= l1ko = wl
ks — 1 w, 1R2 = wi3

[h:] Fortsetzg 285 [:h]
199/200

1. Nichtkommutative Darstellungsmoduln:

Fiir die allgemeine Theorie im torsionsfreien, lokal nilpot. Fall diirfte die Ein-
bettungstheorie von Malcev wichtig sein. Ausarbeitung Hall (Huppert) S. 25 ff.
,Nilpotent groups*

2. Indizes von Untergruppen:

Satz von Baer: H; <G, K; <G, H; < K;, ist |K; : Hi| =n1 < 00, |Ks: Hay| =
ng < 00, 80 ist |(Hy o Ha)| : (Hy o Ka)(Hs o K1)| < 0o eine nyng-Zahl (dh teilt
(n1ng)). Zitiert in Ausarb Hall (Huppert S. 34. o = Kommutierung

[h:] Frage: Gilt das auch fiir subnormale Ausschnitte? [:h]

200/201
Relationen die mit einer Pgr vertrégl. sd.

1. Jede maximale k — 1-fach, aber nicht k-fach transitive Gruppe ldsst sich
durch eine k-stellige Relation definieren.

2. Statt der bei & invarianten k-stelligen Relationen betrachtet man besser die
bei & invarianten Funktionen f auf Q x --- x Q (k-mal). Dann gibt f = const
eine Relation. Die f bilden beziigl gewshnlicher Mult. (in .A) einen Ring R D A,
wenn Werte f € A = Ring;

R C AV xS
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3. R ist ein assoz. Ring bezgl der Faltung x*:

flag...ap)xglag...ax) = Z flag...apv)glvas ... ag).
veQ

(Das ist einfach Matrizen mult. bezgl der Eckvariablen).

4. R hat die symmetrische &* als Operatorgruppe:

T = < a1 ... O ) —)fT:f(allQQ/...ak/),

(0 A 67 V]
201,202

4. Triviale* Invarianten f(aq ...ax) von & sind die
symmetrischen Funktionen.

5. Aufgabe: Grad & = p, alle inv Funktionen f aufstellen, die einen Ring
erzeugen (bezgl + - ), in dem jede invar. Funktion von nur k& Argumenten
symmetrisch ist. Nur solche f kénnen [durchgestrichen: nur] auftreten als def.
Relationen einer nur (k — 1)-fach tra Gr; (k = 2, 3).

6. Bei zweistelligen Relationen ist auf die Ordnung zu achten: kleinster Expon.
n, fir den (o, @) € R™.

7. & stark pri — alle Tragebiete Linge 1, oder |€2].

8. Die mit & vertriigl. terniren Rel. sind Funktionen f(xyz). Fiir Tripel von
solchen Funktionen existiert eine natiirliche Verkniipfung:

foh(zyz) = f(zya)g(yya)h(Baz)

aBy

Was fiir alg Struktur hat dieser ,, Ternérring®?

viliii~ﬁ
YAV

202/203
<4, 8] =00 [h:] 1960 [:h]
1. Das Erzeugnis von endlich vielen (k) endlichen subnormalen Untergruppen

2; ist endlich (i =1,...,k)
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Bew mit Induktion nach der maximalen , Tiefe“ oder 2; unter ihrem Erzeugnis:
max Tiefe =1— A; <1 trivial
" =t >1: Induktf[ion] nach Anzahl k
der erz. subnormalen Ugr:
k =1 trivial.
<§2[1 .. -mi—l Qli—i—l .. Qlk> = %z
ist nach Indukt endlich, also ist die Anzahl der 22, (B € 9B;) endlich; und da
ihre Tiefe in ihrem Erzeugnis < t—1 ist, ist <Qlf3 > endlich, dh. 2 endl[ich];

wenn §) = <2[1 .. .Qlk>, aber ) = HQ{?
[h:] Nicht in Specht, Kurosh 1 [:h]

Be®B;

2. Allgemeiner: Endlich viele endliche [h:] Komplexe aus periodischen El. [:h]
M, erzeugen eine endl. Gruppe, wenn 91; normal in einer subnormalen Ugr 2;
von &.

[h:] dh. 91; als Komplex <1 Ugr ;, <A, <... <4, = 6. [:h)

203/204
3. Es gilt wohl: Ist %, B << ® und |B| < 00, so (A, B) 11 S. 777

4. 2, B <116, Maxbedgg gilt fiir die in ® subnormalen unter den Erzeugnissen
(AP AP = (A, B) 1< 8.

& erfiille Maxbedgg fiir subnorm Ugr.
5. Sei & eine Permutationsgr., A <1< ®,
A < &y, & pri. Dann ist A = 1.

Bew: Wihle 20 maximal. Dann 2l <1 &1, ferner A <12 < ... <& also 2A; £ &,
daher N2 > <Q§1,2l1> =&

5'.  Statt Primitivitéit von & geniigt folg. Vor: &1 erzeugt mit jeder nicht in &,
liegenden subn. Ugr. von & zusammen &.

204,/205
<1

6. Aufgabe: Schranke fiir [(2y,...,2, )| suchen, wenn 2, <<<® und |, | ge-
geben.

7. Frage: Kann bei |&| = co und 2, <<< & vorkommen, daf

H=(Ap,...,A) =N§H < 87

100



8. Frage: Wenn 2 <1<t ® und P p-Sy Gr 6, ist dann APLA Gruppe (dh. PAP <
APA?)

9. Hainzl hat gezeigt: A, B <1<1B, A hat A-Kopf iiber ANB — AV B hat
A-Kopf iiber ®B. Das kann man so verschérfen: Es gebe, von oben angefangen,
in 2 {iber AN B k einfache A-Faktorgruppen hintereinander. Dann gibt es in
AV B, von oben angefangen, mindestens k A-Faktorgr iiber 8.

Bew: OBdA j(B, AN B) = 1. Entweder hat man

[h:] / Bew fiir 2* V 9B mit
einkopf. [:h]

Q[*

B
AN DB
wobei A* = A ANDB -
[h:] Folge: 2l : AN B & AV B : B haben absteigende A — A-Ketten desselben
Typs.
205,206

Intravariante Hallgruppen.
Starre Untergruppen.

1. Def: Sei & < 6. & heisst starr in &, wenn zu jedem & < & mit &' = &
ein g mit &’ = &Y existiert. Schreibe & < &.

2. G starr in & — G intravariant.

3. Verallgemeinerung der Sylowturmgruppen: Die Gruppe & heisse starr auf-
16sbar, wenn eine endl. Kette

1=6p<6:<6,<L...56,=6
existiert, derart dass

{ 61'/61',1 starr in 6/61',1
16:/Gi1| = pi*.
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206,207

4. Jede Sylowturmgruppe ist starr auflosbar.

5. Nicht jede starr auflésbare Gr hat Sylowturm:
Zykl Ord 4

|8 = 27 - 5: Erweit[er]un]g von {22222} mit einer nicht

5 —» —

2 { LI
ab. Gr. des Grades 5, Ord 20. ® enthélt keine zu {22222} isomorphe weitere

Ugr.
6. Jede starr auflosbare Hallgr von & ist starr in &.

Bew: Sei auch 1 = &) < &} < ... < & wo &) = 6,. Da &; eine p;-Sylowgr
von & enthilt, kann man &) mittels eines g € & in G, iiberfithren. OBdA sei
&) = &1. Dann sind &;, &) in NGy, Indukt. durch Ubergang zu NG, /6&;.

207/208
[h:] Intravariante w-Hallgruppen: [:h]

7. Sei € charakt in &.Sei H < &, HNC eine intrav. 7 — Hallgr von €,
$H mod € eine intrav. m — Hallgr von & mod €. Dann ist $) eine intrav.
m — Hallgr von &. vorausgesetzt, dass $ mod € auflésb. oder
N®NE)NE/HNE aufl. [h:] vermutlich iiberfliissig: Zassenhaus [:h]

Bew: [h:] § ist m-Hallgr von &, da || = [9 N €||H mod €| und ebenso Indizes.

[:h] Ist o ein Aut. von &, so ist G = § mod € fiir ein G € &. Also oBdA & : ¢

eine m-Gruppe: H* = $ mod €. Ferner gibt es C' € € mit (H* N (‘:)C =9HNCc,
also oBdA 777 HNE=HNC,

dann ist das <<Y), f_)o‘>.
Also oBdA HNE=H"NCB.
~—_—
Nun rechne mod ,da ist H und 9’ je eine Vertretergr

zu dem Normalteiler € und $H N €, dessen Ord und Index teilerfremd sind.
208/209

8. Sei€ <« &; ¢ enthalte eine

char
intrav. w-Hallgr €;, &/¢ enthalte eine w-Hallgr /€.
Dann enthélt & wenigstens eine m-Hallgr &, mit
G.,=9Hmod €, &, NE=C,.

8a. Zusatz: Wenn $) mod € auflésbar ist, dann sind je zwei solche &, konju-
giert in & NN €.
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9. Sei € < 6; € enthalte eine intrav. 7 — Hallgr.

char

<, ®/C  eine auflosbare intrav. 1 H/c.
Dann enthélt & intravariante w-Hallgruppen. Jede m-Hallgr &, von & mit den
Eigenschaften &, = $ mod €, &, N &€ = &, ist in & intravariant.

Bew: 7, 8. [h:] Genauer fassen, wie 10! [:h]

209,/210
10. Satz: Sei 1 = ) <61 < ... < & = &; jede FGr. &,/&,_1 enthalte
T
charakt.

eine intrav. m-Hallgr. 9, /®&,_1, und fiir A > 2 seien sie auflésbar. Dann enthiilt
® eine Gruppe ) mit HN S, /Gr_1 = H/Gr_1; jede solche Gruppe §) ist eine
intravar. m-HGr. &.

Bew: 9, Indukt. nach I. [h:] Ergénzung: 12 [:h]

11. Sei M <1 &. Seien 9, H’ zwei w-Hallgr. von & ist $ mod N aufl.

d H NN intrav in N.
b oder £’ NI [h:] das ist gleichwertig, wenn $ N9 konj H’ NN [:h].
Genau dann sind §, $’ konj in &, wenn

&, 9" mod N konj in &/N
$H NN konj zu $' NN in N.

. “ . ﬁmOdWZﬁ/mod‘ﬁ
Bew: a) ,Dann®: oBdA { 59N =& NN
Nun Zassenhaus.
210/211

b) “Nur dann“: Ahnl. in & und N ist klar.
H' N entsteht aus H NN durch Aut. von N,
ist also zu . konj in .

12. Sei &, eine belieb. w-Hallgr von & unter den Vor. von 10. Genau dann ist
G, konj zu § in &,

wenn der  Ausschnitt von Gr in &)/G\_1

konj. zum " " o .

Bew: 11, Ind nach I.
NB: Die Intravarianz von §) und &;_; wird dabei nicht benutzt. Also 10 besser
so formulieren, dass zunédchst nur Intrav. fiir A <1 — 1 vorausgesetzt wird, mit

Zusatz: Wenn auch $; mod &;_; intrav., so §) in &.

(12a) t Def: w-Intravarianz
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U w-invariant in GG, wenn zu jedem w-Autom o von G ein s € G existiert, so
dass 057! = 7 ein w-Aut. mit U7 = U ist.

211/212
[h:] Intravariante Hallgr. [:h]

13. Sei@zml XQ[QX'--XQ[T.
9 sei eine m — Hallgr von &. Dann ist
Hp=9HNA, eine 7 - Hallgr von A,, und wenn § intrav &, so §, intrav. 2.

Umkehrung:
14. Sei & = Ay x Ay x -+ x A,.. A, sei direkt unzerlegbar. Jedes 2, enth. eine
m-Hallgr $,. Dann ist $; X --- X §), eine m-Hallgr. &.

15. Z zentraler Autom. von &, $) m-Hallgr von &

- 957 =49.
Bew:
9
3=27(®) 93 enth nur
D=r3 eine 7w - Hallgr

Volle Umk. v. 13:

16. Sei & = Ay x --- x A,.. Jedes A, enthalte eine intrav. w-Hallgr $,, und
wenn 2, = 2 so gebe es einen Isom 2, — 2, der §, 2 9.

Dann ist § = H; X ... X 9, eine intrav. 7-Hallgr &.

Bew: a) Alle 2, seien isomorph :
A, = AP
9, = 9.
212/213

Sei o ein Autom von &. Es gibt eine Permutation p — p’ und einen zentralen
Autom. ¢ von & mit 2[;4 =A,y.

A ’
H = §°¢ = Xﬁgc = Xgp,p = (X §,)" .
T T
15 [h:] nach Vor. ex. Isom. A, 2, 2 A

der 9, — 9, iiberf., also ist
A"1o¢ ein Aut. von A, der §, in bZC 11 [:h]
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b) Alle 2, direkt unzerlegbar. Dann fasse die isomorphen zusammen:

® = @1X@2X---X@k
6, = X A,

Jedes &, ist char in & und hat nach a) eine intrav. w-Hallgr $,.. Es gilt aber:

17. Hilfssatz: Ist & = & x --- X B, B, char in &, und ist §, intrav. in &,
so = X 9, intrav &.

Bew klar.
213/214

19. Satz: Jede Kompfaktorgr von & enthalte eine auflosbare intrav. w-Hallgr.
Dann auch & selbst. [h:] Ergédnzung: 20 [:h]

Bew: Wihle &* = [ max Normalteiler von &. Dann &/®* = X einfache Gr.
Nach 16 enthélt &/&* eine aufl. intrav. 7-Hallgr., und nach Induktion auch &*.
Rest mit 9: &* = ¢ nehmen.

[h:] jetzt erst starr auflosb. Hallgr ausschliessen (1)-(6) [:h]

19’. Beispiel: Jede Kompf.gr von & enthalte eine starr aufléssbare w-Hallgr.
(z.B. einen m-Sylowturm irgend welcher Anordnung). Dann enth & eine intrav.
m-Hallgr.

20. & enthalte eine m-Hallgr. &, die in einer bestimmten Kompreihe von &
jede Kompfaktorgr. auflosbar intravariant schneidet und zwar isomorphe [h:]
vertauschbare dicke [:h] KFG in “konjugierten Schnitten! Dann tut sie es mit
jeder Kompreihe von & und ist intravariant in &.

Bew: a) nur dicke interessieren, Deckgruppe,
b) 16, 9.
214/215

Fiir Bew 20 wird man 16 nur im Sonderfall isomorpher einfacher Faktoren brau-

chen. Aus { 20

19 wird dann umgekehrt ein Bew fiir 16 folgen.

21. Frage: A << G enthalte eine aufl. intrav. A,. Tuts A® dann auch?

22.  ® enthalte eine Gr. &, die die Auschnitte einer char. Kette von & in intra-
varianten m-Sylowgruppen schneidet. Dann ist G eine intrav. m-Sylowgr. von &
falls Zassenhaus-Verm. fiir alle Ausschnitte von & stimmt oder die intrav. m-Sy
Gruppen auflosbar vorausgesetzt werden.
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23. Enthilt jede KFG von & eine intravar. aufl. m-Sylowgruppe, so auch &
selbst. Bew wie 19, mit dem Hilfssatz: von 22-23

215/216

24. % sei eine m-Sy-Gr von $. Dann ist T eine m-Hallgruppe von N'X. Das ist
bei 23 anzuwenden auf

3:<61,62>ﬁ¢, woC<c®, G NC=6,N¢C.

25. Ein Normalteiler von &, der eine m-Sylowgruppe von & enthiilt, kann einen
Index in & haben, der einen Primteiler aus 7 enthélt.

Z.B. N = G143 erweitern durch Aut. der Ord 2 der die beiden Klassen der Goy
vertauscht.

25’.  Die normale Hiille einer w-Sy-Gr kann # 7® sein.
26. Vielleicht geniigt bei 23 auch die folgende Aufl-Forderung: Ist & Komp

Faktor Gr. von &, so & > & = 7-Sylowwgr mit NG/& auflésbar.
216/217

Schwach vertauschbare Untergr.

1. Def. In der endl. Gruppe & heissen die Untergruppen 2, ...%(, schwach ver-
tauschbar, wenn $) = <2[1, e ,an> = B¢ ist mit echten Ugr B, €, die ihrerseits
Erzeugnisse geeigneter schwach vertauschbarer Konjugierter Qlf{ i, H; € 9 sind.
[h:] Besser: subkommutatives Produkt * [[ 2, siehe 4. [:h]

Aufgabe: Arithmetische u Normalstrucktur unters. Insbesondere Verhalten von
Indizes.

2. Sind2Aq,..., %A, 1 <<G und A, < &, sosind Ay, ..., %2, schwach vertausch-
bar; man kann sie (mit Vielfachheiten > 1) so beklammern (4), dass immer nur
Produkte wechselseitig normaler Gruppen zu bilden sind.

3. Schwache Vertauschbarkeit bleibt bei Homom. erhalten.

4. Bessere Def des ® [] A: es soll eine Nummerierung 1...n geben (wenn
Aed
|2(] = n), und darin eine Beklammerung von Aj As ... A,, so dass man bei je-

dem Schritt nur das Produkt von zwei vertb. Gruppen bilden muss. Dann ist

klar:
#TT Al <] 1Ak

[h:] Forts: 219 [:h]
217/218
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m-Sylowzonen.

1. Dual zu den m-Sylowuntergruppen &, von &, den maximalen m-Gruppen,
sollte man die minimalen Untergruppen ™ mit 7’-Index betrachten. Dem Be-
reich zwischen &™ und einem darin enthaltenen &, kénnte man eine Sylowzone
von & nennen. 7 = Breite=log |&™ : &,|. Breite 0 gibt die m-Hallgruppen.
Aufgabe: Sétze tiber m-Breiten in Erzeugnissen von subnormalen Untergruppen,
und dergl.

Uberauflssbare Gruppen.
2. Frage: Zu jedem g € G gebe es eine Untergr. H: ¢ € H < G. Ist dann G
2
iiberauflosbar?

218/219

Subkomm. Produkte (— 217)

1. Ist P eine p-Sy Gr von °[] A, so kann man die A derart durch A9 (g =
1
g(A) € [TA) ersetzen, dafl P zu allen A ,passt“, dh. PN A p-Sygr von A.

Bew: Indukt. n. 2. [h:] Hier wohl |G| < oo zugelassen! [:h] Existiert G =° [[ A,,
und ist B, < A,, so ist |G : <Bu>| | TT1A, : B.|. Es geniigt das fir n = 2 zu
beweisen. Da ist G = A1 As. Fiir jedes g € G ist g = alagl, also

|BigB2| = |Biaja;'Bs| = |B{" - BY?|

[BillBa| _ |Bi[|Ba| .
[BY' NBy?|  |AinAs| 7

mg ganz, my | |A1 N Az|. Wegen <BlBg> =Y BygB, fiir geeignete g ist
g

| B1]|Ba|

By, B,)| = 1721 :2

|< 1, 2>| |A10A2| m, m mg
|A1|[Az] - [A1 N A [A4][Ag]

|A1A2 . <Bl . BQ>|

m =
| B1|| Bz | B1|| Bz
[h:] Aufg: Bau von m genauer ansehen! [:h]
219,/220

3. Jede symmetrische &" ist subkommutatives Produkt von zyklischen Grup-
pen. Man baut &" ab: 6" = " 1. <an>. Also iiber Normalstruktur wird nicht
viel zu sagen sein bezgl * ] A,. Aber iiber arithm. Struktur oder unter arithm.
Zusatzvoraussetzungen.

4. Ist eine Eigenschaft “kommutativ- persistent” so ist sie ,subkommutativ-
persistent® .
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5. Wenn in G = AB der 7-Sy Satz gilt, enthalten A, B vert[ausch|bare 7-
Hallgruppen. Wenn er auch in allen Teilprodukten gilt, so ist G, mit passenden
Konj. A% vertréglich, wie in 1.

6. Ist Ay, Ay € s6, B; < 2A; und geht p in |A; : By| nicht auf, so ist
|<Ql1§2[2> . <%1,%2| | |Ql2 . %2|
P

1
[h:] ,,soweit p betroffen ist*. [:h]

2
Wenn z.B. (|Q[1 : %1|, |Q[2 : %QD =1 iSt, SO ist |<Q[19[2> : <%1%2>| | H |Az : Bz|
1

[h:] Bew: (2;2As) = A3 - Ap. [:h]
220/221

7. Das Erzeugnis F beliebiger m-Hallgr. der A; hat n-freien Index in ° ] A;.
Ist £ m-Gruppe, so m-Hallgr.

Bew: 2.

8. 52[1, Ay € S@, |§2[1| = po‘ami (nl, 712) =1
= |<2[12[2>| |p7n1n2. (6)
Wiihle B; = 2; NP = P,. Daher ist [2AF> : PF2| | ny.
9. Vor 8 & 2 hat keinen Kopf der Ordnung p = 2> = 2; dann A2 =

p5 - nq, also
|72 Q| =p M s =g - A =Y

10. 2y, Az € 56, & = (A;Asz). & enthalte eine m-Hallgr. &r; Air = A; N G
Wenn (|20 : Ay, |z : Aar|) = 1 ist und Ay keinen 7-Kopf hat, dann ist

ANz = 9.

Bew: |2 : ;| = 7-Zahl.
# Das folgt schon aus (5) Satz 25.

11. Frage: Sei A < G, und jedes Erzeugniss <A9>g€K sei subkommutatives
Produkt gewisser A”. Ist dann A € sG?

221/222
11. A €86, A, <G, B, <A, —
(21, Ao) : (Br, Bo)| | (212 By ™21 - |25 : By,

wenn 2 perfekt.
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Bew: <Q[12[2> = [H 2[1142] . 9[2.
!

vertauschbar, da perfekt

12. In manchen Sétzen iiber subnormales 2 wird die Vorauss. geniigen, dafl
2% (oder A®) ein subkomm. Produkt der darin enthaltenen Konjugierten von
2 ist.

13.  Aufgabe: Satz von Baer auf subnormale Ausschnitte iibertragen: Aus K; <

|H1 OH2 . K1 OK2| | |H1 . K1|OO|H2 : K2|OO

[steht in Ausarbeitung Hall, bei Huppert ] ,,Nilpotent groups®
222/223

Aus Vortrag Higman, Florenz 60, April 11-13:

1. Eine variety besteht aus allen Gruppen, in denen ein festes System von
ident. Relationen gilt, =abgeschl. beziiglich Untergr, Faktorgr., direkte (vollstd.)
Produkte. Eine endl. Gruppe heisse critical, wenn ¢ variety generated by its
proper “factors“ (= ,, Ausschnitte® ).
D.C. Cross hat u.a. gezeigt: Wenn eine p-Gruppe d. Klasse ¢ kritisch ist, ldsst
sie sich durch ¢ Elemente erzeugen.

2. Aus Vortrag B. Sansone: Picard scheint Gruppen diskontinuierlich gemacht
zu haben, indem er aus der komplexen Ebene in den Poincare’schen Halbraum

ging.

3. Probl. Zappa: Kann eine Nebenklasse einer p-Sylowgr lauter p-Elemente
enthalten?

4. Problem von Morin:
Geg eine nichtabelsche Gruppe G, geordnet:

G={a>0}U0U{—a>0}
a>0,b>0=a+b>0.
a>0,6>0,a+b=0=a=b=0

Qll

a — a sei eine 1-1-Abb. G — G mit a >0 =a >0, (a+b) = b+a,a=a.
Kann es dann ein a mit a 7é a geben?
[h:] An BH Neumann schreiben. [:h]

223/224
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Indizes von Untergruppen

1. Ist A< G, B<Gund ANB=1,soist |A]-|B|]||G|.

Bew: A zu Normalreihe von G ergénzen, B deckt gewisse Ausschnitte und nichts
von A.

2. Ist A<« @G, U <G, soist
(A:ANU) | (G:U)
allg: Ist noch B <1< G, so
(B:BNU)|(A:AND)
Bew Induktion nach Tiefe B in A.

3. Ist B, €A, soist (B, € s\A, und |(A, : (DB,] teilt [T|2A, : B,|.
o

Q[l Q[Q

%1 %2
ZB.: A B ecud — (ANB)P < AP N BP (klar)

Ahnlich:
4. Enthilt A neben jeder einfachen Gr. auch deren einfache Ausschnitte, so
A, B <G — (ANB)A <AL N BA. [h] Klar, da € < A — €A <AL, [h]

224/225
[rot durchgestrichen:
Konjugiertheit nilpotenter Untergruppen.

1. 14.5. Carter hat mit Bew. gezeigt: G A-Gruppe — je zwei nilpot. Ugr H;,
die eigener N sind, sind konjugiert; es gibt solche. Bew kompliziert. Ich habe
ihm geschrieben: Konjugiertheit gilt schon fiir alle auflésbaren G: Indukt. mit
G/M, wo M ein min NT von &; |M| = p*. Man darf annehmen dass
1) jede Obergr. von H; eigener Normalisator;
2) <Hi]a H2h> =G;
) H1M = M H, = G.

) H; haben p-Sy-Komplement C' gemeinsam

) Nun zu G/C iibergehen, ist p-Gr, dort H; eig Normalisator, also H; = G.

2. Also ist in einer aufl. Gr. G jede Untergr. H mit H nilp, NH = H intrava-
riant. ]
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[ mit Bleistift durchgestrichen:

3. Ebenso gilt allgemeiner: Je zwei Untergr. H; eines auflosbaren G sind kon-
jugiert welche maximal beziiglich d. folgenden Eigenschaften sind:

1) H; hat einen w*-Turm (???w -Gruppen)

2) NH; = H;.]

225/226
Sylowsiéitze fiir unendl. &

Gollberg 1959 (Sp-Ubersetzg) definiert:

$ ist m-Sylowgr von §) < jede p-Sylowgr von $) mit p € 7 ist eine p-Sylowgr
von &.

Das sollte man lieber eine m-Hallgr von & nennen.

226/227
12.6.
Subnormalisator

1. Auch in auflésbaren Gruppen mit Sylowturm gibt es i.a. keinen ,,Subnor-

malisator®. Sei G = G1 X GQ, Gl = 63, A < Gl, |A| = 2, B < Gg, |B| =

3, S<G, |S|=8 Dannist AcsS, Acs(AxB),aber A¢s (SVC).
———

C

2. Aber in iiberauflésbaren Gruppen gibt es einen Subnormalisator, das hat
mir, glaube ich, ein Student gesagt (Orthmann?)

227/228
12.6.[h:] 60 [:h]

Intravarianz
p-Gruppen.

1. Gaschiitz teilt mit: Nenne G gut, wenn
I(G) < A(G).

innere  alle Automorphismen von G
Sei C char. in G und G gut. Dann C gut.

2. Frage Gaschiitz: Hat jede p-Gruppe eine durch p teilbare dussere Autom.-
Ordnung?

[h:] es geniigt: Ztr G zyklisch. Auch das 2. Zentrum hat in treuer Darst. x = 0
4]

2a  Ein Beweisansatz von mir: Zeige, dass nicht alle zentralen Automorphismen
von G innere sein konnen, z.B. mittels monomialer Darstellung und Betrachtung
der Eigenwerte, oder der Spuren. Das geht z.B. gut bei der reellen monomialen
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Gruppe p Kranz p, Ord pP*1.
Jede Darstellg, in der das p-Zentrum (dh Ztr N Ord p)) nicht — 1 abgebildet
wird hat x(g) = 0 fiir alle g ¢ ®(G).

3. Nach Mycielski, MR 203 # 1725, sind je zwei max abelsche Ugr einer kom-
pakten Gr. konjugiert! also intrav.

228/229

4. Nenne A’ < G: G-automorphes Bild von A, wenn 3, G* = G; A’ = A~
voll-intravariant, wenn A intravar. ist in jedem

Umit A<U <G.

5. Zu 2: Man kann G = AB darstellen, A, B < G, und, wenn AN B > Z mit

|Z| = p, Z < Ztr G, so kann man A % Z und B 2. 7 hom abbilden. Wenn
dabei beide male Ao B — 1, so gibt (ab)” = a®b” einen Hom von G in Z.

6. Der Ansatz 2a fithrt nicht immer zum Ziel, z.B. bei dem direkten Produkt
G1 x Gy X +++ x Gy, wo |G,| = p3, G, nicht abelsch, mit vereinigten Zentren.
[h:] (Hall) [:h]

7. Wenn in jeder KFGr C* alle w-Sylowgr intravariant sind, brauchen in G
nicht alle w-Hallgr intrav. zu sein: G = A x B, wo A = B (nur) zwei Klassen
nicht isomorpher w-Hallgruppen hat.

929/230
Verlagerung
1. Ist & p-normal, P p-Sy &, P* = PNG&P, so ist P* = <‘]3ﬁj\/:%3, BN(C ZP)P)
-
3

Bew: S.76 Nr 35: Die 0 = P NP, mit 3 £ 0 liefern 1 als Beitrag 9°°; die 9 mit
3 <0 liefern etwas in (C3)? (C = Zentralisator von 3 in &). Denn in 76.35 geniigt
es fiir M das Erzeugnis der p-Sy Gr von N0 zu nehmen, diese zentralisieren 3.
2. Allgemein schreibe & ~ {&1,...,6,} wo &, < &, wenn
PN = (P&, PN &L, ..., PN&L)
Dann lautet 1: Wenn & p-normal, dann & ~ {NB, CZB}.
3. Sei 4 <P, aus U < P9 folge U I PBI; sei [UP---P] = 1.
1
e

Dann & ~ {NU, NP}

Bew wie 1.
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230/231
4. Satz 7635 zeigt: & ~ {NB,...pNO; ...} fiir gewisse 0; = PN P;.

5. Vielleicht geniigt es, statt pA/0; irgend eine Gruppe ¢; zu nehmen, fiir die
inﬁmi>bi; inﬂ‘ﬁp>00

ist.

6. Vielleicht kann man statt pA/9; in 4 auch den Normalisator einer p-Sylowgr
von pN?; wihlen (in pN;)

7. Dafiir, dass eine monomiale Gruppe mit kommutativen Koeff auf die Gestalt
e- Permutation transformiert werden kann, ist notwendig (auch hinreichend?):
Sind die Lingen von [zweiler Zyklen derselben Matrix multiplikativ abhéngig,
so gilt die gleiche multiplikative Abhéngigkeit zwischen ihren ,,Determinanten* .

Zerfall 8. Meine Schlussweise zeigt: Ist A <1 &, A ab?lsch, B; . A zf,
get(B ;) =n, A" =A, sozf & : Amod 1=
~~
{am=1}
Frage: Bew mit Fakt-Systemen

231/232
a-Gruppen, Cartergr.

® sei a-Gruppe, a = aj - - - ag; dh. jeder KF von & teilt ein a,. (ax, ay) = 1.
& ,zerfallt“, wenn direktes Produkt von a,-Gr. € heisse eine Cartergr von &,
wenn

a) € zerfillt b) € deckt jede zerfallende Faktorgr jeder Gr &' mit € < &' < &.
(1) € Cartgr ,€ < 9§ < & — N§H = § denn sonst hitte N§ eine durch € nicht
gedeckte zerf. Faktorgr

(2) Je zwei Cartergr von & sind konj. u A d Zass Verm. Seien €4, €; Cgr, und
oBdA stets <€§1, Q:gZ> = &, Beh: ¢; = ¢,.

Bew: Sei 91 min. NT von &, |N| | a;. Dann sind NE,/MN Cgr von &/MN, also
& = NC; = NE, nach Ind. Sei v, ein a;-Komplement von €,; ist auch (az - - - ax)-
Hallgr von &, also konj

232/233

nach Zassenhaus. OBdA 0; = 05 = 0, also 0 < . Man kann die a;-Hallgr
51, &2 in eine a;-Hallgr von & transf, [durchgestrichen: aber ist schon| dann ist
<3’1, 32> % 0 eine zerf. Obergr. von €, €, also = ¢} = &,.

3. Ist € Cgr von &, N ein a1-NT von &, soist €= N a;-Kpl in NE.
4. G = [Reine| Zerf. hat Cartgr, ndmlich "
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233/234

Bew: 4: Ist 91 <1 &, U rein (= ;jt}r), & /M zerfillt, so hat & eine Cartergr €,
ndmlich € =N&, p={ai---a,, r#i}.

a) Sei € < &* < &. &* hat Cartergr €*, diese enth. ein &, das ist zu &, unter
$ konj.; daher Jp,cq @ €*" < €. Da ¢* jede zerf Faktorgr von &* deckt, tut € es
auch.

b) Sei &/9M zerf. Beh: ME = & oBdA M < N (sonst ist MNNM|. € = NG,
deckt &/, da &, eine p-Hallgr. der Gruppe MG, I & [Zassenhaus).

5. ® enthilt eine Cgr €. Sei N reiner NTeiler, etwa 7-NT von & (7 = a;, p =
Rest). Sei €/M Cgr von &/N, € ein 7-Hall-Nt von <.

I. Dann deckt € jede reine Faktorgr. /9% von &.

a) M < R: € deckt B/N, und € enthilt eine p-Hallgr von €, deckt auch.

b) dieser Fall liegt insbesondere vor, wenn |&/R| p-Gr.

234/235
b) |&/R] ist eine 7-Gr. M £ R — NNR =1 [N oR] = 1. Dann ist

¢, < M
N < Zse,
N < ¢

Aber es ist schon 9TRC = &, also RC = &.

II. € deckt jede zerfallende Faktorgr von &. Denn zerfillt /8, so &/&; rein,
R; > R € deckt, also (Ord vgl.) € deckt &/R.

III. € < &* < & — ¢ ist Cgr von &*. Ind |&:

Ist 91 reiner 7-NT in &, 9" = 91N &*, so ist (Ind.) €IT*/9T* schon Cgr von
&* /9", und € = N€, in €N*, also € CGr von &* nach IL

6. Bessere Def von € wohl: € zerfillt und deckt jede reine FGr jeder Obergr.
von €.

1

7. Stetsist g € (€, €9) = £ Dann €9 = ¢}, €9 g e ¢

8. Aufgabe: Fiir a-Gruppen den Durchschnitt eines Systems von a, - Komple-
menten untersuchen. Zerfillt stets direkt. Was deckt er?

9. a-Gruppen sind besser als A-auflosbar zu bezeichnen, wo
A= {wla w2, - . '7wT}7

wp Nwe =0, w, die Primteiler von a,.

235/236
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10. Aufgabe: Theorie der A-System Normalisatoren in A-auflésbaren Grup-
pen. (Def 9) unter Vorauss der Zassenhaus-Vermutg; dies konnte in A aufge-
nommen werden: In jedem Ausschnitt von & soll jeder Uw,-Sylowsatz gelten.

11. In einer p-auflosbaren Gruppe meidet der Normalisator eines p - Kom-
plements £ jeden exzentrischen p-Hauptfaktor. OBdA sei 91 ein minimaler p-
Normalteiler von &. Dann ist fiir jedes 1 # z € Ztr NN <zQ> = N, ferner
22Qi ¢ Ztr B, daher 229 =1, also n> @ =1 f. alle n € 9. Daher folgt aus
n@ =n falle Q: n=1.

12.  Vielleicht gibts zu jedem Teilsystem A" C A, A" = {w;...ws}, eine A'-
Deckgruppe in &, die alle reinen w,-Faktorgruppen jeder Obergruppe deckt und
eine zerfallende A’-Gr. ist.

236,237

Wenn es so eine A’-Deckgr gibt, ist wohl Deckgr. in jeder sie enthaltenden A’-
Hallgr von &.

237/238

Vollstdndige Permutationsgruppen,
Geometrie dazu.

1. Man kann nicht erwarten, daf} zu jeder Permutationsgruppe eine ordentliche
Geometrie gemacht werden kann; aber Aussichten bestehen vielleicht fiir diejeni-
gen 2-tra Gruppen die durch eine 3-Relation R definiert werden kénnen: Deute
diese als Kollinearitét. Gibt Inzidenzstruktur, wenn aus (« 5v) € R, (BvJ) € R
folgt (a 39) € R, und R symm.

238/239
Meromorphismen g von &
1. sind nach einer Bemerkg von P Hall nichts anderes als Untergruppen I

von & x &. Zusammenhang mit Remaks Bezeichnungen?

2. Eine Abbildg a von & in sich ist mit x4 vertauschbar ist, genau wenn g X h €
M — g% x h* € M.

3. Ist a mit 9y und My vertauschbar (besser: vertriglich), so auch mit 9ty N
My. Ferner, wenn |JM, = M wieder eine Gruppe, folgt aus M7 = M, auch
M* =M.

4. Die Abb. & — &, die gewisse M, < & x & in sich tiberfithren, bilden einen
Fastring:

gxheM, —g" xh" e,
N ga1ia2 % hlniag c an, ga1a2 x ha1a2 c gﬁp
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5. Ebenso aber bilden auch die a einen Fastring, welche gewisse Untergruppen
von B X B x- - -x® fest lassen! Braucht man wirklich nur & x & zur Beschreibung
eines gegebenen FRgs?

239/240
Meromorphismen (Fortsetzg)

6. Die mit einem FRg R vertr Ugr 91 < &1 x &5 bilden einen Verband M, da
M NIy € M.
Seistets 1 x 1€ M.

7. M enthilt zu einem subdirekten Prod. von 2 und B stets auch A x 1
und A x B, und stets auch das , gespiegelte“ subd Produkt von 8 und 2:
M = M(®®) \ Vertauschung der beiden Komponenten.

240/241
Perm-Gr. des Grads p?.

1. Wenn &5 transitiv auf den p — 2 {ibrigen Punkten der Geraden g2, dann
besteht der ,dussere® Sichtbereich von 1, 2, 3 € g12 aus genau (kfl)(f)#
Punkten; also ist p—2 | (k—1)(k — 2)(k — 3), das schliesst die Fille k = 8,9, 10

aus (p — 2 ungerade!)

3. Stets ist die mittlere Grosse des dusseren Sichtbereichs von m Punkten einer
Geraden gleich
(k=1)(k-=2)---(k—m+1)(k—m) (-1pE-—m)

(p—2)-(p—m+1) )

m

241/242

Sylowsétze in endl. Gruppen.

Setze wG = Menge der w-Untergruppen von G
w*G = " " " mit w*-Turm.

Der ,,w-Vereinigungssatz in G“ besagt, dass in jeder Untergr von G der w-
Sylowsatz gilt; dh wenn U, V' € wG, so 3h € <U, V>: <Uh, V> ist w-Gruppe.
Notizen von einer Bahnfahrt nach Bonn:
1. Je zwei der folgenden Bedingungen ziehen die dritte nach sich:
a) wG = w*G,
b) eine G~ (Hallgr) existiert,
¢) w-Sy Satz G

2. Aus la folgt nicht 3a: G =5, w = {3,5}.

3. Aus w-Sy A, w-Sy B folgt w-Sy Ax B
1 w-Ver A, w-Ver B " w-Ver A x B
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242/243

4. Gilt aufl-w Sy G/N und enthélt jede KFGr F von N eine F,~ und gilt w-Ver
F, so gilt aufl. w Sy G.
NB: ,aufl w-Sy G* heisst: w-Sy G & G, aufl.

5. w-Sy G — w-Sy G/N. w-Ver G — w-Ver G/N, w-Ver H (H < G)

6. Frage: Jede p-Sy Gr von G fiir p € w sei dedekindsch; G, existiere. Gilt
w-Sy G?

7. Aus m-Ver G und p-Ver G folgt # N p Ver G.

8. Aus Sy G, VperVqecp3 Gp x Gy folgt (mUp)- Sy G. [h:] (oder vielleicht nur
fiir p = {a}) (1)

243/244

Charaktere

1. Die Zahl ¢ heisst ein A-Charakter von & (wo & endlich, A € &), wenn die
Funktion x(G) = ce auf &, definiert als

_J ¢ Gkonjzu Ain &
X(G) = { 0 sonst

ein (evtl) uneigentlicher Charakter ist. (dh mit ganzen alg. Koeff. darstellbar

als > cpxp(G)).

[durchgestrichen: Satz] 2. Sei N(A) < $ < &. Dann ist jeder A-Charakter ¢
von $) auch einer von &. Und wenn

einf Char &
XP(G) = prkw)\ ( ii 11}7 ” 8 f) )

und
Cy = Z e,

so ist

244/245
Bew: a) %ZC@(G)XP(G) = §Z~~(AHI'R”) (wenn $ = Y N$H - H;, & =



b) shnlich.

Ebenso beweist man wohl:
[durchgestrichen: Satz] 3. Sei 7, eine fiir die Erzeugenden von (A) definierte

Fkt; sie heisse ein <A>—Char von &, wenn

e | 7(AY) [(i,9) =1, G konj A" in &]
W (G) = { 0 sonst

ein uneig. Char. von &. Sei N<A> < $ < 6. Dann ist jeder <A>—Char von )

einer von &.

Allgemeiner:
[durchgestrichen: Satz] 4. Sei v ein [ eig- } Char von $) < &. Sobald ¢(H) # 0,

uneig

sei NHN® < 9, und wenn HE € §, sei schon HE = HM: Dann ist
M GT=H
@ = { 400 (67 =

0 sonst

ein [ elg. } Char, von &.

uneig.

4'. Ebenso mit ¢ (H) # ¢ (wo ¢ beliebig, fest). Denn 1-Char. ist fortsetzbar
[h:] wenden! [:h]

245246
NB: Die Vor 4’ besagt: Wenn ¢(H) # c und HE € &, s0 G € 9.
Also:
Satz (5) Sei ¢ Char $ < &. Aus (H) #0, HS ¢ § folge
!

N.B. Nur ¢(E) =0
interessiert daher.
G € $. Dann ist

ein Char von &, und wenn

Y =D e (¢>\ einf Char f_))
Xp :pr/\7/)/\ Xp v &

So ist
éZXYp = ng)\c)\a
G
ISTRE = Yl
g Ie ==
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Bew 2):

1Z|><<G>|2=§ S 0 Y W

77 w=lnn [Hos

n=[®: 9], M1 ~ My die Klassen von $) mit ¢) # 0, denn jedes [H|g mit ¢ # 0
enthélt genau eine Klasse [H]e und ist n-mal so lang n = [& : 9].

[h:] Anwendungsméglichkeit: $ = Norm einer zykl p-Sylowgr; 11 — ¢ = 1 [:h]
(b) Frage: Wenn H* <8, (&: 9, H:9H*) =1und aus H € H—H* und HG e
folgt HE = HHo: ist dann ein &* < & vorhanden mit HG* = B, HNG" =H*?

246/247

Deckgruppen in A-aufl. Gr. [h:] Forts von 237 [:h]

E
—
1. Sei Dy, X Dy, X --- eine {w; ...}-Deckgr von G. Sei D, < G,,,. Dann ist

Zentralisator

!
ND,, NGy, =Dy, - (ZD,, NGy,).
N—————

N
Bew: EV = F gesetzt gibt, da NF/F rein: NF = D, F, dh. N : D, wird

gedeckt von F'. Aber esist F' < ZD,,,.
[h:] Ergénzung: 3 [:h]

2. Beispiel: Wenn G, eine nichtabelsche Gruppe der Ordng p® und G p-auflos-
bar, so ist D, = 1 oder Zentrum G, oder = G,, selbst, nie vom Index p in G.

3. G sei A-aufl, A = {w1,...}; D = D,, x --- Deckgr. Sei R eine ,reine*
(= w; - - - )-Untergruppe von G, i # 1, so, dass R < N'D,,. Dann ist R < ZD,,,.

Bew: Eff < Z = ZD,,,, D deckt RET/ER | das ist w;-Gruppe, also D,,, deckt
schon, daher wegen D,,, < F ist REff = ER, R< ZD,,,.

[h:] Besser: 4 [:h]
247/248
4. TIst D1 x Dy x -+ Deckgr in A Gr G, so erleidet D1 unter A'D; nur innere
——
RIEY

Autom.: D intrav in N'D;.
Bew mit 9, /EN P wo By = Dy X Dy x -+ -

5. Ist D; <1 G, so ist F eine Deckgr. jedes grosseren 1-Komplements G von

G.
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Bew: Jede reine Faktorgr von G gibt eine von Dy x G,

6. Frage: Was bedeutet es, wenn die volle Deckgr. einer aufl Gr G a) p-Gruppe
b) abelsch ¢) zyklisch d) Hallgr von G ist?

7. Zu 6a c: Ist D eine zykl p-Gr, so ist GP < G, |G,| = p, G, macht reg Autgr
auf GP(= p Kpl.) [und umgekehrt.] Also ist dann GP nilpot
248,/249

k*-Transitivitat.

Sei Grad & < oo, & k*-tra; dann ist & (k — 1)*-tra, wenn & wenigstens eine
Untergr. mit einem transitiven Konstituenten des Grades k enthlt.
[h:] auch &; ist dann (k — 1)*-tra [:h]

249/250
Darstellungstheorie.

1. Aufgabe: Die endlichen irreduziblen Gruppen von Matrizen bestimmen, von
denen jede echte Untergruppe

a) reduzibel oder
b) sogar abelsch ist.

250/251
Verlagerung.

1. Zum Beweis des ,,Kompressionssatzes“ braucht man den Hilfssatz: Sei ®
eine “Kette“ fo =g > f1 > ... > fr, dh. f; Funktoren auf &, [Bfi—1: Pfi| < p.
® sei normal auf NP, und sei Q < P; aus P; > O folge ipj NP =P, NP
(i=1,...,k) Dann ist ® normal auf N'Q.

Bew induktiv nach | : Q| mit
2. Genau dann ist ® nor &, wenn ® nor NP und ® sym & (anzuwenden auf

NQ statt &).

3. Man sollte Funktoren f betrachten, die von allen Sylowgruppen von & etwas

abschneiden. |f| =[] |®g|. Ferner sollte man fragen, wann 3A <1< &, AN G, =
alg

65 ?

251/252
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4. Man sollte die Einschrinkung auf Ketten ® mit Indizes p beseitigen, nur
[elementar] abelsche Faktorgruppen verlangen.

5. Frage: Sei € charakteristisch in jeder grosseren p-Gruppe. Ist dann jedes f
mit P > € [durchgestrichen: fiir das] normal, wenn normal auf N'€?

6. Fiir f nor & geniigt zusammen mit f nor N*B, f < h, h nor &:
a) P > 2A, wo A stark abg und f nor N2
Bew: es geniigt
b) N(B nP;) NP; > PP,
¢) f nor NG, wo & N0 nor in jeder p-Gr, welche die p-Gr ? norm [unklar]
d) PP g, < P!
252/253

e) jedes p-freie Element von A0 normalisiert jedes € mit sz < € <L0;.

f) P > Q o0 fiir jedes p-freie Q € N,

g) Man sollte & mittels einer p-Gruppe erweitern und dann meinen Verlag|er-
ungs| Satz anw.
)

h) 3A <P, Vi Bi NN (ANP;) > Bi 1Y, f nor NY

7. Das ,Sylowgruppenargument® der Kohomologietheorie findet sich bei Che-
valley, Class field Theory, Nagoya '54 S.42, Th. 7.3, Cor. Anwendung auf ko-
hom. triviale Moduln: Nakayama, on modules of trivial cohomology over a finite
group. Ilinois m. J. 1 (1957)

8. Beim ,Komprimieren“darf man mit einem Verkleinerungsschritt aufhéren!
Man braucht nicht zur normalen Hiille zu erweitern (das sowieso nie: hichstens-
mit einzelnen N € N0 transform.) siehe 10.

253/254

:‘13 B
9. Wenn‘Bﬂ‘,BG{ C Z, 19 s0 & ~ N =NP.

10. Die Kompression beniitzt nur ,,Symmetrieeig® bezglich verschiedener Sy-
lowg von N der Reihe nach, wie Transformationen: bilde immer P P
fiir ein solches p, wo P einen Faktor # 1 hat. Dabei kann [] P = 1 vorausgesetzt

werden von Anfang an und P € B/ no < PP Nd

11. Sei & minimal mit der Eigenschaft: Fiir A < ‘B, B : A < p, A char in P
(oder char bei jeder dufleren Autgr der Ord p) ist N2 p-nilpotent, aber & ist
nicht p-nilp.. Dann ist & p-auflosbar,
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}D

0

1

Q~(q...q), 8/9Q0 zyklisch, Ord < p.
254 /255

12. & beliebig — Der Normalisator jeder maximalen p-Untergr 0, deren Nor-
malisator nicht p-nilp ist, ist p aufl von Linge < 2:

Esist 0 > 1.
[h:] Titel: p-Faktorgruppen und p-Sylow-Durchschnitte [:h]

13.  Zum Kommutieren [(p—1)-mal] zwecks Berechng des Produkts von p Diag-
faktoren kann man, wenn die Klasse des Permutationskonstituenten c¢ ist, ein
Element aus der (¢ — 1)-ten Gruppe der absteigenden Zentralreihe nehmen. Die
(p — 1)-fachen Kommutatoren liegen dann im [(¢ — 1)(p — 1) + 1]-ten Glied der
abst. Zentralreihe; also wenn Klasse P8 < [ ], so Komm. = 1 und alle Diagpro-
dukte sind = 1.

14. Den Normalisator eines , kritischen“Sylowdurchschnitts 0 kann man mit-
tels einer passenden Obergruppe $ von Np darstellen (p eine Sylowgr. in D)
derart das keine zwei Diag-Koeff , gekoppelt” sind, das heisst jede mit einer
Sylowgr von ) vertr. Sylowgr von A0 liegt in §.

255/256

15. Keine Untergr eines eigentlichen p-Sylowdurchschnitts habe p Erzeugende.
Dann tragen die eig Sy Du[rchschnitte] nichts zu PB°° bei; also z.B. wenn P NP;
zyklisch.

16. Ist PN P; = 0 ein ,kritischer* Durchschnitt (max. unvertr mit PB*), so
liegt jeder NT 9 von ‘B, fiir den Q N0 in N0 normal ist und Q N0 < P* ist,
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in 0 enthalten. Insbesondere also wenn 9 abg (stark) in B mit Q < PB*, oder
auch nur Q No < P*.

17. Statt der bisher betrachtete starken Abgeschl. von 2 in 3 geniigt also die
»mittlere. A m abg in P — Vg, 23 N(PNP;) < NE&ANPB,).
Damit gilt: Ist P N*P; kritisch, A m abg in P, A < P; C P+, so A <P NP,

256/257

18. P NP, kritisch, Q< [durchgestrichen: P [h:] p [:h], QNP; < P*, V(2N
‘ﬁpi)ﬁmi>04>ﬂ§0.

Bew: QN0 <PF, Qod < pf=p*.

19. Jede m abg Ugr von P* liegt in jedem kritischen Durchschnitt. 17.
20. o =P NP, ist unkritisch, wenn p eine reguléire Obergr von 0 enthilt.
21. A <P, A m abg in P, f nor NA — f nor &.

22. Fiir jedes 2 mit 21" = 1, das sich aus p-Sy-Zentren erzeugen 148t, so ® nor
N2, dann ist ® nor &.

23. Ist 0 = P NP, kritisch, so ist /PO eigener Zentralisator in 9P. Forts.: 259
257/258

Hall-Higman-Sétze

Beweis-Skizze dafiir, dass exp P = p, & p-aufl — p-Linge & = 1, wenn p # 3:

kleinstes Gegenbeispiel hétte Form [h:] ? [:h]

&
p mit O min NT, /91 = R eine

2 q-Gr mit zykl Kommugr. im Zen-
L trum, wo R’ keinen Fixpunkt in

N hat.
P
[ Randnotiz: |

Aber nach meiner Fixpunktformel gibt es dann ein Q) € 777?, das mehr als \/W Rechenfehler
Fixpunkte in 9 hat, @ und seine Konj. in & erzeugen dann eine abelsche in &

inv. Ugr. von R, dann ist R abelsch, R min zulissig, 77?7 gibt NP = P, und

wegen exp B = p ist dann & p-nil.

Schluss funktioniert nur dann nicht, wenn ‘R verallg. QuatGr, dann aber p = 3.

(Fiir p = 3 stimmts nach H&H aber auch.)
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24.

25.

26.

27.

28.

258/259
Verlagerung (Forts. v. 257)

Sind 21,25, ... unabg in B, und < P* und ??7= PN P; kritisch ??77?, so
sind alle 2; <0, und es geniigt vorauszusetzen, dass f nor (N2, ist.

Fast trivial ist die hiibsche Formel
PP =(...,0,0M,...)

wo 0; = PNP;, By = PC. N; = Menge der p-freien Elemente von
No; = N;.

Denn > ist trivial, und < gilt weil die rechte Seite einen auf allen eigentli-
chen 1 < 9; < B symmetr. Funktor definiert, der auf 9P normal ist samt
allen grosseren.

Direkterer Beweis ohne Kette mit ¢ = P>, Pe/B/ < Ztr P/B/.

25 folgt auch aus Kompressionssatz.

259/260

Vermutung a la Thompson:
In Formel 25 kann man 9; durch die ®-charakteristischen Untergruppen
von ‘P ersetzen, dh die Q < P mit Q¢ = 9 fiir alle Autom. o von & mit

P =,

Jede charakteristische Untergruppe von B ist auch &-char, aber nicht
umgekehrt: &-char. sind hiufiger. 26

Ist P NP; = 0 kritisch, so ist der {Zentralisator von 9¢/Kern 9/ in M0 in
P} in 0 gelegen.

260/261
Charaktere

Frage: Konnen die speziellen Gruppen in Brauers Kennzeichnung der Cha-
raktere ersetzt werden durch Sylow Durchschnitts-Normalisatoren oder
Ahnliches? Oder durch die Normalisatoren der G-charakteristischen Un-
tergruppen von G),?

261/262

2 Fragen von M.Hall:

. Enthélt jede Untergruppe von endlichem Index in der unimodularen ganz-

zahligen Gruppe des Grades n = 2 eine Kongruenzgruppe?
(Fiir grosse Werte von n sei diese Frage positiv beantwortet, sagt M.H.)
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2.

Sei G eine endliche Gruppe, N <t G, G/N =~ A5 (Ord60). Sind dann je
zwei Vertretergruppen konjugiert?

262/263

Verlagerung

. Frage von Thompson:

Sei A ein maximaler abelscher Normalteiler einer p-SyGr P von G. Kein
max. ab. NT von P sei elementar abelsch. Sei V' die schwache Abschlies-
sung von A in P.

Sei Vyev, Voen (v,0,b,0,b,0) =1 wenn B = A9 < P.

Kann man hierauf einen Verlagerungssatz anwenden? (dann wiirde man
den Fall P = P x @ behandeln kénnen).

263,264

Hypermaximale Komplemente abelscher Gruppen
(= 2-tra Gruppen mit reguliirer abelscher Untergruppe)

Vor. 2 # 1 endliche abelsche Gruppe, a € ganzzahliger Gruppenring von
2,

a2 = c+dd
a = Y ad >a; = s
a = |A; c # 0

Der 1-Charakter von 2 ergibt aus (1)
s?=c+da
Jeder Charakter x # 1 ergibt y(a)? = ¢, also

x(a) = =*Ve
= Z4w

Ist X die Matrix x;(Ak), x1 = 1, so bei passender Num. der x;

S a1

5 0>
XA=3", xi(Ap)ar = T WO a =

Sei A1 = 1. Dann
s Ve s+ +/c

Ve . | 2/c

XA+ ) = ' + ' =
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264,/265

(@X(l v 1) XX=al=YY+E,
1 ... 1
E( 1 --. 1)
a1+ /¢ :
ao 2\/5
(6) Y = :
: 0
a2
b
2y/c
ab; — (s + +/c) = i-te Zeile von Yy : =0 mod 2/c
0
also:
(7)

=2/ | alar+v3) - (s + V)
2ve | aa;—(s++e) i>1

Vor(8) eina; =0 (¢ >1)undeina; =1 (j > 1)

(9) Dann
2yc | s++/c =w|s
2Vc | aq i>1=2c|a
2vc | ala; ++/c) [durchgestrichen]
2c | a
2 | a

(10) [ Anmerkung: | nutzlos: 295(11) [ Text vollstidndig gestrichen ]

(11) w ist rational (w = +/c)
Bew: Wegen 2 | a hat 2 einen Charakter xo = £1, # 1
x2(a) = +w ist rat.
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(12) Aus (2,3) folgt s —w? =da; s? —1= % mit s’ = =,
was nach (9) ganzrat. ist, haben wir nach (9) sw | s +w, aber 2 | s’ + 1,
s’ ungerade

aber 8 | s —1 = 8w? | da

(13) Da alle x(«) rational, ist « ”rational”.
a = o fir alle (h,a) =1
insbesondere o = (Y,
daher folgt aus o? = ¢ + d2’ durch Vergleich von 1:

a

Za?:chd

1
Vor:(14) alle a; =0, 1.
(15) Wenn (1,8,14),s0 s=c+d, s =w+d, d = %

267/268
Vor: 1,14,8
(16) Aus
2 = c+da s(a—s)=cla—1)
s = c+d
folgt s(s—1) =d(a—1) und da 2 | a, ist 2 | d.
(17) Ausp|a, p=2folgt p| wodera =2 — A, A>=1
Bew:
aP =, &’ =(+dA)" -« (wop=2r+1)
= ccaed
Wire p + w, so ¢" = w?" = wP~! =1 (p),
also wiire @ = oP)re2d( mod p)
withle A€ a—a® : e=+1 (p)
wihle AeA—AP) = Acaalsoa=2A—3wo e GrRgA®
c+dd =a®= a2 — 202+ 3
f?—c=fA
f=0
alle Koeff 8 =1,0:
268269

entweder 3=0=e=0=plc=plw
oder B-A, A2=1 a=A—-A=c=1
a?=(a—2)A+1

127



siehe (19)

Keine SyGruppe 2 ist zyklisch wenn o £ A — A, A

(18) Aus 2 < p | a folgt: Die Untergruppe 2, mit 2? = 1 hat |,| > p?, oder

(19)

a=2A—-A

J Sei [Ap] = P’
Bew: { wenn « # A — A, ist nach 17

o? = 0 (p)
a® =0 (p),

aber zu A € « gibt es ng =0 (p) Elemente, B = XA € o mit X? = 1.

Fasse sie zusammen zu AX 4, wo X € A, also |X4| =0 (p).
Ist nun p? | Ord A, so besteht die ”Spur”von A, die ja in «

vorkommt, aus vollen Nebenklassen nach (4,), wo A, € (4),0rdp.

Dann ist also AX 4 = P;,€ wo P; eine Ugr der Ord p in 2.

Haben p®! T Ord A, so hat AX 4 die Form Q9), wo Qp-frei, 9 < 2, und

wegen Rationalitdt von « ist ) rational, also

@:{ZG?l) = plp—1) 9
L+ (P—1) = pll+Y(p—1)

Also stets AX 4 = £B;¢€ mod A,
a =g, y EPi¢; a?=p> Pi€? mod Ap, = c(Ay)

A

= 9
= D=Psx

S 2 — ¢ = A0,
(P)=%; G=¢=0

YeZ—a=0
(p+1)d—a=0 = po=a V=12
vgl x1:
x1(&) = o
2
= e w!
p p

Keine Sylowgr von 2 ist zyklisch wenn o # mé 4 A Ep
p > 2: Wegen alP) = 0 wire a = AT, § <Ay
ctdd=a?=pA,F* Ay|lc W

a? = c4+a2d (2)
p=2: = c (2)
1) ¢=0(2) wiep > 2
2) c=1(2) oP=1  a=1+AF OBdIA

c+dU=a?=1+2UF £ 2AsF>
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v ]l

Y

N 1y v

(17)

[h:] uninteressant fiir hypermax Ugr mit Kpl 2(: 295 (11) [:h]

a—1=uv,

v | 2<pla=plu+v)la

(20) 3 “ {

S ,U:afs w =

namlich u = £, ,
w w

(u,v) =1,

_a
u+v

) a—1=¢’=¢>2,u=1Lv=a-1L,w=1,s=1
also nie a — 1 = ¢” auBer wenn o = A4, A — A

[durchgestrichen :] u +v = &}

(22) TCAT"=u+vA A =1=ausq|ufolgtqla & gq]|t
Bew: w EW T, w#t=|T|=w|a,w™=u qlq

=qg|lwm=qlw=qla

270,271

271/272

(22') Wenn noch TT(-V =d +eA,sofolgt ¢ |u = q|d=q|le=qla
Denn d = ww ; ist q | ¢, so q | w = ¢ | ww = d. Nach 22 ¢ | t, also wegen

t=d+eauchq|e.
(23) Sei A’ = 1,

— 7
a=p,

T =u +vA

=22

d—+ ea

d(a—1)

u=p,

d=rp"



Satz

Satz

dat,a=p", istt ~pa—t, dr~p,t?

t—p)t+p) = ep”
pPlt—d = e

t—plodert+p' =0 (p")
[V !
t_{apj ,also # al

OBdA 1§|t|<g , dann t = pJ

t2:p2j+eagibtnur€=0a f:l, |T‘|;1

24 & 2-tra, ® > A abelsch, transitiv, a = p = 1,
2
o Aut ® mit 0’ =aVa € A =7 =4 Vy € &.

Wenn p > 2, so ist t £ p“ fiir ein Zeichen nur durch p’ teilbar, daher

272/273

Bew: nach 23 ist 7 = &7, O'Oél_l 148t & und jedes a € A fest, also jedes

B, daher jedes 7y € & : By = B1a = G077 = &, aber vy~

148t alle &« fest € (B = 1.

Seic Aut &, ¢ = 1, mungerade

25 ¢ B2 tra, 6 > Areguldre p — Gruppe ung. Ord
(??7abelsch) o Aut 8, a” =a =7 =~ Vy
_ 2
TT = d+eA t* = d-+ea
Bew: pm u+m4{ t = d+e
Vor: T # A

T ist normal, denn 3" (Ewe)? = SpTT(~1) aber
(TT)™ = (d+ eA)™ = (u+vA)?%, d™ = u?

da 24 m,ist d = w?, u = £w™, wo w rat > 0.
Wiéhle T mit Sp = 0. Dann

0=SpT=t+w...
w|t wle, dat=w+e

2 = w?+ea
t+w)(t—w) = ea
wt+1)(£-1) = &£a, a=p".
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Da p ungerade ist fiir ein Zeichen £ +1 # 0 (p)

wenn £ + 1#0(p), soa|t — w =t=w
Wenn% — + >t+w=a
0
ea = (t+w)(t —w)= =
a(t — w)
e = 0 t=1
= t—-w=t—d=t—w? =w=w?=1 t=a-1

Allg. Konjugiertheits-Problem.

[ Kommentar: Statt G steht urspriinglich G (k = 1,2); die Umbenennung ist
i.f. nicht iiberall umgesetzt. |

Geg. Al, A2 S G.

Seien 1G, oG die induz. Permdarst.

(1) Wenn Ay = A7, so |A1 N K| = |Ay N K| fiir jede Klasse K konjugierten El
in G.

(2) Vk|A1 N K| =|A2N K| < G ~ G2 im Sinn der DarstTh.
denn <V, Sp g1 = Sp go.

(3) Sei G1 ~ G2. Dann gibt es Matrizen M mit | M|| # 0,Vy91 M = M g2, und
umgek.

(4) Sind G1,Gs irgend zwei Perm-Dart von G und M Matrix mit g1 M =
Mgo, M =3 p;M; wo M; nur Elemente 0,1 hat und Sp M; M| = 0 fiir
1 # k und p; # pg, dann
g1 M; = M;gs.

275/276

(5) Sei M Inzidenzmatrix (d.h. mag = ?) [besser: 01-Matrix] mit ;gM =
Mag. Sei U < 1Gy = Aq, Trans.Lgen 52U t; <ty < --- < ts. M habe in
der ersten Zeile s Einsen.

Dann besetzen diese volle Trans-Gebiete von U, daher s = > to fiir
gewisse 0.

(6) ;G sei erzeugt von A;. Sei M verkniipfende 01-Matrix von G; ~ G.
Grad = n. 1G; = 1A enthalte eine transitive Untergr. B des Grades n—1,
so daf jede Untergruppe C von B mit |B : C| < n—1ergibt |B: C| | n—1.
Dann hat M nil Einsen in der ersten Zeile, dh bei passender Normierung
M — F — M, F,(1) ist G; = G2 (dh vermoge einer Permut. dq), dh.
1A =5A9.
Bew: Da B; 2 Transgebiete (Lge 1, n — 1) hat auch By 2 Transgebie-
te, Lge w,v. Hier Annahme, u,v > 1. Dann uw = |B : C| < n — 1,
v=|B:C'<n-1

131



276/277

u+v=n.

Sei u <.

Damnu=n=1 modv, u=1oderv+1, 2v+1, ...}=u=1W! Also
hat By Tralgen 1, n — 1; nun (5).

(7) Die Vor von (6) iiber |B : C| ist z.B. erfiillt wenn

a) B reguldr vom Grad n — 1
oder (3) B eine transitive p-Gruppe ist.
(8) 3, A1 = Ay < Iy verkn G7 mit Go, und M ist eine Perm. Matrix

M e G&™.
= klar. <= Dann lisst 5 A; eine Ziffer fest, also < AJ und umgekehrt.

(9) Vor (6). 1G1 enthalte eine transitive Ugr A vom Grad n — 1 mit der
Eigenschaft: Aus C ~ B folge C' ~ B ®. Dann ist A; = Aj.

(10) Die Vor 9 ® ist z.B. erfiillt wenn B 2-tra.
Also

SATZ (11) Wenn A; eine 2-tra Permdarst von G des Grades n induziert, so folgt aus
A1 ~ A2 sogar A1 ~ AQ,

277/278

wo A; ~ Aj heisse: Vi |A1 N K| = |AyN K| und A; ~ Aj heisse A; = A

(11") Eine 3-tra Gruppe G vom Grad n enthilt keine intra Ugr vom Index n
ausser den trivialen, G,.
NB intra ist nicht entbehrlich: &°.

(11”) Eine 3-tra Gr G vom Grade n mit n? { |G| enthélt keine Ugr vom Index n
ausser den G,,.

(12) Nenne Permgr. P gut, wenn aus P ~ @Q folgt P ~ @ (Def 11). P ist gut
z.B. wenn

a) P zyklisch

B) jeder tran Konstituent von P hat Grad 1 ???auf einem einzigen, und
der ist 2-tra

v) P regulér, oder regulir +(1).

[Randbemerkung: | “starr” statt gut S.340
besser “fest”

278/279
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(13)

(20)

Die el. abelsche Gr. (p,p) hat zwei Darst. 1G, oG mit 1G ~ oG, #,
Gradp(p + 1)

1G erzeugt von allen Ugr der Ordp

oG =reg+p(1). [ h:] allgem,: (19) [ :h ]

|A1| = |A2]

A1 As kein Nullteiler

im Gruppgring V(EG ist, ist A1 ~ As. Denn Ay - A; A = A7 As - Ao,
also Yy x (A1) = x(42), [A1 N K| = AN K].

Wenn {

r € Gr Rg ist Nullteiler < r*r ist Nullteiler < r* ist Nullteiler.

A1A2A1 7& Nullteiler = Al ~ A2
——— (14,15)

>0 hermitesch
in jeder Darst

taugen nichts, da A; A, stets Nullteiler!
(a —1)A; = 0: Dazu kennt man das reg. Komplement. Genauer: 23

Sei A; hypermaximal, A1 A; # G, C ein gemeinsames Komplement,
TA; = AsT. Dann

279/280

TT* vtb Ay, TT* =c+ dC
Wire c=0,s0 TT* =d - C,

2 0
?ﬁ;th}ﬁﬂtc t{ W

Also ist ¢ # 0, daher ¢ + dC' nichtsingulér, also

H hypermax, A gemeinsames Kpl. von H und K, HK # G = H ~ K,
insbesondere K hypermax. (18) Verallg. (23)

H hypermax, H ~ K = K hypermax denn Permdarst G nach K enthilt
nur (1)+(irred), wie die nach H.

Jede abelsche Gruppe G vom Exponenten p hat zwei Darst. G; ~ Ga,

G1 % G5 vom Grad % wenn |G| = p*.
Die eine wird von allen Ugr der Ord p erzeugt, die andere ist (reg).

const+const-(1)
280/281
G ist “total gut”, dh jede Permdarst G gut < die Charaktere der induzier-

ten Permutationsdarstellgn (eine aus jeder konj. Klasse) sind lin. unabh.
auf den Familien.
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(21)

(22)

(23)

(23)

(24)

(24)

Eine nicht zyklische p-Gr ist nicht “total gut”  (20),
Faktorgr (p,p) gibt ein abh Char.  (13)

Sei M eine Matrix, die zwei tra Permgr. 1G, 2G verkettet, M (01)-Matr.
mit m Einsen je Reihe. Sei Grad M # 0 mod p und P eine p-Gruppe in
1G, deren Translidngen t1,...,ts sind. Dann m = Z/ ty.

Denn 5 P ldfit wegen n # 0 (p) eine Ziffer X fest.

Betrachte dann A-te Spalte M.

Haben die verkniipfenden Matrizen zweier transitiver PGr nicht etwas mit
FRAMES’s Methode zu tun, aus zwei PDarst den gemeinsamen Teil zu
bestimmen?

281/282

Forts. v. (16)

Man braucht nicht eine reguldre Untergruppe, sondern es geniigt ein “ver-
kniipfendes Restsystem” R :r; € G so, dass

G e EATZ' = zriB.

Dann T' = AB N R. Wieder ist T nicht Nullteiler, wenn |T'| # 0.
Daher

H hypermax, 3 verkniipf. Restsystem fiir H und K, HK # G
= H ~ K, K hypermax.

Allgemeiner:

Ist K = HY9, so 3 Restsystem von G, das K mit H verkniipft.

Wihle {r}: G=> Hr=> rH
dann G=S5Hlrg) G=Y(rg)g~*Hg

282/283

Die Existenz eines gemeinsamen Restsystems links und rechts fiir H folgt
nach Schulmé#dchenschluss:

Nenne xH und Hy befreundet wenn xH N Hy # (). Dann sind k Linksklas-
sen stets mit > k Rechtsklassen befreundet. [Bew fiir Schulméd. ist: Wenn
es [ Linkskl. gibt, die nur mit [ Rechtsklassen befr. sind, so reduziert sich
das Problem. Wenn es nicht solche [ gibt, paare irgend zwei befreundete
und die Vor. tibertrégt sich auf den Rest.]

Buch Zassenhaus?

Eigenwerte von Vertauschungsmatrizen:

Hat die lineare Gruppe G mit rat Koeff einen nur einmal auftretenden
irred Bestandteil D, der in einem Korper K rational gemacht werden
kann, vom Grad f, so hat der Ring der ratzahligen Matrizen, die mit G
elemweis vertbar sind, f Darstellungen des Grades 1 in K. Denn man kann
D in K abspalten.
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283/284

(25) z.B.: jede ratzahlige Matrix, die mit einer transitiven Permutationsgruppe
der Ord p® vertbar ist, hat ausser dem 1-EW einen EW im Korper der
p*-ten EWu. Denn G enthélt einen Bestandteil # 1 vom Grad f = 1
(wegen Grad G). Der tritt nach Rezip.Gesetz nur einmal auf, der zugehor.
EVektor wird aber auch von der Matrix in ein Vielfaches iibergefiihrt, der
Faktor ist im Korper der p®-ten EWu.

284/285

P-Gruppen vom Grad p

Forts von 199

(1) Unterscheiden sich zwei “Invarianten” nur um das O einer rat. Zahl, so
sind sie gleich:

Aus u2k/’(17_k) :Uzl(P_l)

p—1 p—1
folgt kip—k) _llp—1)
p—1 p—1

Bew: (u,v) =1 1<ki<?t

® u?k(p — k) = %l(p—1)

vQIkS)_lk)<p11 u2<p4L1
u?k? = 212 (p) u < %\/m
Bei passender Wahl des Vorzeichens von v ist
uk =l (p)
uk = vl + wp in ® eingesetzt

(vl + wp) (up — vl — wp) = v2lp — v?I?

wp(u — w) =vl(2w — u + v)

2w=u—v(p)
vp+1
f|mMp:mmpﬂﬂ<2|p2 §+”¢:pw¢+1

wenn uk -vl Z0,s0p</p+1W
also uk = vl

® gibt u(p — k) =v(p —1)
up =vp, u =v = =£1
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285,286

(2) Forts. von X35:
Ist ¢ Autom von &, so ist PVRT|

konjugiert zu
Bew:

U] = r2 (U] [
(r rat) =[P =5 =1

(3) Die Autom von & permutieren die Klassen konjugierter Untergruppen
vom Index p geméss einer halbreguldren zyklischen Gr der Ord 2.
Bew 2 sagt: Permgr ~ (2,2,...,2)
und XI369 sagt: Zykel, halbregulér.

(4) Sei o ein Aut von &, P° = P™ und der die Klassen vertauscht. Sei A ein
EW der Matrix, die 31 — U7 {iberfiihrt, und sei x der entsprechende EW
einer Matrix K, die 4 — U tiberfiihrt, U # ﬁd. Dann

(a) KE | AN
(b) w7 L go
(¢c) b——W°
LK*‘Z
286/287
Bew: (b) UL = LY
L = L*g° UL = Ly°

(C)HLW

also
J{L J{:K*LK*NN

ua’ -— %0’

K
(a)  Nach (c) ist ME? = rat v

also AR = - KV T rat

hieraus folgt nach (1) x ==+1, oBdA

® MK = K?

Ist nun ¢ T »F, so ex q | ¢, 4{ &, 4° T K, also nach & q” | \.
q° | AN, q° | A

(5) Gedanke: man sollte statt x besser £ untersuchen.
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(7)

Ist k nur bis auf einen rat Faktor bekannt, so ist es genau bekannt:

K ist das was iibrig bleibt, wenn man mit einem rat Faktor ganz macht
und den gréssten ganzen rat Faktor rauszieht. Dh & ist die absolut kleinste
ganze alg Zahl in ihrer Restklasse mod rat Faktoren.
%WKﬂﬂ=ﬂW@ﬁ

fremd zu

Fortsetzg 343

287/288
Uber 2-tra Gruppen
Zahlentheoretischer Hilfssatz: unnétig: (11)
« B+1 u
Aus 2% — 1 =uv,2 =u+v, >1
v
folgt v = 23; u,v =2°F1 [h:] besser = [: A]
Bew: 4 Wesen u,v > list a > 4.
" | w,v ungeradeda |2*—1, a >0
2 —1=wuv >3- (20t —3)=3.20"1 9
2% >3.20t1 g
a>p+1
(sonst >, 2% >3-2%—8,2* <8 a <3 W
Ferner u = —v (28+1),
also ist mod 26+ —1=2% — 1 =uv, v2 =1
26% [ (w+1)(v—1)
da Differenz = 2, ist
2 v+l
ebenso 20 Ju=+1, und u = —v,
also bei passender Bez von v und v ist u = —1, v = +1 mod 2°
= [h:] besser + — [:h]
288289

u=z-2°-1, v=y-2041
x>0, y>0, z+y=2
alsox=y=1,2-1=w=2°-1)2°+1)=2* -1, a =28
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(2)

Eine durch U erzeugte 2-trans Darst von & sei mittels 7' verkniipft mit
der durch U erzeugten; dann ist 7" normal.

Bew:
TT* = el + dF F=(1)
T*T =el + fF
¢+ dn = max EW TT*=...T"T =e+ fn (n=Gr®)
¢ = min Tr* =.. T"T=c¢
c=e, d=f.

NB: Ist KK* = j-T+r-J, soistmitx =%+ Y0 o K g
S8 = jI.

o € Aut®. T verkniipfe Permgr & mit & = &°, dann verkn 7 & mit
&7 . Bew: Vg gl =Tg°

also Vg g°T = Tg"2
gT? =Tg°T = T?¢°
dito fiir Verkniipfg von 4 mit £7:

g- > UR, g > U R
UR,g =UR, = UTRIG" = U (R,)"

p=n(v,g),also g7 = () -g:5=9"
289,290

[ Kommentar: Der ganze folgende Punkt (4) ist mit Bleistift durchgestri-
chen. |

[h:] veraltet: siehe (11) [:h]

Sei n :_2d, und & eine 2-tra Pgr des Grades n, die mit einer ebensolchen
Darst. & von & verkniipft ist mittels Inz-Matrix T mit

1 t
T 1 = t |;
1

dann « = 23 4 2 gerade, und T hat bei passender Normierung den EW
w=2" und es ist t =2 + w = 2w? + w.

Bew: OBdA sei 1 <t < 3. P 2-Sy & hat einen EV 1 zu einer Dastellg
+1 (# +1). B hat dann Tr. Beide miissen aus % Einsen und % mal —1
bestehen, sind also bei passender Normierung von T' (dh T'— TP, P €

G™) gleich bis auf const. Fakt.

Fr=0
Tr=wg hier w rat, da g rat.
®TT* =c+dF F=(1)
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da T nor, ist auch T*r = wr = wg, also
cx =TTt = wlt = w’r c=w?
1
®auf [ 1 | angewandt gibt t? = ¢+ dn
1
ferner Sp vergl. 1. tn =cn+dn =t =c+d.

290,291

Also t2 = w? +dn
t+w?+d d>0

(t+w)(t—w)=dn
w = wp ungerade
wi <w?<t<n=2%alsowi|2*=n

w§|52 w [t 752|d
wa(or +az)(—) =251

Differenz = 2% = 2 ungerade, also ein Faktor nur durch 2 teilbar, der
andere durch § : =t = 4w und 3.

t=+w(y) gibt

t=w «—d=0,t=1

8~ ful (t< 3

L—w=tln—t)=w*n—-1),w* =2

291/292

[ Kommentar: Der ganze Punkt (5) ist mit Bleistift durchgestrichen. |
Allgemeiner: (11)

Satz (5) Seien i, 0,2 drei Ugr vom Index 2% in &; i sei hypermax. Dann

(a) YU = & bei passender Bez.,
oder (b) T = u9.

Bew: Verkniipfe g ind von U mit g ind 4 wenn U0 # &, ist die Matrix
T#0,F;
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S verkniipfe § mit g, ind v. 20

Betrachte den entspr EW: ww = tkw k= 4w —
w?=t) =wt mod n
w® = w?t mod nw
%w—%tEO mod nw
—t
wT =0 (mod w)
t=2uw? —w
2 J—
- 5 == 0 (w)
w=1 ganz w ungerade, w | n = w = 1.
292/293

Autom. von 2-tra &

(6) Sei 4 hypermaximal vom Index p? in &, p > 2. Sei o ein Aut von &,
o™ =1, m ungerade. Dann ist

(a) Y7 = & oder

(b) Jg U7 = 49,
NB: Im Gegensatz zu 384 wird hier weder abelsche reg Ugr noch Maxi-
malitdt von 1 vorausgesetzt!

L ind g ???induziere g von &.
Nach (3') ist g7 = T'¢?, also

g™ =T"g

T" =u+vF F=(1)

TT* =c+dF

. om | w+oF)?? = W? (F)
T ist normal nach (2), also (TT*)™ = { (ct+dF)™ = e (F)
u? =c™; dam =1 (2),ist c = w?, w ganzrat
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zu X36 (7

)

~—

2 = w?+dn n=p?
t = w?+d

(t+w)(t—w)=dn

w = wp - p-frei, wf,gtgn, w§|n
wf, | 2 wy | t,d
t w d
Wyl b Yoo =) = o
Wp Wy Wp
293 /294
Differenz der Klassen ist 2.2, p-frei: etwa p{--- 4+ ---, dann
P
t w
2 _Zy=0
(= ) =0 ()

Frage: Sei T eine Inzidenzmatrix mit T7T* = ¢l + dF. Wann gibt es eine
Permutation 7 mit 7= 1Tr = T*?

“Automorphismen und Charaktere”:
Sei g eine irred unitdre Gruppe & von rat zahligen Matrizen, o € Aut &,

Spg” =Spg.

Dann g° = S~1¢S mit rat zahliger Matrix S, die bis auf einen rat Faktor
bestimmt ist; ¢S = Sg¢7 gibt, da g unitdr, S*g = g?.5*, also §S5* = cI.
Ferner ist, wenn g” = T~ '¢T,

T =T YT =TS 1¢4ST
also, wenn S = M, gesetzt wird usw:

M,M, =rat.M,,

nachher
Mo-—l = rat.Ma*

294/295

Sind die von $ und R erzeugten Permdarstellungen von & &dqu. im Sinn der
Darstth., so sind sie gleichzeitig k-tra oder k*-tra, denn diese Eigenschaften
kann man an den Charakteren entscheiden: & induziert auf der Menge der
n(n—1)— (n—k+1) geordneten k-Tupel ohne Wiederholung eine Gruppe
mit éEX(X —1) — (x — k + 1) Transgebieten.

(10) Frage zu (9): Wie ist es mit Primitivitét, k + 3-trans, k-pri?

[ Kommentar: Der folgende Punkt (11) ist mit Bleistift durchgestrichen. |
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19.10.60

(11) In einer 2-tra Gruppe G von geradem Grad n ist jede intra Ugr vom Index
n konjugiert zu G. [h:] n = 2p? geht aber! v' 10,G [:h]

Bew: Verkettgsmatrix V' hat n — 1 EWe vom gleichen Betrag |x|, und
|k|*~! ganzrat und k& = j ganzrat: VV* = jI + \F, F = (1);

also |k| rat, j = w?. Hat Vv Einsen in jeder Zeile, so

(12)

v=7 4+ A
und v =j+n
Also v=7+4+A
vP=j+n
v? =% + 215+ N2
20j + A = An
[Nebenrechnung/
v < p”
v=74

w>0, vP=j+I=uw>+Xn
(v+w)(v—w)=2\p~
I v=w+zp*=>r<0=>v<w

(a3

11 v=—w+ap® =>v+w=p
=0 —w=2\=2v— 2uw?

(0%

=2 =w4v=p

Wenn A #0,s0 2w+A=n

vt+tw=n

aber oBdA v < %, und da A > 0, ist w <wv

(SpVVv™)
1
(e"VV¥e, e=|1])
1
295 /296
A>0,v>n
Wid!
2lp  Wid!

Also A=0,v=1,v € S" wenn V einen EW k mit || =rat hat.

Hat n — 1 genau r verschiedene Primteiler, so enthilt die 2-tra Gr G
hochstens 277! verschiedene Klassen konjugierter Ugruppen H; vom Index

n sodass stets H; H; # G.

Denn die j kénnen nur 2" ! Werte annehmen:

{j:k—'ll (k = v oben)

=
l=n

k+
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(13)

und die Determinante zeigt, wenn V; G* in G**, Vo G** in G*** und V3 G*
in G*** {iberfithrt (Inzidenzmatrizen)
G* = Gy, G** = Gk usw bezeichnet.

206/297
dann ViVo =V5 - (al + bF)
also |K1||K2|: |K3|~a
Jij2 = jaa®

also wenn j; = js, ist j» = a2, geht nicht.

Daher alle auftretenden j, verschieden, Anzahl der Klassen = Anzahl der
versch j; = 2" L.

j ist namlich eindeutig bestimmt durch Angabe der p2° Tn — 1, die | v!
Dazu muss man wissen, dass von den Tra-Lgen von Hg alle bis auf eine
durch p? teilbar sind, wenn p® Tn — 1 (und die letzte ist = 1 (p?)).

Bew: p Sylowgr von Hy ist p-Sy von G ist konj p Sy K, und die letztere
hat ein TraLge 1, die anderen = 0 (p?).

Also jedes v ist = 0,1 mod p?, wenn p® Tn — 1. v und n — v geben das
gleiche j.

Wenn v genau durch die gleichen p2? T n—1 teilbar ist, so setze [[ p27 = a,
n=ab,und esist n =v =1(b), alson —v =0.

v=xa,n-v=1yb

ab+1=n=xa+ yb;

hier x = [‘%1] = kl pos Rest mod b, y = [%]

j = x, also eindeutig bestimmt durch a.

297/298

Da Ostrom & Wagner MZ 19597 alle 0 — 1- Matrizen V mit VV' = al + F
bestimmt haben, deren Gruppe 2-tra ist, sollte man jetzt alle V mit V'V’ =
al 4+ bF und 2-tra Gr bestimmen, dh alle 2-tra block designs.

Vor: ist aber: pt |K|?
G,2 —tra, vom Grad n =1 mod 2, enthalte tra A nicht notw
abelsch mit A> B in NA

P

einen Autom « d Ord 2 erleidet (u.a.).

n = |A] sei ungerade. Dann ist jede intravar. Ugr des Index n konjugiert
zu A in G.

Bew: Die Vertauschungsmatrix V' kann als Linverbdg von El. in A ge-
schrieben werden. Man kann erreichen, dass V' invariant bez a, dann hat
V' einen nichttrivialen realen EW s im Korper der p-ten EW (wo p so
gewahlt, dass eine Faktor-Gruppe der Ordp von A den Autom —1 unter
a erleidet!). Da p ungerade, p { n, k? =rat, ist s rat, j = w?, w rat (siche
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(15)

Beweis 11).

[ Schluss eingefiigt von Seite 299: |

Aber Vor: p + |K|*!

z.B. wenn die reg Gr A nilpotent ist und 2 | |V A|, sind Vor 14 erfiillt.
z.B:n=p* 2| |NG,|

[durchgestrichen: gilt wohl auch wenn Ay, # regulir]

Ist A, B < G und fiir jede Klasse K konj Kl. in G stets |[ANK| = |[BN K],
so folgt aus S < G, AS = G auch BS = G. Denn S hat in den beiden
Darst von G den gleichen Charakter, ist also auch in Gp tra.

[ Schluss eingefiigt von Seite 299: ]

allgemeiner: Ist stets |[KNA| = |[KNDB|, so hat jede Ugr U < G gleich viele
Konstit. in G4 wie in G g, d.h. die Anzahl der verschiedenen Summanden
in G=> AgU und in G =3 B+ U ist dieselbe.

FORTSETZG 336

298/299
Verlagerung:

Vermutung von Olga Todd:

Sei G > H >G> 1, H = 1. Dann ist |[Vg_ g (G)| ein Teiler von |H : G'[;
Nein!| vielleicht ist genauer Vg, p(G) = einer Untergruppe von H/G'
(dagegen ist nicht immer eine Ugr von Kern Vg, i isomorph zu G/H, der
Kern braucht G/H nicht zu decken).

Nach Iyanaga ist exp Vo (G) | |H : G'|

OTT hat ein Gegenbeispiel (K4):

Va—nu(G) = (9)
H/G' == (3,3)

Fortsetzg 314
299/300

conj ???hypermax

Vor: (n, |k|)? = 1. Sei G 2-tra, G > A tra, n =1(2), , A’ = Kommgr von
A, A= grosster Normalteiler von A, der jedes Transgebiet von A’ in sich
iiberfithrt; 3g € N'A : g2 = 1, g zentralisiert A/ A’ nicht.

Dann sind je zwei intra Ugr vom Index n in G konjugiert.

Die Vor. sind erfiillt z.B. wenn A nilpotent und regulir und 2 | |[N 4],
2*”7 (TL, |H|2> =1

Statt (n, |k|?) = 1 geniigt es, wenn jeder Primteiler von n in |x|? in gerader
Potenz aufgeht. Denn dann folgt aus der Existenz eines reellen EWes der
verkettenden Matrix seine Rationalitét.
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Die Vor. ist erfiillt, wenn n = p®, dann dann ergibt > = c+dn, t =c+d
jat(n —t) =c(n—1), also ¢ ~ t(n —t) ~ m2.
P P

Also:

(19) n = p*, eine tra p-Untergr A von G habe einen durch ein n € GNNA
erzeugten Aut der Ord 2, so dass Aon

300/301

nicht alle Transgebiete von A’ fest lisst = (HK # G = H = KY), wenn
H hypermax.

301/302

Fastringe N auf Gruppen I'.

(1) Sei 1 € N. Ist A = A(y) der Annulator eines v € I" und gibt es Rechts-
ideale R, S < Nmit R+S =N, R> A, RNS < A, so ist auch R
Annullator eines gewissen § € I'.

Bew: 31=r+s,0:=7s

I sR = 1,R=0 mod R
C P Z L 0R=0 mod S
<A
0R=~vsR=0, R < A()
II. Wenn z € A(0), so
0=dx=rysx
sxe A
r=rc+ste R+A=R

302/303

Sei {v;} €T, A; = A(v;), nicht notw. 1 € N
vel, A= Aly),
sEN®? i5=0,A= M, Aj, dann ist auch ys = 0.
Bew: Dase N® 3ne N: vys=~n.
Ferner, da s € N, dn; € N: yn; =s, yjn; =75 =0
Nun wird
vy(n—n;)=yn—yn; =vys—ys=0
n—n; GA:ﬂAj
Yi(n—mn;) =0
vn =20
TLGA]'
neA 0=yn="s.
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(3) Seil € N, N = @& min Rechtsideale (gewisser) { R} distrib. (— sind dann

endl

alle wegen Distrb). Dann N = N(?)

Bew: Minbedg f. Rechtsideale gilt in IV

(M, er A(7) = 0. endlich viele geniigen.

Jedes Oberideal eines A(7) ist wegen der vollen Red von N — A(7) nach

(1) ein A(5).
303/304

Also ist jedes A(«) der Durchschnitt der maximalen Rechtsideale 2 A(7),
und diese sind auch Annullatoren.

Also Fyi,...,m € T' : NA(v;) = 0, A(y) max, und wenn diese Dar-
stellung unverkniipfbar, so sind die A(y;) wegen Distrb. schon alle max.
Rechtsideale, und es ist D; =1, A(7;) ein min Rechtsideal und p D; =
N wegen ratzahliger Jordanlédnge.

Wegen (N A(v;) = 0 ist jedes n € N festgelegt durch Kenntnis der ~;n,
und diese k Elemente konnen willkiirlich (in v;N) vorgeschrieben werden,
unabhéngig voneinander.

Ist nun t € N®, so gibt es ein n € N mit vt = ~vn, und es ist
s =t—n € N® und v;s = 0. Andererseits ist, wenn 0 # v € T,
A(y) = N A(v;) fiir geeignete j < k, da die A(v;) alle max Rldeale sind.
Nach (2) ist vs =0,5s=0,s € N,t € N, N = N,

304/305

(4) Def: Ein (N-)Kern in I' ist der Kern eines N-Homom von I' (also eine
normale Ugr von Iy, deren Restklassen eine N-Gruppe bilden). Die Kerne
in N, sind die Rechtsideale.

(5) Def: T vollstéindig reduzible N-Gruppe, wenn der Durchschnitt der maxi-
malen Kerne in I" gleich 0 ist.

(6) Def: Seien A, E zwei normale Ugr von T';..
kommut.
Nenne Zerlegg A + { distributiv, wenn
Veoen(d +e)x =0+ ex bezw 6 +e =¢ + 0.
A

€
eck

Satz (7) Sind A, E; (i € I) Kerne in T'und £ = ), ; E;, so ist
A+ E mod > (AN E;) distributiv und kommut.
Also A + > E; ist kom & dis mod Y (AN E;).

305/306
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Satz 8.

Bew: ¢ = Zle ¢; Indukt bezgl k

Distrib:
k=0 trivial
k>0: p= 0+ +ep)r— (¢ +ep)r—ox
mod Ex NA : p=0+e)r—ér—ix

ez (ANE:)
Indukt p € Y5 (AN E;)
Kommutativitit: c =d+e—d—e=(0+¢& —§ —¢') mod (AN Ey)
Indukt (§+&' —d—¢€')=0 (Zkil(A N EZ))
306,307
Fiir Kerne A, E;(i € I) in T gilt
AN ZEz mod Z(A N E;)
ist ein komm & distr N-Modul.

BeWZAﬂZEi :ZA,AﬂEi:Ai,AQZAi
ACS E;, ACA

D a,e € A a+e=e+a mod ZAi

(o +e)r=ar+exr mod ZAZ-
NB: Ein duales Gegenstiick fiir |I| > 2 scheint nicht zu exist., aber fiir
7| = 2.

Wenn kein Kernausschnitt von I' (# 0) komm & distr, so bilden die Kerne
in I' einen distributiven Verband im folgenden Sinn:
Fiir beliebige Indexmengen {i} und Kerne A, E; gilt:

ANY E; =) (ANE;)
Fiir endliche Indexmengen ist auch
A+(E=(A+E)

Bew fiir das erstere: (8)
Bew fiir das letztere: Indukt |I| =k :

< klar

Zik:22 (A+E1)Q(A+E2) HlOdA+E1ﬂE2

E>2: A+nkE, = A+ (NF1E N E) ist kom & distr
=(A4+Nk=1) N(A+ Ex) = M1 (A + E;) N (A + Ey)
=N
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(10)

(10)

Satz(10")

(15)

307/308

Ist jedes vN vollstidndig reduzibel (5), so ist (1M = 0, wenn M alle max.
Rechtsideale durchlauft, die einen Elementannullator enthalten.

Bew: Dann A(y) = M, da yN = N/A(7y), A(y) < M < N, und trivial
ist 0 = A()-

Ist umgekehrt (Y M = 0, wo M iiber alle max. Rechtsideale lduft, und gilt
in N die MinBed fiir Rechtsideale, so ist y/N vollstd reduz fiir alle v € T'.
Bew: N ist direkte Summe endlich vieler min Rechtsideale, daher ist N|R
desgleichen, wenn R Rechtsideal; daher auch N|A(v), daher v N vollst red
(und endlich viele geniigen).

Sei MinBed {R} in N erfiillt. Dann: Jedes vV vollstd red
= [ MaxRechtsid = 0 = Jedes yN endl vollst red.

308/309

Aufgabe: “Freie” Fastringe untersuchen, die durch Addition der Elemente
einer gegebenen Gruppe A distributiv erzeugt werden.

Sei I'1 /T’y ein monogener Ausschnitt von I unter N, und sei 1 € N. Dann
ist I'1 /T’y N-isomorph zu einem Ausschnitt von N, ndmlich zu N4 /R,
wo R={r|r &N, v,r € Ty} mit fest gewihltem v; € 'y — 'y derart
dass y1 N ganz I'; /T'a deckt (geht nach Vorauss.). R ist ein Rechtsideal in
N.

Allgemeiner: Sei 1 € N. Jeder monogene N-Modul T" ist = N/R fiir ein
Rechtsideal R. I' irred.<> R max

309/310

Vermutung:

Wird N auf I' erzeugt von einer auf der endl Gr I'y “primen” Autom-
Gruppe, so ist jeder “Kopf” von N ein Ring.

Frage: Welche Abb von I' lassen

(a) jede subnormale
(b) jede normale

(c) jede charakter.

Untergruppe von I'; fest?
Radikal: Sei 1 € N

Nenne ein R-Ideal in N hypermax, wenn N/R ein minimaler N-Modul.
(R max, wenn R max Rechtsideal, dh N/R irreduzibler N-Modul).
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(16) Def: R = Durchschn d. Annullatoren aller monogenen irred. N-Moduln,

R = Durch E Ann aller minimalen N-Moduln.
Esist R <R.

(17) Ist R der Durchschnitt aller max. Rechtsideale, und 1 € N, so ist

(18)

R < R, und R ist das maximale zweiseitige Nilideal (s.15) in N.
|

def:(16)
Bew:

(a) R annulliert jedes N/M wenn M max Rechtsideal. Daher:
1-RCM, RCM, RC[\M=R.

(b) R ist (natiirlich zweiseitiges Ideal) und Nilideal: Jedes z € R ist
fixpunktfrei in jeder Darstellung von M.
Bew: Ist vz =+ (y € T, yN #0),
soy(1-2)=0,1—z€ A(y) < M<N
zeM
leM

(c) Ist Z ein zweiseitiges Nilideal, so Z < R.
zu zeigen: M<N = Z < M
Bew: sonst

Z+M = N
dz+m = 1
z = 1(M)

z hat Fixpkt 1 in N/M.
311/312

Beispiel eines Fastrings N mit R=R =0, R =N, 1 & N:

Sei I'y = alternierende Gruppe auf Z, und N bestehe aus den Abb n von
T" in sich, die fast alle v € " annullieren, und die alle v in solche mit
max Tr(yn) < max Tr(y) iiberfithren.

Hier ist N, ~ eingeschr. direkte Summe abzihlbar vieler A¥, daher jeder
Normalteiler von N gleich dem vollen Rechtsideal einer Teilmenge A von
T, daher ist jedes max Rechtsideal ein Elementannullator, ein N/R ist = T’
und daher nicht minimal, also ist R = N.

Adjungiert man die 1 € N(T), so erhiilt man ein gréferes N* mit R* = N
von 18, R = 0.

312/313
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(19)

Interessantes Beispiel eines Fastrings:
Die Abb von Z in sich, die jedes ¢ € Z in ein Vielfaches von ( iiberfithren.
Dieses N hat keinen Ring-Kopf, denn fiir die Abbildung f(¢) mit

f(2F3) = (k+1)2"3'y  (n,6) =1

ist (C-24C)f —Cf —(C-2)f =¢, das heisst 1 ist ein “Distributor”, liegt
also in jedem zweiseit. Ideal R mit N/R = Ring. Daher dann R = N. -
Zy ={a | 3,(p¥ | v = va = 0)} ist fiir jede Primzahl p ein zweiseitiges
Ideal, vermutlich maximal.

Frage: Ist das R von (16) auch der Annullator aller einfachen Rechtsideal-
ausschnitte?

Aufgabe: Bestimme die Automorphismen eines einfachen Fastrings mit
Minbedgg fiir Rechtsideale. Ist N = N(G), so werden die Autom von N
induziert von Autom von G, sind also innere.

313/314

Verlagerung

. Problem von Olga Todd von S.299:

Der einfachste noch nicht erledigte Fall verlangt, zu zeigen, dass aus
G/G" ~ (4,8)

und G > H >G und H' =1

und G/H = (4,4) folgt:

VG_,H(G) hat Ord < 2.

Wenn P abelsche p-SyGr G, G* der Normalteiler mit d grossten p-Faktor-
gruppe, dann zerfillt P iiber P* := PN G*, also zerf. G iiber G*

(Adney PAMS 8 (1957), 627-633)

Frage: gilt das auch fiir regulédres P, oder sogar stets?

NB: Eine Vertretergr von G* im abelschen Fall ist die Gr Vi, p (Adney)
Verwandt: Huppert, MS Modulare Sylowgruppe, 3.4

314/315
Fastringe

Adjunktion eines 1-Elements:

Bei einem Ring geht es (nach Dorroh ?) so:

geg Ring R; setze R* = {(r,n)}, r € R, n € Z mit natiirlichen Regeln.
Dann gilt:

(a) Jeder R-Modul M kann zu einem unitdren R*-Modul gemacht wer-
den.
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(b) Ist Ry ein Ring > R mit Eins, sodass jeder R-Modul zu einem
unitdren R;-Modul gemacht werden kann, so enthélt R; genau einen
minimalen Ring Ro; mit Eins und der gleichen Erweiterungseigen-
schaft; und Ry =& R*

Frage: Gibt es eine dhnlich kanonische Adjunktion einer 1 bei Fa-
stringen?

315/316
Permutationsdarstellungen

. Ist A < B < @G, so ist die durch B induzierte Permutationsdarstellung G
enthalten in G 4.

Bew: G'p hat im Gruppenring R(G) den Darstellungsrechtsmodul erzeugt
von den Bg;, und diese liegen im Modul der Ag.

.Ist A< B <G, s0|ANC;| < |BNC fir jede Klasse C konjugierter
Elemente.

. Frage: Folgt aus A, B < G und |ANC;| < |BNC; f. jede Klasse C; stets
auch, dass die durch B induzierte Permdarst. Gp in G4 enthalten ist?
Fiir |A| = | B| stimmts.

. Aufgabe: Thompsons Nilpotenz-Satz auf meine Verallg der Frobeniusgrup-
pen erweitern.

316/317
Automorphismen

. Adney PAMS 8, 627 behauptet, die Ord der Automgr A von G = GL(2;19)

habe Ord %, sei also nicht durch 3"~! teilbar wenn 3" T |G|. Aber nach

meiner Rechnung ist |A| = % 2122 = % =037 1!
G hat ausser den % inneren Autom. noch 12 zentrale Autom:

(A)_k = /—1
A— A (A)-* (k=0,1 mod 3) und A — A'"~L.
Das sind dann wohl alle.

. Also ist die Vermutung, dass fiir jedes G aus p™ | |G| folgt: p"~! | |A],
noch nicht widerlegt entgegen Adney & Referent.
Scott 1954 hats gezeigt unter Vor: [P : PN ZG| > p"~! oder = 1 oder

=p;
Aufgabe: Beweis d. Vermutung
317/318

Reell irreduzible Darstellungen
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1.

(2)Satz:

Die irred. Darst. der Quaternionengruppe vom Grad 2 hat reellen Cha-
rakter, kann aber nicht reell gemacht werden. Denn sonst kénnte man
sie einerseits reell orthogonal (mit Det +1) machen, andererseits sind
( Pl (1) ) die einzigen eigentlich orthogonalen Matrizen der Ord 4, al-
so miissten in der Quatgr je zwei Elemente der Ord 4 die gleiche Gruppe
erzeugen. kiirzer:(3) - Der Bew zeigt:

In einer komplexen endl Gr des Grades 2 erzeugen je zwei El d. Ord 4 und
det +1 die gleiche zykl. Gruppe.

Kurzer Beweis fiir 1: Die Quaternionengruppe des Grads 2 kann nicht
reell gemacht w.; sonst auch eigentlich reell orthogonal; aber die reellen
eig. orth. Matrizen bilden eine abelsche Gruppe.

318/319

Gruppencharaktere

Wenn in einer endl. Gr G fiir ein n und jeden irred Charakter x gilt
X(L)N(n) | 3._, x(s), N(n) = #s™ = 1 dann bilden diese s eine Unter-
gruppe von G.

Bew:

(a) Es gebe einen Char x irreduzibel, # 1, so dass 3" x(s) # 0. Dann ist
S x(s) = £N(n)x(1), da rational und durch N(n)x(1) teilbar und
Summe von N (n)x(1) Einheitsw., also dem Betrag nach < N(n)x(1).
Nun folgt, dass alle EW = +1 oder alle EW = —1 sind, also (s = 1)
sind alle = +1, und die s liegen im Kern der zu x gehor. Darstellung.
Da x # 1, ist der Kern K < G.

Auch fiir jeden irred. Char 1 von K gilt N(n)y(1) | 32" 4(s) (setze
¥ in ein x ein). Induktion: die s bilden Ugr von K

(b) Gibt es kein irred x # 1 mit 3" x(s) # 0, so ist fiir alle x,,
N(n) x,=1
> Xp(s) = { ’

0 sonst

Multipl mit x,(1) und 35, : g = 3 xp(1)* = 3 xp(1) X4 Xo(5) =
N(n), also alle s geniigen s™ = 1, bilden G selbst.

319/320

Zur Vermutung von FROBENIUS iiber die Gruppeneigenschaft der Lo-
sungen von s = 1:

Sei N die Anzahl der Losungen von s” = 1 in G. Genau dann bilden sie
eine Gruppe, wenn N - f | Z;n:1 x(s) fiir jeden einfachen Charakter y

von G (f - x(1)).
Bew: Die Bedg ist hinreichend nach (1).
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(4)

(5)
(6)

Sie ist notwendig [h:] rotes ? [:h] : In x sind alle Darst. von der Gruppe
H der s mit s =1 “unter G konjugiert”, also alle = 1 oder alle #Z 1. Im
ersten Fall ist 3>’ x(s) = N - f, im zweiten = 0.

Um die Vermutung von F. zu beweisen, geniigt also zu zeigen: Ist n | g,
soist nf | 3.h._, x(s), fiir jeden irred Char y von G, f = x(1)

Stets gilt nach FROB: n | 3,

Stets gilt nach BURN: f | Y.

[Randbemerkung: Funktioniert nicht: (5)]
320/321

[im folgenden durchgestrichen:]

Die Vermutung (3) ist nach FROB.’ Beweis gleichwertig mit der folgenden:
Ist di(s) der Charakter der k-ten Determ-Transf. der reg. Darst. von G,
so gilt fiir die Vth e, jedes einfachen Charakters x, von G in di(s):

Vifp | €

[b:] r, aber wohl wertlos [:h]

In der irr. Darst. der S® vom Grad 2 ist > .._; x(s) =2 # 0 mod 2f.

Frage: Sei ®(z) = > a,z” und ®*(z) eine Charakteristik von G (dh die
Koeff uneig. Charaktere). Sei ®(0) = 1 fiir alle s € G. Ist dann auch ®
eine Charakteristik?

321/322

Schwache und starke Abschliessung
(Gedanken zu Thompson, MZ 72)

. Ist A schwach abgeschlossen in G,, so ist ¥, A9 konj zu A in (A, A9).

Denn man kann in ( ) A und A9 in die gleiche p-Sy von G transformieren.

Ist A schwach abg in G, U < G, und fiir u ~ g A < NUY, so sind U und
U9 konj unter N A.

Bew: A9~ < NU

I € (A, A971) < NU, AP = A9
U9 — Uha, Ahg — A,

1

Nenne A kaum abgeschl. in G, wenn A% < G, = Jpeq, A" = A"

Ist A kaum abg in G, U < G,, U* < G, und A < NU?, so
ﬂhSNAUh =U".

Bew: A < NU, G, < NU = Jepp A" = A*

nxr=h

322/323
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5. Ist A im Baerschen Kern von G, und A schwach abgeschlossen in Gy, so
ist A stark abg in G,.

Bew: Sei
Us < G, ULA
A < NU?
(2):3,U9 = U™, neNA
U9 < A"=A

6. Ist A im Baerschen Kern von G, A kaum abgeschl in G),, U 4G, U < A
und U9 < Gy, so ist U9 < A.
Bew wie 5 mit 4

Es gilt wohl 7. Ist A <Gy, A <G}, A £ G, so gibt es einen Durchschnitt D = G, NGy,
so dass A < D, D erleidet unter N'D einen Aut. von Primzahlord ¢, ¢ # p.

8. Zu Thompsons Lemma 5.8: A braucht nicht <P zu sein.
5.9: R normalisiert A nicht einmal

9. Die schwach abgeschlossenen p-Gr in G sind die selbstkonjugierenden p-Gr
in G (im Sinn von 1.)

10. Die groBte p-Untergruppe von &, die sich durch Elemente gegebener Kon-
jug-Klassen von & erzeugen lisst, ist bis auf Ahnlichkeit eindeut. be-
stimmt,.

323/324
Ordnung der Autom.gr. A(G) = A

Adney PAMS 8, 627-633 (1958) “widerlegt” die Vermutung, aus p™ | |G| folge
p"~1 | |Al, durch das einem Referenten zugeschriebene Beispiel A = GL(2,19).
Es sei [A| = 9 |G| = (192 — 1)(192 - 19).

Aber in Wirklichkeit ist |A| durch 12- % = @ teilbar (genauer Wert vermut-
lich @) Denn ausser den % inneren Automorphismen hat G die Gruppe H
der 12 Automorphismen A — A - (det A)~%, k = 0,1 mod 3, k mod 18, von

denen nur k& = 0(18) ein innerer ist. Alsoist 12| |A/J| und daher 12|.J] | |A|.

inn. Aut

Die Vermutung p"~! | |A]| ist aber nicht richtig: (Adney beweist das nur fiir
abelsches G,) G = SL(3,19) oder SL(2,9)

324/325
Jacobsons Lemma (Kommutatoren)

(1) J.L.: Sind A, B n x n-Matrizen iiber einem Kérper der Char. 0,
C =AB — BA, und ist AC = CA, soist C" =0.
Verallgemeinerung;:
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(2) Sind A, B Elemente in einem kommutativen Ring % und ist ¢ eine additive
Funktion auf Z (dh (U — V) = ¢(U) — ¢(V)) welche die Eigenschaft
©(UV) = o(VU) hat, und ist C = AB — BA, AC = CA, so ist p(C*) =0
(k=1,2,...).

Bew: C = AB-BA
ck1 C* = AC*B-C*BA=AU-UA

Insbesondere fiir Matrizen mit kompl Elementen mit > |a;x|? < oo, ist C
“nilpotent” im Sinn (aC)¥ — 0 fiir jedes a: Spektrum C' = {0}

325/326
Permgr

1. Aufgabe iiber 3-tra Permgr &:
Zeige, dass es auch keine tra UGr $ vom Index n (= Gr &) in & gibt.
Ansatz: § induziert eine Permdarst des Grades n von &1, die 2-tra ist.
Widerlege Annahme, in dieser Darstellung sei $); intra.

2. Frage: Hat I3 | lo, wo ;1 = 1 < [y < I3 <, die Bahnlingen von &; sind,
einen Einfluss auf die /;, wenn & pri?

3. Sind normale Untergruppen einer 3/2-tra Gruppe regulir oder Frob-gr.
oder pri?

4. Aufgabe: Normalstruktur von S°<, wenn < Teilordnung, in der je zwei
Intervalle dhnlich sind.

326/327

1. Frage von Brauer: jedes p-Element in & liege in einem p-Sylow-Zentrum.
Sind dann die p-Sylowgr. von & abelsch?

2. zu “Conjugacy of max sgps”:
Lit: AA Albert, Rational normal matrices satisfying the incidence equ.
PAMS 4, 554

3. P — Djratirred = alle EWe T'T* alg konjug.
= |TT*|#0=|T|#0

4. Wenn alle Vielfachheiten e, = {(1) , dann ist 7T normal.

5. Zu “Conjugacy”: Dass jede intra Ugr $) vom Index n in einer 3-tra Gr &
des Grades n zu ®; konjug. ist, folgt durch Anwendung des Satzes von
It6 auf die 2-tra &7 und ;.

327/328
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Teilerfremde Klassen konj Elemente

1. Will man endl Gruppen mit zwei Klassen [A] und [B] mit teilerfremden
Elementzahlen a, b untersuchen, so ist zunéchst der Fall ab = g zu klédren,
auf den man durch die Betrachtung von (a,b) kommt. Und hier handelt
es sich um die Struktur einer Gr &, die in zwei zentrierte Hallgruppen
faktorisiert ist. Als einfachster Sonderfall kiime a = p®'p32, b = ¢} ¢5* in
Betracht, in dem die Hallgr. auflésbar sind.

Damit hangt die folgende Frage zus.:

2. Sei G = AB, (JA],|B]) = 1; A habe ein Zentrumselement der Ordp, B
habe ein Zentrumselement der Ord gq.
Ist dann jede p-Sy-Gr von A vtb mit jeder p-Sy-Gr von B? Daraus wiirde
mein Satz iiber nilp. A, B folgen.
Besser wohl voraussetzen A = A, x Ay, B= By X By

328/329
p-Gruppen, Klassenzahl
P. Hall (19607?): || = p*™20; ¢ = 0,1
= h(®) =p*+ (p? = D{y+klp—1)} k=>0.
Bew bei Tamaschke
329/330

Charaktere u. Kommutatoren

1. Das Erg. von Gallagher, MZ-Ms , kann kiirzer so erhalten werden (und
gleichzeitig Exercise 7 von Buch Burside p 319): Fiir die Elementensumme
von C= g%{[m,y] | z,y € &} ist x(C) = %, daher x(C™) = ﬁ wenn x
einfacher Char von &.

Daher a € C" < > ;gﬁ‘i’l >0 (od #0).

2. Aufgabe: Gruppentheoret. Deutung von ZX(%)Q.

3. Fir W = g%{xyx_ay_l | z,y € B} ist

% wenn Y, x(z) = x(z%)
0 sonst

4. Daher ist bei 2 1 || stets {zyzy 1} =9 - &

330/331
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Darst-Theorie <1<

g

. Ist & << B, 6 irred., so fi o7 wenn f* der Grad eines irred. Bestand-

teils von &*.

. Frage: Wie sehen die seminormalen (dh mit allen Ugr vtb Untergr & einer
primitiven irred. linearen Gruppe aus?

(a) Enthélt & die 1, so ist & = 1, da Y, & mit allen Konjugierten vtb;
hier geniigt also & v &Y.

(b) Enthilt & einen nilpot. Konstituenten, so ist & nilpotent. Denn &”
enthélt 1.

(c¢) Also haben je zwei irred. Bestandteile von & die gleiche Nilpotenz-
lange.

(d) Ist 2 <<0 & pri und ein irred. Konst. von 2 nilpotent, so jeder, denn
2 ist mit allen Konj. vtb; wende a) an.

(e) Ist A <1< &, so hat jeder irred. Bestandteil von 2( die gleiche Nilpo-
tenzlénge; (& pri).

. Frage: Sei A << G, B= A", V,A v A*. Ist dann B v B*?

331/332
oo P-Gruppen: Stark pri

. Ist & st. pri und bedeutet fiir jede abstrakte Gruppe $ E()) die Menge
aller einfachen Ausschnitte, bis auf Isomorphie, so ist fiir jeden tra Kon-
stituenten 8 # (a) von &, stets E(R) = E(&,).

Bew: Nimm nach links alle Konst &; mit F(f;) C E(R). Gibe es K2 rechts,
sodgeB: A—a, p—2; A€ Ri(B, | R;)? fihrt zu Wid.

. Teilt man in einer st pri Gr & die Bahnlédngen einer Ugr §) in zwei Sorten,
nicht leer, ...a... | ...b..., so Ja,b : ﬁ < ni, wenn n; = minimale
Bahnlge &, auf 2 — «.

. Ist & st pri und ein tra Konst T; von & eine endl reg p-Gruppe, so ist er
treu.
Bew: Sei 2 € Triger T1; G152 I G1. Wenn N &5 > &,

332/333
SO = Qj, @12 = 1. Wenn aber N@u = @1, ist 62 m./\/'@u = @12; aber Glg

hat endl Index in &5 (7), und G5/ Kern &5 ist eine p-Gruppe, also folgt
aus NG12 NGs = Gia. Gio = Gs. Gy A Gy, Go =Gy = 1.

. Allgemein ebenso (?) Ist ein Konst. & reg und K& nil, so & treu

333/334
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1.

Ordnung unipri Gruppen

Fixiert man in einer intra Gr eine Ziffer eines ldngsten Konst., so erhcht
sich i.a. die Zahl der tra Konstituenten um 3. Daher ist eine unipri Gr &
vom Grad n fremd ungefihr zu einer G37, also || < 2

(2n)!
(Schlechter als meine fritheren Abschitz.) ’

334/335
Spektraltheorie

Frage: Ist jeder beschrinkte Operator A “glm. fast algebraisch” in dem
Sinn, dass es ein normiertes Polynom f gibt, fiir das ||f(A)|| < ?
0 1

01
Nein: A = 0 1 gibt stets [[f(A)[[ > 1.

Frage: Sind Summe und Produkt von 2 gfa Operatoren wieder gfa im Sinn
von 1)?
335/336
Konjugiertheit von Untergr
12/10/61

. Nenne U E-konjugiert zu V< G, wenn es 1-1-Abb u — v gibt so dass

v =ud.
Genau dann erzeugen U,V dq. Perm-Darst von GG, wenn sie FE-konj. sind.

Die von U erzeugte Permdarst Gy von G moge ausser der 1 lauter paar-
weise indqu. aber algebraisch konjugierte Darstellungen enthalten (d.h.
Charaktere).

Sei |G : V| < |G:U| =nund V intransitiv in der Darstellg Gyy. Dann ist
|G : V| =mn,und V ist E-konj zu U.

Bew: Da Vi intra, enthélt Vy — 1 die 1 noch einmal. Wegen der Konj
kommt sie in jedem irred Bestdteil (# 1) von Gy vor. Diese kommen also
alle

[h:] [ mit Rot: | Verschirfung [:h]

336/337
in Gy vor, und da sie verschieden sind und auch 1 in Gy vorkommt, ist

GradGy = |G : V| > 1+ f, = n; wenn =, so Gy. Gy 4qu. Darst. von
G.
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10.

11.

12.

Ist G tra vom Grad n und sind in G; alle von 1 versch. irred Bestdt.
verschieden und algebr. konjugiert, so ist jede intra Ugr U von G des
Index n zu G7 konjugiert.

Bew wie in Itos Fall: V' habe ein Transgebiet der Lge ¢t 1 < ¢t < n — 1.
Darin Ziffer «. OBdA o= 1. V; hat dann in G den Index t < n — 1 und
ist doch intra auf 2 — 1, entgegen 3.

[ Der folgenden Punkt ist durchgestrichen: ]

Solche Permgr. wie in 6 definiert kénnten monogen primitiv [durchgestri-
chen: schwach 2-tra] heissen. Zu ihnen gehoren die tra Gruppen ungerader
Ord mit nur 3 Tragebieten von Gj.

[ Der folgende Punkt ist rot durchgestrichen: |

Jede monogen primitive Gruppe ist %—tra oder regulér abelsch von Prim-
zahlgrad. Ferner ist sie pri.
Bew 336 (3) G1 =U <V

337/338

Ist die P-Gruppe G — 1 irreduzibel iiber Rat; so heisse G superpri;
G | gemeint wohl: G | heisse supermaximal.

Ist G superpri, H < G, G1 < G, H intra, so |G : H| > n, und = nur wenn
n
H E-konj zu Gy.

Bew: Gy — 1 hat mit G — 1 einen als irred Bestandteil gemein, enthlt
also G — 1.

G superpri — G pri
Bew: G1 <V <G — Vintra — G1 = V nach 7.

Vermutung: G superpri — G%—tra oder G reg von Ordnung p.

G 2-tra, G superpri, H intra, |G : H| = n — H konj zu Gj.
Bew s.4 wie It6 mit 8

338/339

Ist eine superprimitive Gruppe G verkettet vermoge 7' mit einer Permgr
desselben Grades, wobei Zeilensumme 7" # 0 und Rg7T > 1, so ist

detT # 0.

Denn sonst hatte TT* einen EW 7, = 0, ¢ > 0; da aber alle 7¢,..., 7,1
algebraisch konjugiert sind wegen der rat Irred von G — 1, wéren alle = 0,
RgTT*=1,RgT =1.

Benutzt wird

G superprimitiv, V vtb G, V rat Elemente — alle EWe von V', ausser der
Zeilensumme, sind algbr. konjugiert.

Sonst 3f (V) singulér, # 0, auf G — E.
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339/340

Aquivalenz und Ahnlichkeit von Permutations-Darstellungen.

Sei & eine endl. abstrakte Gruppe, G — ;G fiir jedes i eine Darstellung von &

als Pgr von Matri

Def: 1G ~ 3G heiit: 3T mit det T # 0, T~ GT = »,G.
1G =~ oG heifit: 3T € G™ "
1G starr < aus 1G ~ oG folgt stets 1G ~ »G.

(1) ;G tra, detT # 0, T~11GT = 1G, fiir die Fixgruppen (;8), und (28)s

gilt T71(18),T = (28)s
= 1G ~ G

Bew: In den beiden tra Darstellungen 1G, oG gehort zu a bzw § der gleiche

Stabilisator in &.

(2) 1G tra, 1G (1G), starr — 1G starr.
Bew: T_llGT = QG, det T 7é 0; T_l(lG)aT ~ 1Gq

T '1G)aT =~ (1G), hat Fixpunkt 8
= (2G)s wegen Ordnung (1)

(3) 1G ~ 2G — Anzahl der trans Konstit gleich

(4) Verallg. d. Satzes von It6: 1G rat irred — 1G starr
Bew 338 (10) oder 351 (30)
weitere Verallg.:

(5) 1G intra, jeder Konst von 1G rat irr — 1G starr
Bew: (3) (4)

(6) 1G tra, jeder Konstituent von (;G),, rat irred — ;G starr
(7) H<6,1G ~ G, 1H tra — oH tra  (3)

Def: $1,92 < & heissen q: 1 ~ H2 wenn |9; no%l = |J|
dhnlich: ~~ wenn G719H,G = 92
9, erzeuge die Darstellg ;G = ¢, G

8) H~Re 3G~ G
(9) HrRe 3G agG

(10) H,R<G, A~ H A<E, RA=6 - HA=6
Bew: In g® ist 2 tra dargestellt
a® ~ g® also in & auch.
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(11) Verkettung und Relationen:
Eine Verkettungsmatrix V von zwei Darst: 1G,2G von & ist eine &-

invariante Relation zwischen (a, 3), wobei & auf die v als ;G wirkt, auf
die 8 als »G.

(12) Vermutlich ist die transitive Gruppe des Grades 2n 2-abgeschlossen, die
durch Kopplung zweier verketteter Darstellungen (max) einer 2-tra Grup-
pe und Erweiterung mit einem vertauschenden Automorphismus der Ord 2

entsteht (induziert durch V- T, T = (A’:) ).
342/343

Forts. von 287
22/10/61

Untergruppen vom Index n in einer 2-tra Gruppe des Grades n
mit reg abelscher Untergruppe.

Ansehen: Bruck, Difference sets in a finite gp, TAMS 78 [Anm: (1955) 464-481]

Def: $,, <: & heisst: $; erzeugt eine 2-tra Darstellg ,G von &
Im folgenden sei $1, . . ., Hm,m ein maximales System mit §,, <: &, H, ~ N,
N % Hxr, A # pound sei & = H;A, A abelsch, H; NA=1.
Dann ist & = §,2 nach 342 (10), also $, N A = 1.
£, erzeuge die Darstellung ,G, und wenn wir stets das Vertretersystem
2 festhalten, so ist fiir A € U stets , A = \A.

Dann gilt:
(1) 3y, : VuuG =1GV,
V( 0 -+ 1 --- 1 O>mitk#EinSGHjeReihe'

343/344

(2) V#V: =a,+b,F, F= (1).
a, >0,b,>0

(3) detV, V¥ = (a, +by)al~' >0
(4) V‘ufllG#V = #G
Def: 1G ,V-komplett, wenn 1G = {S | S € &", 3G : 1GS = SG}

1
(5) Setze T = | 1 , T2=1, T, AT = ,A~* (Ae2)
1

(5) 1G MV—kplett — {QG} = {1G}T, 2G ist H‘/*-kpt
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(6) p,A>1,1G,V-kpt & A\V-kpt — {,G} = {LG}

Bew. 5 Def := ,&

(7) Sei m > 1; Wenn ;G maximal (dh V-kpt fiir jedes V mit GV < &"), so
folgt 16 = ,& (u>1)
Bew: V5V, € N2®, und daher € V18, da 16 = 2®"7" und V;* zentralisiert

Vo'V
344/345
(8) Also VQ*V# = CAV#, 187 =567, 16 =,6 = #6
(9) 16V =18, also V, e N&,
(10) Die V4,---,V,, bilden eine abelsche Gruppe U mod const. 4; + const F'
(11) Nur V4 macht inneren Autom von 1

Bew: 16Vs = u® # 16,
(12) V,, ist = 3 Ay, da A" = A;.

(13) Ein V habe ungerade Ordnung u:
dh. zuerst sei V* = zA+bF, A € 2
stindige Vor [ Komm: bis (22) ]

345/346

Vor 13
Dann gilt: z = a*, VV* = a? + dF.
Bew: V hat EW k # k, |s|" = a, |k|*> = c wo VV* = c+dF. |k| = a.

w {imin w
(15) k=a*>+d, k> =a®> +dn (14)
(15) (k +a)(k —a) = dn
(15") k(n — k) = (n = 1)a?

(15") a*(k —1) = (n = k)d

(16) V hat Ewe k an, wo n Eimheitswurzel — (14)

)
(17) Ordn | u, also Ord 5 ungerade, und Ord7 | e | n, da n € Q(+/1) wo
e = Exponent von 2 (sonst Grad Q( /1) > ¢(n))

(18) Der Exponent der Gruppe U der ,V ist ein Teiler von exp.  (17)
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346/347

(19) In 14 gilt a | n, k,d; k~d~a
a q
Bew:

a) Ist V+E2F = 3" ¢;A;, (¢; = 0,1), somit Charakterentafel X von

a
C1
= 0 Xe=
Cn
X*Xc=nc=0 (mod a)
a|n(e;—cj), esgibt ¢; —c; =1,alsoa|n
B) Ist ¢* Ta,s0q®** Tk(n—k) 15"
wére ¢* 1 k, so auch ¢* { (n — k) (nach a), W!
Also ¢ | k, ¢ Tk
7) ¢*Td  (15)

arjo

QA

(20) Aus ¢ Tn,qg>2folgt ¢ |k+aod. k—a
Bew v=a: (19)
v>a: (15)(19)

(21) Ist noch n ungerade, so n | k(k — a)
B:V2=rWA; +sF,2|s, VO =rWA;, r=1(2)

347/348
WA, = v® (2)
WA, = v®
Vi o= V@ 4 sF
lk|: a* = ra r=a
V2 = aV® 4 F s:Lk_a)
n
n | k(k—a)
(22) Ist noch n =p¥, p > 2,s0 k =
n—1

Bew: Nach 17 ist p” | k + a.

a) n=p" | k+a<n (oBdA)
k+a=n—k=n-1

B)p'|lk—a—k=a—>d=015
15: k=1

NB: Diese V), induzieren auf & Autom o, auf die 293 anwendbar ist
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(23)

(26)

Ist n = p®, so m = 2°

m = Zahl der Klassen konj Ugr vom Index n laut S.343

denn wire ¢ | m, ¢ > 2, so n = ¢ wihlbar in 13: Nach 22 ist dann aber
k=1,dhgtm

Hierzu siehe 293, wo &hnliches ohne ab. Ugr! Demnach sollte man erst
Satze iiber Aut;® beweisen!

348/349

Ist eine PGruppe 1® kpt bzgl einer Matrix M, die einen Autom d. Ord 2
auf 1 induziert, und ist ;& 2-tra, so ist, falls 2 | n, M? = a® + bF; und
daher k£ =1 wenn n = 2p°.

Also: Ein Autom o d Ord 2 von & vom Grad 2p® bewirkt fiir eine 1§ <: &
entweder 197 % 19 oder 197 ~ 19

Das ist aber schwicher als der Satz im Ms:

st H<: B, R<B, HRA G, n=2p" s0o H~ K.

Von Interesse ist obige Schlussweise aber fiir n = p®, siehe 293
Wenn 6™ =1, 2{m, H° ~ 9, H <: 6, so gilt fiir die zugehodr. Matrix T

nach 293
TT* =% + bF T = g™ 4+ dF

349/350

Jede transitive p-Gruppe vom Grad p? ist starr.
Bew: 1G, hat mind. 2p — 1 TraGebiete, also oG, auch, mittlere Lge =
2
52— < p, eins hat Lange 1.
P

Ansatz fiir § <: &: Jordans Satz, dass der Normalisator einer p-Sy Gr von
p(’t

&1 auf den Fixpunkten von &; 2-tra ist (und eine reg. p-Gruppe enthélt).

In einer rat irred Perm-Gruppe hat jeder abs irred Bestandteil die Vfh
e, = 1.
Bew: Frame oder (Suzuki): 3G mit >_  e,x(G) = —1, ¢, | —1.

350/351

Verkettet V = < oL - 10 > eine rat irred Gruppe 1 ® vom Grad

n mit irgendeiner P-Gruppe 2® vom Grad m < n, und ist V # 0, F, so
ist m = n und det V # 0, also auch 2® rat irred.
NB: Allgemein ist RgV =n

V= D gibt stets V'V *sing
Bew: sonst VV* singulér, da mit & vtb, wire VV* = dF
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(31)

(31)

Da bei RgVV* > 1 der Spaltenraum von F' einen Darstellungsraum von
18 iiber Q von der dim > 1, < gébe, ist RgVV*=1=RgV,alsoV = F.
Also bei einer ration Gr. ist jede n.t. verkettende Matrix nichtsingulér:
Aus H < B, 8 < 9 rat irred, R < &, HR # & folgt H ~ K.

NB: Man sollte von vornherein unter einer verkettenden Matrix nur V #
cF' verstehen. Dann ist von selbst VV™* # dF.

351/352

Wenn detV # 0 und V 1® zentralisiert und 1® rat irred ist, so ist V'
normal.

Bew: Reduziere 1 & unitir. Dann ist V™ diagonal, also normal [und wegen
der rat Irrd von ;& sind alle nt EWe von V™ algebraisch konjugiert, daher
(?) ist V™ eine ratzahlige Linearverbdg von Klassensummen.

Frage: Gilt (31) noch, wenn nur V€ N6, V™ o1& = 1 vorausgesetzt
wird?

Wohl “ja”, wenn man m teilerfremd zu 2s voraussetzt, wo 1+ s = Anzahl
aller absolut irred Bestandteile.

352/353

Verkettung von 1®, o® bedeutet ja eine Vertauschungsmatrix fiir die intra
Darst 1 ®2® doppelten Grades.

Ist also ;® V-maximal (1GV = 9G), so ist 1&2® 2-abgeschlossen, was
zu starken Einschrénkungen fiihren diirfte, z.B. sollte, wenn p? < n, nur
p T |B| sein, wenn nicht 1& > 2, etwa.

353/354

2-tra Gruppen vom Grad n, insb. p

Die “Invariante” j = % wo k,l die Transgen von $), $§ <: &, hat eine
n

einfache Bedeutung;:

Sind &, A Ziffern mit |7 = &k [N = [, so ist j = [Bxr 1 Hunl, falls
(k,1) =1 (z.B.bei n = p).

Denn dann ist [$) : 9.0 = kl, |6 : Hen| = nkl.

It6s Schluss zeigt:
Ist & 2-tra vom Grad n, 8 < &, hat B ¢ Transitivititsgebiete, so ist
BB >14+(t—1) (n—1).

354/355

Verallg. d. Satzes von FRAME auf Verkettungsmatrizen.
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(1)

Hilfssatz: Sind a4, ..., a, € C und o;@; ganzalg, so gibt es ¢ mit |[¢| =1
so dass eq; ganz algebraisch ist.

Bew: n = 1: ay@y = 7?y ganz e = -
n > 1: oBdA schon ag,...,a,—1 ganz; agq,, ganz a, alg
Enthélt der Nenner der reduz. Darst. a, = ¢ p? (in einem Nor-

malkorper), so ist, da a;&, ganzrat, jedes o; = bey; also ist %ai = bc;
ganz (i < n — 1) und %an = & ganz. In einem Oberkorper ist b = (),
Wiéhle ¢ = %: ea; ganz (i < n).

[Nebenrechnung:] o = g—% ganz = b | a

Die Darstellg D1 von & sei mit Dy verkettet vermége Basismatrizen V.

In D; komme jeder irred Bestandteil nur einmal vor. Dann D1, Do redu-
v By, — Dy 1 (2]

zieren: D1V, =V,D,, V, = ( | 5L )

a,0y ganz als EW von V V). Also bei pass Normierung der transformie-

renden Matrix V' von Ds sind alle «y, 3,,... ganz alg.

355/356

Treten die gemeinsamen x, in D; und in D, nur einfach auf, so ist also
axly

Brlz
oBdA V) = ) , Op, M ganz.

0
Hat V) kx Einsen in jeder Spalte, I in jeder Zeile, so ist also (und Vyxn)
mixon, = Sp VAV, = fianay, + faBaBu + - ..
mit A = ( A ) (Zeilen A lin un),
ar Ba -
fi I
F= fo I = la

)

ist also nK = mL = AFA*.

: Daher sind die Elementarteiler von mL = nK teilbar durch die entspre-

chenden von F'. Dabei hat D; den Grad m, und die erzeug Ugr zu D; hat
in Dy die Bahnléngen [.

Sind also 2,3 die erzeug Ugr von D1, D3, so ist mly = nky =

(& AN BX).

mL ist also eine Diagmatrix mit Diag-El |&,20 N BX|.

Voraussetzung ist bei diesem Beweis, dass jeder gemeinsame Bestdt. in D;
und D5 nur einfach auftritt.

356/357
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(4)

(5)

Zusatz: Unter der gleichen Vor. ist [] f, | [T, mix
[ Produkt ] zu erstrecken iiber die (einfachen) gemeinsamen Charaktere
von D1 und Ds. (ans und rechts gleich viele Faktoren).

Auch bei beliebigen Vielfachen e,, e; ist det mL = ganz - det F', woraus
j oder fe epe;)—mal auftritt; dann mL = T*T'T, wo T aus “Stellenzeilen”
gebildet ist, und T*T hat ganze alg. Koeff (ndmlich Spuren gewisser Aus-

schnitte aus den V;V}"). siehe (8)

Will man das zu einem Elementarteilersatz verfeinern, so braucht man
nicht die transformierten V; mit ganzen algebraischen Elementen herzu-
stellen, sondern es geniigt, ein gegebenes Primideal p im Nenner zu ver-
meiden. siehe 12

357/358

Frage: Kann man Tamaschkes [J-Satz zu einem Elementarteilersatz ver-
feinern?  Ansatz siche 12

Ausfiihrlicher sagt (5):
Wenn & tra PGr Gradn, B8 < &, by,...,b; die Bahnlingen von B, ¢,

und e), die Vfh von x, (mit Grad f,) in & bei 7?7 der von B erzeugten
P.-Darstellung von &, so ist [} epe], = ¢ und]

t
’
man;pe” | m"- H br

T=1

siche 15: [:h] Z.B. |& : 2| = p® untersuchen [:h]

Bew: Durch Betrachtung der Zeilensummen von 7" kommt heraus, dass
ein Faktor mn wegfillt, nicht m?!

Dabei n = Gr&. Dabei ist mb, = na, (A = 1), a, die Bahnlingen von
®; in der durch B erzeugten).

1
Bew: Aus GoVy = VoG, UT16qU = ] red,
]
1
W1BxW red = 0 folgt mit
[l

1
e=(1 1) (mmal) €= | : | (m mal):

1
U-tv,w = ( “r mit ¢, = ﬁeVpQ‘E = /Bb, = \/a,by;

358/359
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10. Hilfssatz tiber alg. Zahlen:
Sei M ein endlich erzeugter ¢-Modul; dabei K ein endl. alg. Zahlenkérper,
p Primideal, & der Ring der p-ganzen Zahlen, K enthalte die 12-ten Ein-
heitswurzeln, und in M sei ein hermitesches inneres Produkt mit Werten
in ¢ erklart.
Dann besitzt M eine 0-Basis aus paarweise orthogonalen Elementen.
Bew: Sei M =m0 + -+ +m,0, (mj,m;) =a;j €0

(a) Sei g* die hochste Potenz, die in allen (m € M) |m|? = (m,m)
aufgeht. Dann ist g* | a;;

Bew: [|m; + kmyl|? = [[mi|[* + F(mi, m;) + r(mj, mi) + £5||mj; ||,
also p# | Ragj + Kagj
k=1: alsop”| —i oy +iag i
aijtag; -1
2aij
ebenso p# | P + PoG;
ij + ij

(p — Py = iV3ay;  p* | Baij — p* | ai

359/360
(b) Wiihle mg € M : g T ||mol|2.
Dann my, — (HE2 - mo =: . Li=s,...n 0

und |l € ¢ nach a)
Also mit My ={m |m e M, m L mo}ist M = mo0 & M,
Indukt dim M7 < dim M. ???

Hilfssatz 11. [:h] fraglich [:h] Sei K alg Zahlenkorper p Primideal, & die Menge der

w1 Win

p-ganzen Zahlen in K. W = € C,,xn komplexe

Wm1 - Wmn
Elemente, W*W habe Elemente aus 0. € 0, xn-
Dann gibt es eine unitdre Matrix U so dass UW nur ganze alg Elemente

hat.

Bew: M = von den Spalten W erzeugter ¢-Modul erfiillt Vor.10. Sei
0

mi, ..., my orthogonale ¢-Basis. Withle U : Um; = Me;, ¢, = | 1 |,
0

A; reell. Dann ist A\? € @, also \; ganz alg.
NB: Geht man von beliebigem alg. K aus, so braucht man nur Quadratwu
zu adjungieren.

360/361

in 5das T
12. Nach 11 kann man ?n & mit p-ganzen alg Koeff wihlen, ebenso
in 3 das A
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13.

14.

15.

16.

in 8.
Daher: In 8 teilt jeder Elementarteiler von
1

i
fo e;jei-mal

F=
J3

la

den entsprechenden von m - =mlL.

Kurz:F), teilt m,L,
Dabei war mL = T*FT. | Anteile nach p® geordnet

1 1
Mit T=(RA=),s=| "~ i|=(°¢
1

MMTS<R g —m?

meﬁMﬁ<R ">F<R n>RWR

1]
Damit sollte man noch die Det um n? oder m? kiirzen kénnen - aber was

bringt es fiir die E.-T.?7

Man kann vielleicht T auch mit ganzen Koeff machen:

Sei § = ggT aller ||m||?, m € M in einem ¢-Modul (endlicher) M, wo
0 = alle ganzen alg. Zahlen. Man miisste zeigen, dass ein m € M mit
|[m||? = 62 existiert. Dann weiter wie 103.

361/362

Die Teilbarkeitsaussage 8 kann man schreiben
Hfsepep | (mn)t—QHaTbT
p
Daher hat V, a, Einsen in jeder Zeile, b, Einsen in jeder Spalte.

Folge aus 12:

& tra PermGr, B < & enthalte eine p-SyGr von & und habe Bahnlidngen
b1,...,bs, alle hochstens durch p# teilbar. Dann ist kein f, durch phtl
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teilbar, das in & vorkommt und in dessen x, die ident Darst von B ent-
halten ist (d.h. mit e,e), > 0)
Ferner ist, wenn p° | f, und die Anzahl der b, = 0 (p°) Nj ist, e,f, < Ns.

Verbesserte Theorie XIII 131
362/363

Rosenbergs Blocktheorie

lésst sich erweitern auf den Vertauschungsring einer transitiven Perm-Gruppe:

1.

1.

2

Seien A, B,C Basismatrizen (mit 0,1), ? eine p-Untergruppe von ;. 0
habe einen Fixpunkt in den zu C' gehoérigen Transsystem, aber nicht in
dem zu A gehorigen. Dann hat C' in AB einen Koeff =0 mod p.

Hat ein in AB auftretendes TraGeb einen Fixpunkt bei 0, so gilt das auch
fiir A und B.

Bew: In der 1. Zeile von A seien o, ..., aq; mit Einsen besetzt (die also
das zu A gehor TrSyst bilden), in der ersten Zeile von C' stehe am Platz
x eine 1, und in der z-ten Spalte von B seien die Plitze (1,...,0; mit 1
besetzt. Dann ist der Koeff v von C in AB die Anzahl der Paare k, A mit
a, = Ox. Da A, B mit D € 0 vertauschbar, fithrt 0 diese Paare («,(3)) nur
ineinander iiber. Thre Anzahl ist, da ? kein «, und daher kein Paar fest
lasst, durch p teilbar: ¢ = 0 (p).

363/364

. Ist ¥ der Vertauschgsring mod p von &, so spannen die V;, deren T;

keinen Fixpunkt von 9 enthalten, ein zweiseit. Ideal in U auf.
Ebenso die Vj, deren DefektGr in gegeb p-Gr 9 liegt  Bew 1.

(a) Ist U kommutativ und e ein primitives Indempotent von 9, so sind je
zwei maximale unter den Standgruppen der El der in e auftretenden
Transgebiete konjugiert in &;.

(b) Jede Standgr ist konjugiert zu einer Ugr d maximalen.
Bew:
(a) Sonst 1,02 max; sind aq,as die Ideale der fixpunktfreien Transgeb

von 01, 02, S0 ist e € a; + ag, wegen Primitivitit e € a; oder ay (sonst
eas nilp, eas nilp, e(a; + a2) nilp, aber > e).

(b) Sonst giibe es zwei maximale unter den Standgr zu e; Wid. zu a)

Die Anzahl der primit Indempotente in U ist gleich der Anzahl direkt
unzerlegbarer Bestandteile, in die & mod p zerfillt.
Thre Grade sind = Rge; = dime; X, wenn X der DarstMod von &.
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5.

6.

Df 4.

364/365

Aufgaben:

(a) Allgemeiner Trans-Moduln untersuchen
(b) Zuerst das Zentrum von ¥, wenn ¥ nicht kommutativ

(¢) Theorie anwenden auf Gruppen zwischen dem Holomorph von & und
der Untergruppe &.J, J = innere Autom; hier ist U ein Unterring des
Zentrums vom Gruppenring von &.

Man kann damit also die Verteilung der Fixpunkte von p-Gruppen
von Autom. auf die Klassen konj. Elemente in & untersuchen.

Ein kleiner Teil der Theorie kann auch auf beliebige (nicht notwendig.
Vertauschungs-) Ringe von Matrizen ausgedehnt werden, die eine Basis
von stochast. 01-Matrizen haben: Die Basismatr. mit Zeilensumme = 0 (p)
bilden Ideal. Das ist aber mager: Dieses Ideal ist das Annullatorideal von

1

1

1

365,366

Wenn & eine reg PGr & enthiilt, sollte man zur Untersuchung von U (&)
mod p die modularen Charaktere von $* verwenden konnen, wo $H* der
Zentralisator von $ in &,, ist.

Insbesondere bei abelschem $, wo $ = $*. (Nach Verfahren von Osima
1956, S.178)

366/367

Neufassung der Blocktheorie

. Sei stets & eine (nicht notw. transitive) PGr auf , als Gr von PermMa-

trizen gesehen.

Sei ¥ der Ring der Verb.Matr von & iiber Korper F' der char p. Seien
Vi,...,V; die 01-Basismatr von 9. Jedes Vo, = 3" Exx, Exx eine 1 an
Stelle (k, A), sonst 0.

Sei &, die Fixgruppe von E,y, dh von (k, \).

. Ist 1 <0 < & und tritt in V., Vg ein V, wirklich auf ( mod p !), die einen

Fixpunkt E,y von 0 enthélt, so enthélt sowohl V,, wie Vg einen FP.

Die V,, die keinen Fixpkt von 0 enthalten, spannen zweis Ideal in U auf.
(2)
Eine Defektgruppe 0, ist eine p-SyGr von Gy, wobei Exy € V. Je zwei

0, ’s sind konjugiert in &
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Df 7.

Df 10
9/

11

12.

Kommt V, in V, V3 vor, s0 9, <9, Nd3 (3) ¢ “konj”
C
Die V,, mit 0, % 0 spannen 2seit Ideal auf in 0.

Ein Block von U ist ein im Zentrum von U gelegenes Idempotent E, fiir
welches jedes echte 2seit Unterideal von F*U nilpotent ist.

367/368

. E Block U, E € A + B (2scit Ideale) — E € A oder B
Bew: E=a+b=E?= FEa+ Eb
E¢gA Eaec ANEY CEY

—

A’ B’ nilpot.
—
EZ¢B EbeBNEACEY — Ec A + B = nilp. W!
. E Block, E=3Y"f;V;, f; #0

— unter den 0; nur eine maximale 01, jede andere in <0;.
C

(a) Bew: Sonst E € Jy, + Jo, aber € Jy,, Jo,: nur eine max
(b) Di S Dj max = Di

. Die maximale Ziffer der V; in 0 heifit 0g.
CE=3faVa+ 3 f5Vs, 0a = 0105 <.

. Seil <9 < &. Ordne jedem V € U die Matrix V/ auf Q' x Q' zu, die
pd
entsteht, wenn man V auf Q' einschrinkt (restliche Zeilen und Spalten

streichen). Dabei ' = Menge der Fixpunkte von d. Sei $§ = N0 einge-
schriinkt auf €. Sei 20’ = Vertring §) auf .

368/369

(a) V — o(V) =V’ ist Homom von ¥ in 2,
(b) oV enthilt jedes W, € 20 mit dyy, = 0.
(a) Sei V die Matrix auf Q, die durch Nullsetzen der Koeff der nicht-

Fixpunkte auf 2 x  entsteht. o
Dann folgt aus V;V =" a;;,V; mit V; =V, + R;:

(Vi“rRi)(Vj-i-Rj) = Zaijh(vh‘f'R_h)
= ViVj+Ri(Vi+Rj)+ViRj

17
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Transf der E.x ((p,\) fix bei ) mit 0 zeigt dass Koeff E,y in II
verschwindet:

VY=Y ainth
V' entstehe aus V durch Weglassen des aus Nullen bestehenden Ran-
des, wenn man 2 in der Form Q’'+Rest ordnet. Also ist ¢ Hom. von
7.
Dass die V mit jedem H € $) vertb sind ist klar, da H Q' in sich
iiberfiihrt.

(b) Jede Basismatrix W, mit 0y, = 0 von 2 ist ein o(V,): Wenn
E.x € W/, so enthélt W/, genau die E,,, zu denen (I) ein H € § ex
mit(po)f = (k). Andererseits sei V,, die Basisgr von U, die E,

369/370

enthélt. Denn enthélt V, genau diejenigen E,, (0,p € ') zu denen
(II) G € & mit (p,0)¢ = kA existiert.

Beide Bedingungen sind gleichwertig: I — 1I ist trivial.

IT — I 0 ist auch = dy,_, denn sonst § grossere p-Gr als 0 enth. Da
(po) fix bei 0, lisst 0¢ (k) fest, aber ist auch 0¢ eine Sylowgr von
B, 3G GGRr = 0, H=GG,) € 9, (pO’)H = (H)\)

Hier tritt nun die Schwierigkeit auf:

Liegt o(F) im Zentrum von 20?7 Wenn nein, so miisste man als “Block von 0”
definieren eine Klasse von fquiv primit Indempotenten von U, wo Aquivalenz
heisst: Sie erzeugen das gleiche 2-seit Ideal. Dass sich die letztere Eigenschaft
auf o(F) iibertrigt ist klar. Jedenfalls ist das Bild o(e) eines primit. Indempo-
tents e von U primitiv in 2, wenn dege = 9. Denn o(e)2 = o(e)[o(e)2W] <
o(e)o(U) = o(eV), also jedes echte nicht nilp Ideal in o(e)20 gébe eins in 2.

370/371

Ebenso: Sind €10, €;0 einkopf. Linksideale aus verschiedenen Blocken von U,
so o(e1)20 Linksideale aus versch Bl6 von 20, denn sie haben keine isomorphen
Ausschnitt beziiglich o () als Multipl.

Also pri Indempotent aus verschiedenen Blocken von U geben ebensolche aus
versch Blocken von 20, wenn sie Def 0 haben. Jedes pri 0-Idempot e’ in 20 ist
e/ = o(e) ein prim d-Idemp in V.

Bew: ¢/ = o(e1), €2 =e; mod Ty

wihle e = ¢, e = e; mod Jp

/
el =e e;=0(i>1)
e =o(er)
Hilfssatz: 1 € 2, a® = a (B) 777
—a=e(B), e =e.

Bew: OBdA B minimal
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1) % C Rad, ' =e
2) BZ Rad, BpC =2
371/372

[ h:] Satz [:h ]

Also 20 hat mindestens so viele 9-Blocke wie U. Genauer: Ebenso soviele wie
O'(W) Nﬂl/gl D... @Qlt/Ct

wenn A =@ > 2. und €, = A, NJ, bei d fixpunktirei.

Bew: Die 9-Blocke von 20 liegen in o (0), also liegen sie im Zentrum von o (0),
also sind sie Summen von Blécken von o ()

Pri Idempotente aus verschiedenen Blocken von Y 2, /€, ergeben nach 371 auch
Idempotente in versch Blocken von 2, da ihre einképf Ideale keine isomorphen
Bestandteile haben.

Vorsicht: bewiesen ist wohl nur die Gleichheit der Maximalzahl paarweise or-
thogonaler Idempotente und der DefGr 0 in U und 20  Bew mit 3734

Auch das enthéilt schon den I. Haupsatz iiber Blocke

372/373

Niitzlich sollte der folgende Satz sein:

(1) Verfeinerungssatz: Gilt in 2 der Doppelkettensatz fiir 2-Ideale und sind
c1,...,Cy paarweise orth Indempotente
mod %(S Q[), SO 361' = C; mod %, €i€; = 5ijei
Bew mit Indukt bezgl n, B minimal
n=1:371
n > 1: schon e2 = e, 777
even,=r, €Brv=1,...,n—-1)
e, =e,—r,, ee, =0
2

2
€, = €, — ey, —rye,+r,

€y — Ty — Ty €ne, €B

_ /
== el/

(2) Erweiterungsmoglichkeiten:

(a) Endliche Autom-Gr von Semigr &. Zerfillung der von & erzeugten
Algebra

(b) Auf p-adischem Koeffkorper verfeinern: Maximale orthogon Idempot-
System entsprechen sich

373/374

Ein Idempotent in einem Ring mit 1 und MinBed f Linksideale ist genau
dann pri, wenn jedes echte Unterideal in eS nilpotent ist.
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Aus ¢ € a+ b (a,b Rechtsideale) folgt: e € a oder e € b
Bew: e = a + b, o0BdA a,b € ae, be

ist ae = Ge,soecaeCa

sonst ae nilp, be nilp, a 4 b nil

(2) Zu dquivalenten Idempotenten e, f (dh solchen mit isomorphen direkten
Summanden des DarstModuls von &) gehort die gleiche Defektgruppe.
Denn sie erzeugen dasselbe 2-Ideal.

(2') e, f sind konjugiert in U : f = ses™!
Bew: Der DarstModul von & sei X =1 412, 11 = eX, 12 = (1 —¢)X, dann
gibts Isom s:p1 — fX;und s:xo — (1 — f)X, 9 € & — gs = sg; sa= fs

374/375

Hauptsatz: Sei & eine PermutatGr aufgefasst als Matrizengruppe mit Koeff aus
einem Koérper [oder kom Ring?!] der Char p.

Sei 0 eine p-Untergr von &, sei &’ = N0, aufgefasst als P-Gr auf den Fixpunkten
von 0.

Dann gibt es eine 1-1-Zuordnung der unzerlegbaren Bestandteile von & zur
DefGr 0 (in einer gegebenen Zerlegg von &) zu den unz. Bestandt. von &’ zur
DefGr 0; zwei Bilder sind genau dann dquivalent, wenn die Originale dqu sind.
Bew:

(1) Sind Originale #q., so gehoren dazu ej,ea = T 'e;T; zu den Bildern
gehoren e, ey = o(t~1)ejo(t), also Bilder dqu.

(2) Umkehrg: Ist e, = a~lefa wo a € U D o(W), so e = u'efv/, v/ =
a~te) € o(), v’ € o (V)
eh = el = ehu'efv’ = o(equev)
Da €, nicht nilpotent, ist eaue;v nicht nilpot,
also es, e; im selben einfachen Bestdt mod Rad,
also e; dqu e1,es =a " teia a €Y
kiirzer: — eque1®U = 20, esueiw = eq,
g2 € Geg 1 go — gaeoue; = g1 — 1w = go ist Isom Gey — Gey.

2. Defektgruppe und Bildmodul von U in 91(?) hingen nicht von der Wahl
der PermDarst von & ab!
Bew: Ist &; ohne zweite PDarst, so hingen & und &; aneinander. Das

Idempotent & fiir U kann man dann réndern, das &ndert die DefGr nicht
und nicht den Bildmodul U!

3. Fiir einen unzerlegbaren Teil der reg Darst ist die Defektgruppe immer 1.
Man nenne sie also lieber

0 = Kerngruppe von U
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Aufg 4"
Aufg. 5:

Jede unzerlegbare Darst U von & iiber K, die iiberhaupt in einer PDarst
von & auftritt, bestimmt also ohne Kerngruppe 0 (p-Gr) in & bis auf
Konjugiertheit, und eine unzerlegbare Darst U’ von &' = 91(2)[0 (auf den
Fixp von 0). U’ kommt genau so oft in &’ vor wie U in &; 0y = oy

376/377

. Frage: Gibts so etwas auch fiir die nicht in PDarst auftretenden unzerleg-

baren Darstellungen von &7

Als Kerngruppen treten hochstens die 0 in & auf, die als Sylowgruppen
von P1o auftreten, wo B eine PermDarst von & ist: 0 = SyGr $H N H* mit
x & $ - Das ist aber wohl noch nicht hinreichend:

Jede p-Gr 0 < SyGr & lisst sich so darstellen, mit $ = 0.

Frage: Kommt jede unzerlegbare Darst in einer PermDarst von & vor?
Nein, da es beliebig hochgradige Darstellg von (p,p) gibt: Von diesen
konnen nicht alle in PDarst vorkommen:

a—>(E g),bH(E g)woF:

0 1

377/378

Die in PGruppen auftretenden unzerlegbaren bilden einen Ring! Das ist
eine verniinftige Menge von unzerlg Darstellungen: auch die Untermoduln
der reg Darstellg (dh die Linksideale im Gruppenring auch)

Vermutung;:

(a) Wenn Uy a%f Us, so oy, < 0y,.
(b) Die Brauersche Defektgruppe von U ist die Kerngruppe des Kopfs
von U.
Welche unzerlegbaren Bestandteile mod p hat das Holomorph von &7

Die unzerlegbaren Darstellungen mod p untersuchen, die

(a) in PermDarst

(b) in Darstellungen iiber dem Ring P der ganzen p-adischen Zahlen
auftreten

Wenn in 5b) der Vert.Ring iiber P bei Betrachtung mod p den ganzen
VertRing iiber K, liefert, so entsprechen die unzerlegbaren Bestandteile
von & iiber P einerseits, K, andererseits, einander eindeutig, so dass die
letzten aus den ersten mod p entstehen.

378/379
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7. Besser Fixgruppe statt Defektgr im neuen Sinn

8. Fixgruppe F eines unzerl Bestandteils U einer PermDarst von & ist genau
jede maximale p-Gr, die in U die identische Darstellg direkt abspaltet.
Bew: Das zu V' gehorige Idempotent im VertRing von § weiter zerlegen,
ein Bestandteil ist 4q einem E,g das bei F fest ist.

Frage: Entsprechend fiir andere irred Darst V' von & statt 1 und der mittels
V' induzierten Darstellg von &7

9. Vermutung: Ist F = Fy, so ist N'F unzerlegbar auf dem Raum der von
Fu abgespaltenen Fixpunkte.
Bew. Ansatz 3751 + 379s. Sonst lieferte U mehrere unzerlegh Bestandteile
von N Fy.

10. Eine PermDarst 3 von & enthélt genau dann wenigstens ein U mit ge-
gebenen F = Fyy, wenn F in den erzeugenden Ugr von & liegt, dh einen
Fixpkt in P hat.

Denn eine transitive p-Gruppe spaltet nie die 1-Darst direkt ab, wenn
nicht Grad > 1

. H<6,U|6=3U;|H—>Fur=(Fu)= U Fu
C C ‘

Vereinigg

379/380

Zu 37992

Man muf} vermutlich A'F auf dem Quotientenraum 2/ betrachten, wobei 2
von allen Spalten der idempot. Matrix E erzeugt wird, welche Fix-E,3’s von F
enthalten, wihrend 8 den Teilraum bedeutet, der auf jedem Fixpkt a von F
den Koeff Null hat.

zu XI

380/381

Beispiel: = G3, R = K(8), K alg abgeschlossen, charK = 3.
Dann sei b =) ;. G € Z(R), da Hb=bH = b.
Bilde 9% /9b.
Beh. 2R/Mb nicht Frobalgebra
Bew. R = Re; @ Rey — Kopf zu I'y,I'2(G) = sgnG.
T Kopf zu I'y = id Darst.

[h:] Diese 2-1d sind wohl auch einseitig unzerlegbar, da Gr I'; = 1 [:h]
Auf Rb T'q, daher Rb C Re;.

R/Rb = Rey /R D Rea  «— Full mit Ty
1 einz. Fufl mit I'y

[h:] [Anmerkungen mit Rotstift)
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Es gibt nur einen Block, da ki1 x1(G) = ]”X%(G) G=(1),(12)
also Liange > 3, ebenso Lge 9{6‘1”2 3, also =

also Re;: 121 5 Reg : 212 [N

Also I'y nicht im Fuf, also nicht Frobalgebral!

381/382

12 Frage: Tritt jedes U mit Fy = F in der von U erzeugten PermDarst von &
auf?

382/383

Sylowséitze, arithm. Str. 1 37 206 226 242
Hauptfaktoren unendl. Gruppen 9
Fastringe 10 15 29 33 302

Permutat.Gr. (allg. Theorie) 21 44 52 94 122 183 201 343 3?5

Frame

/7 unendliche 111 182
11 spezielle Grade 38 193 241 285 343 354
P 2

p p P (p)
11 auf Klassen konjugierter Elemente 42 89

/7 mit transitiven Ugr. kleineren Gr. 125

Gruppen von Matrizen 24 27

Satz von Frame 355 189

Idealtheorie 25 34

Verlagerung 54 62-84 173 230 251 299 314
p-Gruppen 26 56 86 228

Kombinatorische Abschliessg allg. 31 83 90 122
Modulare Darstellungen 35

Darstellungstheorie 48 178 244 250
Hauptidealringe 49

Klasseneinteilung, verallgemeinerte 85

Kovarianten 87

Ordnung primitiver Gruppen 145 334
Permutat.-Gr.: auf k-Tupeln tra  160-71 249 k*-tra
155 Loops 187

<< 191 203

Subkommutative Produkte 217 219

Verhalten der Indizes 200 219 222
Nichtkommutative Darstellungsmoduln 201
Intravarianz 206 225 228

Starre Untergruppen 206

Sylowzonen 218

Normalisator einer subnorm. Untergruppe 221
Struktur auflésbarer Gruppen 225

Subnormalteiler 227

Cartergruppen fiir A-Gruppen 232 247
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Vollstdndige Permutationsgruppen 238
Meromorphismen 239

durchgestrichen: k*-Transitivitit 249
Zerfallssatze  231g

Hall-Higman-Séatze 258

Hypermaximale Komplemente 264
Vertauschungsring 283
Permutationsdarstellungen 316
Uberauflssbare Gruppen

Ordnung der Automorphismengruppe A(G) 324
Kommutatoren von Matrizen 325

An. Spektraltheorie, Operatoren

Aquivalenz von Permut.-Gruppen 343

102 Prim.Gruppen: Subnormal-PermutStruktur von &1
Jordan-Gruppen 125

Subnormalisator 227

2-trans. PGruppen 264 288

Frame: 355, 189
z Arbeit Rinderspacher: 336, 355 (ihm nicht gezeigt)
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