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Wertevorrat

25.1.59
Schon im Raum 2 der reellen Vektoren x ist, wenn A’ = A, B’ = B reell, der
Wertevorrat {z' Az, 2’ Bx | 'z = 1} konvex, falls dim % > 3. [Bew. geniigt fiir
n = 3|
Denn die x mit 2’z = 1, 2’ Ax = const bestehen aus einer zusammenhéingenden
Kurve + Spiegelbild an 0. Das Spiegelbild triagt nichts Neues zum Wertevorrat
bei, also ist der Schnitt des WV mit z; = const zusammenhgd.
neueres Zitat S.28

(Tagebuch XII)
1/2
Grofiter EW hermitescher Matrizen:
Ist R = Zg R; eine Zerlegg des Hilbertraums R in je paarweise orthogonale
Teilrdume, und ist H ein hermitescher Op auf R, H = (H;;), 1 < 4,j < k,

so ist der grofite EW von H (d.h. das sup Spektrum) < dem grofiten EW der
hermiteschen k x k-Matrix

mir --- Tk
M1 -+ Mkk
WO 1)i; = SUP,¢e g, L7 Hixi, Nij = SUPg,er, |v] Hajl, i # j.
T;ER;
Z1
* _ * _
Ist klar wegen o*Hx =3, ;o Hijx;, v =
Tk

Fiir n = 3 bei Borsch-Supan, Math Ann 234, 453-457 (1958)
n=2 Weinberger oder schon bei Aronszajn
2/3

Absolut grofiter Eigenwert reeller A = — A’

Der Satz von Pick, nach dem der Betrag der gréfiten Wurzel sich vergroflert
wenn man alle a;; mit ¢ < k durch eine feste obere Schranke ersetzt, deutet
darauf hin, dass ein allgemeiner Majorantensatz fiir reelle schiefsymmetrische
Matrizen gilt.
Vielleicht braucht man von der Majorante nur zu verlangen, dass fiir ¢ < k stets
a;;, monoton fallt als Fkt von ¢ und k; oder = ¢(i — k)?
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Ein Aufbau des Lebesgue-Integrals
5.3.62

(1) Integral stiickweise konstanter Funktionen

(2) Fiir beliebige f(x) (> 0),

[Besser: f —]||f] = ian/ei
wo |f(x)] < Z ei(x) « [rr- S = oo zugelassen]
1

e; elementar, e; > 0 nur in einem Intervall # 0
(2a) |27 fill < N fill

(2b) 0<f<g—fl<l9l

(3) Fiir Treppenfunktionen 7' > 0 ist ||T'|| = [T
Te% [Borel]

(4) Df: f € £ (= Lebesgue-Int.) < zu jedem € > 0 gibt es T' € 7 mit

lf=T|<e kurz: T — f

5) feL— [f=lm [T, Tn— f

(ba) 0< felL—0<[f
Bew: |||T,] — f|| < T, — £l

(6) [Reihenfolge mit Nummer (5b) vertauscht]
0<fel— [f=]fl

Bew: 3T > 0:
1T <e
71— 1] < <
Mﬂf/ﬂ<s
\wuf/ﬂ<s+a

(5b) frgeL—|fl.fxgel & [fLg=[f+][g
(5¢) Rechenregeln ohne Limites

[feL—|fleL]
WA =111 = 1A
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Konvergenzsétze

N
(7) 0< o, =D furs 1D fall <C, fne L
1

HfGLEJ/h:/f (B.Levi)

[ s. Riesz-Nagy abgesehen von Vor. der Kgz |

Bew:

N
Y <
' N N N N
C2 I hll= [ =3 [ 5= 3015l
1 1 1 1
C =S Ifull = kgt
1

N [e'e)
=S full = fnsr o2 S 1l =0
1

N+1
——
S’Vl

ISn = sull =0 S, €T
If=Sall =0 fel

/f:nm/énzmmmmznm/sn (6)
=i/n
1

(7) besser gleich: L3 f, / f
ffn<C—>£9f, ff:limffn
5/6
(7) L3 ful [l <oo— [fu—=[f fEL
8) Lofa\N0— [f,—0
(8a) f.g €L — ™2 (f(x),g(x)) € L, sup =g+ (f—g)+3If — gl
(9) 0< fulw) < g(a) alle n, fulx) € L, |lg]l < o0, fla)= s folx)
—feL, [f<]gl

(fla---afn)>fa (7)

<y

min
L>s, =
max



(10) Lebesgue
0 < fu(x) < g(x), llgll < oo, fu(z) = f (jedes ) = feL [fu—[f
Bew: s, = Sup(fnafn-l-la .- ) N f

(11) Translations- und Spiegelinvarianz von [ f

(11) [Punkt durchgestrichen]
L3 fu(z) = f(2), |[fa(2)| < g(x), llgll <00 = fEL, [fu— [f

Bew: n,m — o0, [ fr— [ fm — 0
6/7
Lebesguesches Maf3

1) AuB MaB = fz wo fz = char Fkt

(
(2) MaBl B = [ fp wenn exist.
(2a) B beschrinkt: B mefibar < B + R offen, dufl Mal R < e.

)
)
)
(3) BinB;=0—MaB > B, =5 MaB B;
(4) MaB translationsinvariant, spiegels in 0 wenn Achsen nicht schief werd.
)

(5 Drehinvarianz Wenn EinheitsO Inhalt mit A mult , so auch achs||. Quadr.
mit Seite 5-. Durch solche kann man Kreis von innen approx, (3) also
auch Krels mult mit \; A =1

Df (6) [ f= [ fxB wo fxB =0 auch wenn f nicht def.

(6)

(7) B abs. beschr, f stet. — [ f exist.

(8) B offen, beschr, f stet. und beschr — ®[ f ex
(9)

9) f,ge L, ||fgll <oco — fge€ L [oBdA f,g > 0]
Bew:

(@) fe€Tlg—gul =0 —[Ifg— fgnll =0
() [fI<Cinurn<z<n

(C) f bel: fn = min(fnn) / f ||g - gn” —0
7/8
noch Lebesgue-Integral

(1) Ist = @(t) verzerrungsbeschrinkt, 7, p(z1)p(z2) < A(xy — x2), so ist
J fle(t) < X[ f(z) wenn f >0

Bew:

T(p(t)) = sn(t)
gl < Allgl



(2)

(3)

(37)

(4)

(2)

(3)

Affine Transf des 2-dim Inhalts:

(a) Streckg in Achsenrichtg
(b) Drehung, Transl.

Wenn |f,(z)| < g(z), ||g]| < oo, [ fn — 0, so braucht nirgends f,(z) — 0
zu gehen.

Beispiel: Nimmm p,, > 0, > p, = oo, f, = 1 auf einem Int der Lge p,,
0 sonst, {ny} so dass

1 0<z<1

0 sonst

frg+1+ -+ fnkJrl >e(x) = {

Aber wenn [ f, = I,, fn >0, Y. I, < 00, so folgt Kgz von f,, — 0 fast
iiberall.

Bew: g, = 220:1 a0
8/9

2P elL— (f+g)Pel
Bew: In [a,b] |f[,|g| nach unten bei ¢ abschneiden, ¢ — 0. Die (00, 00)
dann links und rechts abschneiden.

Siehe zur allgemeinen Theorie (iiber abstrakten Mengen) Riesz-Nagy S.
132

[ Will man £ nach Riesz einfiihren, so braucht man Treppenfkt T,, \, 0
— f T, \. 0.

Zum Beweis schneide von jedem Horizontalstiick aussen links u. rechts ein
Viertel weg, so dafl eine abgeschl Strecke {ibrig bleibt: [ T;, fillt auf die
Hélfte. OBdA sei T), gleich so, dann {x | T,, > §} abgeschlossen, monoton
fallend, Durchschnitt leer, also fiir ein n leer, 3 |T,,| <, f Tn <0 |
durchgestrichen mit der Bemerkung:

Stimmt nicht: die neue Folge ist nicht monoton!

9/10
Integral einer stet Fkt f auf komp Gruppe:

f # const — 3g, € G : max L Y7 f(gy2) < max f(z)

Bew: Sonst haben alle g71T, wo T = {z | f(z) = max f} einen nichtleeren
Durchschnitt, da endl. viele jeweils einen # () haben V,z0 € ¢7'%T —
gro €Y ->%¥ =G

Alle p = % > f(gu) sind gleichgradig stet und glm beschriinkt in G; desgl
die 1 € ¥ = abg glm Hiille

Sei p = infy maxg ¢ (z). Dann gibt es Folge ¥; = ¥, max, ¢ = p, ¢ =
abg Hiille, v stetig. Nach (9) ist dann ) = const.



(4) ¢ ist durch f eind. bestimmt: sonst Jp; > po
1 1

Fakt links rechts

10/11
1¢ 1 1¢ 2
1 1
2 > |
F=(4+A+0 4 ) f< Y ppflger) Y. pp=1
0
Also ist links-invar. Integral goht BIcht | o chts-invar. Integral.
(5) Damit hat man ng und Lebesgue-Integral.
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25/6/62 Stellungen, Schief

1. Jezwel X, Y € R™, X # 0, ordne zu

XY XY
= * —_ 2
Y/X {Re — Im — Y*Y (u)}
pu=E&+in ¢

2. U wnitir — UY/UX = Y/X

3. p=0— (pY)/X = p(Y/X)

3. A= 1 — AY/X = (\s,¢), wemn Y/X = (1, ¢)

4. (Y +2X)/X =Y/X 4+ A (Translation um A; ¢ = const)

5. Durchlduft D alle Vektoren mit |D| = d - |X]|, so durchlduft (Y + D)/X
alle Stellungen, die von Y/X den eukl. Abstd < d haben.
12/13

Bew: OBdA X = (10 ... 0), und wegen 3, 4 auch { =1, Y*X =0, also
Y =(010 ... 0)erreichbar, D = (abcO0 ... 0),c >0, |a]?>+]b]*+c* = d>
Abst? der Stellungen ist

8 =laf + (V1 +b? + ¢ - 1)%

b +[e]? =d* —a® = p®, B <p

1+0*+c*=14+2Reb+ [b> +|c?
——

<1+2p+ P’



andererseits >

1—2p+ >+ p<1
0 p=>1

stets also 1—p<V1+b2P+2<1+p
v —1<p

und alle Werte in diesem Interv. werden angenommen.
52 < la|* + p? = d? werden angenommen.

|

o

7. Zwei Punkte auf Geraden im Poincaré-Halbraum nehmen, wenn man sie
durch gleiche ??? Winkel koppelt, [ nehmen | ihren maximalen Abstand
an einem Ende an:

13/14

lei| =1 ej,a; = (...0)
v; = a; + piei cos p + pizsing 3 = (001)
0] — 02 = a; —dg + (p1e1 — paes) cosp + (p1 — p2)3sinp
(b1 —02)* = (a1 — a2) + (p1e1 — paea)? cos® o + (p1 — p2)? sin®
+2(a1 — ag)(p1re1r — p2ea) cos
cosp =1 :

(b1 —v2)* =co+ 12+ ((Plel — p2e2)® — (p1 — P2)2) z’

>0, da |p1e1—paez|>|p1—p2]

co 4+ c1 + coz? mit ¢ > 0 nimmt max am Intervallende = an

A

8. Zweireihige Matrizen:
Zu A € Cayxo gebe es N, D mit A= N + D, N normal, |D| =d.

14/15

Dann gibt es zu jedem AX/X = s ein s’ auf der Seele von 204 (der
Poincaré-Geraden durch die 2 EWe von A) mit |s — s'| < 2d
siehe S.17




Wenn R, eine beliebige “Ebene” durch s bedeutet und £,424 die mit glei-
chem Eukl Mittelpkt auf ¢ = 0 und um d groflerem Radius, so enthélt
Rp+24 einen EW von A.
Bew: s1 = NX/X — |s1 — s| < d nach 5. Ferner gibts nach 7 ein
s’ € Seele W4 mit |s' — 51| < d, denn an den Enden ist |v; — oy < d
bei passender Numerierung, wenn |a; — as| > 2d;
die Kugel durch s’ mit gl. Mittelpkt wie &,
hat Radius < p + 2d und enthélt ein «;.
Wenn aber |a; — az| < 2d und ...7

SH
N
N
ISH
<
N

U
U
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9. Vermutungen iiber Zykliden (mit Halbkreis-Seele L. Poincaré-?7? ebene)

(a) Der Grdriss einer Zyklide mit Spitzen A1, Ay ist eine Ellipse mit
Brennpkten Aq, Ao.
Bew: = Projektion eines Ellipsoids in P in einem durch A;, A\ ein-
deut. bestimmten Biischel

(b) Hat der Grdriss einer Zyklide in einem Streifen der Breite 2d Platz,
so enthélt jede Halbkugel, die die Zyklide trifft, nach Vergréflerung
des Radius um d eine Spitze
[Anmerkung:] Stimmt [Verweis auf Bew 9b]

(c)
R
h? I

s T

l2

hli}ll hoa
\

AN
Y,

Es ist hihe = 7% nach Sehnensatz.
Ebenso l11y = 12

16/17

Bew 9b: Ein Breitenkreis 9B der Zyklide 3 sei ein Kreis, der bei der Inversion, die
3 in einen Kreiskegel 8 mit Spitze nur v iiberfiihrt, in einem Breitenkreis
B’ von K iiberfiihrt.



10.

10

11.

12.

1 O”

Alle Halbkugeln, die & in 9B’ beriihren,
umbhiillen einen Kreis des konzentrischen
Biischels um 0. Daher umbhiillen alle Halb-
kugeln, die 3 in 9 beriihren, einen Kreis
o Q des Biischels um a1, as.Von innen wéchst
also der Abstd zudem, bis die Halbkugel in
eine senkrechte Ebene ausartet
(dann schligt die Halbkugel nur in eine die ganz 3 und daher beide a,
enthilt). Also der max Abstd von A wird von einer Tangente an die Grund-
risskurve vom Brennpunktpaar geliefert, ist also < d, wo d die kleine Ach-

se. (Richtigkeit von (a) vorausgesetzt).
17/18

Aus 9b folgt: A= N + D, N norm ‘f\ = d, beide haben einen Stellgspkt
X4 € 9, = Halbkugel mit Radius p. Dann enthélt die konzentrische §,44
einen EW «, von A.

Bew: OBdA beriihrt $, die Zyklide. 9b

Der 2-dim Wertevorrat von (1 2p > ist die Ellipse mit Brennpkt +1,

0 -1
b=p, a=+/1+7p2

Bew: ldngere Rechnung

Die kleine Halbachse von 20 <(g ;) ist
Im Paraboloid P,

X4 = Stellg (X, AX), ist fir X*X =1
[(A—=NX|2=\1+]|\2-d= /(D

Bew: £ = {—2ReA —2ImA\ 1} ist X4
normal zu P in \. d
Also ist fiir X4 € 204 1\o

(A VTR

max
_do = ;
min } { Af/\Q/ /1+|)\|2 0 A

18/19
Die Randpunkte von 204 werden geliefert von Eigenvekt von
(A=X"(A=-2)
zum EW
C = [A, A*] hat EWe =£|c|i/|c|? + |s|?, wenn A = (a ;) mit § = 8—

daher [¢| < {3 SpC*C}1 < /[c]> +[6]2.
[[AA*]| > 2

10



13. Einschl. Satz fiir 2-reihige Matrizen 27/6/62

Erklart man die Schiefe o4 fiir A = (
A= (aﬁ)\):

a 1 . ..
0 5) durch o = 3|v], so ist fiir

o= { X lowl = el
o< {giaar)

und wenn eine Halbkugel £, einen Pkt von 204 im Poincaréraum enthélt,
so enthélt $,1, einen EW von A.

| —=

N

- [,

19/20

14. Setzt man bei n = 2
T = [A4" — A* A,

a c

soistbeiAN( 6),5:a—ﬁ

le[? +10]2,

und es gilt
Fl<7A o<

15. 73,5 <73 + 75, wenn [A, B*] = 0

16. n=2:Ist A= N+ D, N nor, so g4 < |D]|.
Denn die Ellipse 20% hat in der D-Umgebung der Strecke 20%, Platz, hat
also kleine Halbachse < |D|.
20/21

17. Esist [AA* — A*A] < A2

C
Bew: l=|p|, wo p ein EW von C.
C < AA* also u < |Z|27 ebenso p > — \_’2

0 0
18. Def Fiir A=D 4+ U, D =diag, U = ,
* 0
setze
sa=sup{[D A~ |4- A}
19. Satz:

Dann ist s = s 4 die kleinste, also giinstigste Schranke mit der Eigenschaft:
Enthélt die Halbkugel §), einen Pkt von 204 im Poincaréraum, so enthélt
die konzentrische Halbkugel $,15 einen EW.

11



20.
21.

22.

20. Bs ist s4 < [U}
Denn [ durchgestrichen: die Vor. sagt |A — A| < p, wenn A = Mitte $,
und dann folgt | fiir ein X mit | X| =1, |A—-AX|= |[A-A

minfa; — Al < [(D — N)X| £ [(A— NX| +|UX| < |[A= |+ U]

NB: Von |X| wird dabei nur gebraucht: /" von |z;| abhingig.
21/22

Im Sinn von Def 18 ist s4 < ¥y (Frob-Norm)

Aufgabe: Ist der Diagonalteil D von A die im Sinn von ¢ néchstgelegene
normale Matrix bei A7

Nein:
0 0 1 -1 1
A <1 o> U= <1 1 ) NG

gibt

1 _1

U*AU}g(% %)

2 T2

also

aber ¥2(A — (0 0)) =1
Anders gesagt:

dq 0
Vermutung: Fiir A = =U+D ist
* dy,
92(U) < 2 [ - } 92(A — N).
nor

o e 1 »p * 0
NB: richtig fiir n = 2 nach 16, 23(2), da (p 1) (2p *)

[Der folgende Beweis schlieit an Seite 23 unten an.
Bew: OBdA: a11 + a2 = 0 (sonst const. I abziehen), dann
a11 = % — ag reell (mal e¥). Dann —ay2 = @z1. Wire |aia| > [4], so

12



23.

24.

25.

0 a1

ergéibe Transf von (aﬂ 0

) auf Diagform kleinere Summe ausserhalb

der Diagonale.
22/23

ail 0
Ist die im Sinn von 9¥? niichste normale Matrix bei A
0 Ann

durchgestrichen: [ und wird N auf Diagonalform transformiert angenom-
men |, so ist

(1) (@5 — agrair + (@i — agk)ar =0

(2) |aik| = |akz| < %laii — akk|
durchgestrichen: [und zwar = 0 wenn n;; = ng |

Bew: Geniigt firn =21 =1,k =2:U = <z —:) € Roxa, ¢ = cos,

flp) = (U AU )12 + |(U' AU o1 |?

= |a1105 + a1202 — a2152 — (J,QQCS|2 + | ...Q21 —a12... |2
hat Min fiir ¢ = 0, dort ¢ =1, s = 0. Das gibt Koeff c3s = 0, also

Re(a11 — ag2) (@12 +@21) =0

ip

Transf mit (6 > glbt hieraus (a11 - a22)(112+ (0,11 — a22)a_21 = 0, also
——

1
d

(1).

Bew (2): [Zwei Zeilen durchgestrichen; Verweispfeil auf den am Ende von

S. 22 angefiigten Beweis, s.0.]

d 7& 0— |a12| = |(121|.

d = 0 — Tranf mit pass U giibe Verkleinerung von |aja|? + |az;|? ausser

wenn beide = 0.

23/24

Folge: Zu A € C,,x,, existiert U unitir mit U*AU = B, (|bxr|) symme-
trisch,
Folge 23:

Nur dann ist der Diagonalteil D einer Dreiecksmatrix A die n#chste nor-
male Matrix bei A (im Sinn von 9?), wenn a;; = 0 (i # k)

13



26. Lesen: Horn-Zykliden
Kommerell Grenzgebiet.
B.Schmidt, Uber die Ecken des numerischen Wertebereichs in einer Bana-
chalgebra, MZ 126, 47-50 (’72)
Die Abweichung einer normalisierbaren Matrix A mit lauter versch. EW
von der Normalitéit messen Bauer & Fikl, Num Math 2, 140, durch max; |E;|
wenn A => o, E;.
| - | kann dabei die von einer bel Vektornorm abgeleitete Matrixnorm sein.

24/25
26.4.74
Ein Ma#f fiir die Nichtkommutativitit eines normierten Rings:

[ e
lz|,ly|<1

Lit. iiber Nichtnormalititsmafe:

R.Kress u. H.L. de Vries u. R.Wegmann:
On non-normal matrices
Lin. Alg. and its Appl. 8 (1974), 109-120 (Sonderdruck)

Frage (25.10.76): Wie grofl muss (kann) der Abstand einer [zunéchst: normalen)]
Matrix von den nichtnormalen mit gegebenem NiNoMaf} und gegebenem Spek-
trum mindestens (hochstens) sein?

25/26
3-Wertevorrat
Lésst sich die Abb A — f(A) mit Polynom f auf das Innere des Paraboloids
fortsetzen?

27 /28
27.11.76

Idee “Schiefe von A in Eigenwert \” definieren mit Hilfe des Verhaltens der
hyperb Kriimmung des Randes von V3(A) in der Nithe von (A, |A|?).

& 1982 Preprint Paul Binding bei separata
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