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17.1.66 0/1

Perm-Gruppen vom Grad 2p

2p = m2 + 1, m = 2t+ 1, p = 2t2 + 2t+ 1
Ω = {0, . . . , p− 1|0, . . . , p− 1}
P = {x+ 1|x+ 1}
f : Ω→ Fp f = {f1(x)|f2(x)}
Wenn Rang G = 3, so ist M = M1 ⊕M2 mit Rang Mi = p, M1 = M⊥

2

M1 aufgespannt als P -Modul sogar über Q von f1 = (2t + 1)i0 − i1 + i2 wo

i0, i1, i2 die char Fktionen der Bahnen von Gα mit Länge 1, m(m−1)
2 , (m(m+1)

2
bedeuten. M1 und M2 sind als G-Moduln einfüssig, M1 einfach,
M1 ∋ (1 1 . . . 1

∣∣ − 1 − 1 . . . − 1), (x,−x), (1 . . . 1 1 . . . 1), M2 ∋ (x , x),
M2 ∋ (4t+ 2)i0 − f1

M1

M0

M ′

1 M2

p−2

}
M20

irreduzibel, da sonst m⊃c ergibt

0
1

m2 ⊆M2, . . . ,m
R = M20, (xk, xk) ∈M20, k = 0, 1, . . . , p− 2

(x,−x) ∈ M1 (x,−x) · m ⊆ M1 & wegen M/ irred: mM1 ⊆ M1 Wid gegen
Primitivität.

1/2

Enthält M2 : (xi
∑
dikx

k) und M1 : (
∑
cikx

kxj), so M cik = −dp−1−i p−r−k

Ferner ist idi−1 k = di k+1 · (k + 1) daher, wenn (xp−1f(x)) ∈M2, so
(−f(−x) xp−1) ∈M1. Ist also e(x) = e(−x), so ist (xp−1 ∧ e f ∧ e) ∈M2 und
(−(f ∧ e)(−x) xp−1 ∧ e) ∈M1.
Tafel der EWe der Verk. - Matrizen:

Grade i0 i1 i2

1 1 m(m−1)
2

m(m+1)
2

p− 1 1 −t− 1 t
p 1 t −t− 1

Bezeichnet K die Bahn von Gα mit |K| = k = m(m−1)
2 , L die Bahn von G2 mit

|L| = l = m(m+1)
2
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P ′ die Bahn einer p-Sylowgr. von G so ist α ∈ P ′ m = 2t+ 1
pn die andere Bahn der p-Sylowgruppe, so ist

|K ∩ P ′| = p− 1

2
= |L ∩ P ′|, |K ∩ P ′′| = t2, |L ∩ P ′′| = (t+ 1)2

Vermutung: s = 0⇒ K ∩ P ′ = {gn2} wo 〈g〉 = p-Sy Gruppe

2/3

Invariante Funktionen und Darstellungstheorie

Sei Fk die Menge der Fkt. f(x1, . . . , xk), xr ∈ Ω, Werte ∈ F . Sei FkG die Menge
der bei G invarianten f ∈ Fk: f(xg

1 · · ·xg
k) = f(x1 · · ·xk) ∀g ∈ G. Fk ist ein G-

Modul.
Satz Ist i(x1 · · ·xk y1 · · · yk) ∈ Fk+lG, so ist die Abbildung Fl → Fk:

[σf(y1 · · · yl)](x1 · · ·xk) :=
∑

tk∈Ω

i(x1 · · ·xk y1 · · · yl)f(y1 · · · yl)

ein G-Homomorphismus von Fk in Fl, und so erhält man jeden solchen Hom
genau einmal.
Bew (1) σ(c1f1 + d2f2) = c1σf1 + d1σf2: σ linear,
[σf(yg

1 · · · yg
l )](x1 · · ·xk)

=
∑

y∈Ωl

i(x1 · · ·xk y1 · · · yl)f(yg
1 · · · yg

l )

=
∑

y

i(xg
1 · · ·xg

k y
g
1 · · · yg

l )f(yg
1 · · · yg

l )

=
∑

y

i(xg
1 · · ·xg

k y1 · · · yl)f(y1 · · · yl)

= [σf(y1 · · · yl)](x
g
1 · · ·xg

k)

also σ ∈ HomG(Fl, Fk)

3/4

(2) Ist Umgekehrt ein σ ∈ HomG(Fl, Fk) gegeben, so definiere
i(x1 · · ·xk η1 · · · ηl) = (σχη1···ηl

(y1 · · · yl)(x1 · · ·xk) wo

χη1...ηl
(y1 − yl) =

{
1 (y1 · · · yl) = (η1 − η0)
0 (y1 · · · yl) 6= (η1 − η0)

Dann ist
i(xg

1 · · ·xg
k y

g
1 · · · yg

l ) =
(
σχyg

1 ···y
g
l
(η1 · · · ηl)

)
(xg

1 · · ·xg
k)

= [σχyg
1 ···y

g
l
(ηg

1 · · · ηg
l )](x1 · · ·xk) wegen σ ∈ Hom

= [σχy1···yl
(η1 · · · ηl)](x1 · · ·xk) = i(x1 · · ·xky1 · · · yl)
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also ist f ∈ Fk+lG.
Schließlich ist für beliebiges f ∈ Fl

[σf(y1 · · · yl)](x1 · · ·xk) = [σ
∑

η

f(η1 · · · ηl)χη1···ηl
(y1 · · · yl)](x,−)

=
∑

f(η1 · · · ηl)[σχη1···ηl
(y1 · · · yl)(x1 · · ·xk)

=
∑

η

i(x1 · · ·xk η1 · · · ηl)f(η1 · · · ηl)

(3) Eindeutigkeit: führen i1, i2 zum selben σ, so führt i1− i2 zum Null-Hom. τ ,
also τχy1···yl

= 0, i1 = i2.
Kurz: Fk+lG ist in der Menge der G-Homom von FlG in FkG.

4/5

Folge: Satz 2. Ist (char F, |G|) = 1 und bezeichnet ek
ρ die Vielfachheit der irred

Darst dρ von G in Fk, so ist für k, l ∈ N

∑

ρ

ek
ρe

l
ρ = [Fk+lG : F ]

nur abh. v. k + l
Kann man das auch aus Charakteren sehen?

5/6

⊳⊳

Allg. Lemma: Ist A ≤ H ≤ G und A EE G, so ist entweder A E H oder
∃AhA 6≤ Ah, Ah 6≤ A, A & Ah normalisieren sich (so daß A,Ah〈A,Ah〉 EE G)

6/7

[statt Seitenzahl 7:] 6.6.66 Zählung von p-Untergruppen

Sei #kG := # Untergr d. Ord k in G. Läßt man die endliche Gruppe G auf
die Menge ihrer p2-tupel wirken, wo |G| = g = p2n, (p, n) = 1, so wird |Ω| =(
p2n
p2

)
≡
p2
n ·#p2G+ pn. # Bahnen Länge p

= n

{
#p2G+ #pG ·

(
pn−1
p−1

)}
− n ∑

|H|=p

νp2

|
anzahl
Sp2>H

H , |H | = p,

daher

#{1 < H < S ≤ G} ≡ #p2G+

(
pn− 1

p− 1

)

︸ ︷︷ ︸
≡1(p)

(#pG− 1)p

︸ ︷︷ ︸
≡0(p)
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also #pG = #pS, wo |S| = p2.

Bemerkg: für S ∼ (p, p) folgt das aus Hall Proc LMS(2)40 (1936), da dann Anz
Lsgn xn = 1 ≡ 0(p2) für S ∼ (p2) folgt es auch direkt aus Wrkg von G auf die
Untergr. der Ord p mittels Konjugation
[ mitgeteilt an P. Schmid 6-7-67 ]

7/8

Existenz von Normalteilern

1. Vielleicht läßt sich mein Satz in der folgenden Richtung verfeinern:

Ist G =
n∑

ν=1
Hrν und P eine p-Sylowgr von G und P ≤ H und setzt man

〈P rν ∩H〉ν=1···n =: H (so daß H E M ist) und P := H ∩ P , so ∃G E G mit
G ∩ P = P .
2. Wenn das zutrifft, muss insbesondere jede Gruppe G mit zwei zyklischen p-
Sylowgr. P1, P2 mit 1 < P1 ∩P2 < P3 p-auflösbar sein. Vielleicht kann man dies
für |P | = p2 als ersten Schritt direkt beweisen.
3. Allgemeine Idee: Man sollte notwendige Bedingungen suchen, denen die Ein-
schränkungen von (einfachen) Charakteren von G auf p-Sylowgruppen genügen.
MaW: Welche Charaktere von P lassen sich auf G fortsetzen? Insbesondere:
Welche mit χ(g) = 0 für gpn 6= 1?

8/9

4. Man kann Vermutung 2 auch so formulieren: Zu einer einfachen Gruppe sind je
zwei verschiedene zyklische Sylowgruppen elementefremd [ scheint für PSL(n, q)
und An und Mathieu zu stimmen].

9/10

Ax v By 17.1.66

1. Satz: Ist |G| <∞; A,B ≤ G; Ax v By, so ist (A∩B)··G = (A∩B)··AB ≤ AB
Bew: Ind |G|. AB ≤ G1 := ABG ∩AGB

(i) G1 = G⇒ G = AB ist bekannt. Beh triv.

(ii) G1 < G⇒ (A ∩B)··G ≤ BG ≤ ABG ebenso ⊆ BAG also ≤ G1

(A ∩B)··G = (A ∩B)··G1 , Ind

2. Schärfer ist schon bekannt (XIII 254)
A E AB ⇒ A ∩B ≤ A ∩ (B,A,G) ⊳⊳ G ∴ (A ∩B)··G ≤ A
3 Corollar: Ax v By ⇒ A := 〈Ax1 . . . Axν 〉, B := 〈By1 . . . Byr〉 ⇒ (A ∩B)··G ≤
AB
Enthält das schon den Satz AB < G⇒ A ·BG ∩BAG < G?
Verschärfung:

6



4 HS: Ax v By ⇒ A··G ∩B··G ≤ AB ?
4 Satz: 




AB ∩BA

{
≤ AB
⊳⊳ G

= A··AB ∩B··AB?

(A ∩B)··G ≤ AB ∩BA = XIII 251(10)

10/11

5 Satz: G erfülle Minimalbedingg für Untergr. Sei A,B ≤ G. Dann sind

(A B G) =
⋂
AB·

·
·
ABG

, (B,A G)

wohldefiniert, und
(ABG) ∩ (BAG) ⊳⊳ G.

Bew: (A B G) = (A B AG) = (A B B AG) = (A B A BG)
G = G0 ≥ G1 = ABG0 ≥ G2 = BAG1 ≥ G2 = ABG3 ≥ · · ·
l(G) = Stationaritätsgrenze dieser Kette
l(G) = 0 ⇒ G = ABG = BAG ⇒ (A B G) = AG ⇒ (A B G) ∩ (B A G) =
AG ∩BG ⊳⊳ G
l(G) > 1:
(A B G) ∩ (B A G) = (A B G1) ∩ (B A G1)
Induktion: ⊳⊳ G1 und ≤ AG ∩BG

Ausarbeitung siehe Madison §15

11/12

Jordan-Bieberbach-Frobenius

Ist |A| eine Matrixnorm in Cn×n, |UA| = |A| wenn unitär, und ist G eine endl.
Gruppe unitärer Matrizen mit ming 6=1 |g − 1| = δ, so besteht die (G-invariante)

Menge der Matrizen g ∈ G mit |g − 1| = δ aus höchstens 32n2

verschiedenen

[ und |G| ≤ (2
δ + 1)2n2

]. [:h] etwa so Bie? [:h]
Also
Jede endliche Matrizengruppe vom Grad n hat eine Konjugiertenklasse von
höchstens 32n2

Elementen.

12/13

# Lösungen von xn = 1 in G 6.10.66

χ :=



χ1

...
χr


 χ′ = Hauptchar, x := (x1 . . . xr) xρ repres. Klasse konj; x1 = 1

X := χ(x) = (χρ(xσ)) ist die Char-Tafel, mit L :=



l1

. . .

lr


, lρ = |xG

ρ | ist

7



{
XLXH = gIr

XHX = gL−1 = N

N :=



n1

. . .

nr


 nρ = |CG(xρ)|

U = g−
1
2XL− 1

2 unitär

für n ∈ N setze Pn := (δxρ,xn
σ
), δxy =

{
1 x ∼ y
0 sonst

Dann ist für e = expG: Pe = (δxρ,1) =




1 1 · · · 1
0 0 · · · 0
0 0 · · · 0



 und

x(n) := (xn
1 · · ·xn

r ) = xPn

Für Charaktere ϕ setze ϕ(n)(xσ) := ϕ(xn
σ), ϕn(xσ) =

∑
yn=x

ϕ(y)

Dann ∃ c(n)
ρσ ∈ Z: χ(n) = Cnχ, c

(n)
ρσ = (χ

(n)
ρ , χσ)

Es ist cg =




1 0 · · ·
f2 0 · · ·
...
fr 0 · · ·


, cn =

(
1 0 ··· 0

∗

)

(ϕ(n), ψ) = (ϕ, ψn), daher (ϕn, ψ) = (ϕ, ψ(n))

13/14

(χρ)n =
∑

σ

((χρ)n, χσ)χσ

=
∑

σ

(χρ, χσ(n))χσ

=
∑

σ

(χσ(n), χρ))χσ

χn = CH
n χ (= CT

n χ)

∴
χ(n)(x) = χ(x(n)) = χ(xPn) = χ(x)Pn

∴ CnX = XPn, XHCH
n = PH

n XH ,
gCn = XPnLX

H , gCH
n = XLPH

n XH

Frob’s Satz: n|g ⇒ ∑
xn=1

χρ(x) ≡ 0(n)

⇐⇒ (χρ)n(x1) ≡ 0(n) ⇐⇒ CH
n f ≡ 0, f :=




1
f2
...
fr




eg: CH
n Ce ≡ 0 mod n, od. CH

n Cg ≡ 0

8



Frob. Satz: CH
n Cg ≡ 0(n) wenn n|g genügt für n = pν

Es ist g · CH
n Cg = XLPH

n PgLX
H , CH

n Cg = UL
1
2PH

n PgL
1
2U−1

Verallg. Frobenius: Vermutung: An := LXHCn ≡ 0(n)
NB: Es ist An = PnLX

H , AnX = gPn, XAn = gCn Forts. S. 18
Frage: El-Teiler von X? eTXe ist Invariante

14/15

Über die große Eukl Norm

‖A‖2E :=
∑
|ακλ|2

Für beliebige Matrixnorm α, definiere
α̂ : ‖A‖α̂ : inf

∑ ‖Rν‖α,
∑
Rν = A, rkRν = 1

Sei A =
∑
Rν , rkRν = 1 r = ‖A‖α̂ ???

Dann ist ‖A‖E ≤
∑

ν |Rν |α ·
∑

κ |RH
κ |α

Ohne Schaden der Allg. sei α minimal.
Beweis: ‖A‖2E = tr AHA = tr

∑
k,ν R

H
κ Rν

Rκ = Xκy
H
κ

∣∣ =
∑

κν

tr yκx
H
κ xνy

H
ν =

∑
yH

ν yκx
H
κ xν

≤
∑
| | · | | ≤

∑
|yH

ν |α|yκ|α|xH
κ |α|xν |

= (
∑
|yH

ν |α|xν |α) · (
∑
|yκ|α|xH

κ |α)

=
∑

ν

|Rν |α ·
∑

κ

|RH
κ |α

15/16

Charaktere 29.10.66

(1) χ =
∑
eρχρ,

χ′ =
∑
e′ρχρ ⇒ χ ◦ χ′ = |G|∑xy=g χ(x)χ′(y) =

∑ eρe′

ρ

dρ
χρ dρ = deg χρ

Durch Wiederholung mit festem χ′ bekommt man in der Grenze (nach
Normierung auf

∑ | |2 = 1)
const

∑∗
eρχρ,

wo die Summe sich über diejenigen ρ erstreckt, für die
∣∣ e′

ρ

dρ

∣∣ den maximalen

Wert annimmt.

(2) Diese Operation χ ◦ χ′ muß sich gut schreiben lassen mit den
Matrizen cγαβ : (C−1

α )Cβ =
∑
cγαβCγ (auch natürlich im Gruppenring).

(4) Ist P eine Permutations-Darstellung von G und

P ∼




D1

D2

. . .

Dr




9



ihre irr. Zerlegung, mit Dρ(g1) =

(
1 0
0 Γ

)
, Dρ(g) =




δρ (g) ∗ ∗
∗
∗ ··



 so

ist
∑

ρ δρ(g) = 1
|G1|
· Sp P (G, g) := 1

|G1|
Sp

∑
h∈G

(hg)

Die letzte Zahl ist auch P (h) leicht abzulesen.

16/17

(4) Kann man Frame verallgemeinern mittels
( tr gViVk), g ∈ Gruppenring von G?

Gut wäre es g diagonal zu haben; das tritt ein genau wenn
χρ(g)

n =
χρ(g)

fρ

17/18

Lösungen von xn = g

(Forts. von S. 14)

(1) xG
σ =: Cσ, χ Char G, p prim, p

∣∣|G| ⇒ ∑
xp∈Cσ

χ(x) ≡ 0(p)

Bew: ???

{
χ = χρ irred.

Cσ 6= {1}(
∑
Cσ = G)

. Sei P eine p-Syl Gr G.

Da {x|xp ∈ Cσ} inv. mit P und
∑
χ über Orbits von P , ≡ 0(p) ist, ist zu

zeigen:∑′

xp∈Cσ

xp∈C(p)

χ(x) ≡ 0 (p). Wenn G′ := C(P ) 6= G, Induktiv: p||G′|.

Wenn G′ = G, in P ≤ Centr G, wähle P1 ≤ P , |P1| = p · ·
Dann besteht {x|xp ∈ C′

σ} aus Nebenklassen von P1, und P1 ist diagonal.

(i) P1 6≤ ker ϕρ: Dann
∑
ϕ(x) = 0, t1 ≡ 0

(ii) P1 ≤ ker ϕρ: Dann

{∑
ϕ(x) = p ·∑′

ϕ(rλ)

wenn {x|xp ∈ C′
σ} =

∑
λ P1xλ

18/19

(2) Für die symmetrische S5 mit der Chartafel

10



(1) (12) (12)(34) (123) (123)(45) (1234) (12345)
hσ 1 10 15 20 20 30 24
χ1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 -1 -1 1
χ3 4 2 0 1 -1 0 -1
χ4 4 -2 0 1 1 0 -1
χ5 6 0 -2 0 0 0 1
χ6 5 -1 1 -1 -1 1 0
χ7 5 1 1 -1 1 -1 0

ist

( ∑

x2∈Cσ

χρ(x)
)

=




26 0 30 40 0 0 24
6 0 −30 0 0 0 24
24 0 0 0 0 0 −24
−16 0 0 40 0 0 −24
−24 0 0 0 0 0 24
10 0 30 −40 0 0 0
30 0 −30 40 0 0 0




dρ
1
1
4
4
6
5
5

19/20

also ist hier sogar pdρ

∣∣ ∑
xp∈Cσ

χρ(x) (ρ = 1− k) für p = 2. Frage: Immer?

1
dρ

∑
x2∈Cσ

χρ(x):

26 0 30 40 0 0 24
6 0 -30 0 0 0 24
6 0 0 0 0 0 -6
-4 0 0 10 0 0 -6
-4 0 0 40 0 0 4
2 0 6 -8 0 0 0
6 0 -6 8 0 0 0

20/22

[Seite 21 fehlt]
Die Vermutung von S. 21 lautet in Bezeichnung der Vorlesg:
D−1E∗

(z)XH ≡ 0 mod z
wo

D =




1
d2

. . .

dk


 H =



h1

. . .

hn


 dρ = χρ(z).

Beachte bei Beweisversuch:
E(z)X = XF (z), E(z1z2) = E(z1)E(z2), E∗(z)XH = XMF ∗(z)

11



22/23
[Statt der richtigen Seitennummer 23 steht versehentlich 24.]

Allg Theorie d P Gr:

(1) Die Darstellung von G auf M1 −M2 wo M1 > M2 G-Moduln in F1, ist
dual (contragredient) zu der Darst. auf M⊥

2 −M⊥
1 .

(2) Widerlegung von Schur’s Vermutung:
In der affinen Ebene (p, p) zieht Invarianz der Parallelscharen x1 = const,
y1 = const, x1 − y1 = const die Invarianz von x1 + y1 = const nach sich:
f1 = 1− xp−1 f2 = 1− yp−1 f3 = 1− (x− y)p−1 ∈ I(G0)

F (x0) :=
∑

f1(x− x1)f2(x2)f3(x4 − x3) ·
·f2(x3 − x)f2(x4)f2(x4 − x2) ·
·f3(x3)f3(x1)f3(x4 − x2) ∈ I0

F (x) = 0 ⇐⇒






x = x1 = y1 = y2, x2 = 0

y = y3 = x3 = x4, y4 = 0

x4 − y4 = x2 − y2
d.h. ⇐⇒ y = −x

x1

x2

x3

x4

xy=x

0
•

•

•

[Die Formeln sind mit Bleistift durchgestrichen]
Kürzer S.27

23/24

•x2 x

x1x3

F :=
∑

x1x2

f1(x− x1)f2(x2 − x)f3(x1 − x2) · f1(x2)f2(x1)

12



F (x, y) = 1 ⇐⇒ x+ y = 0

Allgemeiner (Sonderrolle von 0 beseitigt):

F =
∑

123

f1(x, x1)f1(x3, x2) · f2(x2, x)f2(x1, x3) · f3(x1, x2)

[Die Formeln sind ebenfalls mit Bleistift durchgestrichen.]
Noch besser: x, y auf selber \ ⇐⇒
∃ x1x2

x1 y

x2x

F (x, y) =
∑

x2,x3

f1(y,

ω
|
x2)f1(

τ
|
x, y) · f2(x, x1)f2(x2, y) · f3(x1, x2)

Final:

F (ξ, η) =
∑

σ,τ

f1(ξ, σ)f2(σ, η) · f1(ξ, τ)f2(τ, η) · f3(σ, τ)

24/25

P Gruppen vom Grad p2

Sei p pri inhom, M ein Homogener G-Modul 6⊆ F1 + Fx + Fy in Fp2 , keine
Parallelschar gehe bei jedem s ∈ G in eine Parallelschar über.
Dann

(1) Ist k ≤ p+1
2 , so können nicht alle homogenen Bestandteile des Grads k in

M durch x teilbar sein.
Bew: Sonst ∀ g ∈ G: degxg1, g2 ≤ p−1

2
∃Q = ax2

1+bx1+??? ∈M. Damit ist = (ρχ+σy)(τx+χy) in Erweitkörper
Q(g1g2) = (ρg1 + σg2)(τg1 + χg2) =: h1h2

Wähle ρ : degxg1 = max or degxg2 = max = m
degxQ(ρ1ρ2) ≤ p−1, also nur mod yp−y reduziert daher m ≥ degxh1h2 =
degh1 + degh2 = m+ i also h1 oder h2 unabh. von x:

ρg1 + σg2 unabh. von x etwa

Damit ρ, σ ∈ F mit derselb. Eig., da die gi Koeff in F haben.

(i) σ = 0: g1 = g1(x) G führt Parallelschar x = const in sich über →←

13



(ii) σ 6= 0: Nach lin Transf. g2 = g2(x) : ∀ g ∈ G führt x = const in eine
andere Parallelschar über →←

25/26

(2) Die hom Bestandteile des Grades k ≤ p+1
2 können nicht sämtlich Vielfache

derselben Potenz lk sein, festes l = ax+ by. Bew (1) lin trans

(3) Unter den homogenen Teilern des Grades 2 in M gibt es zwei lin unabh.:
l21, l

2
2.

Bew: Nach (2) sind nicht alle hom Teile vom Grad 4 Potenzen derselben
Linearform. Es wäre Rang der 2-Teile ≤ 2, daher gibts zu jeden h(4) eine
Faltung δ(0)h(4) = 0, also ist jedes h(4) = c1l

2
1 + l22c2, nicht alle = 0.

dann (passende Faltung δ′(2)): l21 ∈M, l22 ∈ g da nicht alle l2σ(g) gleich, f
l1 6= l2 ⊂ l21, l22 ∈M

Diese li haben Koeff zunächst in Erw Körper, aber ihre Nullstellen sind.

[(3) ist mit Bleistift durchgestrichen.]

(3) Gibts nur einen ein unhom Teil des Grades k−1 (k ≤ p+1
2 ), so ist ???vom

Grad k Potenz einer Linearfkt: F , alle von derselben, →←. Also

26/27

Noch Grad p2, G pri

(4) k ≤ p−1
2 ⇒ es gibt mindestens 2 ein un homogenen Teile des Grades k in

M.

(5) p ≥ 5⇒ es gibt 2 Teile des Grades 2 in M

(6) Wenn es nur 2 hom Teile des Grades 2 in M gibt, so gibt es zwei Line-
arformen l1 = αx + βy, l2 = γx + δy mit Koeff aus F oder der quadrat

Erweiterung F̂ derart, daß
Hom h ∈M

degreeh ≤ p− 1

}
⇒ h = α1l

k
1 + α2l

k
2

Bew: ∃ (ρ ∂2

∂x2 + σ ∂2

∂x∂y + t ∂2

∂y2 )h2 = 0, ∀h2 ∈M

= (α ∂
∂x2 + β ∂

∂y )(γ ∂
∂x + δ ∂

∂y ) = ∆1∆2

Falls ∆1 = ∆2, so Koeff rat, wlog ∆ = ∂
∂y∀h ∈ (xy, x2) ∗ (1)

Falls ∆1 6= ∆2 ist, so ∆1l1 = 0 = ∆2l2
∆1∆2 annull l21, l

2
2 also sind diese ∈ F̂M

27/28

Sind Koeff ∆1,∆2 ∈ F , so l2i ∈M. Nun Koeff bel:
Annahme: ∃hk ∈M, degh = k ≤ p− 1

hk 6∈ F̂ lk1 + F̂ hk, Wähle [l1l2]l3 · · · lk+1 alle lin. un. hk =
k+1∑
1
γρl

k
ρ

14



Durch passende Diff kann man k − 2 der l′ρ s wegschaffen. Annahme:
γk+1 6= 0; schaffe l2 · · · lk weg:
M ∋ γ′1l21 + γ′k+1l

2
k+1, γ

′
k+1 6= 0

F̂M ∋ l2k+1

Also hk ∈M⇒ hk =
2∑
1
γσl

2
σ.

(7) Ist

{
s = 1 mod 2 oder q = 3, s = 2,

f eine homogene Inv. von G0

, Ges-Grad f = s · p−1
q = k, q ung.

Primzahl so enthält f ∧ F1 zwei l21 6= l22 GF [x, y] Teile
Annahme: nein. Dann ∃ Linearform l ∈ F̂ [x, y], l 6= l̄: 2, so ∃ f = lk + lk.

28/29

Bew: Nach (6) ist f = γl2 + γ̄l2

ξ = ξp !

f = γ(x+ βy)k + γp(x+ βpy)k

oder mit x+ βy = z ∈ F̂ :

f(z) = γzk + γpzkp; γ 6= 0

f(1) = γ + γp = δ 6= 0 da f = 0 nur in (0, 0)

f(2)q = f(1)q ∀z 6= 0

da die von 0 verschiedenen Werte der hom Inv. sich nur um q-te Einheits-
wurzeln unterscheiden.

29/30

Also f(z)q = δ = const 6= 0, ∀z 6= 0 in F̂
γqzkq +

(
q
1

)
γq−1γ̄zk(q−1)+kp + · · ·+ γ̄qzkpq = δ

Alle exponenten dürfen mod zp2−1 reduziert werden ins Intervall 0 ≤
exp ≤ p2−1, und danach sind alle Koeff = 0. Also muß bei der Reduktion
δ wegfallen, d.h.
∃λ, 0 ≤ λ ≤ q : p2 − 1

∣∣kq + λk(p− 1)

p2 − 1
∣∣s(p− 1) + λs (p−1)2

q

p+ 1
∣∣s(1 + λp−1

q )

Nun ist 2
∣∣p+ 1, und 2

∣∣p−1
q , also folgt Widerspruch, falls s ≡ 1(2) ist.

Ist q = 3, s = 2, so p+1
∣∣2(1+λp−1

3 ), 0 ≤ λ ≤ 3, 3p+3
∣∣6+2λ(p− 1), also

(3 − 2λ)p ≤ 3− λ λ 6= 0, 1

30/31
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λ = 2: p+ 1
∣∣2(1 + 2

3 (p− 1))

3(p+ 1)
∣∣2(3 + 2p− 2) = 2(2p+ 1)

p+ 1
∣∣2 →←

λ = 3: p+ 1
∣∣2(1 + p− 1)− 2p →←

(8) Im azimutalen Fall, wo keine “rat“ Invariante des Grades p− 1 existiert,
sind alle Grade k = sp−1

q mit p−1
2 < k < p− 1 von Invar. besetzt.

Bew: keine hom Inv hat Grad ≤ p−1
2 nach (4) also sind alle Grade k =

sp−1
q mit p − 1 < k ≤ 3 p−1

2 besetzt. Also ist (weil keine Inv des Grades

p − 1 existiert), kein Grad > 3
2 (p − 1) besetzt, also ist jeder Grad k,

p− 1 > k > p−1
2 besetzt.

31/32

(9) Im Fall q ≥ 5 gibt es s ≡ 1 mod 2, p−1
2 < sp−1

q < p− 1, dann ∃ q
2 < s < q

eρ s = q − 2
Im Fall q = 3 ist s = 2, p−1

2 < sp−1
3 < p− 1

In beiden Fällen gibt es nach (8) eine Inv. f des Grades k = sp−1
q , und

nach (7) enthält f ∧ F1 [h:] dim F1 = p2 [:h] zwei rationale l21 6= l22.
Wlog x2, y2 ∈ f ∧ F1, also Gr g2

1 < p− 1 ∗
azimutalen Gr g2

2 < p− 1
Also in allen azimutalen Fällen (nach ein Transf.) Gr[???gi]

2 < p − 1
(i = 1, 2)
Nach XIII 223 ist entweder l = Gr gi ≤ 2(2l − p+ 1)− 1, l ≥ 2p−1

3
was nicht zutrifft: oder also ∃ax+ by = l;

l
p+1
2

∣∣Leitteilgi

wenn Grgi >
p−1
2

∗ Hierfür hätte es genügt zu zeigen: ∃ Invar fλ mit degfλ ≤ p − 1 und
x2 ∈∑ fλ ∧ F1.

32/33

Was wirklich gebraucht wird, ist ein ϕ(xy) 6= const, so daß ϕ und ϕ2

zusammen einen
”
kleinen“ G.Modul erzeugen, d.h. mit Grad < p− 1.

[ Alles weitere auf dieser Seite ist durchgestrichen. ]

33/34

(10) Also existiert etwa g1 mit x
p+1
2

∣∣ Leitform g1. Da Leitform g1 ∈ L, gilt:

Durch Faltung folgt x
p−1
2 ∈ L = G ???erzeugt von x. Nun hat g

p−1
2

1

Summe 0 auf allen Geraden ⇒ ∃v2 ◦G oder G linear
29.11.66

16



(11) Wenn a 6= const , a ∈ L xa, ay ∈ L und f ∈ I(G0),
dann af = const .

(
xa∂f

∂x + ay ∂f
∂y

)
∈ LF0; F0 = F1M0 also LF ≤ LF0,

und jede Leitform h in L macht hf
”
klein“.

wohl LF− LF0
∼=
{

L− {1} oder

0

[mit grün h:] 13 zeigt: dim L(v) hat keine feste Nullstelle [:h]

34/35

[ Als Seitenzahl steht versehentlich 36 anstelle von 35.]
[mit grün h:] Fall x2, xy, y2 ∈ L erledigt: 13 ↓ [:h]

[(12) ist vollständig gestrichen.]
[Auf S. 34, mit grün, Pfeil auf (13) h:] besser dort ???statt l [:h]

(13) Allgemeiner Fall: l 6= const (6∈ L !) mit lx, ly ist unmöglich:
(z.B. die Formen des Grades 2 in L haben keine Nullstelle)
∃ inv. f, h: Gr f+ Gr h = 2p− 2, etwa f = f ; lf ∈ LF0; lF ⊆ LF0

Gr F0H0 ≤ (2p− 2)− 2

LF0H0 ≤ M0

[h:] lF ⊆ LF0, da ϕ ∈ F⇒ lϕ ∈ LF0, also

lFH0 ⊆M0 LFH0 ⊆M0 [:h]

fh ≤ M0 wo h = höchster absolut hom Best.

fh ∈ M0 ∗

(13′): [Mit Bleistift gestrichen: Schon GrF0H0 ≤ (2p − 2) − q ist in jedem Fall
unmöglich, wenn fh 6= 0.]
[h:] Solche f, h gibts erst im radialen Fall [h:]

35/36

(14) Wenn nur ein lin un Q2 ∈ L, dann wähle Q3 ∈ L, gibt δQ3 = 0 (∃ ein
diffop)
Q3 = cl3, Q2 = dl2 weg Q2 = x2, L ⊆ {f(x)} Ln = {alle f(x)}, G impri.

(15) Also bleibt im azimut. Fall nur dim L(2) = 2. L ⊆ {f(x) + g(y)}

(15′) nach lin Transf., falls der annulierende diff op 2-Ord von L(2) in zwei
verschiedene ∗ Linearfaktoren mit Koeff in F zerfällt; x2 ∈ L.
∗ wenn er in zwei gleiche Funkt zerfällt, so x3 = ϕ(x) + ψ(x)y
x2g = y2

??? + 2ϕ ??? ψ2y2 ⇒ y = 0

17



Dann ist L ∋ xg = ϕ(x) + ψ(y)
L ∋ (x2)g = ϕ(x)2 + 2ϕ(x)ψ(y) + ψ2(y)
0 = ∆x∆y L 0 = ∆x∆y(x2)g = 2[∆ϕ(x)][∆ψ(y)],

∴ 0 = ∆ϕ(x) oder = ∆ψ(y), d.h. xg =

{
ϕ(x) oder

ψ(y)
, ebenso yg, also

entweder (für geg. g) xg = ϕ(x) & yg = ψ(y)
oder xg = ψ(y) & yg = ϕ(x)

36/37

Also jedes g erhält oder vertauscht die beiden
Funkt-Scharen {φ(x)}, {ψ(y)}.
N := {g

∣∣ erhält }, N EG, |G : N | ≤ 2, N impr da φ(x) Ring
[Alles weitere auf dieser Seite ist rot durchgestrichen.]

37/38

noch Grad p2

(16) Sei M hom. Modul in F1: ϕ als hom Gr = 2p − 2 − k ϕ ∧M(k)[h:] =
hom Teil [:h] = 0.

Dann ϕ ∧M(l) = 0, ∀ l ≥ k
Bew Ann: ϕ ∧m(l) 6= M(l−k) 6= 0 wähle ψ hom, ψ ∧ ϕ ∧m(l) = 1.
Gr ψ = (2p− 2)− (l − k). Dann ψ ∧m erfüllt n ∈M(k)

0 = ϕ ∧ (ψ ∧m) = ψ ∧ (ϕ ∧m) = 1.
Also z.B.

(16′) Wenn ein Diff.Op. 2-ter Ord L(2) annuliert, so annuliert er ganz L

Bleibt noch ebenso kurze Widerlegung des Falls zu suchen, wo L ⊇ {ϕ(l)+

ϕ(l)}. Dann wäre der 2(p−2)
3 , Hilfssatz von XIII 233 entbehrlich. Geht

vielleicht so:
l2 ∈ L̂. L̂x(g1 + ϑg2)

2 = (ϕ(l) + ψ(l))2 = l
0 = δδ l2g; 0 = δδϕ(l)ψ(l)
Ist das = (δϕ) · (ϕψ) ??
folgt dann weiter δϕ(l) = 0 oder δψ(l) = 0?

38/39

(17) Ist L ⊆ {ϕ(x)+ψ(y)}, so x
p−1
2 ∈ L, da es nur sehr wenig Fkt ϕ(x)+ϕ(y)

mit nur drei Werten, Vfh p, p(p−1)
2 , p(p−1)

2 gibt, muß jedes g ∈ G x
p−1
2

und y
p−1
2 miteinander höchstens vertauschen.

(18) Wenn ein Modul M zwei teilerfremde Formen des Grades m enthält, so
enthält M ·Mm−1 alle Formen des Grades 2m− 1 (2m− 1 ≤ p− 1)
Bew: genügt zu zeigen y2m−1 ∈MMm−1

18



ggt (ϕ(x, y), ψ(x, y)) = 1 ⇒ (ϕ(x, 1), ψ(x, 1)) = 1 sonst ϕ(x, 1) = δ(x) =
ϕ(x), ψ(x1) = δ(x)ψ(x) Gr δ · gr ϕ2 = m
mache homogen: ϕ(xy) = δ(x

y ) · yGrδ · ϕ(x
y )y∴ etc. .

Also ∃ ϕ (x1) · ρ(x) + ψ(x1))σ(x) = 1 degρ < degψ(x) degσ < degρ(x))
hom[ogen] machen: ϕ(xy)ρ(xy) + ψ(xy)σ(xy) = y2m−1 Statt y kann man
jede Linearform αx+ βy erhalten.

39/40

(19) Wenn dimL2 = 2 und L2 6= Fx2 + Fxy ist bis auf lin Trans, so gibt es
teilerfremde quadrat. Formen in L, also nach (18) M3 ≤ L2. Also:

(20)
Entweder dim L2 = 1
oder
oder

{
dim L2 = 3
dim L2 = 2,

}
L2 k

∼
{γx2 + δxy}, δ2L = 0

oder dim L2 = 2, M3 ⊆ L2.

& wenn ∃(q4, q4) = 1 in L2, dann M7 ≤ L3.

(21) Sei M3 ⊆ L2 dann LF0H0K0 = M0, wenn f, h, k inv,
∑

deg = 2p− 2

(22) [mit Bleistift vollständig durchgestrichen: Sind f, h komplementäre Inva-
rianten, so ist HF0 = M0, also ist der die Glieder von def 1 = hfx

hfy
:

fxhx, fxhy, fyhy jeweils ∈ F (hfxx + hxfx, hfxy + hyfx · · · )

mit v =




fxhx

fxhy

fyhx

fyhy


 und w =




fxx

fxy

fyx

fyy


 gibt das

40/41

eine konstante Matrix A4×4 mit v = A(hw + v)
Also für jedes c ∈ F4×1, ist hcAw = c(I −A)v
Aber man kann annehmen, dass kein Vfsumme ??? von h in f0G0 ist. ]
[h:] Wieso? [:h]

23 /

xα ∧ xβ = (−1)β−1

[(
α

α+ β − (p− 1)

)
xα+β−(p−1)

+

(
α

α+ β − (2p− 2)

)
xα+β−2(p−1)

]

für 0 ≤ α, β ≤ p− 1

xα ∧ xβ =






α(β)
γ′ x

γ , γ = α+ β − (p− 1)

0 ≤ α, β ≤ p− 1& α+ β < 2p− 2

−xp−1 − 1 ∗ α+ β = 2p− 2

19



[mit rot h:] xα

α! ∧ xβ

β! = xγ

γ! (α+β < 2p− 2) [Pfeil auf das erste Gleichheits-

zeichen in 23][:h]
[h:] xα ∧ xp−2 = αxα−1 = ∂

∂xx
α [:h]

[h:] Bew: (p− β − 1)! = [:h]
[mit rot h:] ∗ kurzer Beweis mit esx ∧ etx machen [:h]

24/ Die Invarianten j von G0 bewirken einen G0-Endomorphismus von F1:

F1 ∋ f → fj

41/42

Beweis für xα

α! ∧ xβ

β! = xγ

γ! (0 ≤ α
β ; α+ β < 2p− 2)

Alles folgende nur bis Glieder mit Nenner ≤ (p− 1)!:

esx ∧ ety =
∑

ξ

es(x−ξ)+ξ = esx
∑

ξ

e(t−s)ξ =

−esx

[
e(t−s)ξ

]

ξp−1

= −esx (t− s)p−1

(p− 1)!

xα

α!
∧ x

β

β!
= esx (t− s)p

t− s

∣∣∣∣
sαtβ

= esx[sp−1 + sp−2t+ · · ·+ stp−2 + tp−1]sα+β

= esx

∣∣∣∣
sα−(p−1−β)

=
xγ

γ!
γ = α+ β − (p− 1).

Sei L einziger minimaler G-Modul > {c}.

25) Sind f, h zwei Inv. mit kompl. Grad f ∧ h = 1 so ist Lf ∧ h = L (und
h ∧ LF = L) u. die Abb ℓ → ℓ := ℓf ∧ h ist G-Autonom von L/{G},
L ∋ 1 = f1 ∧ h = 1 & ℓ(0) = +l(0) da h = − 1

f auf ξ 6= 0.
Bew:

(i) xF′ ∧ h ⊆ {c} wegen Grad

42/43

nun bilden die n mit n ∧ h ⊆ {c} einen G-Modul, da n 7→ n ∧ h ein
G-Endom. also (LF′) ∧ h ⊆ {c}
anderer Beweis: xF′ ⊆ (H′)⊥, ∴ LF′ ⊆ H0⊥ ∴ LF′ ∧ h ∧M0 = 0

(ii) l→ l ist G0 Endom; für Translation t ist

lt = ltf t ∧ h = ltf ∧ h+ ltf ′ ∧ h
nach (i): = ltf ∧ h+ const mit f ′ ∈ F′

= lt + const ∈ L

20



Also ist L G-Modul; wegen Rang: ≤ L

Wäre L = {c}, so
xf ∧ h = 0
yf ∧ h = 0

}
wegen Grad 1 und const, aber

xf ∧ H′ = 0 = yf ∧ H′

M◦ ⊇ xfH′, yfH′, f(xhx + yhy) ={
f(ch+ k) wenn Gr > p− 1, Gr hr = ???

fh ∗ wenn Gr h ≤ p− 1

[h:] ??? ist L|{c} absolut irred ? [:h]

26) Nach Schur ist l ≡ c0l mod {const}
c0 = const 6= 0 unabh von l ∈ L.
Ebenso dafür l∗ = lh ∧ f ; c0 + d0 = 1

43/44

27) Sei xy ∈ L. Dann ist xh ∧ yf = 0
Bew:

c0xy ≡ x(yf ∧ h+ η), η ∈ {c}
= xyf ∧ h+ yf ∧ xh+ ηx

≡ c0xy + δ + yf ∧ xh+ ηx

also yf ∧ xh ≡ 0 mod ( const + const x) wegen Grad = 0.

[ Nebenergebnis: η = 0, also ]

Aus 26 unmittelbar folgt

28)

allgem.






yf ∧ h = c0y ( sowieso klar wegen Grad)
xf ∧ h = c0c
lf ∧ h = c0l
f ∧ lh = (1− c0)l c0 6=0

1

}
wenn l(0) = 0

(c0 = const 6= 0, 1)

44/45

xα ∧ xp−2 = xα−1 · α!(p− 2)!

(α− 1)!
= αxα−1

also . . . ∧ xp−2 =
∂

∂x
· ·

Also gibt 28:

∂

∂y
: yfy ∧ h+ f ∧ h = c0

∂

∂x
xfx ∧ h+ f1 ∧ h = c0

21



Grad f = n gibt (k + 2) · f ∧ h = 2c0;
c0 = k

2 + 1 (k = Gr f)

ebenso d0 = 2p−2−k
2 + 1

(c0 + d0 = 2p−2
2 + 2 = 1) Also:

29 f, h inv,
∑

Gr = 2p− 2, f ∧ h = 1, k = Grad f > 1⇒

lf ∧ h ≡
(k
2

+ 1
)
· l mod { const }

Folge

lf ∧ h = (
k

2
+ 1)l + l(0) , (l ≤ L)

[mit rot h:] jede andere ??? Form ??? notfalls über GF p2 zerlegen

45/46

Vielleicht kann man mit einer Formel vom Typ 29 beweisen, daß x2 oder

sogar x
p−1
2

”
klein“ ist

(30) Haben die Invar. f, h komplementäre Grade, so ist H0F = HF0 = M0

(sonst hf ∈ LH0F ≤M0)

46/47

Charaktere

Problem

(1) Irreduzible Bestandteile der Perm Darst. von G vermöge

π(x) =

(
g

x−1gx

)
?

mult. χ1 = # Klassen mult. χp =?

(2) Irreduzible Bestandteile der intra Perm Darst von G die aus allen unähn-
lichen tra P. Darst πH von G zusammengesetzt ist evtl mit Vfh eH = (H)
oder so?

47/48

⊳⊳

(1) Sei

{
A ⊳⊳ G,B ⊳⊳ G, M = A ∩B
dA = dB = 2, G = 〈A,B〉

Dann

22



(i) existiert mit A⊳A1⊳G, B⊳B1⊳G, A′ = A∩B1, B
′ = B∩A1 die an-

gezeigten Parallelgr’e alle ungeteilten Strecken sind Faktorgruppen,
&

G

B1

A′B

B

B′

M

A′

A

B′A

A1

M1

N6

(ii) G zentralisiert M1/N ; A⊳G

Bew: (i) M1 = A1 ∩B1 ⊳G; A′ = A ∩B1 ⊳A1; G = A1B
jede Konj von

A′ ist = A′b , ∃b ∈ B; A′B = A′G ; 〈A′, B〉 ≥ A′B = A′G

A′B = 〈A′, B〉 = B · A′B = B ·A′b ⊳B1 ր
M1A

′B = (A1 ∩ B1)A
′B = (A1 ∩ B1A

′)B = (A1 ∩ B1)B = A1B ∩ B1 =
G ∩B1 = B1

N := M1 ∩A′B, NBA′BB′ = Para

48/49

A′ B A′B M ist Parallelogramm
A′B′NM Para; N = A′B′ ≤ AB′ AN B′A A′ Para; B′A M1 A1 N
Para
(ii) A′B zentral M1/N ; B′ A zentral M1/N ;
G = 〈A′B,B′A〉 zentral M1/N .

(1′) Wenn noch außerdem kein G-zentraler Haupt - Faktor zwischen G und M
existiert (oder kein Paar isomorpher G-zentraler Kompfkt. in G : A und
G : B), dann ist N = M1, also das Bild ist,

G

B′

B

B′

M

A′

A

A1
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d.h. AB = BA = G

49/50

⊳⊳

Vermutungen:

(1) A,B ⊳⊳ G, A ∩B = 1, A⊥B∗ = 0∀B∗ ⊳⊳ B ⇒ A⊳AB siehe 63

(1′) noch B ⊳AB oder B⊥A∗ ∀A∗ ⊳⊳ A ⇒ [A,B] = 1

(2) Stets sei A = · · Ai ⊳Ai−1 · · · = G, Aj = A ∩Bj

αi = Ai−1

∣∣A. Dann αi⊥βj ⇒ AB = BA

(3) Die richtige
”
Bedingung“ statt A c-Max y oder A ∈ Min s x ist vielleicht:

A enthält keinen unendlichen elementar - abelschen (subnormalen) Faktor.
Diese Klasse von Gruppen ist ???abgeschl. gegen ⊗.

(4) Frage: n + h Bedg. für Struktur von A,B damit A,B ⊳⊳ G, A ∩ B = 1
⇒ [A,B] = 1
e.g. A′ = A, B′ = B? → P. Schmid angeregt.
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(5) Frage: A ⊳⊳ G, B ⊳⊳ G, Aν :=
⋃

A/N nilpot

N ⇒ AB = BA?

[gemeint ist wohl: Aν =
⋂

A/N nilpot

; sonst wäre immer Aν = A.]

(6) Bemerkung: A ⊳⊳ G, B ⊳⊳ G, A⊥B, A∩B = 1 genügt nicht für [A,B] =
1.
Beispiel: Sei A = A4, B = S3

(i) Setze G = Erzeugnis von

{
(123)
(23)

}
= B

& {
(45)(67)

(123) (456)

}
= A

Dann B ⊳G = AB, aber [AB] 6= 1

(ii) Setze G = Erz. von A = A4 auf 1234 & B :

{
(12)(34) |(56)

(567)

Dann A⊳G = AB, [AB] 6= 1.

EINLAGE
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[Gelbes Blatt eingeklebt auf S. 51]
Zu S. 49/50
Verbände für J = 〈A,B〉; A,B ⊳⊳ G
dA = 3 dB = 1

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

J

A

B

25



dA = 3, dB = 2 ⇒
Satz:

J

∼=1A×1B
|
⊲ P ⊲

|
1A⊗1B

Q

1A⊗1B⊗1B
↓
⊲ R ⊲

↑
iA⊗1B⊗1A

B1

2B
|
⊲ B2

2B
|
⊲ M

Note: P/R ≤ Hyperzentr J/R

�

γ

•

•

• •

•

•

•

•

• •

•

•

A

A1

M=A∩B

B2

B1

B

B′

G

A1

A2

A1
∩B1

α

β

1©

2©

       


 


 


1A

2A 3B

2B2

1B

1©: Hierauf statt G hätte man sich beschränken können
2©: besser: ·
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•

•

•
•

•

•

◦ ◦

◦

◦

α

β

βα

J

1©
αβ

— iteriertes ⊗⊗

1©: [α, β]γ , D = [A,B]A1B1

Vielleicht sollte man mit der Konstruktion iterierten Kommgp. PQ
starten etwa [ABAB]
α := 〈AB2, A,B〉 = 〈A,B1〉
γ := a ∩A1 ∩B1

[a, β]γ
∣∣(α ∩ β) ≃⊗⊗ = [A,B] · γ

∣∣(α ∩ β) ???

[Ende des eingelegten Blatts]
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⊳⊳

(1) A,B ⊳⊳ G, A,B ∈ Min-s ⇒ |B : NBA| <∞

(2) A ⊳⊳ B, Min-s gilt zwischen A & B 6⇒ |B : NBA| <∞
Gegenbeispiel: B = N ≀ Cp∞ , N einfach.

52/53

Faktorstruktur G : H & S-Ringe

Zu Tamaschkes Theorie: 27.6.67

(1) Ist H ≤ G, so kann man {Hg} = G : H und {HgH} = SG:M als Faktor-
struktur betrachten, beide mit Multipl. Tafel, mit oder ohne Zählung von
Vielfachheiten SG:H mit Vfh im Fall |G| <∞, ist ∼ Tamaschkes Def.

27



(2) Äqu zu T’s Def. von G : M -Normalität in
N ⊳ G : H ⇐⇒ H ≤ N , N v HgH ∀ g.
Damit gilt ⇐⇒ NgH = NgN ∀ g
Sei N EG : H , dann

α) NG′ = G′N ∀ G′ ≥ H
β) ϕ : ξ → Nξ ist ein Homom von G : H auf G : K, und von SG:H auf

SG:K :
ξ ∈ G : M ⇒ ξ = Hg; (ξ1ξ2)

ϕ = NHg1Hg2 = Ng1Hg2
Folgerg entspr für SG:M = Ng1Ng2 = ξ1ξ2

γ) H ≤ P ≤ Q ≤ G⇒ ϕ von β ist Hom Q : P auf HQ : HP (gleich für
Projektivität (und nat. SQ:P . . .)

δ) 4-subgp lemma folgt aus Hilfssatz:
N meidet Q : P ⇒ NQ : NP ∼= Q : P ;

4 sgp:

[Auf S. 54 steht versehentlich noch einmal die Seitenzahl 53.]
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G : H & S-Ringe

3) Ist T ein S-Ring über einer endlichen Gruppe mit τ1 + · · ·+ τt =
∑

g∈G

g, so

haben die Mult.-Konstanten clik, def durch τiτk =
∑
l

clikτl, die Eigenschaft

α) tlc
l
ik = #{xixk = xl} = #{xkx

−1
l = x−1

i } = tic
i∗

kl∗ wobei
ti := |τi|; τix =

∑′
g−1 τi =

∑′
g.

Aus α) folgt:

β) Ist M eine T −T -Doppelmodul = TMT , und definiert man ϕ : M →
M , TT ′, durch

ϕ(µ) =

t∑

i=1

t−1
i τi∗σµττi (σ, τ ∈ T )

so ist τkϕ(µ) = ϕ(µ)τk.
Mit Schur’s Lemma gibt das Tamaschkes Orth. Rel zwischen zwei

irred

{
Darstellungen Fρ

Charakteren von T
, in wohl allgemeinerer Form: mit S :=

∑
t−1
i τi∗τi ∈ Gr Rg, Fρ(S) = σρIfρ

gilt
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γ)
∑
i

t−1
i χρ(τi∗σ)χρ1 (ττi) = δρρ1

σρ

fρ
χρ(στ)
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Potentialtheorie über endl. Körpern

Sei R ein endlicher Körper, |R| = q = pρ, p 6= 2 und C ein Erweiterungskörper,
(C : R) = 2. Sei z → z der Autom. von C mit r = r ∀r ∈ R. Der Kreis
Kr(z0) um z0 mit r ist definiert: z ∈ Kr(z0) ⇐⇒ (z − z0)(z − z0) = r,
z0 ∈ C, 0 6= r ∈ R entsteht durch Transl. aus Kr : zz = r
Da z = zq, besteht Kr aus den Lösgen von z1+q = r. Da |Cx| = q2 − 1 und
|Rx| = q−1, liegt jedes z1+q automatisch in R, und für gegebenes r ∈ Rx enthält
Kr genau q+1 Punkte; aus einem gegebenen y ∈ Kr erhält man Kr = yK1, wo
K1 : zz = 1 der Einheitskreis (um 0) ist.
Def: Eine Funktion f : C → C

ist eine Potentialfunktion :⇐⇒
P

z∈Kr(z0)

f(z)

q+1 = f(z0), ∀r ∈ Rx, ∀z0 ∈ C.
Def: Sei Φ die Menge aller Potfunkt
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(1) Die Linearverbindgen: C der Fkt 1, z, · · · , zp−1; z, · · · , zp−1 sind ∈ Φ
Bew: Diese Menge L von Linearverbdgen ist translationsinvariant, also
genügt es zu zeigen, dass ν : 1 ≤ ν < p die Eigenschaft haben:

∑
z∈Kr

zν = 0.

Klar

(2) Jeder translationsinvariante Funktionenraum F mit zz 6∈ F + L liegt in
Φ.
Bew: Jede Fkt f : C → C lässt sich als Polynom in x, y schreiben, wo
z = x+ iy, i2 ∈ R−R2, also lässt sich wegen x = z+z

2 , y = z−z
2 , (p 6= 2!)

f auch als Polynom in z, z schreiben, und nach Reduktion mittels zp =
z, zp = z (reduziere zαzβ bis Exponentensumme > 0 minimal) auch als

f =
0···(p−1)∑

α,β

cαβz
αzβ . (2′)
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Potentialtheorie

Wegen Translationsinvarianz enthält F neben f(x+ iy) auch ∂f
∂x&∂f

∂y , also

auch ∂f
∂z = 1

2i

[
i∂f

∂x + ∂f
∂y

]
&∂f

∂z . Wenn also ein f ∈ F ein Glied cαβz
αzβ

mit αβ 6= 0 enthalte, erhielte man (wähle α + β = max) durch geeignete

Differentiationen auch zz+
p+1∑
0
dνz

ν +
p−1∑
A

eνz
ν ∈ L also zz ∈ F+L. Nach

Vor stimmt das nicht, also ist L ⊆ F
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(3) Sei r ∈ Rx. Sei Φr := {f : C → C
∣∣ ∑

z∈Kr(z0)

f(z) = f(z0)∀z0 ∈ C}. Dann

Φr = L

Bew Φr =: F erfüllt Vor (2), also Φr ⊆ L, andererseits L ⊆ Φ ⊆ Φr;
Φ =

⋂
r∈Rx

Φr. Folge:

(4) Φ = L = Φr∀r ∈ Rx
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(4′) Also die Potentialfunktionen sind genau die f(z) =
p−1∑
0
aνz

ν +
∑p−1

1 bνz
ν :

aν , bν ∈ C. Folge: (?)

(5) Setzt man für beliebiges f : C → C [h:]lin Normalform 2′[:h]

∆f := 4
∂2

∂z∂z
f :=

1

i2
(
i2fxx − fyy

)
,

so ist ∆f = 0 ⇐⇒ f ∈ Φ.

Def: Eine Fkt. ϕ : C → C heißt ganz ⇐⇒ ϕ(z) =
p−1∑
ν=0

aνz
ν

Def: Γ := {ϕ|ϕ ganz }

(6)

ϕ ∈ Γ⇒






aν =
∑

ζζ=1

ϕ(ζ)
ζν =

∑
ϕ(ζ)ζ

ν

ϕ(z) =
∑

ν=0···p−1

ζζ=1

(zζ)νϕ(ζ) =
∑
K1

ϕ(ζ) zζ−1

zζ−1
(z 6∈ K1)

Aufgabe: Hieraus Integraldarst einer Potfkt aus Werten auf K1?
Nimmt eine nicht konstante reelle f ∈ φ jeden Wert ∈ R an?
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F-Injektoren nach Fischer-Gaschütz-Hartley:

Def: Eine nichtleere, unter Isom abg. Klasse F von Gruppen heißt Fittingsch,
wenn f1 : G ∈ F, N EG⇒ N ∈ F, f2 : N1, N2 EG, N1, N2 ∈ F⇒ N1N2 ∈ F

Def: H ist F-maximal in G: ⇐⇒ H ∈MFG.
Satz 1: F fittingsch, G endl auflösbar⇒ G besitzt einen F -Injektor je zwei sind
Konjug.

59/60
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Perm.-Gr. vom Grad 2p

Toronto, 20.8.67

Man kann annehmen, daß Ω aus 2 Kopien von F besteht (= GF (p))
F1 besteht dann aus Paaren (f1, f2), mit fi : F → F .
Sei MG ≤ Fi. (f1 f2) ∈M ⇒ (∆f1,∆f2) ∈M
Ist dim M < p−1, und M min nicht konstant, so M⊥M1 führt zu Widerspruch.
Schwierig ist nur der Fall, wo F1 = M1 ⊕ M2 und M1 erzeugt unter G von
(1 · · · 1− 1 · · · − 1) irreduzibel, dim M1 = p; und M2 = M⊥

1 , hat G-Submoduln
der Dimensionen 1 und p− 1, sonst keine; unzerlegbar.
Die beiden Komponenten sind gekoppelt (sowohl in M1 wie in M2), und M⊥

1 M2

führt zu
M1 := {cf,−∇f)}, M2 := {(∇∗f, f)} mit ∇ := ∇cν∆ν c0 = +1; ∇∗

???c0 = 1,

ergibt M

0

@

0 −T
T 0

1

A

1 = M2, T =




1
1

1
1

1




T−1PT = P−1
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noch 2p

Das besagt:

V −W =

p︷ ︸︸ ︷

A

p︷ ︸︸ ︷

B

B∗ C

hat C = −A

wo V zum längeren, W zum kürzeren orbit von Gα gehört.
Also G und GT lassen Mi fest, erzeugen monomiale Gruppe. Diese (oder besser

die zugehörige Permutationsgruppe 〈G,GQ〉 mit Q =




0 1
1

1
1

1
1

1 0


) ist nicht

3-tra, da sie die Stellen untereinander permutiert, wo in den beiden ersten Zeilen
+1
+1 oder −1

−1 stehen. Ihre Anzahl ist 2p−2
2 = p − 1, da die beiden ersten Zeilen

von V −W orthogonal sind (mod p oder auch in C). Es ist (V −W )2 = m2I,
wo 2p = m2 + 1. V −W hat p Ewe m, p EWe −m.
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noch 2p
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A = −C bedeutet, dass die Bahnen von (GQ)α K2 + L1, K1 + L2 sind (∗),
wenn G K1 + L1, K2 + L2 hat, daher bezeichnet Ki den Durchschnitt der

kurzen Bahn (Länge m(m−1)
2 ) von Gα mit dem i-ten Zyklus der p-Sylowgruppe

x→ x+1 mod p. -Es ist |K1| = |K2| = p−1
2 , da A die negative aber auch gleiche

Elementensumme wie C hat.
(∗) Das zeigt, dass 〈Gα, G

Q
α 〉 tra auf Ω− α ist.
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⊳⊳ Vertauschbarkeit ⇒ Normalität

23.2.68 P. Schmid hat laut Sohr bewiesen:
Sei A,B ⊳⊳ G, J = AB = BA, A ∩ B = 1 und (1) kein Faktor 6= 1 eines
abelschen Subnormalteilers vonB sei isomorph zu einem Faktor von A/A′. Dann
A⊳AB.
An Schmid am 26.2. o.B. geschrieben: I Statt (1) genügt
(2) Kein abelscher Subnormalteiler 6= 1 ist epimorphes Bild von A. Und ebenfalls
o.B.:
II. Satz: Wenn J = AB,A ∩ B = 1;A,B ⊳⊳ G; |J − A| ≤ 2, |J − B| ≤ 2, und
AJ ∩BJ nilpotent der Klasse ≤ 2
Beweise hierzu:
Statt I zeige schärfer: Vor. A,B ⊳⊳ G, J = AB, A ∩B = 1, |J −A| = α
kein SNT S von B mit S 6= 1 ist abelsch, epimorphes Bild von A und hat
|B − S| ≤ α. Dann A⊳ J .

R

•AJ=A1

B0=J

B1

B2

B=Bβ

C1A=Aα

Nach Induktion ist A ⊳ A1, also oBdA α = 2 oBdA ist AJ = 1. Hieraus folgt
mit Induktion (nach α+ β), daß
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C1 ⊳ Bβ , Bβ−1, Bβ−1, . . . , B1, J ist.
[ sonst nimm γ max mit C1 5 Bγ , es ist γ < β.
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•

Bγ

Bγ+1

J∗

Bγ

•

•

•C1

◦

C1

A∗

Da C1 von Bildern von A erzeugt wird, gilt das auch für A∗ = C
Bγ

1 ∩A, das ja
∼= C

Bγ

1 /C1 ist
wegen γ + 1 ≥ 1 ist |J∗ − B| < β, also (Induktion) A∗ ⊳ J∗, A∗ ≤ AJ = 1,
A∗ = 1 Wid. ]
Also C1 ⊳ A1, daher zentralisiert C1 alle Aj . C1 ≤ Ztr. A1, C1 abelsch, aber
erzeugt von Bildern S von A1 mit |B − S| ≤ 2, also C′

1 = 1, A = AJ

Bew II:

J

BJ

B

C1

1

D1

A

AJ

M

CJ
1

M1

DJ
1

• •

C1 zentral D1, also C1 zentral DBJ

1 = DABJ

1 = DJ
1 , CJ

1 zentral DJ
1 . M := AJ ∩

BJ wird mod DJ
1 zentral von AJ , also {abelsch, ebenso} und M1 zentralisiert

M , also M nilpotent mit M ′ ≤M1 ≤ Ztr. M
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⊳⊳ Vertbk → Normalität

NB: Aus II folgt weiter:
Ist G = AB, A und B subnormal in G, A∩B = 1, |G−A| ≤ 2 und |G−B| ≤ 2,
so ist AG/AG nilpotent von Klasse ≤ 2.

Ein Gegenbeispiel gegen die folgende Vermutung:
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Ist A ⊳⊳ G und ist kein Kopf von A isomorph zu einem Hut von A, so ist A⊳G.
Wähle A ∼= S3 ∼= B, G = Erweiterung von A×B durch Autom der Ord 2, der
A und B vertauscht.
Frage: Ist die Vermutung vielleicht richtig unter der Zusatzvoraussetzung G =
AA1, A1 ⊳⊳ G?
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Uniprimitives G: 2p 13.4.68

[h:] Forts. S. 73 [:h]
Enthält G das El.

gp =




0 1
. . .

1
1 0

0 1
. . .

1
1 0




,

so ist die Vertauschmatrix V von der Form

p−1
2 =s(s+1)

↓
s2 Summanden
↓

V =

(
A B
B′ C

)
, A = A′, A2 +A+BB′ = s2J + s(s+ 1)

mit p = s2 + (s+ 1)2 ≡ 1 mod 4

NB: Durch Ähnlichkeitstransf. mit Perm Matrix ist erreichbar stattdessen

V1 =

(
A S
S C

)
, S = S′, AS = SA.

OBdA kann G definiert werden durch Vertauschbarkeit mit

U =

(
2A+ I − J 2B − J

2B′ − J −(2A+ I + J)

)

das die EWe 2s+ 1, −(2s+ 1) je p-mal hat. Da mit t =

(
0 −Q
Q 0

)
,

wo gpQ = g−1
p , U t = −U gilt, erzeugen G,U eine monomiale Gruppe mit

Normalteiler Ĝ vom Index 2, der die größte mit U vertauschbare monom Gr.
mit Faktoren ±1 ist. Die zugehörigen

66/67
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Permutationen bilden eine 2-tra Gruppe G∗ ≥ G, die unter

(
0 Q
Q 0

)
invariant

ist (Diedersatz)

Wenn man die erste Spalte von U durch diag(±1) auf die Form




0
1
1
1
1




bringt,

dann zeigt sich, daß jede mon Matrix, die mit diesen u∗ nun vtb. ist = ±
Permutationen ist, wenn sie die Ziffer 1 bis auf Faktor fest lässt. Also besteht
G∗

1 auf Ω − 1 eingeschr. genau aus den Permutationen, die nach Streichen der
ersten Zeile u Spalte mit U∗ vertbar sind. An U∗ sieht man, daß G∗

αβ zwei
disjunkte Festblöcke (vielleicht Bahnen) der Länge p− 1 hat, daher ist G∗ nur
2-tra, nicht 3-tra.
Falls man zeigen könnte, daß jede prim. Gruppe vom Grad 2p mit regulärer
Diedergruppe sogar 3-tra ist, sind diese 2 Festblöcke Bahnen, also Typ Gαβ =
1, 1, p− 1, p− 1.

NB: Ĝ hat 2 irred. Bestandteile vom Grad p; Ĝ

(
0 Q
Q 0

)
ist irred. Es gibt

genau 2-tra Gruppen des Grades 10, welche die S5 auf 10 Ziffern umfasst. Wohl
projektive semilineare Gruppe auf dem GF(9), Grad 2. Forts: 69
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[Eingelegtes Blatt zu den Seiten 66/67:]
2p = 10
S5 auf {1 2 · · · 5} die 10 Paare (i, k) heißen 0 · · · 9

0
(1 2)

1
(2 3)

2
(3 4)

3
(4 5)

4
(5 1)

5
(3 5)

6
(4 1)

7
(5 2)

8
(1 3)

9
(2 4)

f︷ ︸︸ ︷

e






U =

0 + − − + + − − − −
+ 0 ± ∓ − − ± ∓ ∓ ∓
− ± 0 + ∓ ∓ − + − −
− ∓ + 0 ± ∓ − − + −
+ − ∓ ± 0 − ∓ ∓ ∓ ±
+ − − − − 0 − + + −
− + − − − − 0 − + +
− − + − − + − 0 − +
− − − + − + + − 0 −
− − − − + − + + − 0

Das � definiert G1

Ĝ1 ist auch mit ef vtb.

+ heißt 1, − heißt − 1

U∗ =

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 + + + + + + + + +
+ 0 − + − − − + + +
+ − 0 + + + +− + − −
+ + + 0 − + − − + −
+ − + − 0 − + + + −
+ − + + − 0 + − − +
+ − − − + + 0 − + +
+ + + − + − − 0 − +
+ + − + + − + − 0 −
+ + − − − + + + − 0

W ∗ = das � ↑ definiert G∗
1
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Perm-Gruppen
Bestimmung von Gα

aus Vertbmatrix für G.

Sei G tra Pgr des Grades n, bestehend aus allen Perm P mit PVi = ViP
(i = 1, 2, · · · ) dh G 2-abgeschl., tra Ω. Sei Wi die Matrix, die aus Vi durch
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Streichen der Zeile und Spalte α entsteht. Dann ist GΩ−α
α die volle Pgr, die

durch Vertbkeit mit W1,W2, · · · definiert wird. Dann wenn Vi =

(
vi fi

li Wi

)
und

hWi = Wih, so oBdA vi = 0 durch Subtr. von viI, dann Vi =

(
0 fi

ei Wi

)
und

mit s = Zeilensumme Vi ist wegen Transitivität von G ns = s+s+ Summe aller
Elemente von Wi,

also ist s bekannt, daher ei +Wie = se =




1
1
1





also hWi = Wih⇒ hei +Wie = se, hei = ei,

daher

(
1

h

)
vtb mit Vi,

(
1

h

)
∈ G

68/69

Also wenn G transitiv von endlichem Grad und 2-abg ist, so ist Gα auch 2-abg
und wird durch die Einschränkung definierender Relationen für G auf Ω − α
definiert. (ob man so alle Rel für Gα erhält, ist offen).
Frage: Gilt das auch für Grad ∞?
z.T. Ja: mindestens ist Gα 2-abg, wie aus Aufbau aus 2-Splittern trivial folgt:

da Gα ≤ G, ist G
(2)
α ≤ G(2) = G, und es ist α fest bei G

(2)
α , also G

(2)
α ≤ Gα.

Wird eine P Gr. G definiert durch eine Matrix V 6= ??? mit konstanten Zeilen-

summe, V =

(
α f
e W

)
, so ist G1 vertbar mit W ∗ ef , ∗ elementweise, was im

Fall 2p eine auf Ω−1 transitive interessante echte Obergruppe von G1 definiert.
1) = öfter nützliches Verfahren?
Fortsetzung von 67
2) Man sollte hier n = 2p die Diedergruppe D2p als Ω nehmen um inv 2-

Relationen von

{
G∗

1

oder von Ĝ1

zu untersuchen.

69/70

Transitive Einbettung

Sei H eine P Gr des Grades n−1, welche maximal unter der Nebenbedg ist, daß
M 2-vollständig und intransitiv ist. Dann ist jede transitive Erweiterung von
H 2-abg. Denn ist G eine Erweiterung, V eine Basismatrix 6= E des Vertausch
Rings von G, so ist V ∗ (durch Streichung der ersten Zeile und Spalte aus V
entstanden) eine Matrix mit nicht lauter gleichen Zeilensummen, also definiert
V ∗ eine 2-abg Gruppe H∗ ⊇ H , die noch intra ist; folglich ist H∗ = H . Nach S.
68 ist, wenn G∗

V die durch V definierte Gruppe ist, G∗
V 1 = H∗ = H ; da G∗

V ≥ G
und G tra, und G∗

V 1 = G1, ist G∗
V = G.

70/71
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Beschreibung 2-transitiver Gruppen G
durch eine Vertauschungsmatrix

ist indirekt möglich, wenn G′
1 6= G1. Dann kann man G zu monomialen Gruppe

M verfeinern, diese Gruppe M durch Vertauschmatrix definieren und durch
Ersetzen der Einheitswurzeln durch 1 zu G zurückgehen
0) Dazu muß sie reduzibel sein, d.h. die Diagonalfaktoren müssen gekoppelt sein:
Wenn x & xg ∈ G1, so xg−1 = (1,−) ∈ N1 ⊳ G1, also 〈xg−1〉G′

1 6= G1. Damit
nicht W Diagonal äqu zu J , muss wohl G1/N1 unab schneidbar in G sein, daher
wohl

(
|G : G1|, |G1 : N1|

)
6= 1. Die normale Darst. soll 6= constg. G sein also

G1/N1 unabschneidbar:

71/72

F3(G) und F2(Gα)

Sei G tra Ω; α ∈ Ω. Zu jedem ζ ∈ Ω wähle g(ζ) : ζg(ζ) = α.
Ist dann f(ξ µ ζ) inv G, so f(ξ η α) := ϕ(ξ, η) inv Gα und f(ξ η ζ) =
ϕ(ξg(ζ)ηg(ζ)).
Ist umgekehrt ϕ(ξη) inv Gα, so setze f(ξηζ) := ϕ(ξg(ζ)ηg(ζ)), dann ist für h ∈ G

f(ξhηhζh) = ϕ(ξhg(ζh)ηhg(ζh)),

und da hg(ζh) ζ in α überführt gibt es gα(ζ) ∈ gα mit hg(ζh) = g(ζ)gα(ζ) also
ist

ϕ(ξhg(ζ)h

ηhg(ζh)) = ϕ(ξg(ζ)gα(ζ)ηg(ζ)gα(ζ)) = ϕ(ξg(ζ)ηg(ζ)) = f(ξηζ)

72/73

2p Fortsetzung von S. 67

Ist G uni-primitiv vom Grad 2p, und ( P
P ) ∈ G, P p = 1 und PQ = P−1, so

erzeugt G mit
(

0 Q
Q 0

)
eine 2-tra Gr. mit 2-tra Normalteiler vom Index 2, der

(
0 Q
Q 0

)
nicht enthält, er besteht aus den Permutationen π(M) zu den normalen

Matrizen in 〈G,
(

0 Q
Q 0

)
〉, die U → +U transformieren. Der Kern von π führt

nämlich U → +U über, weil

D−1UD = −U impliziert D−1
(

0 e′

e w

)
D = −

(
0 e′

e w

)
, also mit D =

(
−1
δ2

δn

)
jeden-

falls gilt D = diag
(
−1
+e

)
. Nun ist laut ???. (diag e)−1Wdiag e eine definierende

Matrix für G∗
1, also wäre −W eine solche, also auch +W . Aber nach ???: defi-

niert W gerade G1, also wäre G1 = G∗
1, G = G∗ 2-tra. Wid. Kürzer: 74.

73/74

noch 2p
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Kürzer: Der Kern von π ist ⊆ {±I}. Denn wenn D ∈ Diag, D−1UD = D, so hat
U Nullen außerhalb der Diagonalen ausser wenn D = ±I. Ist aber D−1UD =
−U , so hat U Nullen in einer Hauptuntermatrix der Größe k×k, wenn D gleiche
Glieder enthält. Da U keine Nullen außerhalb der Diagonale enthält, folgt k = 1,
2p = 2, W.

π(G∗
1) ist definiert durch W ∗ →W

π(Ĝ1) [ist definiert durch] W ∗ → ±W
Also enthält G∗

1 alle Elemente der Ordnung 2 von Ĝ1, da W ∗ symmetr. ist
und Nullen nur in der Diagonalen hat. Genauer: G∗

1 enthält alle Elemente und
Zweierzyklus aus Ĝ1.

74/75

noch 2p

Ist eine Matrix M des Grades 2p − 1 inv bei Ĝ1, so auch W ∗MW ∗ mit W ∗

entstehend aus U∗ durch weglassen der ersten

(
0
...
1

)
Spalte und 1. Zeile.

Ostersatz: 14.4: Ostermontag 1968

S-Ringe aus relativ invarianten Funktionen
Satz: Sei X eine Gruppe linearer Charaktere von G. G wirke auf Ω. Dann bilden
für jedes χ ∈ X diejenigen f ∈ Fk, für die fg = χ(g)f ist, einen Vektorraum

χFk(G) und XFk(G) =
∑

χ∈X
χFk(G) ist direkt und ein Ring. Für k = 2 ist

χFk(G) auch ein S-Ring, dh abgeschlossen gegen Matrizenmultiplikation z.B.
S.75 oben: MW ∗ → −MW ∗

Ist X nur eine Menge von linearen Charakteren, so ist XFk(G) immer noch
einen Vektorraum.
fi inv G χi ⇒ f1f2 inv G χ1χ2, bei k = 2 auch f1 ∗ f2.

75/76

PGr Ostern ’68

Zushg von Relativ invar von Gα mit solchen von G in einer Variablen mehr
[h:] muß mit Satz von Roberts zusammhg! Siehe S. 28 [:h]
Sei G tra Ω, χ ein linearer Charakter von G; f ∈ Fk heiße inv Gχ, wenn

fg = χ(g)f.

Satz: Wähle zu jedem ζ ∈ Ω ein h(ζ) ∈ G mit ζh = α. Sei ϕ(ξ µ) inv Gαχ (t
eingeschr auf Gα). Dann ist f(ξ η ζ) := χ−1(h(ζ))ϕ(ξh(ζ)η) inv Gχ; so erhält
man alle f inv Gχ.
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Bew: f(ξg ηg ζg) = χ−1(h(ζg))ϕ(ξgh(ζg) η
·

··)
ζgh(ζg) = ζ also gh(ζg) = h(ζ)kα(ζ)

f(ξg · · · ) = χ−1(h(ζg))χ(kα(ζg))ϕ(ξh(ζ))

= χ−1(h(ζg))χ(kα(ζ))χ(h(ζ))f(ξηζ)

= χ(g)f(ξηζ)

76/77

Pronormal

Satz: |G| <∞, Ai pronormal in G, A = 〈Ai〉 ⇒ A··G = AG

Bew: A··G
i = AG

i ; 〈 〉i
77/77a

[A,B]
A ≤ NB ⇒ [A,B] · (A ∩B) = AB ∩B

77a/78

p2

Sei L = kleinster von x und y erzeugter G-Modul, Lk die Menge der homog
Poly[nome] vom Grad k in L. Sei G 2-abgeschlossen, so daß Lk ≤ L. Sei dim
L2 = 2 (der Fall = 3 ist auf S. 36 erledigt). Dann gibt es a, b ∈ F : für ∆ :=

b ∂2

∂x2 + a ∂2

∂x∂y + ∂2

∂y2 ist ∆L3 = 0, folglich ∆L = 0.

I. Die Wurzeln ρ1, ρ2 von ρ2 + aρ+ b = 0 seien voneinander verschieden. Dann
ist L ⊆ {f(x + ρ1y) + f(x + ρ2y)} wo Gr f ≤ p − 1, f ∈ F1 (notfalls nach
Konstantenerweiterung, falls ρ1, ρ2 6∈ F ). Ist Gr L = l (dh l = max Gesamtgrad

ϕ,ϕ ∈ L), so ist dim L = 2l + 1− δ mit δ = 0, 1. Da l > 1, ist l > p−1
2

(betr. quadr. Polynom in xg, yg), und da

78/79

l < p − 1 ist p 6= 3; also l > 2. Dann gibt es einen von mindestens l − 1 − δ
lin un Fkt mit erzeugtem Teilraum A ⊆ L, der mit h = x + ρy multipl. in L
bleibt und keine Komponenten 6= 0 enthält, nämlich h, h2, hl−1 wenn δ = 0,
und hh2 · · ·hl−2 wenn δ = 1. Wähle nun g ∈ G so, daß Gr hg = l, und wähle{
m < l

m ∈ N
so, daß 2m + 1 + (l − 1 − δ) > dim L = 2l + 1 − δ, d.h. wähle

m: 2m > l + 1. Dann ∃0 6= f ∈ Lm ∩Ag, und es ist f · hg ∈ L, daher
Gr fhg ≤ l, also wegen Gr f ≥ 1:

Gr f + Gr hg > p, daher

m+ l > p

Umgekehrt also, wenn m = p − l − 1 gesetzt wird, ist 2m ≤ l + 1; daher

2p− 2l − 2 ≤ l + 1, 3l ≥ 2p− 3 , also (mod 3!) 3l ≥ 2p− 2
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79/80

p2

II. Sei ρ1 = ρ2 (∈ F ).
[Alles weitere auf dieser Seite ist durchgestrichen.]

80/81

II. ρ1 = ρ2 (∈ F ) oBdA ∆ = ∂2

∂x2 , L ≤ {f(x) + yh(x)}. Wegen l > 2 (wie auf
S. 78/9) und dim L2 = 2 ist x2 ∈ L. Aus xg = f(x) + yh(x) folgt L ∋ (x2)g =
(xg)2 − f2 + 2yfh+ y2h2, also h2 = 0, xg = f(x). Wegen VR(xg)|g ∈ G) = L
ist L ≤ {f(x)}, Wid zu dim L2 = 2.

Also: Wenn dim L2 = 2, so
Grad L ≥ 2

3 (p− 1)

Es liegt der azimutale Fall vor mit orb G0 = 1 + q. Hieraus folgt, daß für
f ∈ F1(G1) stets Gr f > 2

3 (p − 1) ist; daraus gibt es aber zu jedem ν mit

1 ≤ ν ≤ 2
3q ·

p−1
q im azimutalen Fall eine Invariante f mit Grf = p−1+ ν · p−1

q ;
durch Faltung entsteht ein f mit Grf = p − 1. Also liegt bei dimL2 = 2 stets
der radiale Fall vor

81/82

p2

Radialer Fall: Es gibt f ∈ F (G0) mit Grf = p−1
2 , f(0) = 0. Hier sind al-

le Schurschen Komplexe rational (G als 2-abg. vorausgesetzt, sogar als volle
Gruppe mit der Invar. f(x − y).) Die verschiedenen Untergr. der Translations-
gruppe T (∼ pp) habe die char. Fkt 1− lp−1 (l = ax + by; a, b 6= (0, 0)) also
F (G0) ∋ f =

∑′ lp−1 für r ≤ p+1
2 nicht proport. Linearformen l, wenn wir einen

aus r ≤ p+1
2 Untergr. bestehenden Primär Komplex K wählen (1 − f ist die

Char Fkt von K). Durch r+1(≤ p−1
2 ) geeignete ???Richtungsableitungen folgt

l(p−1)−(r−1) ∈ L
für ein vorgeschriebenes l, dass in ∗ auftrifft, damit also l

p−1
2 ∈ L.

82/82

Also l
p−1
2 ist “klein“, das heißt Gradh := (l

p−1
2 )g ≤ p − 1 für alle g, dh.∑′ l

p−1
2 (ω) = 0 längs einer Geraden in der aff Ebene F 2.

Beh: Alle Nullstellen von h liegen auf einer Geraden γ.
Beweis: Wähle Gerade γ, die zwei Nullst. von h enthält; ∃ eine Parallele γ′ von
γ ohne Nullstellen. Auf ihr ist h = ε = const. = ±1 wegen

∑
γ′

h = 0. Gäbe es

eine zu γ nicht parallele Gerade δ′ mit h 6= 0, so dort auch h = ε.
Wähle Pkt ω mit h(ω) = −ε, dann schneidet jede der p + 1 Geraden durch ω
entweder γ′ oder δ′, also nimmt auf ihr h Werte +1 und −1 an, also enthält
sie eine Nullstelle von h; h hätte p+ 1 Nullstellen. Also jede Gerade einer zu γ
nicht parallelen
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83/84

p2 22.8.68

Schar enthält mindestens eine Nullstelle, also genau eine Nullstelle von h. Daher
gibt es keine Nullstelle 6∈ γ (sonst verbinde sie mit einer Nullstelle auf γ)

Da die Nullstellen von hg die g−1-Bilder der Nullst. von h sind (dh. γ = λg−1

wo λ 6= l = 0) ist jedes λg eine Gerade:
Im radialen Fall gibt es eine Gerade λ, so daß alle λg, g ∈ G, auch Geraden
sind, die gleiche Eig hat jedes λg, insbes λτ , τ ∈ T , das heißt die Parallschar Λ
von λ geht in eine Parallelschar über (∀g ∈ G).
Seien Λ1 = Λ, Λ2, . . .Λs die Bilder von Λ. ist s = 1, so G imprim
ist s = 2, so G ≤ größte Gr, die Λ1 und Λ2 erhält od vertauscht: Ist s ≥ 3, so
G affin;

84/85

denn wenn eine Perm g der affinen Ebene A = p2 3 Parallelscharen in ebensolche
überführt, kann man ein h ∈ aff Gr F 2 finden, so daß gh die char Geraden auch 0
in den Scharen einzeln in sich überführt und auf einer von ihnen einen Fixpunkt
6= 0 hat. Dann ist aber gh = identität.

��
��
��

•

85/86

Indizes in 2-tra Perm-Gr

Sei H ≤ G = 2-tra, Grad = n
# Bahnen H =: b+ 1, b < n, |G : H | =: i.

G

Wenn =: b|l|n− 1

b

HL=HN

H

L∩H

l

L

n

Lα

•

Lα hat Index ln und hat 1 + l Bahnen
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L ist 3
2 -tra

Dann

1) i ≥ bn
Bew: 1H

G := χ′ 1Gα

G =: χ = 1 + χ2

χ2H = b · 1H + . . . also χ′ = 1 + bχ2 + ψ = bχ2 + ψ = bχ2 + ρ
∃g ∈ G : χ(g) = 0 χ2(g) = −1, 0 ≤ χ′(g) = −b+ ϕ(g), ϕ(1) ≥ ϕ(g) ≥ b
χ′

1 ≥ b(n− 1) + b = bn

2) Wenn i = bn, so [h:]b|l|(n − 1)[:h] ist ϕ(1) = b; setze N = ker ϕ. Seien
K,L die

”
kurzen“ bzw

”
langen“ elemente in G und K,L die von ihnen

erzeugten Normalteiler. Sei K 6= 1. Dann ist K tra, da G pri, also ist
K = L (wegen Kα = Lα [= G∗

α]).
Für g ∈ K ist χ′(g) ≥ 1 + ψ(g) + b wegen χ2(g) ≥ 1 also χ′(g) = (b+ 1)−
(b − 1) = 2, g ∈ K′ also ist K ⊆ K′, K ≤ K ′; dh

86/87

[h:] | Orb H ∩ L| = 1 + l Bew: = 1
|H∩L|

∑
χ

also oBdA H ≤ L = N(= K ??? wenn Gαβ = 1)

[:h] χ-kurze El’te von G sind auch χ′- kurz: K ⊆ K′

Für g ∈ L ist χ2(g) = −1, daher nach (1) ϕ(g) = b, g ∈ N . Also L ⊆ L′

und L ≤ N . Ferner K = 1, oder K = L (K tra)
Es ist N = {g ∈ G

∣∣χ′(g) = b · χ(g)}. Sei b ≥ 2, also H hat ≥ 3 Bahnen.
Dann Gr ψ = b− 1, ψ 6= ∅ ψ 6= 1 + · · · , daher HN < G
[h:]1 6= M ⊳G→ HN ≤ HM . N = (HN)G [:h]
Daher ist HN 6= 2-tra (sonst HN = G, da (HN)αβ ≥ Nαβ ≥ Kαβ =
Gαβ).

GαNα wirkt regulär auf den Bahnen von Nα in Ω − α. Denn |Gα|
|Nα| =

|Gα:Gαβ|
|Nα:Nαβ|

≡ n−1
nα (wo nα die Bahngl von Nα) =#Bahnen Nα, und Gα/Nα

wirkt tra auf diese Bahnen. Ebenso wirkt Gα regulär auf die Bahnen (6= α)
von Lα.
Die Länge einer Bahn von N in χ′ ist n = |N : N ∩H |, ihre Anzahl ist =
Vfh χ1 in χ′

∣∣
N

= b (da N ≥ L > 1)

87/88

Noch Indizes in 2-tra

also ist |N : N ∩H | = χ′(1)
b = bn

b = n also |HN : N | = n, |G : HN | = b.

[Mit Bleistift durchgestrichen:] G hat eine Permutat. Darst., transitiv des
Grades h auf der Menge der Bahnen von N in χ′. Ihr Charakter heisse ϕ′,
dann ist fürX ≥ N stets #BahnenX in χ′ = #BahnenX in ϕ′=#Bahnen
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X/N in ϕ′

also Vfh χ′|X in χ′ = Vfh χ1 in ϕ′

aber andererseits
↓ = Vfh χ1|X in ϕ = Vfh χ1|X/N in ϕ dh für jede Untergruppe Y ≤ G/N
ist ∑

y∈Y

ϕ(y) =
∑

y∈Y

ϕ′(y)

Ferner ist aber, wenn yi ∈ G/N und 〈y1〉 = 〈y2〉, stets ϕ(y1) = ϕ(y2),
ϕ′(y1) = ϕ′(y2) (da ϕ und ϕ′ rationale Charaktere von G/N sind). Hieraus
folgt

ϕ = ϕ′ [Ende der Durchstrichung] also ist
ϕ Perm Ch. von G auf χ′ induziert von HN

88/89

[Mit Bleistift durchgestrichen:]
Das folgt aus Hilfssatz [h:] H ∩ L = Lα ⇒ H = (LH)α [:h]
Hilfssatz: Sei ϕ eine Klassenfunktion auf G; aus 〈y1〉 = 〈y2〉 folge ψ(y1) =
ψ(y2). Sei

∑
y∈Y

ψ(y) = 0 für jedes Y ≤ G. Dann ist ψ(g) = 0, ∀g ∈ G.

Bew: Induktion nach Ord g, leicht
Also ϕ ist der Char der P Darst von G auf Ω′/N = G/HN . Daher ist
ϕ(g) ≥ 0, χ′ ≥ b · χ2. [Ende der Durchstreichung]
Besserer Beweis: Jede Obergruppe Ĥ vonH (H ≤ Ĥ ≤ G) mit |G : Ĥ| < n
enthält N , und der zugehörige Perm-Char χ̂ ist Teil von ϕ.
Bew: χ̂ ist Teil von χ′ und enthält χ2 nicht wegen χ̂ = 1+· · · , Grχ̂ ≤ n, also
χ̂ Teil von ϕ (wegen χ′ = bχ2 +ϕ) daher N = kern ϕ ≤ kern χ̂ =

⋂
g
Ĥg,

N ≤ Ĥ .
Fortsetzung 101.

89/90

Normale Kerne 24.11.68

Im Anschluß an Ito-Szép 1961 bemerkt:
Satz (1): Sei G ≥ A1 ≥ A2, Ni := NGAi, G = N1N2

Dann ist AG
2 ≤ A1, dh A2 ≤ A1 G

Bew: AG
2 = AN2N1

2 = AN1
2 ≤ AN1

1 = A1.
Allgemeiner ebenso zu beweisen:
Satz (2): Sei {

G ≥ A1 ≥ A2 ≥ · · · ≥ An, Nν = NAν

G = N1N2 · · ·Nn G

Dann An ≤ A1G
, dh AG

n ≤ A1.
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90/91

Darst Th von PGr mit reg Normalt.

1 Satz: Sei Ω schon (add. geschr.) Gruppe. Dann ist f(ξ) 7→ f(ξ − η) ein
G-Isomorphismus von F1 in F2, der umgekehrte ist die Restriktion von
f(ξη) 7→ f(ξ − η, 0)

2 Allg. Lin. Darst.: Sind A,B G-Moduln, so enthält A⊗B genau dann ein
bei G invariantes El’t, wenn Hom(A,Bkontragred) 6= 0

3 Der Erfolg beim Fall p2 beruht vielleicht darauf, dass man eine Basis für
F1 zur Verfügung hat, die sowohl bei · wie bei ∗ bis auf konst. Faktoren
abgeschlossen ist, nämlich die xiyj.

4 Im Fall p2 sind sowohl die (1, l, l2, · · · , ln−1) die maximalen 1-reihigen T -
Moduln.
Frage: Auch bei p3 ?

91/92

Uni-Primitive Gruppe vom Grad p2 30.5.70

(1) Es gibt Invarianten für G00 f, h mit Gr f + Grh = 2p − 2, fh 6∈ C⊥,

Gr f
h 6= p (dazu 13!)

(11) F0,H0 sind Moduln

(2) Wenn M 6≤ C, gibts nicht nur einer Linearform drin (sonst G impr)

(3) M > C ⇒M ≥ L.

(4) GrL < p− 1

(5) GrL > p−1
2

(6) L enthält nicht x2, xy und y2 (mit x∂f
∂x + y ∂f

∂y = f)

(7) Es gibt Diff Op δ1, δ2 (entweder reell oder δ2 = δ1) mit δ1δ2L = 0

(8) δ1 = δ2 ⇒ oBdA L ≤ {f(x) + yg(x)} ⇒ G impr (mit ≀2)

(9) δ1 6= δ2 reell ⇒ oBdA x2 ∈ L ⊂ {f(x) + g(y)}
xg = a(x) + b(y) (a(x) + b(y))2 = c(x) + d(y)

p > 2 a(x)b(y) = l(x) + r(y)
ρ = a(x0) 6= 0 ρb(y) + σ = r(y), eingesetzt:

(a(x) − ρ)b(y) = l(x) + σ
ր c(x) ≡ ρ, xg = ϕ(y)
ց b(y) ≡ τ, xg = ψ(x)

⇒ 2 Scharen ???.
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92/93

(10) δ2 = δ1 ⇒ L1 ∋ l
p−1
2 , l

p−1
2 ⇒ L4 = F , L2 < C⊥, L3 = C⊥

aber nie ist Grad lαlβl−γ = 2p− 3, wenn αβγ ≤ p− 2
denn a) wenn α + β ≤ p − 1, so Gr . . . ≤ p − 1 + γ ≤ 2p− 3 und = nur
wenn α+ β = p− 1, γ = p− 2
Gr L = p− 2, Gr f = Gr h = p− 1

homogene f, h = const lgs Halbstrahlen ???⇒ oBdA f =
k∑

i=1

lp−1
i k ≤ p−1

2

wegen Gr 2 = p− 2 sind lp−2, lp−2, lp−2
1 , · · · lp−2

k lin abhängig, daher ihre
Zahl p− 2 + 2, 2 + k ≥ p Wid.
[Mit Bleistift gestrichen:] Dann ∂1 · · · ∂kf = 0; wegen lp−3 ∈ L ≤ F0 ist
∂1 · · · ∂kl

p+3 = 0, daher = c · lp−3−k, c 6= q

10a Wenn aber b) α+β ≥ p, so α+β−γ = αα+β−(p−1)lγ+1 El. Gr L > p+1
2 ≤

α+ β − (p− 1) + γ + 1 ≤ 2(p− 2)− (p− 1) + (p− 2) + 1 = 2(p− 2) [Ende
der Streichung]
[h:] hiermit ist bei Gr L > p+1

2 der
”
rationale Fall leicht, da Existenz von

f = h hier feststeht [:h]
NB: ???Geometrie mit xn−1c ∈ L⇒ . . .
Forts.:

93/94

(11) Daß L nun aus f(x) + g(y) usw besteht in den gewissen Fällen, folgt
aus Satz über T -Moduln M : Wenn ein homogener T -Modul nur 2 quadr.
Formen enthält, so wähle Basis von zerfallenden, det(A + λB) = 0 λ1 6=
λ2 ⇒ ∃ l1 6= l22 in M , alle höheren bis Grad p−1 in M durch lk1 , l

k
2 , l

k
3 , -l

k
???

darstellen, die neuen kommen dann (durch pass. Differentiationen k − 2-
mal) nicht vor. Der Fall M ≤ f(x) + ??? direkt da fehlt M∩ Quad =
{x2 + χy}.

(12) Im azimutalen Fall mit

{
G 2-abg &

q wesentl.
Invarianten, also Rang G = q + 1,

ist N := NG 2-tra, und N/G zykl von Ord q
(die Matr. V1, · · · , Vq werden nur untereinander vertauscht)
Kann man damit den

”
nicht rationalen“ Fall ausschließen?
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(12) Bei uniprimitiven G gibt es stets eine
”
rationale“ nicht-triv. Invariante:

(Bei G impr auch: x = 0)
G0 vertauscht x = 0 und y = 0, also f = xn−1 + yn−1 ∈ F1(G0)
Vielleicht könnte man den nicht-rat Fall mittels 12 von vorn herein aus-
schließen, dann wär der Rest billig nach 10.
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(13) Wenn man im irrat. Fall erst einmal eine homogene Inv f mit Gr f = k <

p− 1 gefunden hat, so ist f 6= 0 (ξ 6= 0) also ist für h :=

{
1
f ξ 6= 0

0 ξ = 0

Gr h = p− 1− k oder 2p− 2− k, aber 6= p− 1− k wegen Gr ???6= p− 1
also Gr h + Gr g = 2p− 2.
Ebenso gehts, wenn Gr f > p−1 mittels Faltg. Mit solchem Paar f, h folgt
dann (4),(6),(10a) wenn l2, l2 ∈ L, lg = ϕ(l)+ψ(l), Gr ϕ = m, Gr ψ = n.
Kommt L ∋ (lg)2 = ϕ2(l)

ւ
∗

+ ψ2(l) + 2ϕ(l)ψ(l)︸ ︷︷ ︸
∃ lmln

durch ϕ1(l) + ψ1(l)

Sei mn > 0: Dann ց
∗ enth. nur lαl mit α ≤ 2m− p < m, da ln = l, also hebt sich nicht
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Besser: Wähle g ∈ G: Gr Lg = Gr L = M > p
2

Ist aber n = g, so sei lM die höchste Potenz M ≤ p − 2 von l in L.

L ∋ lg
M

= lmM + · · · = lmM−knlk + · · · Wid. außer wenn mM < p &
mM ≤M,m ≤M,m ≤ 1

Bequemer rechnet sich alles in
p2−1∑

0
cν l

ν

Ist m = 0, so ist wieder lM die höchste Pot. ∈ L, lg = ψ(l) = ln + · · · ,
L ∋ lgM = lnM + · · · = lnM−kplk Wid. außer wenn nM < p, nM ≤M,n =
1, also stets m ≤ 1, n ≤ 1, dh. lρ linear; xg, yg lin.
NB. G nur 1-tra heißt dim L ∩Q < 3, G nicht affin heißt dim L ∩Q > 0.
Gilt beides, so G impr oder N ⊳

2
G · · · & es gibt rat. Inv aus 1 oder 2

Untergr.
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Zum Birkenstock-Problem

G enthalte die reg Darst. von P ×Q, wo P zykl. p-Gruppe und Q eine abelsche
p′-Gruppe. Wähle F so, daß die in F irred Darst von Q den Grad 1 haben.
Dann

F1 =
∑

⊕

Mχ,

wo χ über die irred Char von Q läuft, mit g ∈ Q,m ∈Mχ ⇒ mg = χ(g)m. M1

ist der Ring der bei Q inv. Funkt. Auf jedem Mχ wirkt P FP.
Grad f := max Grad fχ, wo f =

∑
fχ = min s : ∆s+1f = 0 wo ∆f = fa − f ,

〈a〉 = P . Dann ist ∼ Gr M ∩M⊥ < p−1
2 , aber die 0 6= f ∈ Mχ mit Grf = 0

haben ??? Gr f2 < p−1
2 Wid.
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P Gr v. Primzahlgrad
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Sei 2 ≤ k ≤ p− 2

1. Genau dann ist G linear (≤ {x 7→ ax + b}) wenn F1 einen G-Modul der
Dimension k enthält.
Bew: oBdA dim M = k < p

2 (sonst M⊥) M1 := G Modul erzeugt von x;

dim M1 ≤ p−1
2 . Wenn M1 = {ax + b}, fertig. sonst l Grad M1 <

p−1
2 ,

x2 ∈M1, x
2g ∈M1, gibt für passendes g aber Grad χg = l, Grad χ2g = 2l

Wid.

2. F1 ist projektiv (∃ Invar f von Gα, die F1/M erzeugt; fG
1 = fP

1 )

3. Man kann F2 untersuchen als {f(x, z)}z := x − y. Dann für t : ??? ist:
zG = 2. Die tra Darst des Grades p(p − 1) wirkt auf F ∗

2 := {f1(x)z +
f2(x)z

2 + · · · + fp−1(x)z
p−1}. Die Fkt in F ∗

2 mit {
(

Zeilensumme=0
konstanten Zeile

)
bilden

zwei disjunkte (komplementäre) G-Moduln mit Summe F ∗
2 ; die erste ist ∼=

F1. Die Wirkg von G auf F2 ist verträglich mit der Matrizenmultiplikation
f1 ∗ f2 sowie mit Transpositon: f(x, y) 7→ f(y, x)
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Frage: Ist die Wirkung von G (oder G0) auch mit f(x, y) → f(cx, cy) ver-
träglich?
Die geraden (f(xy) = f(yx)) und die ungeraden (f(··) = −f(··)) bilden je einen
G-Modul.

f ∈ F2 schreibt man wohl am besten als f =
p−1∑
0
fν(z)xν , dann f ∈M ⇒ ∂f

∂x ∈
M . Die Funktionen von z allein sind die Invarianten von T : x 7→ x+ 1.
Ziel: In F2 einen irred Bestandteil der Dimension 2 zu finden, dann ist G gebro-
chen linear.
Man könnte die bei G invarianten Funktionen von 3 Variablen auf solche von 2
(bei G0) reduzieren und den Vollst. Eig. ausnutzen, um Hom(F2F1) zu untersu-
chen um Moduln in F2 zu finden.
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noch Gr G = p

Ist f(x, y) inv bei G0, so f(x− z, y − z) bei G.
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Indizes intrans. Untergr. in tra Gr.

Fortsetz. von S. 89
kleiner NT

ց (Pfeil auf
”
K“ in der ersten Zeile von (1))

(1) G 2 tra. K ≤ M ≤ G ⇒ Gα permutiert die Bahnen von Mα in Ω − α
regulär.

Bew: |G0|
|Mα| =

|Gα:Gαβ |
|Mα:Mαβ |

= n−1
|βMα |
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(1′) G 2-tra. Jede transitive Obergr. M von K in G ist 1 1
2 -tra

Frage: Auch wenn G nur 3
2 -tra?

(2) Ist G tra Ω, |G : H | = s, |Orbit| = s, so ist jede Bahn von H gleich lang.
Setze t(H) := |Orb H | − 1 = s− 1

(3) K ≤M ≤ G = tra Ω,
H ≤ G⇒ t(H ∩M) ≥ t(H) · |H : H ∩M |,
äqu: t(H∩M)

t(H) ≥ |G:H∩M|
|G:H| . Dabei gilt = genau wenn H \ H ∩M kein fix-

punktfreies El’t enthält, sicher dann wenn sogar M ≥ L(G) Genau dann,
wenn L(H) = L(H ∩M)
[ mit rot h:] Transitivität von G hier unwesentlich [:h]

(4) K ≤M ≤ G tra ⇒M 3
2 -tra (??? reg, 2-tra)
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Bahnenzahl und Index von Untergr.

[h:]
”
Satz von Jor“ = Ex. 10, p.204, Burnside 15.8.70 [:h]

Sei G ≤ SΩ, |Ω| = n, Definitionen:

a) 1 + t(G) := | orb G| b(G) = | orb G|, |H | = h

b) F
Sei H ′ ≤ H

(1) h′ ≤ h, b′ ≥ b

(2) Für x ∈ H −H ′ sei der mittlere Charakter = χ.
Dann ist h(b− χ) = h′(b′ − χ)

(3) Hat G b Bahnen und setzt man G∗ := 〈g|χ(g) < b〉, so hat auch G∗ genau
b Bahnen. In G−G∗ ist χ = b, also enthält G∗ alle g mit χ(g) > b. Frage:
G1 ∼

SΩ
G2 ⇒ G∗

1 ∼
SΩ

G∗
2 ?

[h:] Untersuchen: Erzeugnis der Elemente vom Minimalgr. [:h]

(4) H nilpotent u. extremal in 2-tra G ⇒ H = Eα für ein E: L ≤ E ≤ G
[h:] Untersuchen Index intra Ugr von 3-tra Gruppen, wohl mit irred Cha-
rakt aus Theorie der Sn [:h].

102/103

G ≈
k
H

Daß gewisse Charaktere der SΩ noch für k-trans Ugr irreduzibel sind, dürfte
mit G ≈

k
SΩ zusammenhängen. Wie?

103/104
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A ∼
G
G (“Rinderspacher-Problem“)

⇐⇒ a und B induzieren denselben Perm Char v. G
⇐⇒ |xG ∩A| = |xG ∩B| (∀x ∈ G)

(1) A ∼
H
B, h ≤ G⇒ A ∼

G
B

(2) Seien A,B abstrakte Gruppen.
Genau dann existieren G,A1, B1 mit A ∼= A1 ∼

G
B1
∼= B, wenn ∀n ∈ N

|{a ∈ A| ord a = n}| = |{b ∈ B| ord b = n}|.

Bew: reg. Darst. von A, B einbetten in symm Gr. G

(3) A ∼
G
B, A′ = 1 6⇒ A = 1 [gemeint ist wohl: B′ = 1]

Beisp: |A| = p3, expA = p

(4) A ∼
G
B, A nilpotent ⇒ B nilpotent

Bew: Zahl der Elemente mit p∴ Ordnung = ord einer p-Sy Gr. Allg.:
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(4′) A ∼
G
B, A hat normale p-Sy Gr ⇒ B auch

—————————– π-Hallgr ⇒ ————
Wie ists mit A auflösbar?

(5) A ∼
G
B,χ Klass Fkt G ⇒ χ ↓A↑G= χ ↓B↑G
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Vertauschungsmatrizen

von Permutationsgruppen sind stets voll zerlegbar im Sinne der nichtnegativen
Matrizen. Genau wenn G primitiv, sind alle außer E unzerlegbar.
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Primzahlteste f · 2n ± 1

(1) N = 2n + 1 (2|n ≥ 2) ist prim genau wenn 3
N−1

2 ≡ −1(N)
notw.

(
3
N

)
=
(

N
3

)
≡
(

2
3

)
= −1

hinr.: 1 < d|N ⇒ 32n−1 ≡
d
−1⇒ ordd 3 = 2n ⇒ d > ϕ(d) ≥ 2n, d ≥ N

(2) N = 2n − 1, n ∈ N. (Lucas),

rk = ω2k−1

+ω′2k−1

; ω
ω′ = 2±

√
3, ωω′ = 1, rk = 4, 14, 194, . . ., rk+1 = r2k−2;

Satz rn−1 ≡ 0(N)⇒ N prim

Bew: Dann ω2n−2

+ ω′2n−2 ≡ 0. ω2n−1 ≡ −1(N)
in R = Z + Z

√
3. d|N ⇒ ordd ω = 2n ⇒ d2 = |R/d| ≥ 2n > N d >

√
N

⇒ N prim.
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(3) Wenn umgekehrt N = 2n− 1 Primzahl ist (n ≥ 3 ung.) so ist
(
−1
N

)
= −1;(

2
N

)
= 1 wegen

(
2

n−1
2

)2 · 2 ≡ 1. Wenn
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man noch wüßte daß
(

3
N

)
= −1 ist, könnte man das quadr. Rez Gesetz

beim Beweis der Notwendigkeit des Lucas-Tests 2 vermeiden nach We-
stern, J. LMS 7 (1932), 130:
mit µ := 1 +

√
3 und µµ′ = −2; R = Z[

√
3] mod N ist Körper wenn

N = 2n − 1 Primzahl, da
(

3
N

)
= −1. Also µ′ ≡ µN (N) (direkt aus

3
N−1

2 ≡ −1)

Ferner (−2)
N−1

2 ≡ −1, (µµ′)
N−1

2 ≡ −1

(µ/µ′)
N+1

2 ≡ µ
N+1

2

µ′N+1
2

=
(µµ′)

N−1
2 · µ

µ′N
≡ −1

µ

µ′
= −ω, ω = 2 +

√
3,

also
ω

N+1
2 ≡ −1, ω2n−1 ≡ −1, rn−1 = ω2n−2

+ ω′2n−2 ≡ 0

(4) Der ganze Lucas Test beruht darauf, daß für N = 2n−1 prim 2n
∣∣N2−1 =

|GF×(2, N)|, die Gruppe der ξN−1 ist zyklische 2-Gruppe.

Lit: Lehmer Journ LMS 10, 1935, 162-165
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Noch N = 2n−1

Sei N = 2n − 1 Primzahl, c ein � nichtrest, c ≡ x2 + y2 mod N . Dann gilt für

ξ := x+
√
c, ξN+1 = ξξ′ = x2 − c ≡ −y2, ξ

N2
−1
2 ≡ −1, mit ω := ξN−1 also

ω
N+1

2 ≡ −1

Die mit ω gebildete Folge sk = ω2k−1

+ ω′2k−1

beginnt mit s1 = ω + ω′2 =
ξ
ξ′ + ξ′

ξ = ξ2+ξ′2

ξξ′

s1(x) =
2(x2 + c)

x2 − c
NB: x2 + y2 + z2 ≡ 0 ist Kegelschnitt. Parameterdarst.?
z.B. c = 3, x2 = 1, y2 = 2: s1(x) = −4 gibt: ξ = 1 +

√
3, ω = −(2 +

√
3),

s1(y) = −10
Besser: Damit N = 2a−1 Primzahl, kann man Lucas Test auf s1, s2, . . . anwen-
den mit

s1 = 2
r + n

r − n,

wo r qu. Rest mod N , n qu. Nichtrest mod N , [h:] so dass n − r = �, d.h.

s1 = 4 · r+2, wo r+1 = nichtrest [:h], d.h. s1 ≡ 2 r−r′

r+r′ , wo r+ r′ 6= �; r, r′ = �.
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Zum Satz von Thompson
über pri Gr.

Gα
D

Gβ

M

EGβ
=R

Z

N=EGα

L E

• •

•

◦ ◦

◦

Seien EGα
6= 1 6= EGβ

. Dann hat D
keinen perfekten Huf
wennD einen p-Huf hat, so ist entweder
EGα

oder EGβ
eine p-Gr.

[Also hat L/N eine K Reihe, auch Gα-Reihe, vom gleichen Typ wie L/E :
K(Gα) ≤ K(C) ∪K(Dα) ∪ evtl {p}.
Ganz Gα hat nun p-Füße! (Daher auch Gβ .) OpGα = OpD,D ≥ OpGα. Wählt
man ein α, dann β so, daß OpGα 6≤ Gβ , so kann EGβ

nicht inhomogen sein.
[h:] ???Z ist p-Gruppe; das gibt schon Thompsons Satz!
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[h:] Wäre Z keine p-Gr, so wäre jedes Elt von G, das alle q-köpf SN Teiler von
E festläßt, in L ∩M .
(Betrachte (ZGα)Gβ )
Dann Op(Gα) = Op(E) = Op(Gβ).

Gα habe p-Fuß. Dann ist jede Ugr Y von E eine p-Gr, von der alle

{
Gα−
Gβ−

Konjugierten subnormal in E sind.

Sei R nicht p-Gr.
Op(D)Gα ≤ Gβ ∩Gα = D

Also

Op(D) = Op(L) = Op(Gα)

NGβ ≤ Op(D) ≤ L
N ≤ LGβ

= R

Also: Rβ 6= (p) ⇒ N ≤ R also N = R [:h]

Der angebliche Satz von Glaubermann (Gorenstein?) über schwach abgeschlos-
sene Ugr. d. Ord 2 ist in Verallg. von Grüns Satz enthalten (schwach abg Ugr
im Ztr genügt)
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⊳⊳ und Max Ugr.

1. Ai ⊳⊳ Bi ⇒
⋂n

Ai ⊳⊳
⋂n

Bi

Ständige Voraussetzung bis
(∗) A,B <· G1 AG = BG = 1, 1 6= A0 ⊳A, A0 ⊳⊳ B⊲B0 6= 1, B0 ⊳⊳ A
Vermutung: A0 oder B0 ist p-Gruppe.

Bezeichnungen: S(X) = Sockel F = Fitting Gr.
RadX := größter aufl. NT v. X,E(X) = 〈 einf. SNT 〉;
Dann

(3) A0 = A′
0 ⇒






AB
0 ≤M

E(B) = E(M ′)

B0 ∈ S( aufl. )

Bp
0 6= 1⇒ Op(A) = Op(MA) ≤ Op(B), A ∼= B ⇒ B0 p-Gruppe

A0 ≤MB ≥
{

Rad B;E(B)

Rad M ;E(M)

Rad B = Rad M ; Bqp
0 = 1

AB
0 ≤ NA0 = A

E(B)

Rad B ≤ NA0 = A, Ab
0 ⊳⊳ M ,

E(M)
Rad M

}
≤ NAb

0 = Ab; ≤MB. E(B) = E(MB) = E(M)

wäre B0 6∈ S, so auch E(A) = E(M) ⊳G.

[wäre B0 6∈ N, so ∃ k ≥ 1: Bν2k

0 = 1, Bνk

0 6= A dann Bνk

0 ⊳⊳ A, (Bνk

0 )a ≤
NBνk

0 < B, Bνk

0 ≤MA ( Rad M)νℓ ≤ N (Bνk

ν )a (∀ a ∈ A) für

Rad Mνℓ+k

= 1 ( Rad M)νℓ ≤ A,
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F (M) ≤ N
(
Bνk+1

0

)a

F (M) ≤MA

Bνk+1

0 = 1 (sonst F (MA) = F (M) = F (MB) EG)]
Wähle q, ω: Bqω

0 = 1, Bω
0 6= 1.

Dann (Bq
0)a ≤ NBω

0 = B, Bq
0 ≤ MA, Op(M) ≤ NBqa

0 , Op(M) ≤ MA,
Oq(MA) = Qq(M) = Oq(MB) = 1, also Bq

0 ∈ p, Bqp
0 = 1, Bq

0 ≤MA

0p(A) ≤ NBp
0 , ≤ B, ≤MA, 0p(A) ≤ Op(M) = 0p(B) wenn Bp

0 6= 1.
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Also:

(3′) falls noch A ∼= B, so B0 ∈ p (Es genügt |0p(A)| = |Op(B)|

(4) Vor A,B <· G A 6= B, 1 6= A0 ⊳A, 1 6= B0 ⊳B, A0 ⊳⊳ B,B0 ⊳⊳ A
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Aus Ap
0 6= 1 folgt Op(B) = Op(B1), B1 = AB

Aqω
0 = 1, Aω

0 6= 1 ⇒ Aqb
0 ≤ A,Oq(M) = Oq(MB)

⇒ Oq(M) = 1 oder (Bqσ
0 = 1⇒ Bσ

0 = 1)

⇒ Oq(M) = 1 oder A0 6∼= B0

Jeder dicke Fuß von A liegt in A1.
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Komp-Fakt-Gruppen von Untergruppen

Seien A,B,C ≤ G, 〈A,B,C〉 = J,CJ = 1. Stets bezeichne CA den größten
A-invar. Normalteiler von C.
Dann hört die Kette A0 = A,B0 = B,Ai = (Ai−1 ∩ Bi−1)A; Bi = (Ai−1 ∩
Bi−1)B mit 1 auf:

C

CB=B1

B2=C1B
A2=C1A

A1=CA

C1

C1=A1∩B1

Also hat C nur KF aus C/A1, und C/B1.
NB: oBdA C ≤ A ∩B, sonst A/〈A,C〉.
Aber Erweiterung auf A ≤ aut G statt A ⊆ G. oder A ≤ Aut C.
Das geht besonders gut, wenn C <· A

B oder A/CA, B/CB einfach; gibt Sätze
von Thompson Typ
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〈A,B〉 = G, MG = 1
für K ⊳⊳ L sei der Vollnorm.

VLK =

〈
X ⊳⊳ L

∣∣ X ∼= X ′ ⊳⊳ Y
K ∼= K ′ ⊳⊳ Y

}
⇒ X ′ ≤ NK

〉
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Situation:

A

M

B

B1=MB

B2=〈NEB|N ⊳⊳ A〉

B3:=〈NEB|N ⊳⊳ A1〉A3=···

A2:=〈NEA,N ⊳⊳ B〉

M1

MA=:A1

◦

◦

◦

◦ �

�

�

�

(1) 1 6= N ⊳⊳ A3 ⇒ VMN = VBN = NB1N

(2) Jede hom. perf. Komp. von A2 liegt in B1, daher auch der perfekte Kern
Aν∞

2

Frage: Aqp
2 = 1?
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Prim ⊳⊳ [h:] vor Bespr mit Knapp [:h] 22.1.71

Ist G primitiv und Gα nicht sockel primär (dh ist |sock Gα| 6= pν , νp) so ist für
β 6= α stets (Gαβ)GαGβ

= 1, d.h. im Schurschen Fall: so ist K∗K treu für jeden
Schur-Komplex K 6= 1. Ist aber |sock Gα| := pν , so ist der Kern von K∗K oder
von KK∗ eine p-Gr.
[ Der erste Teil gilt schon, wenn entweder Gα oder Gαβ nicht sockelprimär. ]
Also: G pri, K 6= 1 ⇒ KK∗ +K∗K ist treu: dh. pw. Stabilisator in G ist 1.
Allg: 1 ∈ KLM ⇒ pw Stab KLM oder LKM primär
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Zum Beweis von G k∗- tra ⇒ (k − 1)-tra:
Zerlegt man den Stabilisator eines k-Ecks in Komponenten Kk, Lk (der Grade
k, n−k), so sind die Bahnlängen von Kk proportional zu denen von Lk−1, wenn
G k-homogen.
5∗ → 4 geht bequem durch Betrachtung der geraden Permutationen und eines
7-Sylow-Normalisators.
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