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17.1.66 0/1
Perm-Gruppen vom Grad 2p

2p=m?+1,m=2t+1,p=2t2+2t+1

Q=1{0,...,p—1]0,...,p—1}

P={z+1z+1}

FiQ—F, f={f'@)f @)

Wenn Rang G = 3, so ist M = M; & My mit Rang M; = p, My = M3

M aufgespannt als P-Modul sogar iiber Q von f; = (2t + 1)ig — i1 + i2 wo

m(m—1) (m(m+1)
2

19,%1, %2 die char Fktionen der Bahnen von GG, mit Lange 1, , 5

bedeuten. M7 und M, sind als G-Moduln einfiissig, M; einfach,
My> (1 1...1|—-1 —1...—1),(z,—2),(1...11...1), My 5> (z , x),
My > (4t + Q)io — f1

M’

M,
M, Mo

Mao
/ irreduzibel, da sonst mDc¢ ergibt

0
m? QMQ,...,mR:Mgo, (xk,xk) € My, k=0,1,....,p—2
(x,—xz) € My (z,—z) -m C M; & wegen M/ irred: mM; C M; Wid gegen
Primitivitat.

1/2

Enthalt Ms : (28 diga®) und My : (3 ciwa®a?), so M e = —dp—1-i p—r—k
Ferner ist id; 1 , = d; ka1 (k+ 1) daher, wenn (zP~1f(z)) € Ma, so
(—f(=x) xP~1) € M. Ist also e(x) = e(—x), so ist (xP~1 Ae fAe) € My und
(—=(frne)(—z) xzP~t Ae) € M.

Tafel der EWe der Verk. - Matrizen:

Grade | ’io ’il ’iQ
m(m—1) m(m+1)

1 1 5 5

p—1 |1 —t-1 !
P 1 t —-t—1

Bezeichnet K die Bahn von G, mit [K| = k = 2= [, die Bahn von G mit
L] =1 = g



P’ die Bahn einer p-Sylowgr. von G so ist « € P’ m =2t + 1
p" die andere Bahn der p-Sylowgruppe, so ist

—1
KNP :pT —|LNP|, |[KNP"| = |LOP"|=(t+1)>

Vermutung: s =0= KNP = {g"2} wo (g) = p-Sy Gruppe
2/3
Invariante Funktionen und Darstellungstheorie

Sei Fj, die Menge der Fkt. f(x1,...,x), , € Q, Werte € F. Sei F},G die Menge
der bei G invarianten f € Fy: f(z) - z]) = f(2x1---2x) Vg € G. Fy, ist ein G-
Modul.

Satz Ist i(x1 - 2k y1- - Yk) € FriG, so ist die Abbildung F; — F:

[of(yr--w)l(@1 - mp) = Z i xp yru) f(yre-w)

trEQ

ein G-Homomorphismus von Fj in Fj, und so erhélt man jeden solchen Hom
genau einmal.

Bew (1) o(c1f1 +dafa) = c1of1 + dio fa: o linear,

[of (yi -yl (@1 - an)

= Zz(xlxk yroy)f(yi - yf)

neQ!

I
.
5]

—Q

ceap yl ey ) fl )

= il af g ) fyw)

also o € Homg (Fy, F)
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(2) Ist Umgekehrt ein o € Homg (Fy, F)) gegeben, so definiere
iy wp o) = (00X (- yn) (@ - - 2p) wo

L (yiy) = (m—mo)

Xn1...m (1 — 1) = 0 (y1---y)# (m—mno)

Dann ist
i(@]-ad yl - yl) = (oxygeys (m---m)) (2] - - 2)

= 0Ny (@1 21)  wegen o € Hom

= loxyiom (m- )@y - - ax) = i@y - zeys - 1)



also ist f € FrG.
Schliellich ist fiir beliebiges f € F;

o f (=gl wk) = [0 Flm )Xo oom (01 -+ 90)) (2, =)

D)o X (y1 - o) (- -y
= Yiler-womm)fn-eom)

n

(3) Eindeutigkeit: fithren 41,45 zum selben o, so fiithrt ¢; — i zum Null-Hom. 7,
also Txy, ...y, = 0, 41 = 1.
Kurz: Fj4;G ist in der Menge der G-Homom von F;G in F}G.
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Folge: Satz 2. Ist (char F,|G|) = 1 und bezeichnet e’; die Vielfachheit der irred
Darst 0, von G in Fy, so ist fiir £,/ € N

Zeﬁeé = [Fk-HG : F]
14

nur abh. v. k+1
Kann man das auch aus Charakteren sehen?

5/6
<1

Allg. Lemma: Ist

A< G und A << @G, so ist entweder A < H oder
JAPA £ A AP £ A A

H <

& A" normalisieren sich (so dafi 4, A"(A, A") << Q)
6/7

[statt Seitenzahl 7:] 6.6.66 Zahlung von p-Untergruppen

Sei #1G := # Untergr d. Ord k in G. Lafit man die endliche Gruppe G auf
die Menge ihrer p2-tupel wirken, wo |G| = g = p?n, (p,n) = 1, so wird || =
(p;") =n- #p2G + pn. # Bahnen Linge p

p

=n{#p2G+#pG-(p;_f)}—n S v H,|H| =,
|H|=p \
gt

daher

#{1<H<S<G}=#,:G+ (p" 11> (#,G — 1)
p —

=1(p)



also #,G = #,S, wo |S| = p*.

Bemerkg: fiir S ~ (p,p) folgt das aus Hall Proc LMS(2)40 (1936), da dann Anz
Lsgn 2™ = 1 = 0(p?) fiir S ~ (p?) folgt es auch direkt aus Wrkg von G auf die
Untergr. der Ord p mittels Konjugation

[ mitgeteilt an P. Schmid 6-7-67 ]

7/8
Existenz von Normalteilern

1. Vielleicht 148t sich mein Satz in der folgenden Richtung verfeinern:

Ist G = > Hr, und P eine p-Sylowgr von G und P < H und setzt man
v=1
(P NH)ye1... =: H (sodaBB H <4 M ist) und P := HN P, so 3G < G mit
GNnP=P.
2. Wenn das zutrifft, muss insbesondere jede Gruppe G mit zwei zyklischen p-
Sylowgr. Py, P, mit 1 < P; N P, < P3 p-auflosbar sein. Vielleicht kann man dies
fiir |P| = p? als ersten Schritt direkt beweisen.
3. Allgemeine Idee: Man sollte notwendige Bedingungen suchen, denen die Ein-
schrinkungen von (einfachen) Charakteren von G auf p-Sylowgruppen geniigen.
MaW: Welche Charaktere von P lassen sich auf G fortsetzen? Insbesondere:
Welche mit x(g) = 0 fiir g?" # 17

8/9

4. Man kann Vermutung 2 auch so formulieren: Zu einer einfachen Gruppe sind je
zwei verschiedene zyklische Sylowgruppen elementefremd [ scheint fiir PSL(n, )
und A,, und Mathieu zu stimmen)].
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AT v BY 17.1.66

1. Satz: Ist |G| < 00; A, B < G; A” v BY, soist (ANB)"¢ = (ANB)4B < AB
Bew: Ind |G|. AB < Gy := AB N AYB

(i) G1 = G = G = AB ist bekannt. Beh triv.

(i) G1. <G= (AN B)"¢ < BY < AB% ebenso C BAY also < G
(ANB)"¢ = (AN B)"%, Ind

2. Schirfer ist schon bekannt (XIIT 254)

A<AB=ANB<AN(B,AG) <9< G. . (ANB)“ <A o

3 Corollar: A v BY = A := (A1 .. A*), B:=(B%...B%) = (ANB)¢<
AB

Enthélt das schon den Satz AB < G = A- BN BAS < G?

Verscharfung:



4HS: A vBY = ACSNBS<AB?
4 Satz:
< AB

ABmBA{
<< G

(ANB)¢ <ABNnBA =XIII 251(10)

— A“AB B-AB?
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5 Satz: G erfiille Minimalbedingg fiir Untergr. Sei A, B < G. Dann sind

G
AB

(ABG) = ﬂAB" , (B,AG)

wohldefiniert, und
(ABG) N (BAG) << G.

Bew: (A BG)=(AB A% = (A B B A%) = (A B A BY)

G=Gy>Gy =ABC% > Gy = BAt > Gy = AB®3 > ...

I(G) = Stationarititsgrenze dieser Kette
I(G)=0=G=AB" =BA° = (ABG)=A°= (ABG)N(BAG) =
AN B¢ <a G

I(G) > 1:

(ABG)N(BAG)=(ABG))N(B AGy)

Induktion: <1<0 G und < A€ N B¢

Ausarbeitung siehe Madison §15
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Jordan-Bieberbach-Frobenius

Ist |A] eine Matrixnorm in C,,xp, |UA| = |A| wenn unitér, und ist G eine endl.
Gruppe unitérer Matrizen mit ming+; |g — 1| = §, so besteht die (G-invariante)
Menge der Matrizen g € G mit |g — 1| = & aus hochstens 32" verschiedenen
[und |G| < (% + 1)2”2 ]. [:h] etwa so Bie? [:h]

Also

Jede endliche Matrizengruppe vom Grad n hat eine Konjugiertenklasse von
héchstens 327" Elementen.
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# Losungen von z" =1in G 6.10.66
X1
x:=| : | X = Hauptchar, ¢ := (21 ...2,) x, repres. Klasse konj; z; = 1
X'I"
l
X = x(r) = (xp(zs)) ist die Char-Tafel, mit L := = |z/§| ist

Ly



XLXH =gI,
XHX =¢gL'=N
ni
N := n, = [Ca(zy)|
Ny
U :gféXL’% unitér

1 ~
fir n € N setze P, := (0z,,2n), 0oy = ey
7 0 sonst
1 1 1
Dann ist fiir e = exp G: P, = (6z,,1) = [0 0 0| und
0 0 0

Fiir Charaktere o setze (™ (2,) := o(2?), on(z.) = 3 ©(y)

yh=x
Dann 3 cffff) € Z: x™ = Cpx, CE)Z) = (XEJn),XU)
1 0
. J2 0
Es ist ¢g = . ,cn:(
fr 0 .-
(™), 4) = (¢, ¢n), daher (gn,v) = (p,9™)
13/14

(xP)n = D _((xP)n,x0)x0

o

= > (xpxo™)xo

o

= > (o™, xp))xo

o

Xn Clx (=Crx)

x™(x) = x@&™) = x@P) = x@) P
. CoX = XP,, XUCH = pHxH
gCp = XP,LXH", gCH = XLPHXH

Frob’s Satz: nlg = > x,(z) =0(n)

=1
1
fa
<~ (xp)n(z1)=0(n) <= Clf=0,f:= :
Ir

eg: CHC, =0 mod n, od. CHC, =0



Frob. Satz: CHC, = 0(n) wenn n|g geniigt fiir n = p

v

Esist g- CIC, = XLPIP,LX" ClC,=ULz PP, LzU"

Verallg. Frobenius: Vermutung: A,, :== LXC,, = 0(n)
NB: Esist A, = P,LX", A,X = gP,, XA, = ¢C, Forts. S. 18
Frage: El-Teiler von X? e’ Xe ist Invariante
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Uber die grofie Eukl Norm
1AIE =D laal?
Fiir beliebige Matrixnorm «, definiere
& ||Alla s inf > |Rullas Y. Ry = A, 7kR, =1
Sei A=>"R,, rkR, =17 =|A|as ???
Dann ist [Al5 <3, Rl - 3, [BY ]
Ohne Schaden der Allg. sei @ minimal.
Beweis: [|A]|%4 =tr AHA=1tr )", RIR,
R =X = > tryeafayl =) yllyala,
< Z| ] 1< Z |yf|a|yn|a|$g|a|xv|
= (Z |y11/{|(l|'rl/|(l) ) (Z |yn|a|$g|a)
= Z |Ryla - Z |R£I|a
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Charaktere 29.10.66

(1)

(2)

(4)

X = 2. €pXps
P

X' =2 epxe = xoX =G, y X(@)X () = X 752X, dp= deg X,
Durch Wiederholung mit festem x’ bekommt man in der Grenze (nach
Normierung auf Y| |2 =1)

const Y7 €)X,
’
. . P o . . .. . e .
wo die Summe sich iiber diejenigen p erstreckt, fiir die ’d—”’ den maximalen
3

Wert annimmt.

Diese Operation y o x’ muf sich gut schreiben lassen mit den

Matrizen ¢ 5 : (C31)Cp = Y- ¢ 5Cy (auch natiirlich im Gruppenring).

Ist P eine Permutations-Darstellung von G' und

Dy
Do



ihre irr. Zerlegung, mit D,(g1) = ((1) 19), D,(g)= | * S0

*k
ist 32, 0,(9) = 1577 - Sp P(G,9) = 1771Sp 2 (hg)
€
Die letzte Zahl ist auch P(h) leicht abzulesen.

16/17

(4) Kann man Frame verallgemeinern mittels
(tr gV;Vi), g € Gruppenring von G?
Xp(9) _ Xp(9)

n

Gut wére es g diagonal zu haben; das tritt ein genau wenn 7
2

17/18
Losungen von ™ = g
(Forts. von S. 14)

(1) 2¢ =: C,, x Char G, p prim, pHG| = > x(z)=0(p)

zPeC,

X = X, irred. ) )

Bew: 777 . Sei P eine p-Syl Gr G.
{c,, A{HEC, = )
Da {z|z? € Cy} inv. mit P und Y x iiber Orbits von P, = 0(p) ist, ist zu
zeigen:
I
Z x(x) =0 (p). Wenn G’ := C(P) # G, Induktiv: p||G’|.

zPeC,
a?€C(p)

Wenn G’ = G, in P < Centr G, wihle P, < P, |P||=p--
Dann besteht {z|z? € C/ } aus Nebenklassen von P, und P; ist diagonal.

(i) Py £ ker ¢,: Dann ) ¢(z) =0, t; =0

IR
(ii) P < ker ¢,: Dann 2ple) =p- 37 ()
wenn {z|zP € Cp} =3y Pixy

18/19

(2) Fiir die symmetrische S° mit der Chartafel

10



(1) (12) (12)(34) (123) (123)(45) (1234) (12345)
he 1 10 15 20 20 30 24
X1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 1 -1 -1 1
s | 4 2 0 1 1 0 1 st
x4 | 4 -2 0 1 1 0 -1
xs| 6 0 2 0 0 0 1
X6 ) -1 1 -1 -1 1 0
X7 | O 1 1 -1 1 -1 0
dp
26 0 30 40 0 0 24 1
6 0 -30 0 0 0 24 1
24 0 O 0 0 0 —-24 4
(Y xp(@)=|[-16 0 0 40 0 0 —24| 4
22€C, -24 0 0 0 0 0 24 6
10 0 30 —-40 0 0 O )
30 0 =30 40 0 0 O )
19/20
also ist hier sogar pd,| Y x,(z) (p=1—k) fiir p= 2. Frage: Immer?
zPeC,
d_lp 12%:0 Xp(x):
26 0 30 40 0 0 24
6 0 -30 0 0 0 24
6 0 O 0 0 0 -6
-4 0 0 10 0 0 -6
-4 0 0 40 0 0 4
2 0 6 -8 0 0 O
6 0 -6 8 0 0 O

20/22

[Seite 21 fehlt)
Die Vermutung von S. 21 lautet in Bezeichnung der Vorlesg:
D’lE(*Z)XH =0 mod z
1
da

D= . H = dy, = x,(2).

dy, hn
Beachte bei Beweisversuch:
E(2)X = XF(2), E(z122) = E(z1)E(22), E*(2)XH = XMF*(2)

11
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[Statt der richtigen Seitennummer 23 steht versehentlich 24.]

Allg Theorie d P Gr:

(1) Die Darstellung von G auf M; — My wo My > My G-Moduln in Fy, ist

dual (contragredient) zu der Darst. auf My~ — Mi-.

(2) Widerlegung von Schur’s Vermutung;:

In der affinen Ebene (p,p) zieht Invarianz der Parallelscharen z; = const,
y1 = const, r1 — y; = const die Invarianz von z1 + y1 = const nach sich:

fi=1—aP™t fo=1—y?! fa=1—(z—yP " el(G)

F(zo) = Zfl(? —11) falre) f3(xa —13) -
f2(xs — 1) fa(ra) fo2(ra — 12) -
f3(x3) f3(x1) f3(xa —x2) € In

rT=x1=Y =Y, x2=0
Fr)=0 <= Yy=ys=23=24, Ya=0
Ty —Ysa = T2 — Y2
dh << y=-=x

r2

L 0

r3 TY=r

[Die Formeln sind mit Bleistift durchgestrichen]
Kiirzer S.27

L3 I

rir2

12

F;: Zfl(zc —11)fa(re — 1) f3(x1 — x2) - f1(z2) f2(21)

23/24



Fz,y)=1 < z+y=0

Allgemeiner (Sonderrolle von 0 beseitigt):

F= Zfl(?a?l)fl(??n?Q) - fa(x2,0) fa(r1,23) - f3(r1,12)

123

[Die Formeln sind ebenfalls mit Bleistift durchgestrichen.]
Noch besser: ¢,y auf selber \ <=

3 e
r r2

I ~l oy

F(r,p) = fl(U,Pg)f1(£,U)' f2(x11) fa(r2,9) - f3(r1,12)

r2,r3

Final:

F&m) =Y fi(&0)falon) - f1(& ) falr,m) - f3(o,7)

24/25
P Gruppen vom Grad p?

Sei p pri inhom, 9 ein Homogener G-Modul € F1 + Fx + Fy in Fp2, keine
Parallelschar gehe bei jedem s € G in eine Parallelschar tiber.
Dann

(1) Ist k < p—;rl, so konnen nicht alle homogenen Bestandteile des Grads k in
I durch z teilbar sein.
Bew: Sonst V g € G: deg,g1,92 < p—;l
3Q = ax?+bx1+7?7? € M. Damit ist = (px+oy)(Tr+xy) in Erweitkorper
Q(9192) = (pg1 + 092)(Tg1 + xg2) =: hih2
Wihle p : deg,g1 = max or deg,;go = max =m
deg.Q(p1p2) < p—1, also nur mod yP —y reduziert daher m > deg,hihy =
deghy 4+ deghes = m + ¢ also hy oder hy unabh. von x:

P91+ 0gs unabh. von x etwa

Damit p, o € F mit derselb. Eig., da die g; Koeff in F haben.

(i) 0 =0: g1 = ¢1(z) G fithrt Parallelschar x = const in sich iiber —«

13



(2)

(3)

(4)

(5)
(6)

(ii) o # 0: Nach lin Transf. g = go2(x) : V g € G fithrt « = const in eine
andere Parallelschar iiber —«

25,26

Die hom Bestandteile des Grades k& < % konnen nicht simtlich Vielfache
derselben Potenz I¥ sein, festes | = ax + by. Bew (1) lin trans

Unter den homogenen Teilern des Grades 2 in 91 gibt es zwei lin unabh.:
2,22,

Bew: Nach (2) sind nicht alle hom Teile vom Grad 4 Potenzen derselben
Linearform. Es wiire Rang der 2-Teile < 2, daher gibts zu jeden h(* eine
Faltung §OpE) = 0, also ist jedes 4 = cllf + 1502, nicht alle = 0.
dann (passende Faltung §"?)): 12 € 9, 12 € g da nicht alle [2(g) gleich, f
Lh#lCcli 2em

Diese [; haben Koeff zundchst in Erw Koérper, aber ihre Nullstellen sind.

ist mit Bleistift durchgestrichen.]

Gibts nur einen ein unhom Teil des Grades k—1 (k < %), so ist 7?7vom
Grad k Potenz einer Linearfkt: F', alle von derselben, —+«. Also

2627
Noch Grad p?, G pri

k< p—;l = es gibt mindestens 2 ein un homogenen Teile des Grades k in
M.

p > 5 = es gibt 2 Teile des Grades 2 in I

Wenn es nur 2 hom Teile des Grades 2 in 91 gibt, so gibt es zwei Line-

arformen [ = ax + By, lo = yx + dy mit Koeff aus F' oder der quadrat
Hom h S m - k k

degreehgpfl } :>h,—04111 +Oé212

. 22 22 2? —

Bew. ?9 (paTZl9+ U%zay +;a—y2)h2 = 0, VhQ (S 93?

Falls A1 = A, so Koeff rat, wlog A = B%Vh € (zy,2%) * (1)

Falls Al 7é AQ iSt, SO Alll =0= AQZAQ

A1A, annull 12,13 also sind diese € FIN

Erweiterung F' derart, daB

27/28

Sind Koeff A1,As € F, so lf € M. Nun Koeff bel:
Annahme: Jh, € M, degh =k <p-—1
k+1

hi & FI¥ + Fh*, Wahle [l115)l3 -+ lp41 alle lin. un. by = 3 7,15
1

14



Durch passende Diff kann man k — 2 der l; s wegschaffen. Annahme:
Yie+1 7# 0; schaffe Iy - - - I, weg:

M > Y+ Vel Vewr 70

Fmsi3,,

2
Also hy € M = hy = Z’yglg.
1

=1 d 2 od = =2
Ist {S mod 2 oder ¢ =3, 5 ’ ,Ges_Gradf:s~p—;1:k,qqu-

f eine homogene Inv. von Gg

Primzahl so enthélt f A Fy zwei [§ # 15 GF [z,y] Teile )
Annahme: nein. Dann 3 Linearform | € Fx,y],l #[: 2,50 3 f = 1¥ +1*,

28/29
Bew: Nach (6) ist f = vI% + 712

=7z + By)* +~7(x+ pry)*
oder mit x + By =z € F:

f(z) = 2" HaP v #£0
f) = v4++4P=6#0da f =0 nurin (0,0)
f(2) f)T Vz#£0

da die von 0 verschiedenen Werte der hom Inv. sich nur um ¢-te Einheits-
wurzeln unterscheiden.

29/30

Also f(z)9 =6 = const # 0,Vz # 0 in F

yazka 4 ('{),yq—lﬁzk(q—l)-%kp 4o ik = §

Alle exponenten diirfen mod 2P°~1 reduziert werden ins Intervall 0 <
exp < p? — 1, und danach sind alle Koeff = 0. Also muf bei der Reduktion
0 wegfallen, d.h.

INOS AL q:p?—1|kg+ Me(p—1)

P = 1fs(p—1) + As &2

p+1s(1+AE2)

Nun ist 2|p + 1, und 2‘ pq;l, also folgt Widerspruch, falls s = 1(2) ist.

Ist ¢ =3,5=2,50 p+1[2(1+ A1), 0 < A < 3,3p+3[6+2A(p—1), also
B=2Np<3—-X A#0,1

30/31
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A=2:p+12(1+2(p—1))

3p+1)23+2p—2)=2(2p+1)
p+1|2 ——

A=3p+12(14+p—1)—2p —«

(8)

(10)

Im azimutalen Fall, wo keine “rat* Invariante des Grades p — 1 existiert,
sind alle Grade k = qu;l mit p—;l < k < p—1 von Invar. besetzt.

Bew: keine hom Inv hat Grad < p—;l nach (4) also sind alle Grade k =
sp—;1 mit p—1<k < 3’”2;1 besetzt. Also ist (weil keine Inv des Grades
p — 1 existiert), kein Grad > %(p — 1) besetzt, also ist jeder Grad k,
p—1>k> p2;1 besetzt.

31/32

Im Fall ¢ > 5 gibt es s =1 mod 2, p—;l <s% <p-—1,dann 3% <5 <gq
ep s=q—2

Im Fall g =3ist s =2, 21 < st <p—1

In beiden Fillen gibt es nach (8) eine Inv. f des Grades k = s%, und
nach (7) enthélt f A Fy [h:] dim Fy = p? [:h] zwei rationale 13 # [3.

Wilog 22, y% € f A Fy, also Gr g2 <p—1 %

azimutalen Gr g3 < p — 1

Also in allen azimutalen Fillen (nach ein Transf.) Gr[???¢;]> < p — 1
(i=1,2)

Nach XIII 223 ist entweder I = Gr g; < 2(2l —p+1) — 1,1 > 21

was nicht zutrifft: oder also Jax + by = [;

1"% |Leitteilg;

wenn Grg; > p2;1
x Hierfiir hiitte es geniigt zu zeigen: 3 Invar f) mit degfy < p — 1 und

562 S Z f,\ AN Fl.
32/33
Was wirklich gebraucht wird, ist ein (p(xy) # const, so da8 ¢ und ?

zusammen einen ,kleinen“ G.Modul erzeugen, d.h. mit Grad < p — 1.
[ Alles weitere auf dieser Seite ist durchgestrichen. ]

33/34

Also existiert etwa g7 mit acpTH’ Leitform g;. Da Leitform ¢; € £, gilt:

- p-1
Durch Faltung folgt T e g =G ?7?%erzeugt von z. Nun hat g, 2
Summe 0 auf allen Geraden = Jvy o G oder G linear
29.11.66
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(11) Wenn a # const ,a € £ za,ay € £ und f € I(Gy),
dann af = const . (xa?,—i + ayg—g) € £50; S0 = $§1Mp also £F5 < £Fo,
und jede Leitform h in £ macht hf ,klein“.

£ — {1} oder
0
[mit griin h:] 13 zeigt: dim £(*) hat keine feste Nullstelle [:h]

wohl £§ — £8g =

34/35
[ Als Seitenzahl steht versehentlich 36 anstelle von 35.]
[mit griin h:] Fall 22, 2y, y? € £ erledigt: 13 | [:h]

[(12) ist vollstidndig gestrichen.
[Auf S. 34, mit griin, Pfeil auf (13) h:] besser dort ???statt [ [:h]

13) Allgemeiner Fall: [ # const (¢ £ !) mit [z, ly ist unmoglich:
g g
(z.B. die Formen des Grades 2 in £ haben keine Nullstelle)
Jinv. f,h: Gr f+ Gr h=2p—2, etwa f = f; If € £0; IT C £30o

Gr 050
£8050

< (2p—2)-2

< Mo

[h:] IF C £F0, da ¢ € F = lp € £F0, also
l%ﬁo g fmo ng)o g ﬂﬁo [:h]

fh < 9y wo h = hochster absolut hom Best.
fh S D:RO *

(13"): [Mit Bleistift gestrichen: Schon Grgo$o < (2p — 2) — ¢ ist in jedem Fall
unmoglich, wenn fh # 0.]
[h:] Solche f,h gibts erst im radialen Fall [h:]

35/36

(14) Wenn nur ein lin un Q2 € £, dann wihle Q3 € £, gibt §Q3 = 0 (3 ein
diffop)
Q3 = cl3, Qy = dI? weg Q2 = 2%, £ C {f(x)} £" = {alle f(x)},G impri.

(15) Also bleibt im azimut. Fall nur dim £2) = 2. £ C {f(z) + g(y)}

(15") nach lin Transf., falls der annulierende diff op 2-Ord von £ in zwei
verschiedene * Linearfaktoren mit Koeff in F zerfillt; 22 € £.
* wenn er in zwei gleiche Funkt zerfillt, so 2% = ¢(x) + ¥ (x)y
229 =2 777 + 20 77?7 Y% =y =0

17



(16)

(16")

. 0= Ap(x) oder = Ay(y), d.h. 29 = {:Z , ebenso y7, also
=1

entweder (fir geg. g) 29 = p(z) & Y9
oder 29 = P(y) & y? = p(x)

36/37
Also jedes g erhélt oder vertauscht die beiden
Funkt-Scharen {¢(z)}, {¢(y)}.
N := {g‘ erhilt }, N<G, |G: N| <2, N impr da ¢(z) Ring
[Alles weitere auf dieser Seite ist rot durchgestrichen.
37/38

noch Grad p?

Sei 9 hom. Modul in Fy: ¢ als hom Gr = 2p — 2 — k @ A MF) [h]
hom Teil [:h] = 0.

Dann o AMY =0,V 1>k

Bew Ann: ¢ Am® # MUK =L 0 wihle ¥ hom, ¢ A o Am®) =1

Gr ¢ = (2p —2) — (I — k). Dann ¢ A m erfiillt n € M*)

O=p AW AM)=9ypA(pAm)=1.

Also z.B.

Wenn ein Diff.Op. 2-ter Ord £(2) annuliert, so annuliert er ganz £
Bleibt noch ebenso kurze Widerlegung des Falls zu suchen, wo £ 2 {p(1)+
?(1)}. Dann wire der @, Hilfssatz von XIII 233 entbehrlich. Geht
vielleicht so:

P e L. Lo(gr + 092 — (1) + 0(D)? =T
0 =36 129; 0 = 65(1)v (1)

Ist das = (d¢) - () 77

folgt dann weiter 5p(1) = 0 oder 0¢(I) =

\UNI

38/39

Ist £ C {p(x)+v(y)}, so 2"z € £, da es nur sehr wenig Fkt o) + ¢(y)
mit nur drei Werten, Vfh p, p(p 1) p(p Pe=D oiht, muB jedes g € G x p .

-1
und y“Z  miteinander hochstens vertauschen.

Wenn ein Modul 9 zwei teilerfremde Formen des Grades m enthélt, so
enthilt 9% - 9,1 alle Formen des Grades 2m —1 2m —1<p—1)
Bew: geniigt zu zeigen y?™ 1 € MM,,,_1

18



ggt (p(2,9),0(x,) = 1 = (p(a, 1), (1)) = 1 sonst p(z, 1) = 6(z) =
F(a), vle1) = o(x )¢($)(3 S-grg=m

mache homogen: ¢(zy) = 6(7) - yG"5 P(3)y " ete. .

Also 3 (&1) - plz) + $(21))(z) = 1 degp < degip(x) dego < degp(x))
hom|[ogen] machen: p(zy)p(zy) + ¢ (zy)o(zy) = y*™~! Statt y kann man
jede Linearform ax + By erhalten.

39/40

(19) Wenn dim€y = 2 und £o # Fa? + Fay ist bis auf lin Trans, so gibt es
teilerfremde quadrat. Formen in £, also nach (18) 93 < £2. Also:

(20)
Entweder dim £5 =1
oder dim £5 =3 5 ) e
oder { dim £, = 2, } 225{750 +dxy}, 6°L£=0

oder dim £o = 2, My C £2.
& wenn 3(q4,q,) = 1 in £, dann M, < £3.
(21) Sei M3 C £2 dann £FoHoRo = Mo, wenn f, h, k inv, > deg = 2p — 2

(22) [mit Bleistift vollstindig durchgestrichen: Sind f, h komplementére Inva-
rianten, so ist HFo = My, also ist der die Glieder von def 1 = h;

fmhma fzhy7 fy Yy JeWGllS € F(hfzz +hzfmahfzy +hyfz)

mit v = Jalty und to = Jay gibt das
fyhy Fuy

40/41

eine konstante Matrix A4x4 mit v = A(hto + v)

Also fiir jedes ¢ € Fyx1, ist hcAw =¢(I — Ao

Aber man kann annehmen, dass kein Vfsumme ??? von h in fy® ist. |
[h:] Wieso? [:h]

23 /
ap B (_1\8- « a+B—(p—1)
¥ Ax® = (1) 1[(Oz+ﬁ(p1)>$+ p—l

«@ a+B8—2(p—1)
+(a+5(2p2))””+ ’ }

fir0<oa,f<p-—1

=Y, y=a+f-(p-1)
2o NP = 0<a,f<p—-1l&a+p<2p—-2
—2P7l -1 x a+p=2p—2

19



24/

25)

[mit rot h] %T A
zeichen in 23|[:h]
[h:] 2% A 2P~2 =zl = %xo‘ [:h]
[h:] Bew: (p— 8 —1)! = [:h]

[mit rot h:] * kurzer Beweis mit e A e!” machen [:h]

%—l; = ny—v, (a+ 8 < 2p—2) [Pfeil auf das erste Gleichheits-

Die Invarianten j von Gy bewirken einen Go-Endomorphismus von Fj:
Fisf—1fj

41/42

Beweisfﬁrﬁ—c;/\%—fzmv—? (0< g; a+pB<2p—2)

Alles folgende nur bis Glieder mit Nenner < (p — 1)!:

5T A etV — Ze£<17£)+§ — 57 Z e(tfs)f _

3 3

7651 |:e(t5)£:| = 7€SIM
ept (p—1)!
¢ -Tﬁ . sT (t — S)p
Z_A o = €
al el t—5 |ja8
= P L P2 stP 2 P
ST :C’Y
_ . == y=a+B8-(p-1)
ga—(p—1-p5) FY'

Sei £ einziger minimaler G-Modul > {c}.

Sind f, h zwei Inv. mit kompl. Grad f Ah =1soist £f Ah = £ (und
h AL = £) u. die Abb £ — [ := £f A h ist G-Autonom von £/{G},
£31=fiAnh=1& £0) = +I(0) dahz—% auf £ # 0.
Bew:
(i) 2F A h C{c} wegen Grad
42/43
nun bilden die n mit n A h C {c} einen &-Modul, da n +— n A h ein

G-Endom. also (£§") A h C {c}
anderer Beweis: 2§’ C (), .. £8 C H0+- - £F ARAMC =0

(ii) I — I ist Gy Endom; fiir Translation ¢ ist
" = U'f'Ah=UfAL+I'f'AR
nach (i): = I'f Ah+const mit f' €F
It + const € ¢

20



Also ist £ G-Modul; wegen Rang: <

Wire £ = {c}, so z;;\\Z ig }

ef AN =0=yf NS

M2 xf9, yfo', f(whe +yhy) =
f(ch+k) wenn Gr >p—1, Gr h, =777
fh * wenn Gr h<p—1

[h:] 277 ist £|{c} absolut irred ? [:h]

egen Grad 1 und const, aber

26) Nach Schur ist = ¢yl mod {const}
co = const # 0 unabh von [ € £.
Ebenso dafiir I* =lh A f; cog+dyg =1
43/44
27) Sei zy € £. Dann ist zh Ayf =0

Bew:

cory = x(yfAh+n),neE{c}
= xyfANh+yf ANxh+nz
= coxy+0+yfAzh+nx

also yf Axh =0 mod ( const 4+ const z) wegen Grad = 0.
[ Nebenergebnis: n = 0, also |

Aus 26 unmittelbar folgt
28)

yf Ah = coy ( sowieso klar wegen Grad)
zf ANh = ¢oc
IfNh = ¢ol
AL

allgem. wenn [(0) =0

(1 —co)l co #Y } (co = const #0,1)

44/45
z /\xp72 _ xafl . Oé'(p N 2)' _ a—1

also ... AzP72 = —..
Also gibt 28:
0]
—: yfyAh+fAR = co

Z'fz/\h+f1/\h = O
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Grad f =n gibt (k+2) - f A h = 2cp;
co=%+1 (k= Grf)

ebenso dy = w +1

(Co-i-doz%—f—Q:l) Also:
[29] fohinv, " Gr=2p—2,fAh=1,k= Crad f > 1=
k
lf/\hz(§+1)~l mod { const }

Folge

lfAh:(§+1)l+l(0), (1<g)

[mit rot h:] jede andere ??? Form ??? notfalls iiber GF p? zerlegen
45/46

Vielleicht kann man mit einer Formel vom Typ 29 beweisen, dafl z? oder
sogar P ,klein“ ist

(30) Haben die Invar. f,h komplementire Grade, so ist 90§ = HF0 = My
(sonst hf € £90F < Mpo)

46/47
Charaktere

Problem

(1) Irreduzible Bestandteile der Perm Darst. von G vermoge

m(z) = (xﬁfgx)?

mult. x; = # Klassen mult. x, =7

(2) Irreduzible Bestandteile der intra Perm Darst von G die aus allen unéhn-
lichen tra P. Darst my von G zusammengesetzt ist evtl mit Vth ey = (H)
oder so?

47/48
<<

. JA<< G,B<< G, M=ANB
(1) Sei
dy=dp =2, G = (A, B)
Dann

22



(i) existiert mit A<1A; <G, B<iB1<G, A' = ANB;, B’ = BNA; die an-
gezeigten Parallelgr’e alle ungeteilten Strecken sind Faktorgruppen,

&

Ay B

B’'A 'B

(ii) G zentralisiert M;/N; A< G

Bew: (1) M, =A;NB; QG; AI:AﬂBlﬂAl; G=AB
jede Konj von

Alist = A", IbeB; A" =A% (A, B)> A" =&
AB=(ABy=B-A"=B-A"<aB,
MAB=(ANB)AB=(ANBA)B=(A1NB)B=ABNB; =
GNB, =B

N := M, N A'B, NBA'BB' = Para

G

48/49

A’ B A’B M ist Parallelogramm

A'B'NM Para; N = A'B’ < AB" AN B'A A’ Para; BPA M; A; N
Para

(ii) A’B zentral M1/N; B’ A zentral M;/N;

G = (A'B, B’ Ay zentral M;/N.

Wenn noch aulerdem kein G-zentraler Haupt - Faktor zwischen G und M
existiert (oder kein Paar isomorpher G-zentraler Kompfkt. in G : A und
G : B), dann ist N = M, also das Bild ist,

23



dh. AB=BA=G

49/50
<]
Vermutungen:
(1) AAB<<G,ANB=1, AL B* =0VB* << B = A < AB siehe 63
(1) noch B<9AB oder BLA* VA* << A= [A,B]=1

(2) Stetssei A=--A"<A"1... =G, A; =AnDB
;= Aifl‘A. Dann OéiJ_ﬂj = AB = BA

(3) Die richtige ,,Bedingung“ statt A c-Max y oder A € Min s z ist vielleicht:
A enthilt keinen unendlichen elementar - abelschen (subnormalen) Faktor.
Diese Klasse von Gruppen ist ??7abgeschl. gegen ®.

(4) Frage: n + h Bedg. fiir Struktur von A, B damit A, B << G, ANB =1
=[A,B]=1
eg. A = A, B’ = B? — P. Schmid angeregt.

50/51
(5) Frage: A << G, B << G, AY := U N= AB=DBA?
A/N nilpot
[gemeint ist wohl: AY = [ ; sonst wiire immer AY = A\
A/N nilpot

(6) Bemerkung: A << G, B << G, ALB, ANB = 1 geniigt nicht fiir [4, B] =
1.
Beispiel: Sei A = A4, B= 53

(i) Setze G = Erzeugnis von
(123) |
Ly o

{ (123) ‘ Eigé()m) } =4

Dann B <G = AB, aber [AB] # 1

12)(34
(ii) Setze G = Erz. von A = Ay auf 1234 & B : (12)(34) 1(56)
(567)
Dann A <G = AB,[AB] # 1.
EINLAGE
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[Gelbes Blatt eingeklebt auf S. 51]
Zu S. 49/50

Verbénde fiir J = (A, B); A, B << G
dg=3 dp=1

25



da=3,dg =2 =
Satz:

> Ax1B  ,A®,B®: B 2B 2B
JéPDQ éRDB1\|>B2\‘>M
LA@nB  iA®1B®1A
Note: P/R < Hyperzentr J/R a

(D: Hierauf statt G hitte man sich beschridnken kénnen
@): besser: b

26



iteriertes @®

@Z [a,ﬁ]w D = [A,B]AlBl

Vielleicht sollte man mit der Konstruktion iterierten Kommgp. PQ
starten etwa [ABAB]

o = (ABQ,A,B) = <A,Bl>

vi=anA'n B!

[a, 8], |(@ N B) =~ @@ = [A, B]-7|(an B) 777

[Ende des eingelegten Blatts]

51/52
<14
(1) A,B << G, A,B€ Mins = |B: Ng4| <
(2) A << B, Min-s gilt zwischen A & B # |B: NpA| < o0
Gegenbeispiel: B = N { Cpe, N einfach.
52/53

Faktorstruktur G : H & S-Ringe
Zu Tamaschkes Theorie: 27.6.67

st < so kann man = : un = Sqg.m als Faktor-

(1) Ist H < G, so ki {Hy} =G:Hund {HgH} =S Is Fak
struktur betrachten, beide mit Multipl. Tafel, mit oder ohne Z#hlung von
Vielfachheiten Sg.y mit Vfh im Fall |G| < oo, ist ~ Tamaschkes Def.
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(2) Aqu zu T’s Def. von G : M-Normalitit in
N<G:H < H<N,NvHgHVg.
Damit gilt <= NgH = NgN Vg
Sei NG : H, dann

a) NG'=G'NVG >H
B) ¢ : & — NE ist ein Homom von G : H auf G : K, und von Sg.y auf

SG:K:
£€eG:M=E¢=Hg; (&)Y =NHg Hgo = Ng1Hgo
Folgerg entspr fiir Sg.ns =NgiNgo = &1&

v) HS<P<Q<G= ¢vonpfist Hom Q : P auf HQ : HP (gleich fiir
Projektivitdt (und nat. Sg.p...)

0) 4-subgp lemma folgt aus Hilfssatz:
N meidet Q@ : P = NQ: NP=Q: P;

4 sgp:

[Auf S. 54 steht versehentlich noch einmal die Seitenzahl 53.]
53/54
G : H & S-Ringe

3) Ist T ein S-Ring iiber einer endlichen Gruppe mit 71 +---+7 = Y. ¢, so
geG

haben die Mult.-Konstanten cﬁk, def durch 7y = > cﬁle, die Eigenschaft
]

@) tlcﬁk = H#H{zxp =21} = #{xkxfl = x;l} = tic}:l* wobei
ti=|nl; mne=Y'g7" n=>Y'g
Aus «) folgt:

B3) Ist M eine T — T-Doppelmodul = v My, und definiert man ¢ : M —
M, TT', durch

t

o(p) = Zti_lTi* ourt; (0,7 €T)
i=1

S0 ist T (1) = 9(1)7Ti.
Mit Schur’s Lemma gibt das Tamaschkes Orth. Rel zwischen zwei

Darstellungen F),

irred , in wohl allgemeinerer Form: mit S :=

Charakteren von T’
St;lnem € Gr Rg, F,(S) = 0,1y, gilt
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20) Zti_l)(p(ﬂ'* T)Xpy (TTi) = Gppy ;_ZXp(m')
K2

54/55
Potentialtheorie iiber endl. Kérpern

Sei R ein endlicher Kérper, |R| = ¢ = p”, p # 2 und C ein Erweiterungskoérper,
(C : R) = 2. Sei z — Zz der Autom. von C' mit 7 = r Vr € R. Der Kreis
K,(z0) um zo mit r ist definiert: z € K,(z0) <= (2 — 20)(z —20) = 1,
zo € C,0 # r € R entsteht durch Transl. aus K. : zZ=r
Da z = 29, besteht K, aus den Losgen von z'77 = r. Da |C,| = ¢*> — 1 und
|R.;| = g—1, liegt jedes 21+ automatisch in R, und fiir gegebenes r € R, enthélt
K, genau g+ 1 Punkte; aus einem gegebenen y € K, erhilt man K, = yK;, wo
K, : zz = 1 der Einheitskreis (um 0) ist.
Def: Eine Funktion f: C — C

f(2)
ist eine Potentialfunktion : <= % = f(z0), Vi € Ry, Vz9 € C.
Def: Sei ® die Menge aller Potfunkt

55/56

(1) Die Linearverbindgen: C der Fkt 1,2,---,2P=%%,... 27! sind € ®
Bew: Diese Menge £ von Linearverbdgen ist translationsinvariant, also

geniigt es zu zeigen, dass v : 1 < v < p die Eigenschaft haben: > 2¥ =0.
zeK,
Klar

(2) Jeder translationsinvariante Funktionenraum F mit 2z ¢ F + £ liegt in
P.
Bew: Jede Fkt f : C' — C ldsst sich als Polynom in z,y schreiben, wo
z=x+1y, i € R — R?, also lisst sich wegen z = ZJQFZ, y==, (p#2!)
f auch als Polynom in z,Z schreiben, und nach Reduktion mittels 2P =
Z,2P = z (reduziere 2°Z° bis Exponentensumme > 0 minimal) auch als

0-(p—1)
f= 3 capz®z’. (2"
a,B

56/57
Potentialtheorie

Wegen Translamonsmvarlanz enthélt F neben f(x+iy) auch 91 &g; , also

auch 2 E = i % g—ﬂ&%. Wenn also ein f € F ein Ghed Cap?®Z’

mit af # 0 enthalte, erhielte man (W'a'uhle a 4+ = max) durch geeignete
p+1

Differentiationen auch 2z + Z d,z" + Z e 2" € £also 2z € F+ £. Nach

Vor stimmt das nicht, also 1st LCF
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(3) Seir € Ry. Sei @, :={f:C = C| > f(2) = f(20)V20 € C}. Dann
z€K,(z0)
FI—
Bew &, =: F erfiillt Vor (2), also &, C £, andererseits £ C & C D,
® =, cp, ©r Folge:

4) 2=L=9,Vr € R,

57/58

p—1
(4") Also die Potentialfunktionen sind genau die f(z) = Y al,z”—i—zzf_l b,Z" :
0
ay, b, € C. Folge: (?7)
(5) Setzt man fiir beliebiges f : C' — C'  [h:]lin Normalform 2/[:h]

0? 1/
Af = 482—82']0 = ’L_Q(Z fmm - fyy)’

soist Af =0 <= feo.
p—1

Def: Eine Fkt. ¢ : €' — C heifit ganz <= ¢(z) = > a,2”
v=0

Def: T := {¢|¢ ganz }

(6)
a =3 2 =Y e
C=1 ~
PELTNe) = S (00 = SeOE (¢ K)
¢¢=1

Aufgabe: Hieraus Integraldarst einer Potfkt aus Werten auf K;7
Nimmt eine nicht konstante reelle f € ¢ jeden Wert € R an?

58/59
F-Injektoren nach Fischer-Gaschiitz-Hartley:

Def: Eine nichtleere, unter Isom abg. Klasse § von Gruppen heifit Fittingsch,
WennflzGGS,NﬂG:NGS, fQZNl,NgﬂG, Ni,No €e§= NN, €gF
Def: H ist §-maximal in G: <— H € MZG.

Satz 1: § fittingsch, G endl auflésbar = G besitzt einen F-Injektor je zwei sind
Konjug.

59,60
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Perm.-Gr. vom Grad 2p

Toronto, 20.8.67

Man kann annehmen, dafi © aus 2 Kopien von F' besteht (= GF(p))

Fy besteht dann aus Paaren (f1, f2), mit f; : I — F.

Sei Mg < Fj. (fl fg) ceM= (Afl,AfQ) ceM

Ist dim M < p—1, und M min nicht konstant, so MM, fithrt zu Widerspruch.
Schwierig ist nur der Fall, wo F} = M; & M> und M; erzeugt unter G von
(1---1—1---—1) irreduzibel, dim M; = p; und M, = Mj", hat G-Submoduln
der Dimensionen 1 und p — 1, sonst keine; unzerlegbar.

Die beiden Komponenten sind gekoppelt (sowohl in M; wie in My), und Mi-Ms
fiihrt zu

My :={cf, =V )}, My :={(V*f, f)} mit V := Ve, A" ¢g = +1; V* ?222¢y = 1,

0 -T 1
T 0 1
ergibt M, =My, T = 1 T-'PT = P!
1
1
60/61
noch 2p
Das besagt:
/—L/—fg
A B
V-w= hat C = —-A
B* c

wo V' zum léngeren, W zum kiirzeren orbit von G, gehort.

Also G und G7T lassen M; fest, erzeugen monomiale Gruppe. Diese (oder besser
0 !

die zugehorige Permutationsgruppe (G, G?) mit Q = ! ! ) ist nicht

1
1

0
3-tra, da sie die Stellen untereinander permutiert, wo in den beiden ersten Zeilen

ﬂ oder ~7 stehen. Thre Anzahl ist % = p — 1, da die beiden ersten Zeilen

von V — W orthogonal sind (mod p oder auch in C). Es ist (V — W)? = m?I,
wo 2p =m?2 + 1. V — W hat p Ewe m, p EWe —m.

61,62

noch 2p
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A = —C bedeutet, dass die Bahnen von (G®), Ko + L1, K; + Ly sind (x),
wenn G K1 4+ L1, K5 + Lo hat, daher bezeichnet K; den Durchschnitt der
kurzen Bahn (Linge w
z — x+1mod p. -Es ist | K| = |Ka| = 2%, da A die negative aber auch gleiche
Elementensumme wie C' hat.

(*) Das zeigt, dass (G4, GS) tra auf ) — « ist.

) von G,, mit dem i-ten Zyklus der p-Sylowgruppe

62/63
<1<l Vertauschbarkeit = Normalitat

23.2.68 P. Schmid hat laut Sohr bewiesen:

Sei A,B << G, J = AB = BA, ANB =1 und (1) kein Faktor # 1 eines
abelschen Subnormalteilers von B sei isomorph zu einem Faktor von A/A’. Dann
A< AB.

An Schmid am 26.2. 0.B. geschrieben: I Statt (1) geniigt

(2) Kein abelscher Subnormalteiler # 1 ist epimorphes Bild von A. Und ebenfalls
0.B.:

IT. Satz: Wenn J = AB,ANB=1;A,B << G;|J—A| <2,|J—B| <2, und
A7 N BY nilpotent der Klasse < 2

Beweise hierzu:

Statt I zeige schiirfer: Vor. A, B <<t G, J = AB, ANB=1,|J—A|l =«

kein SNT S von B mit S # 1 ist abelsch, epimorphes Bild von A und hat
|IB— S| <a. Dann A< J.

A=Aq

Nach Induktion ist A <1 A1, also o0BdA a = 2 oBdA ist A; = 1. Hieraus folgt
mit Induktion (nach « + 3), dafl

63/64

Ci1 < Bﬁ, Bﬁ—l,Bﬁ—la ..., By, J ist.
[ sonst nimm ~ max mit C; ¢4 B,, es ist v < S.
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Da (4 von Bildern von A erzeugt wird, gilt das auch fiir A* = Cf” N A, das ja
~ P /cy st

wegen v+ 1 > 1 ist |J* — B| < 3, also (Induktion) A* < J*, A* < A; = 1,
A* =1 Wid. |

Also Cy <1 Ay, daher zentralisiert C; alle A7. C; < Ztr. A;, C; abelsch, aber
erzeugt von Bildern S von A mit |B — S| <2, also C; =1, A= A’

Bew II:

C' zentral D, also C) zentral DlBJ = D{‘BJ = D{, C{ zentral D{. M := A7 N
B’ wird mod Di zentral von A7, also {abelsch, ebenso} und M; zentralisiert
M, also M nilpotent mit M’ < My < Ztr. M

64/65
<1< Vertbk — Normalitat

NB: Aus II folgt weiter:
Ist G = AB, Aund B subnormal in G, ANB =1, |G—A| <2und |G—B| <2,
so ist A9 /Ag nilpotent von Klasse < 2.

Ein Gegenbeispiel gegen die folgende Vermutung;:
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Ist A <1<t G und ist kein Kopf von A isomorph zu einem Hut von A, so ist A<G.
Wihle A = §3 =~ B, G = Erweiterung von A x B durch Autom der Ord 2, der
A und B vertauscht.

Frage: Ist die Vermutung vielleicht richtig unter der Zusatzvoraussetzung G =
AAy, A << G?

65/66
Uniprimitives G: 2p 13.4.68

[h:] Forts. S. 73 [:h]
Enthilt G das El.

0 1
1
1 0
gp = 0 1 bl
1
1 0
so ist die Vertauschmatrix V' von der Form
%:s(s-}-l) s? Summanden
1 1
V:(ﬁ,ﬁg,AzAﬁA?+A+BB%=§J+gs+n

mit p =52+ (s+1)>*=1 mod 4
NB: Durch Ahnlichkeitstransf. mit Perm Matrix ist erreichbar stattdessen

m:(é gy5=§¢w:SA

OBdA kann G definiert werden durch Vertauschbarkeit mit

g (2A+I-J 2B —J
“\ 2B —-J —(24+I1+J)

das die EWe 25 + 1, —(2s + 1) je p-mal hat. Da mit ¢ = <C% _OQ),

wo gp? = 9p L Ut = —U gilt, erzeugen G,U eine monomiale Gruppe mit
Normalteiler G vom Index 2, der die grofite mit U vertauschbare monom Gr.
mit Faktoren +1 ist. Die zugehorigen

66/67
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Permutationen bilden eine 2-tra Gruppe G* > G, die unter (C,% %2) invariant
ist (Diedersatz)
0
1
Wenn man die erste Spalte von U durch diag(+1) auf die Form | 1| bringt,
1
1

dann zeigt sich, dafl jede mon Matrix, die mit diesen u* nun vtb. ist = +
Permutationen ist, wenn sie die Ziffer 1 bis auf Faktor fest lisst. Also besteht
G7 auf € — 1 eingeschr. genau aus den Permutationen, die nach Streichen der
ersten Zeile u Spalte mit U* vertbar sind. An U* sieht man, dai G4 zwei
disjunkte Festblocke (vielleicht Bahnen) der Linge p — 1 hat, daher ist G* nur
2-tra, nicht 3-tra.

Falls man zeigen konnte, dafl jede prim. Gruppe vom Grad 2p mit regulédrer
Diedergruppe sogar 3-tra ist, sind diese 2 Festblocke Bahnen, also Typ G.g =
1,1,p—1,p—1.

NB: G hat 2 irred. Bestandteile vom Grad D; é’( Q) ist irred. Es gibt

0

Q 0
genau 2-tra Gruppen des Grades 10, welche die S° auf 10 Ziffern umfasst. Wohl
projektive semilineare Gruppe auf dem GF(9), Grad 2. Forts: 69
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[Eingelegtes Blatt zu den Seiten 66/67:
2p =10
S5 auf {12---5} die 10 Paare (i, k) heiflen 0---9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(12) (23) (34) (45) (51) (35 (41) (52) (13) (24)
f

0 + = = + + - = = —

+ 0 + F - - + F F
- | + 0 + F F - + - -
- | F + 0 + F - - 4+ -
U= +t |- F + 0 - ¥ F ¥ &£
‘Nt - - - - o - + + -
-+ - - - - 0 -+ +
- - + - - + - 0 - +
- - -  + — + 4+ - 0 -
- | - - = + -+ - 0

Das OO definiert G4

Gy ist auch mit ef vtb.

[+ heift 1, — heifit — 1

0 1 2 34 5 6 7 8 9
0[0]+ + + +[+ + + + +
1f+]0 — + - |- - + + +
20+ |- 0 + + |+ +- + - -
34|+ + 0 — |+ - — + -
Ur=4|+|- + - 0|- + + + -
5[+- + + —]0 + - — +
6l+]—- — — 4]+ 0 — + +
T[+]+ + - +|- - 0 — +
8|+ |+ — + +|- + — 0 -
9| +]+ - - —-[+ + + — 0

W* = das O 1 definiert G
67/68

Perm-Gruppen
Bestimmung von G,
aus Vertbmatrix fiir G.

Sei G tra Pgr des Grades n, bestehend aus allen Perm P mit PV; = V;P
(i = 1,2,---) dh G 2-abgeschl., tra Q. Sei W; die Matrix, die aus V; durch
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Streichen der Zeile und Spalte a entsteht. Dann ist Gg’o‘ die volle Pgr, die

durch Vertbkeit mit Wy, W, - - - definiert wird. Dann wenn V; = (1;1 VJ;}) und

e Wi
mit s = Zeilensumme V; ist wegen Transitivitdt von G ns = s+ s+ Summe aller
Elemente von W,

hW; = W;h, so oBdA v; = 0 durch Subtr. von v;I, dann V; = (0 fi) und

1
also ist s bekannt, daher e; + Wje =se = [ 1
1
also hW; = W;h = he; + W;, = se, he; = ¢;,

1 . 1
daher ( h) vtb mit V;, ( h) eq
68,/69

Also wenn G transitiv von endlichem Grad und 2-abg ist, so ist G, auch 2-abg
und wird durch die Einschrinkung definierender Relationen fiir G auf 2 — «
definiert. (ob man so alle Rel fiir G,, erhilt, ist offen).

Frage: Gilt das auch fiir Grad co?

z.T. Ja: mindestens ist G, 2-abg, wie aus Aufbau aus 2-Splittern trivial folgt:
da G, <G, ist Gg) <G® = G, und es ist « fest bei Gg), also Gg) < G-
Wird eine P Gr. G definiert durch eine Matrix V' # 777 mit konstanten Zeilen-
a f
e W
Fall 2p eine auf (2 — 1 transitive interessante echte Obergruppe von G; definiert.
1) = ofter niitzliches Verfahren?

Fortsetzung von 67

2) Man sollte hier n = 2p die Diedergruppe Dy, als © nehmen um inv 2-

*
1

oder von Gy

summe, V = , 8o ist G vertbar mit W x ef, x elementweise, was im

Relationen von zu untersuchen.

69/70
Transitive Einbettung

Sei H eine P Gr des Grades n— 1, welche maximal unter der Nebenbedg ist, daf3
M 2-vollstdndig und intransitiv ist. Dann ist jede transitive Erweiterung von
H 2-abg. Denn ist G eine Erweiterung, V' eine Basismatrix # E des Vertausch
Rings von G, so ist V* (durch Streichung der ersten Zeile und Spalte aus V
entstanden) eine Matrix mit nicht lauter gleichen Zeilensummen, also definiert
V* eine 2-abg Gruppe H* O H, die noch intra ist; folglich ist H* = H. Nach S.
68 ist, wenn Gy, die durch V definierte Gruppe ist, G}, = H* = H; da G}, > G
und G tra, und G5, = Gy, ist G}, = G.

70/71
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Beschreibung 2-transitiver Gruppen G
durch eine Vertauschungsmatrix

ist indirekt moglich, wenn G} # G;. Dann kann man G zu monomialen Gruppe
M verfeinern, diese Gruppe M durch Vertauschmatrix definieren und durch
Ersetzen der Einheitswurzeln durch 1 zu G zuriickgehen

0) Dazu muf sie reduzibel sein, d.h. die Diagonalfaktoren miissen gekoppelt sein:
Wenn x & 29 € G1, 0 2971 = (1,—) € N1 < Gy, also (297 1)G) # G1. Damit
nicht W Diagonal équ zu J, muss wohl G /N7 unab schneidbar in G sein, daher
wohl (|G : G1],|G1 : Ni|) # 1. Die normale Darst. soll # const,. G sein also
G1/N; unabschneidbar:

71/72
Fg(G) und FQ(GQ>

Sei G tra ; a € Q. Zu jedem ¢ € Q wiihle g(¢) : ¢9¢) = a.

Ist dann f(¢ p ¢) inv G, so f(€ 0 ) == ¢(&n) inv Go und f(€ 7 ¢) =
(£9(Dp9(Q),
Ist umgekehrt (&) inv Gy, so setze f(En¢) := @(€9(79(Q), dann ist fiir b € G

FEM ¢ty = p(eho@Iphac™)y

und da hg(¢") ¢ in « iiberfithrt gibt es g, (¢) € go mit hg(¢") = 9(¢)ga(¢) also
ist

h h
(p(ghg(C) nhg(C )) — @(gg(C)ga(C)ng(C)ga(C)) — @(59(4)779(()) — f(gno
72/73
2p Fortsetzung von S. 67

Ist G uni-primitiv vom Grad 2p, und (¥ ) € G, PP = 1 und P? = P71, so0

erzeugt G mit ( c% Cg) eine 2-tra Gr. mit 2-tra Normalteiler vom Index 2, der

(g (”3) nicht enthilt, er besteht aus den Permutationen 7w(M) zu den normalen

Matrizen in (G, (8) (”02)>, die U — +4U transformieren. Der Kern von 7 fiihrt

namlich U — +U iiber, weil
-1
D7'UD = —U impliziert D™ (0¢ ) D = — (0¢ ), also mit D = (gz > jeden-

falls gilt D = diag (1} ). Nun ist laut ???. (diage) "' Wdiage eine definierende
Matrix fiir G7, also wiare —W eine solche, also auch +W. Aber nach 777?: defi-
niert W gerade G, also wire G1 = G}, G = G* 2-tra. Wid. Kiirzer: 74.

73/74

noch 2p
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Kiirzer: Der Kern von 7 ist C {£7}. Denn wenn D € Diag, D~'UD = D, so hat
U Nullen auflerhalb der Diagonalen ausser wenn D = +1. Ist aber D'UD =
—U, so hat U Nullen in einer Hauptuntermatrix der Grofle k x k, wenn D gleiche
Glieder enthéilt. Da U keine Nullen aulerhalb der Diagonale enthélt, folgt k = 1,
2p=2, W.

m(G7) ist definiert durch W* — W

F(é\l) [ist definiert durch] W* — +W

Also enthidlt G alle Elemente der Ordnung 2 von Gl, da W* symmetr. ist
und Nullen nur in der Diagonalen hat. Genauer: G enthélt alle Elemente und
Zweierzyklus aus Gi.

74/75
noch 2p

Ist eine Matrix M des Grades 2p — 1 inv bei Gl, so auch W*MW™* mit W*
0

entstehend aus U* durch weglassen der ersten < :

) Spalte und 1. Zeile.
i

Ostersatz: 14.4: Ostermontag 1968

S-Ringe aus relativ invarianten Funktionen

Satz: Sei X eine Gruppe linearer Charaktere von G. G wirke auf 2. Dann bilden

fiir jedes x € X diejenigen f € Fy, fiir die f9 = x(g)f ist, einen Vektorraum

+Fiu(G) und xFi(G) = > Fi(G) ist direkt und ein Ring. Fir £ = 2 ist
xeX

+Fi(G) auch ein S-Ring, dh abgeschlossen gegen Matrizenmultiplikation z.B.

S.75 oben: MW* — —MW*

Ist X nur eine Menge von linearen Charakteren, so ist x Fj(G) immer noch

einen Vektorraum.

fi inv G Xi = f1f2 inv G X1X2, bei k = 2 auch f1 * fg.

75/76
PGr Ostern 68

Zushg von Relativ invar von GG, mit solchen von G in einer Variablen mehr
[h:] muB mit Satz von Roberts zusammhg! Siehe S. 28 [:h]
Sei G tra €2, x ein linearer Charakter von G; f € Fj heifle inv Gy, wenn

9 =x9)f

Satz: Wihle zu jedem ¢ € Q ein h(¢) € G mit ¢" = a. Sei p(¢ p) inv Gax (¢
eingeschr auf Gy). Dann ist f(¢ 1 ¢) := x "1 (h(C))p(¢M9n) inv Gy; so erhilt
man alle f inv Gy.
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Bew: f<£9 n° ¢7) = X ((C)p (€M) )
o) = ¢ also g€ = h(¢)ka(C)

) = xTHR(C)x(kal(C9))p(E9)
= X ((C)x(ka(C))x(R(C)) f (€nC)

= x(9)f(&nc)
7677
Pronormal

Satz: |G| < 0o, A; pronormal in G, A = (4;) = A"¢ = A¢
Bew: 479 = AF; ()

77/77a
[4, B]
A<NB=[AB]-(AnB)=A’nB

77a/78

p2

Sei L = Kkleinster von  und y erzeugter G-Modul, L; die Menge der homog
Poly[nome] vom Grad k in L. Sei G 2-abgeschlossen, so daf§ Ly < L. Sei dim
Ly =2 (der Fall = 3 ist auf S. 36 erledigt). Dann gibt es a,b € F: fir A :=
b 0 — + aawy + 6y2 ist ALg = 0, folglich AL = 0.

L. Dle Wurzeln p1, p2 von p? + ap + b = 0 seien voneinander verschieden. Dann
ist L C {f(x+ pry) + f(x + p2y)} wo Gr f < p—1, f € Fy (notfalls nach
Konstantenerweiterung, falls p1, p2 € F). Ist Gr L = [ (dh | = max Gesamtgrad
p.p€ L), soist |dim L=21+1-4|mit §=0,1. Dal>1,ist | > 5%

(betr. quadr. Polynom in z9,49), und da

78,79

I <p—1ist p#3;alsol > 2. Dann gibt es einen von mindestens [ — 1 — §

lin un Fkt mit erzeugtem Teilraum A C L, der mit h = x + py multipl. in L

bleibt und keine Komponenten # 0 enthilt, namlich A, h%, h'~1 wenn 6 = 0,

und hh?---h!=2 wenn 6 = 1. Wihle nun g € G so, dal Gr h9 = [, und wihle
m<l o daB2m 41+ (—1-0)> dimL =2 +1—5, dh wihle
meN

m: 2m >1+1.Dann 30 # f € L,, N A9, und es ist f - h9 € L, daher

Gr fh9 <, also wegen Gr f > 1:

Grf+ Grh9 > p, daher
m+l > p

Umgekehrt also, wenn m = p — [ — 1 gesetzt wird, ist 2m < [ + 1; daher

2p—20—2<141,31>2p—3,also (mod 3!) |3l >2p—2
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79/80

p2

IL. Sei p1 = p2 (€ F).
[Alles weitere auf dieser Seite ist durchgestrichen.]

80/81

Il. p1 = p2 (€ F) oBdA A = aa—:z, L <{f(z)+yh(x)}. Wegen | > 2 (wie auf
S. 78/9) und dim Ly = 2 ist 22 € L. Aus 29 = f(x) + yh(z) folgt L > (2?)9 =
(29)% — f2 4+ 2yfh + y?h?, also h? = 0, 29 = f(x). Wegen VR(z9)|g € G) = L
ist L < {f(z)}, Wid zu dim Ly = 2.

Also: Wenn dim Ls = 2, so
Grad L > 2(p—1)

Es liegt der azimutale Fall vor mit orb Gy = 1 + ¢. Hieraus folgt, daf fiir
f € Fi(Gy) stets Gr f > %(p — 1) ist; daraus gibt es aber zu jedem v mit
1<v< %q- 21 im azimutalen Fall eine Invariante f mit Grf =p—1+uv- %;
durch Faltung entsteht ein f mit Grf = p — 1. Also liegt bei dim Ly = 2 stets

der radiale Fall vor

81/82

p2

Radialer Fall: Es gibt f € F(Go) mit Grf = 2%, f(0) = 0. Hier sind al-

le Schurschen Komplexe rational (G als 2-abg. vorausgesetzt, sogar als volle
Gruppe mit der Invar. f(z — y).) Die verschiedenen Untergr. der Translations-
gruppe T (~ pp) habe die char. Fkt 1 — [P~! (I = ax + by; a,b # (0,0)) also
F(Go) > f=Y"1""fiirr < % nicht proport. Linearformen [, wenn wir einen
aus 7 < % Untergr. bestehenden Priméir Komplex K wihlen (1 — f ist die
Char Fkt von K). Durch r 4+ 1(< pz;l) geeignete 77 7Richtungsableitungen folgt

[=D=(-1) ¢ [,

fiir ein vorgeschriebenes [, dass in * auftrifft, damit also 1= e L.
82/82

Also 1"z ist “klein®, das heiBt Gradh := (I"z')9 < p — 1 fiir alle g, dh.
S 15 (w) = 0 lings einer Geraden in der aff Ebene F?2.
Beh: Alle Nullstellen von h liegen auf einer Geraden .

Beweis: Wihle Gerade -y, die zwei Nullst. von h enthilt; 3 eine Parallele ' von
~ ohne Nullstellen. Auf ihr ist h = ¢ = const. = +1 wegen > h = 0. Giibe es

S
eine zu «y nicht parallele Gerade 4’ mit h # 0, so dort auch h = ¢.

Wihle Pkt w mit h(w) = —e, dann schneidet jede der p + 1 Geraden durch w
entweder 7/ oder ', also nimmt auf ihr h Werte +1 und —1 an, also enthélt
sie eine Nullstelle von h; h hétte p + 1 Nullstellen. Also jede Gerade einer zu -y
nicht parallelen
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83/84
»? 22.8.68

Schar enthilt mindestens eine Nullstelle, also genau eine Nullstelle von k. Daher
gibt es keine Nullstelle & v (sonst verbinde sie mit einer Nullstelle auf +)

Da die Nullstellen von h9 die g~!-Bilder der Nullst. von h sind (dh. v = A9~
wo A # | = 0) ist jedes A9 eine Gerade:

Im radialen Fall gibt es eine Gerade A, so dafl alle A9, g € G, auch Geraden
sind, die gleiche Eig hat jedes A9, insbes A", 7 € T, das heifit die Parallschar A
von A geht in eine Parallelschar iiber (Vg € G).

Seien A; = A, Ao, ... A, die Bilder von A. ist s =1, so G imprim

ist s = 2, s0 G < groite Gr, die A; und Ag erhilt od vertauscht: Ist s > 3, so
G affin;

1

84/85

denn wenn eine Perm g der affinen Ebene A = p? 3 Parallelscharen in ebensolche
{iberfiihrt, kann man ein h € aff Gr F? finden, so da8 gh die char Geraden auch 0
in den Scharen einzeln in sich tiberfithrt und auf einer von ihnen einen Fixpunkt
# 0 hat. Dann ist aber gh = identitét.

85/86
Indizes in 2-tra Perm-Gr

Sei H < G = 2-tra, Grad = n
# Bahnen H =:b+1,b<n, |G: H| =:1i.

Wenn =: b|l|n — 1

G

HL=HN

La LNH

L, hat Index In und hat 1 4+ [ Bahnen
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L ist
Dann

1)

3
5 -tra

i >bn
Bew: 15% =y 1g.“=x=1+x2
Xeg =b-lg+...alsox =14+bxa+ ¥ =bxa+v¥=bxa+p

Jg€G:x(9) =0 xa2(9) = -1, 0<x'(9) = —b+9(g), (1) > p(g) >b
X; >bn—1)+b=0bn

Wenn i = bn, so [h:]b|l|(n — 1)[:h] ist ¢(1) = b; setze N = ker ¢. Seien
R, £ die ,kurzen“ bzw ,langen“ elemente in G und K, L die von ihnen
erzeugten Normalteiler. Sei K # 1. Dann ist K tra, da G pri, also ist
K =L (wegen K, = L, [= G%)).

Fiir g € 8ist X'(g9) > 1+ 9(g) + b wegen x2(g) > 1 also x'(9) = (b+1) —
b—-1)=2, geRalsoist RC R, K <K’;dh

86/87

[h] | Orb HN L[ =1+1 Bew: = i Do X
also o0BdA H < L= N(=K 7?? wenn Gog = 1)

[:h] x-kurze El'te von G sind auch x’- kurz: & C &
Fiir g € £ ist x2(g) = —1, daher nach (1) p(g) = b, g € N. Also £ C &'
und L < N. Ferner K =1, oder K = L (K tra)

Esist N ={g € G|x'(9) =b-x(g9)}. Sei b > 2, also H hat > 3 Bahnen.
Dann Gr ¢y =b—1, v A0 ¢ #1+---, daher HN < G

]l #M<G— HN<HM.N = (HN)g [:h]

Daher ist HN # 2-tra (sonst HN = G, da (HN)ag > Nog > Ko =
Gag)-

GoN, wirkt reguldr auf den Bahnen von N, in €2 — a. Denn

[Nal

7@2%‘2" = ”njf (wo n® die Bahngl von N,) =#Bahnen N,, und G, /N

wirkt tra auf diese Bahnen. Ebenso wirkt G, reguliir auf die Bahnen (# «)
von L.

Die Lénge einer Bahn von N in x’ ist n = |N : N N H|, ihre Anzahl ist =
Vih x1 in /|y =b(da N > L >1)

87/88
Noch Indizes in 2-tra

also ist [N : NN H| = X8 —bn — p also |[HN : N|=n, |G: HN| = b,

[Mit Bleistift durchgestrichen:] G hat eine Permutat. Darst., transitiv des
Grades h auf der Menge der Bahnen von N in y’. Thr Charakter heisse ¢/,
dann ist fiir X > N stets #Bahnen X in ¥’ = #Bahnen X in ¢'=#Bahnen
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X/N in ¢’

also Vth x/|x in x’ = Vfth x1 in ¢/

aber andererseits

1 = Vfh x1|x in ¢ = Vth x1|x/n in ¢ dh fiir jede Untergruppe Y < G/N

ist
S ew) =Y ¢

yey yey

Ferner ist aber, wenn y; € G/N und (y1) = (y2), stets ¢(y1) = ¢(y2),
@' (y1) = ¢'(y2) (da ¢ und ¢’ rationale Charaktere von G/N sind). Hieraus
folgt

¢ = ¢’ [Ende der Durchstrichung] also ist
¢ Perm Ch. von G auf x’ induziert von HN

88/89

[Mit Bleistift durchgestrichen:]

Das folgt aus Hilfssatz [h:] HNL =Ly = H = (LH), [:h]

Hilfssatz: Sei ¢ eine Klassenfunktion auf G; aus (y1) = (y=2) folge ¥(y1) =

P(y2). Sei > ¥(y) =0 fiir jedes Y < G. Dann ist ¢(g) =0, Vg € G.
yey

Bew: Induktion nach Ord g, leicht

Also ¢ ist der Char der P Darst von G auf Q'/N = G/HN. Daher ist

©(g) 20, X' > b x2. [Ende der Durchstreichung]

Besserer Beweis: Jede Obergruppe H von H (H < H < G)mit |G : H| <n

enthilt N, und der zugehorige Perm-Char x ist Teil von .

Bew: y ist Teil von ¥’ und enthilt y2 nicht wegen x = 1+- - -, Gry < n, also

X Teil von ¢ (wegen x’' = byz2 + ¢) daher N = kern ¢ < kern x =) Ho,
g

N<H
Fortsetzung 101.

89/90

Normale Kerne 24.11.68

Im Anschlufl an Ito-Szép 1961 bemerkt:

Satz (1) Sei G Z Al Z AQ, Ni = NGA,;, G = NlNQ
Dann ist Ag S Al, dh A2 S A1 G

Bew: A = ANt = A0 < AN = A},
Allgemeiner ebenso zu beweisen:

Satz (2): Sei

G>A12>2A2>--- 2> Ay, N, =NA,
G =NiNy---N, G

Dann A, < 4., dh Ag < Aj.
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90/91
Darst Th von PGr mit reg Normalt.

1 Satz: Sei © schon (add. geschr.) Gruppe. Dann ist f(§) — f(§ —n) ein
G-Isomorphismus von F} in F5, der umgekehrte ist die Restriktion von

f(@?)'—)f(f—nao)

2 Allg. Lin. Darst.: Sind A, B G-Moduln, so enthélt A ® B genau dann ein
bei G invariantes EI't, wenn Hom(A, Bkentragred) £ ()

3 Der Erfolg beim Fall p? beruht vielleicht darauf, dass man eine Basis fiir
Fy zur Verfiigung hat, die sowohl bei - wie bei * bis auf konst. Faktoren
abgeschlossen ist, ndmlich die x2'y’.

4 Tm Fall p? sind sowohl die (1,1,12,--- ,I""!) die maximalen 1-reihigen T-
Moduln.
Frage: Auch bei p? ?

91/92
Uni-Primitive Gruppe vom Grad p? 30.5.70

(1) Es gibt Invarianten fiir Gog f,h mit Gr f + Grh = 2p — 2, fh ¢ C+,
Gr £ # p (dazu 13!)

(11) §o, $Ho sind Moduln

2) Wenn M £ C, gibts nicht nur einer Linearform drin (sonst G impr)

[e)

)

)

)

)
5) GrL > 2t
6) L enthilt nicht 22, 2y und 3? (mit x% +yg, =f)
(7) Es gibt Diff Op d1, 2 (entweder reell oder do = 01) mit 6;65L =0
(8) 81 =82 = oBdA L < {f(x) + yg(x)} = G impr (mit ?)

)

(9) 61 # 2 reell = oBdA z? € L C {f(x) +g(y)}
29 = a(x) + b(y) (a(z) +b(y))* = c(x) + d(y)

p>2 a(z)b(y) = U(z) +7(y)
p=a(zg) #0 pb(y) + o =r(y), eingesetzt:
(a() — o) = 1)+ {500 20 ) = o)

= 2 Scharen 777.
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(10)

10a

(11)

(12)

(12)

92/93

So=06 =L 31" 0" = [*=F [2<Ct [3=Ct
aber nie ist Grad (*1°177 = 2p — 3, wenn a3y < p — 2
denn a) wenn o+ 3 <p—1,80Gr... <p—1+4++v<2p—3und = nur
wenna+f[B=p—1,vy=p—2
GrL=p—-2,Gr f=Grh=p-1
k
homogene f, h = const lgs Halbstrahlen ???= oBdA f =} lfflk < ’72;1
i=1
wegen Gr 2 = p — 2 sind [P~2, P2, l’f_Q, .- -lz_Q lin abhéngig, daher ihre
Zahlp —2+42,2+k > p Wid.
[Mit Bleistift gestrichen:] Dann 0 --- 9 f = 0; wegen P73 € L < F ist
01+ OplPt3 =0, daher =c-IP737% c£gq

Wenn aber b) a+ 8 > p, so a+f—v = a*=E-UP+LEL Gr L > 25 <
atfB—(p-1)+7+1<2(p—-2)-(p—1)+(p—2)+1=2(p—2) [Ende
der Streichung]

[h:] hiermit ist bei Gr L > p—;rl der ,rationale Fall leicht, da Existenz von
f = h hier feststeht [:h]

NB: 7??Geometrie mit 2" 'c€ L = ...

Forts.:

93/94

Dafl L nun aus f(x) 4+ g(y) usw besteht in den gewissen Fillen, folgt
aus Satz tiber T-Moduln M: Wenn ein homogener T-Modul nur 2 quadr.
Formen enthilt, so wihle Basis von zerfallenden, det(4A + AB) = 0 Ay #
Ao = Ty # 13 in M, alle hoheren bis Grad p—1 in M durch I}, 15,15, -1%,,
darstellen, die neuen kommen dann (durch pass. Differentiationen k — 2-
mal) nicht vor. Der Fall M < f(x) + 7?7 direkt da fehlt MN Quad =

{2? + xy}.

G 2-abg &
q wesentl.
ist N := NG 2-tra, und N/G zykl von Ord ¢

(die Matr. V4, - -+, V, werden nur untereinander vertauscht)
Kann man damit den ,nicht rationalen* Fall ausschlieflen?

Im azimutalen Fall mit Invarianten, also Rang G = ¢ + 1,

94/95

Bei uniprimitiven G gibt es stets eine ,rationale“ nicht-triv. Invariante:
(Bei G impr auch: z = 0)

G vertauscht x = 0 und y = 0, also f = 2"~ 1 + y"~1 € F}(Gy)
Vielleicht konnte man den nicht-rat Fall mittels 12 von vorn herein aus-
schlieBen, dann wér der Rest billig nach 10.
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(13) Wenn man im irrat. Fall erst einmal eine homogene Inv f mit Gr f =k <
$ E#0
0 £€=0
Grh=p—1—koder2p—2—kFk,aber #p—1—k wegen Gr 2?74 p—1
also Gr h + Gr g = 2p — 2.
Ebenso gehts, wenn Gr f > p—1 mittels Faltg. Mit solchem Paar f, h folgt
dann (4),(6),(10a) wenn I2,1? € L, 19 = ¢(1) +4(1), Gr ¢ =m, Gr ¢ = n.
Kommt L 3 (19)* = ©?(1) + ¢*(1) + 2¢()¢ (1) durch o1 (1) + 1 (1)

/ N——

*

p — 1 gefunden hat, so ist f #0 (£ #0) also ist fiir h :=

3 [min
Sei mn > 0: Dann N
x enth. nur [*] mit o < 2m — p < m, da ["™ =, also hebt sich nicht

95/96

Besser: Wéhle g € G: Gr LY =Gr L= M > §
Ist aber n = g, so sei [ die hochste Potenz M < p — 2 von [ in L.
Lo = mM ... = mM—knlk . Wid. auBer wenn mM < p &
mM < M,m<M,m<1
p’-1
Bequemer rechnet sich alles in > ¢, 0%
0

Ist m = 0, so ist wieder [ die hochste Pot. € L, 19 = ¢(I) = 1" + - - -,
L3 9M ="M ... = [nM—kpik Wid. auBler wenn nM < p,nM < M,n =
1, also stets m < 1,n < 1, dh. I” linear; 29, y9 lin.

NB. G nur 1-tra heifit dim L N Q < 3, G nicht affin heit dim LN Q > 0.
Gilt beides, so G impr oder N § G--- & es gibt rat. Inv aus 1 oder 2

Untergr.
96/97
Zum Birkenstock-Problem

G enthalte die reg Darst. von P x @), wo P zykl. p-Gruppe und @ eine abelsche
p’-Gruppe. Wihle F so, daf die in F irred Darst von ) den Grad 1 haben.

Dann
Fi=)_ My,
D

wo x iiber die irred Char von @ lduft, mit g € Q,m € M, = m? = x(g)m. M
ist der Ring der bei @) inv. Funkt. Auf jedem M, wirkt P FP.

Grad f:=max Grad fy, wo f =) fy =mins: AT f =0 wo Af = f*— f,
(a) = P. Dann ist ~ Gr M N M+ < 221 aber die 0 # f € M, mit Grf =0
haben ??? Gr f2 < 251 Wid.

97/98

P Gr v. Primzahlgrad
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Sei2 <k<p-—2

1. Genau dann ist G linear (< {z +— ax + b}) wenn Fj einen G-Modul der
Dimension % enthélt.
Bew: oBdA dim M = k < & (sonst M*) M; := G Modul erzeugt von z;
dim M; < p—;l. Wenn M; = {ax + b}, fertig. sonst | Grad M; < p—;l,
x? € My, x?9 € M, gibt fiir passendes g aber Grad y9 = [, Grad y29 = 21
Wid.

2. Fy ist projektiv (3 Invar f von G, die Fy /M erzeugt; f& = )

3. Man kann F, untersuchen als {f(z,z)}z :=  —y. Dann fiir ¢ : 777 ist:
2@ = 2. Die tra Darst des Grades p(p — 1) wirkt auf Fy := {fi(2)z +
fo(z)22 + -+ + fp_1(2)2P~'}. Die Fkt in Fy mit {(Zlsumme=0) bilden
zwei disjunkte (komplementére) G-Moduln mit Summe Fy'; die erste ist =
Fy. Die Wirkg von G auf Fy ist vertréiglich mit der Matrizenmultiplikation

f1 * f2 sowie mit Transpositon: f(z,y) — f(y,x)
98/99

Frage: Ist die Wirkung von G (oder Gy) auch mit f(z,y) — f(cz,cy) ver-
traglich?
Die geraden (f(xy) = f(yx)) und die ungeraden (f(-)
G-Modul.

p—1
f € Fy schreibt man wohl am besten als f = Y f,(z)a¥, dann f € M = % €
0

—f(-+)) bilden je einen

M. Die Funktionen von z allein sind die Invarianten von 1" : z +— x + 1.

Ziel: In F5 einen irred Bestandteil der Dimension 2 zu finden, dann ist G gebro-
chen linear.

Man konnte die bei GG invarianten Funktionen von 3 Variablen auf solche von 2
(bei Go) reduzieren und den Vollst. Eig. ausnutzen, um Hom(F; F}) zu untersu-
chen um Moduln in F5 zu finden.

99/100
noch Gr G =p
Ist f(x,y) inv bei G, so f(x — z,y — z) bei G.
100/101
Indizes intrans. Untergr. in tra Gr.

Fortsetz. von S. 89
kleiner NT
N\, (Pfeil auf | K*“ in der ersten Zeile von (1))

(1) G 2 tra. K < M < G = G, permutiert die Bahnen von M, in Q — «

regulér.

G‘ |Ga:Gaﬁ‘ n—1
Bew: 8ol — =
W Mol T MaMap] — 15Ma]
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(1') G 2-tra. Jede transitive Obergr. M von K in G ist 11-tra
Frage: Auch wenn G nur %—tra?

(2) Ist G tra Q, |G : H| = s, |Orbit| = s, so ist jede Bahn von H gleich lang.
Setze t(H) :=|Orb H| —1=5s—1

(3) K <M< G= traQ,
H<G=t(HNM)>tH)- |H:HnM|,
aqu: t(ﬁgl)w) > |G‘g;}]|w Dabei gilt = genau wenn H \ H N M kein fix-
punktfreies EI't enthilt, sicher dann wenn sogar M > L(G) Genau dann,
wenn L(H)=L(HNM)
[ mit rot h:] Transitivitdt von G hier unwesentlich [:h]

(4) K <M <G tra = M3-tra (??7? reg, 2-tra)
101/102
Bahnenzahl und Index von Untergr.

[h:] ,Satz von Jor“ = Ex. 10, p.204, Burnside 15.8.70 [:h]
Sei G < S, |92] = n, Definitionen:

a) 1+4(G):=|otb G| b(G)=|otb G|, |H|=h

b) F
Sei H < H

(1) ¥ <h,b >b

(2) Fiir x € H — H’ sei der mittlere Charakter = .
Dann ist h(b—%) = h' (V' —X)

(3) Hat G b Bahnen und setzt man G* := (g|x(g) < b), so hat auch G* genau
b Bahnen. In G — G* ist x = b, also enthiilt G* alle g mit x(g) > b. Frage:
Gy ~ G2:>G>{ ~ GE?
59 59
[h:] Untersuchen: Erzeugnis der Elemente vom Minimalgr. [:h]

(4) H nilpotent u. extremal in 2-tra G = H = E, firein E: L< E <G
[h:] Untersuchen Index intra Ugr von 3-tra Gruppen, wohl mit irred Cha-
rakt aus Theorie der S™ [:h].

102/103

GrH

=

DafBl gewisse Charaktere der S noch fiir k-trans Ugr irreduzibel sind, diirfte
mit G ~ S zusammenhiingen. Wie?

103/104
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A E G (“Rinderspacher-Problem*)

<= ¢ und B induzieren denselben Perm Char v. G
— |2€NA|=29NB|] (Vreq)

(1) A~B,h<G= A~B
H G

(2) Seien A, B abstrakte Gruppen.
Genau dann existieren G, Ay, By mit A = A, > B =2 B, wenn Vn € N

{a € A] ord a =n}| = |{b € B| ord b = n}|.
Bew: reg. Darst. von A, B einbetten in symm Gr. G
(3) A > B, A'=1% A=1 [gemeint ist wohl: B’ = 1]
Beisp: |A| = p3,expA =1p
(4) A E B, A nilpotent = B nilpotent
Bew: Zahl der Elemente mit p~ Ordnung = ord einer p-Sy Gr. Allg.:

104/105
4 A > B, A hat normale p-Sy Gr = B auch
m-Hallgr =
Wie ists mit A auflésbar?
(5) A - B,x Klass Fkt G = x [41%=x |51¢
105/106

Vertauschungsmatrizen

von Permutationsgruppen sind stets voll zerlegbar im Sinne der nichtnegativen
Matrizen. Genau wenn G primitiv, sind alle aufler £ unzerlegbar.

106,/107
Primzahlteste f-2™" +1

> 2) ist prim genau wenn 3% = —1(N)

3=
3)
71§—1: ordg3=2"=d>p(d)>2",d>N

(2) N=2"—-1,n € N. (Lucas),
rr=w? w2 — 2B W = 1,y = 4,14,194, . rpgy = 12-2;
Satz  rp_1 =0(N) = N prim
Bew: Dann w?" 4+ w2 =0.w?" = —1(N)
MR =7Z+7V3. dN = ordg w=2"=d?>=|R/d >2">Nd>N
= N prim.
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(3) Wenn umgekehrt N = 2" — 1 Primzahl ist (n > 3 ung.) so ist (5) = —1;
(%) = 1 wegen (2%)2 -2=1. Wenn

107/108

man noch wiifite dafl (%) = —1 ist, konnte man das quadr. Rez Gesetz
beim Beweis der Notwendigkeit des Lucas-Tests 2 vermeiden nach We-
stern, J. LMS 7 (1932), 130:

mit g = 1+ 3 und pp’ = —2; | = Z[V/3] mod N ist Korper wenn

N = 2" — 1 Primzahl, da (&) = —1. Also ¢/ = p™(N) (direkt aus
N—-1
3 =-1
Ferner (—2)" 2z = -1, (uu') =2 =-1
Noo_opt ()E
(M//LI) 2 = MIN;»I = N =-1

ﬂ/ = —w, w=2+3,

I
also N+1 —1 —2 —2

w2 =-1, W =-1, =0 +0% =0

(4) Der ganze Lucas Test beruht darauf, daf§ fiir N = 2" —1 prim 2"|N? -1 =
|GF* (2, N)|, die Gruppe der V=1 ist zyklische 2-Gruppe.

Lit: Lehmer Journ LMS 10, 1935, 162-165
108,/109
Noch N =271

Sei N = 2" — 1 Primzahl, ¢ ein O nichtrest, ¢ = 22 + y?> mod N. Dann gilt fiir
2_
Cimat+ e, Nl =¢f =22 —c=—2 "7 = —1, mit w:= V"L also
1

N+
w2 =-—1

Die mit w gebildete Folge s = w? = + w2 ' beginnt mit 81 = w + w'? =
B N ¢ e
I3 13 133

2(z% +¢)

s1(@) = x? —c
NB: 22 4+ y2 + 22 = 0 ist Kegelschnitt. Parameterdarst.?

zB.c =3, 22 =1,9% =2 s1(x) = 4 gibt: £ = 1+3, w = —(2+3),

s1(y) = —10
Besser: Damit N = 2% — 1 Primzahl, kann man Lucas Test auf s1, so,... anwen-
den mit
r+n
S1 = 2 ,
r—mn

wo r qu. Rest mod N, n qu. Nichtrest mod N, [h:] so dass n —r = 0O, d.h.
s1 =4-r+2, wo r+1 = nichtrest [:h], d.h. 51 = 2:%::, wor+r #£0;rr =0.
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109/110

Zum Satz von Thompson

iiber pri Gr.
Ga D Gg

L M Seien Eg, # 1 # Eg,. Dann hat D

keinen perfekten Huf
N:EGQ EGﬁ =R . .
wenn D einen p-Huf hat, so ist entweder
Eg,, oder Eg, eine p-Gr.
z

[Also hat L/N eine K Reihe, auch G,-Reihe, vom gleichen Typ wie L/E :
K(G,) < K(C)UK(D,) U evtl {p}.

Ganz G, hat nun p-Fiifle! (Daher auch Gg.) O,Go = O,D, D > O,G,. Wihlt
man ein «, dann 3 so, dafl O,G» £ Gpg, so kann Eg, nicht inhomogen sein.
[h:] 27?7 ist p-Gruppe; das gibt schon Thompsons Satz!

110/111

[h:] Wire Z keine p-Gr, so wire jedes Elt von G, das alle ¢-kopf SN Teiler von

FE festlafit, in LN M.

(Betrachte (Z%=)Gs)

Dann O,(Go) = Op(E) = O,(Gp).

G, habe p-Fufl. Dann ist jede Ugr Y von E eine p-Gr, von der alle {Ga_
5—

Konjugierten subnormal in F sind.

Sei R nicht p-Gr.
0,(D)¢ <GsNGy=D

Also
Op(D) = Op(L) = Op(Ga)
N% < 0,(D)<L
N < Lg,=R

Also: R® # (p) = N < Ralso N = R [:h]

Der angebliche Satz von Glaubermann (Gorenstein?) iiber schwach abgeschlos-
sene Ugr. d. Ord 2 ist in Verallg. von Griins Satz enthalten (schwach abg Ugr
im Ztr geniigt)

111/112
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<< und Max Ugr.

1. 4; << B; = ﬂnAl << ﬂnBi
Sténdige Voraussetzung bis
(x) A,B < G1 A =Bg=1,1#Ay<A, Ag << B>By # 1, By << A
Vermutung: Ay oder By ist p-Gruppe.

Bezeichnungen: S(X) = Sockel F = Fitting Gr.
Rad X := grofiter aufl. NT v. X, E(X) = ( einf. SNT );
Dann

AP <M
(3) Ao =Ay = { E(B)=E(M’)
By € S(aufl. )
BY #1= 0,(A) = 0,(Ma) < Op,(B), A= B = By p-Gruppe
Rad B; E(B)
Rad M; E(M)
Rad B = Rad M; Bl¥ =1

Ag < Mp >

AB<NAy=A Rad B <NAg=A, A << M,
B0 L < NAp = A% < Mp. E(B) = BE(Mp) = E(M)
wére By ¢ 6, so auch F(A) = E(M) < G.
[wiire By ¢ M, s0 3k > 1: By =1, BY" # Adann BY" << A, (B )* <
NBY < B, BY" < M4 (Rad M)Y < N(BY")® (V a € A) fiir
Rad M""™" =1 (Rad M) < A,

112/113

F(M) < N(Bg’““)a F(M) < My

By =1 (sonst F(M4) = F(M) = F(Mp) < G)]

Wihle ¢,w: Bl” =1, By # 1.

Dann (B{)* < NBY = B, B < Ma, O,(M) < NB*, O,(M) < Ma,
Oy(Ma) = Qu(M) =0,(Mp) =1, also B € p, B =1, Bl < Mx
0,(A) < NBY, < B, < Mg, 0,(A) < O,(M) = 0,(B) wenn B} # 1.

113/114

Also:
(3") falls noch A= B, so By € p (Es geniigt |0,(A4)] = |O,(B)]
(4) Vor AAB<- G A# B, 1#Ay<A,1# By< B, Ay <<t B,By << A
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Aus Af #1 folgt O,(B) = O,(B1), By = Ap

A =142 #1 = AP < A,0,(M) = 04(Mp)
= Oy(M)=1oder (B =1= B =1)
= Oq(M):loder Aog‘:bBo
Jeder dicke Fufl von A liegt in Aj;.
114/115
Komp-Fakt-Gruppen von Untergruppen
Seien A, B,C < G, (A,B,C) = J,C; = 1. Stets bezeichne C4 den grifiten
A-invar. Normalteiler von C.

Dann hort die Kette AO = A,BO = B,AAZ = (AZ',1 N Bifl)A; B1 = (Ai,1 n
B;_1)p mit 1 auf:

A1=Ca Cp=B; Ci1=A1NB;
C1

A2=C1, B2=C1p

Also hat C nur KF aus C/A;, und C/B;.

NB: oBdA C < AN B, sonst A/(A, C).

Aber Erweiterung auf A < aut G statt A C G. oder A < Aut C.

Das geht besonders gut, wenn C' <- g oder A/Cy, B/Cp einfach; gibt Sitze
von Thompson Typ

115/116

<AvB> = Gv MG =1
fir K <1< L sei der Vollnorm.

X
K

X' «a«qY
K <Y

[t

%LK:<X<1<L }:>X’§NK>
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Situation:

B
A gin
Ma=:Aq 1B1=Mp
M,
Ag:=(N<A,N <4< B) MB2=(NJB|N << A)
Ag=-.. [0 B3:=(N<B|N <1< A1)

(1) 1#N << A3 = By N = DN =Ng, N

(2) Jede hom. perf. Komp. von Ay liegt in By, daher auch der perfekte Kern
Ay~

Frage: A% =17
116/117
Prim <1< [h:] vor Bespr mit Knapp [:h] 22.1.71

Ist G primitiv und G, nicht sockel primér (dh ist [sock Go| # p”, vp) so ist fiir
B # astets (Gap)a.c, = 1, d.h. im Schurschen Fall: so ist K* K treu fiir jeden
Schur-Komplex K # 1. Ist aber |sock G| := p, so ist der Kern von K*K oder
von KK* eine p-Gr.

[ Der erste Teil gilt schon, wenn entweder G, oder G, nicht sockelprimér. ]
Also: G pri, K #1 = KK* + K*K ist treu: dh. pw. Stabilisator in G ist 1.
Allg: 1 € KLM = pw Stab K LM oder LKM primér

117/118

Zum Beweis von G k*- tra = (k — 1)-tra:

Zerlegt man den Stabilisator eines k-Ecks in Komponenten Ky, Ly (der Grade
k,n—k), so sind die Bahnléingen von K}, proportional zu denen von Lj_1, wenn
G k-homogen.

5% — 4 geht bequem durch Betrachtung der geraden Permutationen und eines
7-Sylow-Normalisators.
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