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171-1. Hier wird die Eindeutigkeitsfrage von < _Infimum und < _Supremum in
der erwateten Weise gekléart:

171-1(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”
und “7 ist < _Infimum von E7

folgt “inf =7".
b) Aus “sup ist < _Supremum von E”
und “s ist < _Supremum von E7
folgt “sup =s".
Beweis 171-1 a)
VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (7 ist < _Infimum von F).
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
2: Aus 1“ < antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” und
aus VS gleich “...j ist < Infimum von E”
folgt via 46-2: mnf =7j.
b)
VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (s ist < _Supremum von E).
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
2: Aus 1“ < antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “sup ist < Supremum von E...” und
aus VS gleich “...s ist < Supremum von E”
folgt via 46-2: sup = s.
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171-2. Nun wird die Eindeutigkeitsfrage von < Minimum und < Maximum in

der erwateten Weise gekléart:

171-2(Satz)

a) Aus “min ist < _Minimum von E”
und “u st < _Minimum von E”

b) Aus “maz ist < _Mazimum von E7
und “p ist < _Mazimum von E7”

folgt “min = p

folgt “max = pn”.

2

»

Beweis 171-2 a)

VS gleich (min ist < Minimum von E) A (u ist < Minimum von FE).

1.1: Aus VS gleich “min ist < _Minimum von E...”

folgt via 38-6: min ist < _Infimum von E.

1.2: Aus VS gleich “...p ist < _Minimum von E”
folgt via 38-6:

2: Aus 1.1%man ist < _Infimum von E” und
aus 1.2%p ist < Infimum von E”

wist < Infimum von E.

folgt via 171-1: min = [u.
b)
VS gleich (max ist < Maximum von E) A (p ist < Maximum von E).
1.1: Aus VS gleich “max ist < Maximum von E...”

folgt via 38-T7: max ist < Supremum von E.
1.2: Aus VS gleich “...pist < _Maximum von E”

folgt via 38-T7: p ist < _Supremum von E.

2: Aus 1.1“max ist < Supremum von E” und
aus 1.2%p ist < _Supremum von E”
folgt via 171-1: max = [i.
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171-3. Da es sich bei S um eine < _Kette handelt, ist jedes < minimale Element
von F mit £ C S ein < _Minimum von FE. Ahnliches gilt fiir < _maximale
Elemente von E:

171-3(Satz)

a) Aus “uin ist < _minimales Element von E”und “E CS”
folgt “pin ist < _Minimum von E7.

b) Aus “paz ist < _maximales Element von E”und “E CS”
folgt “pazx st < _Mazimum von E7.

Beweis 171-3 a) VS gleich  (pin ist < _minimales Element von E) A (E C 8S).

1: Aus VS gleich “... F CS”
folgt via 157-2: F ist < Kette.

2: Aus 1“F ist < _Kette” und
aus VS gleich “pin ist < minimales Element von E...”
folgt via 45-3: pin ist < _Minimum von F.

b) VS gleich (naz ist < _maximales Element von E) A (E CS).

1: Aus VS gleich “... F C S”
folgt via 157-2: E ist < Kette.

2: Aus 14 F ist < _Kette” und
aus VS gleich “pax ist < maximales Element von E...”
folgt via 45-4: paz ist < Maximum von E.

]
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171-4. Da < antiSymmetrisch ist und da S eine < _Kette ist, hat jede TeilKlas-
se von S hochstens ein < _minimales Element. Analoges gilt fiir < _maximale
Element von TeilKlassen von S:

171-4.(Satz)

a) Aus “uin ist < _minimales Element von E”
und “p ist < _minimales Element von E7
und “E CS”

folgt “pin =p”.
b) Aus “paz ist < _maximales Element von E”

und “p ist < _mazimales Element von E7
und “E CS”

folgt “pax =p”.
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Beweis 171-4 a) VS gleich

(pin ist < _minimales Element von F)
A(p ist < _minimales Element von F)

AE C8).
1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
1.2: Aus VS gleich “...E CS”
folgt via 157-2: F ist < _Kette.
2: Aus 1.1“< antiSymmetrisch” |
aus 1.2“ F ist < Kette”
aus VS gleich “puin ist < minimales Element von E...” und
aus VS gleich “...u ist < minimales Element von E...”
folgt via 46-6: win = f.
b) VS gleich (naz ist < _maximales Element von F)
A(p ist < maximales Element von E)
AE CS).
1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
1.2: Aus VS gleich “...E CS”
folgt via 157-2: F ist < Kette.
2: Aus 1.1“< antiSymmetrisch” |
aus 1.2“ F ist < Kette”
aus VS gleich “pax ist < maximales Element von E...”7 und
aus VS gleich “...u ist < maximales Element von E...”
folgt via 46-7: Hax = [i.
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171-5. Da < antiSymmetrisch ist, ergibt sich vorliegendes Resultat ohne allzu
viel Miihe aus 46-8,9:

171-5(Satz)

a) Aus “min ist < _Minimum von E”
und “uin ist < _minimales Element von E7”
folgt “min = puin”.

b) Aus “maz ist < _Mazimum von E7
und “pax st < _mazximales Element von E7
folgt “mazx = paz”.

Beweis 171-5 a) VS gleich (min ist < Minimum von F)

b)

A(pin ist < _minimales Element von FE).

: Aus AAVII® < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
: Aus 1“ < antiSymmetrisch” |

aus VS gleich “min ist < Minimum von E...” und

aus VS gleich “...uin ist < minimales Element von E”

folgt via 46-8: min = uin.

VS (max ist < _Maximum von E)
A(pazx ist < maximales Element von E).

: Aus AAVII® < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
: Aus 1“ < antiSymmetrisch” |

aus VS gleich “max ist < Maximum von E...” und

aus VS gleich “...pax ist < _maximales Element von E”

folgt via 46-9: maxr = puax.

]
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171-6. Nun wird die <-Version vom Satz vom Minimum bewiesen:

171-6(Satz) (<Satz vom Minimum)

Aus “0# E CS”und “E endlich”
folgt “3Q : Q ist < _Minimum von E7.

Beweis 171-6 VS gleich (0 # E CS) A (F endlich).

1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < transitiv.

1.2: Aus VS gleich “...E CS...”
folgt via 157-2: F ist < Kette.

2: Aus 1.1%< transitiv”,
aus 1.2“ F ist < Kette”
aus VS gleich “0# E...” und
aus VS gleich “... F endlich”
folgt via Satz vom Minimum: 340 : Q ist < Minimum von FE.

]
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171-7. Nun wird die <-Version vom Satz vom Maximum bewiesen:

171-7(Satz) (<Satz vom Maximum)

Aus “0# E CS”und “E endlich”
folgt <3 : Q ist < _Mazximum von E7.

Beweis 171-7 VS gleich (0 # E CS) A (E endlich).

1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < transitiv.

1.2: Aus VS gleich “...E CS...”
folgt via 157-2: F ist < Kette.

2: Aus 1.1%< transitiv”,
aus 1.2“F ist < Kette”
aus VS gleich “0# E...” und
aus VS gleich “... F endlich”
folgt via Satz vom Maximum: 40 : Q ist < Maximum von F.

]
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171-8. Hier wird der InfZwischenWertSatz fiir < adaptiert:

11

171-8(Satz) (<InfZwischenWertSatz)

Aus “inf ist < _Infimum von E”und “inf <p e E”

folgt “3¢: (€ € E)A(inf <€<p)”.

<-Notation.

Beweis 171-8 VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf <p € E).
1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< antiSymmetrisch).
1.2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”

folgt via 36-1(Def): inf untere < _Schranke von E.

2: Aus1.1“< Relationin S...” und
aus 1.2%inf untere < _Schranke von E”
folgt via 37-1: E CS.

3: Aus2“E CS”
folgt via 157-2:

4: Aus 1.1%... < antiSymmetrisch” ,
aus 3“ F ist < Kette”,
aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”7 |
aus VS gleich “...p € E” und
aus VS gleich “...inf <p...”
folgt via InfZwischenWertSatz:

F ist < _Kette.

3 : (€ € B) A (inf <€) A€ <p).

5: Aus 4

folgt: I (e E)N(inf <E<p).

]
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171-9. Nun wird der SupZwischenWertSatz fiir < adaptiert:

171-9(Satz) (<SupZwischenWertSatz)

Aus “sup ist < _Supremum von E7und “E > p < sup”

folgt “3¢: (€€ E)A (p < € < sup)”.

<-Notation.
Beweis 171-8 VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (E 3 p < sup).
1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< antiSymmetrisch).
1.2: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von F...”
folgt via 36-1(Def): sup obere < _Schranke von E.
1.3: Aus VS gleich “...E>p...”
folgt: peE k.
2: Aus1.1“< Relationin S...” und
aus 1.2“sup obere < _Schranke von E”
folgt via 37-1: ECS.
3: Aus2“E CS”
folgt via 157-2: E ist < Kette.
4: Aus 1.1%... < antiSymmetrisch” |

aus 3“ F ist < Kette”,

aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” |
aus 1.3“p € E” und

aus VS gleich “...p < sup”

folgt via SupZwischenWertSatz:

(e B)A(p <& A(E < sup).

: Aus 4

folgt: I (e E)N(p << sup).

]
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Eine Folgerung aus InfZwischenWertSatz, wenn inf ¢ K.
Eine Folgerung aus SupZwischenWertSatz, wenn sup ¢ K.

Ersterstellung: 10/05/12 Letzte Anderung: 10/05/12



14 MENGENLEHRE #172

172-1. Hat eine Klasse ein Infimum, aber kein Minimum, so ist jedes Infimum kein
Element dieser Klasse und nicht nur in diesem Fall kann InfZwischenWertSatz
modifiziert werden:

172-1(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) K ist M _Kette.
—) anf ist M _Infimum von K.
=) inf ¢ K.
—) pe K.
Dann gibt es &, so dass gilt:

e.l) (€ K.
e.2) inf. M £

e.3) ffﬁ,p.
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Beweis 172-1

1:

Aus —) “inf ist M _Infimum von K7 und
aus =) “pe K7
folgt via 36-3:

i Aus =) “p e K7 und

aus —) “inf ¢ K7
folgt via 0-1:

: Aus 2

folgt:

: Aus 1“inf_M_p” und

aus 3“inf #p”
folgt via 41-3:

: Aus =) “ M antiSymmetrisch” |

aus —) “ K ist M Kette” ,
aus —) “inf ist M _Infimum von K",
aus —) “p € K7 und

aus 4“inf_ ]{2 p”
folgt via InfZwischenWertSatz: 3¢ : (£ € K)

: Aus5¢...£ € K...” und

aus =) “inf ¢ K7
folgt via 0-1:

: Aus 6

folgt:

: Aus 5“...inf M £...” und

aus 7¢inf £ &7
folgt via 41-3:

: Aus 5¢dE...7

aus 6“... £ e K...”,
ir

aus 8“inf_ M £7 und
ir

aus 5“...&. M p”

folgt: (e K)N

15

mnf_M p.

p#nf.

inf # p.

inf- M p.

A (inf M€) A (€M p).

§F#inf.

inf #&.

mnf_ 112 £.

(inf- M ) A (€M ).
]
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172-2. Hat eine Klasse ein Supremum, aber kein Maximum, so ist jedes Supre-
mum kein Element dieser Klasse und nicht nur in diesem Fall kann SupZwi-
schenWertSatz modifiziert werden:

172-2(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) K ist M _Kette.
—) sup ist M _Supremum von K.
—) sup ¢ K.
—) pe K.
Dann gibt es &, so dass gilt:

e.l) (€ K.
e.2) pfﬁ,ﬁ.

e.3) &]& _sup.




MENGENLEHRE #172

Beweis 172-2

1:

Aus —) “sup ist M _Supremum von K7 und
aus =) “pe K7
folgt via 36-4:

: Aus =) “p e K7 und

aus —) “sup ¢ K7
folgt via 0-1:

: Aus 1“p_M _sup” und

aus 2“p # sup”
folgt via 41-3:

: Aus =) “ M antiSymmetrisch” |

aus —) “ K ist M Kette” ,
aus —) “sup ist M _Supremum von K7,
aus —) “p € K7 und

ir
aus 3“p_ M _sup”

17

p_M _sup.

p # sup.

p- M _sup.

folgt via SupZwischenWertSatz: 3¢ : (€ € K) A (p_ M _€) A (€M _sup).

: Aus4“.. .. e K...” und

aus —) “sup ¢ K7
folgt via 0-1:

: Aus 4“... &M _sup” und

aus 5“& # sup”
folgt via 41-3:

: Aus 4°dE..7

aus 4“... £ e K...7,
ir
aus 4“...p_- M &7 und
ir
aus 6“6 M _sup”

§ 7 sup.

& M _sup.

folgt: A (e K)N(p- ]@ )N (€ ]@ _sup).
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Einiges iiber < _Infima von F, die nicht in E sind.
Einiges {iber < _Suprema von FE, die nicht in E sind.

Ersterstellung: 10/05/12 Letzte Anderung: 12/05/12
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173-1. Falls inf ein < Infimum von E ist, das nicht in F ist, dann gibt es zu
jedem p € F ein £ € E mit inf < £ < p. Analoges gilt fiir < _Suprema von FE,
die nicht in E sind:

173-1(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”und “inf ¢ E”und “p € E”
folgt “3¢: (€ E)N(inf <& <p)”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von E”und “sup ¢ E”und “p € E”
folgt “3¢: (€ E)N(p <& < sup)”.

<-Notation.

Beweis 173-1 a) VS gleich  (inf ist < Infimum von E) A (inf ¢ E)A (p € E).

1.

1.

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...”
folgt via 157-3: FE CS.

2: Aus1.2“E CS”
folgt via 157-2: F ist < _Kette.

3: Aus 1.1“< antiSymmetrisch” |
aus 2“F ist < Kette”,
aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”7 |
aus VS gleich “...inf ¢ E...” und
aus VS gleich “...pe E”
folgt via 172-2: (e E)N(inf <& N(E<p).

4: Aus 3
folgt: (e E)N(inf <& <p).
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1.

1.

1:

2:

ARITHMETIK #173

Beweis 173-1 b) VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (sup ¢ E)A (p € E).

Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

Aus VS gleich “sup ist < Supremum von E...”

folgt via 157-3: FE CS.
: Aus1.2“ECS”

folgt via 157-2: F ist < _Kette.

: Aus 1.1“< antiSymmetrisch” |

aus 2“ F ist < Kette”,

aus VS gleich “sup ist < Supremum von E...” |
aus VS gleich “...sup ¢ FE...” und

aus VS gleich “...pe E”

folgt via 172-1: (e E)N(p <& N(E<sup).
: Aus 3
folgt: (€ E)N(p <& <sup).

]
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173-2. Nicht zuletzt auf Grund der “globalen < _Ketten-Struktur” von S ist die
nunmehrige Alternative von 173-1, in der weder x noch y Elemente von E sein
miissen, verfiighar:

173-2(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”und “inf ¢ E”und “inf <z’
folgt “3¢: (€ E)AN(inf <&<x)”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von E”und “sup ¢ E”und “y < sup”
folgt “3E: (€ E)N(y <& < sup)”.

<-Notation.
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Beweis 173-2 a) VS gleich (inf ist < _Infimum von E) A (inf ¢ E) A (inf < x).

1: Es gilt: Va: (o€ E)= (v <a)
V
3 (E € E) A (m(r <9)).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall Va:(a € E)= (z < a).

2: Aus VS gleich “...inf <a”

folgt via 107-9: x €S.
3: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in §”
folgt via 34-14: dom (<) =S.

4: Aus 2“2z €S” und
aus 3“dom (<) =S”
folgt: z € dom ().

5: Aus 4“z € dom (<)” und
aus VS gleich “Va: (€ F) = (z < a)”

folgt via 35-1(Def): x untere < _Schranke von E.
6: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...” und

aus 5“x untere < _Schranke von E”

folgt via 36-1(Def): x <inf.
7: Aus 6“z <inf”

folgt via 107-13: S(inf < x).

8: Esgilt 7¢—(inf <x)”.
Es gilt VS gleich “...inf <x”.
Ex falso quodlibet folgt: (e E)N(inf <& <ux).
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Beweis 173-2 a) VS gleich (inf ist < _Infimum von E) A (inf ¢ E) A (inf < x).

’Fallunterscheidung‘

2.1:

Aus VS gleich “inf ist < Infimum von FE
aus 1.2.Fall“...£ € E..”
folgt via 36-3:

: Aus 1.2.Fall“...£ € E...” und

aus VS gleich “...inf ¢ E...”7
folgt via 0-1:

: Aus VS gleich “...inf < x”

folgt via 107-9:

: Aus 2.1%inf < &7

folgt via 107-3:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 2.3z € S” und

aus 3.1“€ € 8S”
folgt via 107-14:

: Aus 2.1%nf < €7 und

aus 3.2%nf #¢£7
folgt via 41-3:

D Aus 4.14(z <& V(<) und

aus 1.2.Fall“...=(x <&)”
folgt:

: Aus4.2%nf <€” und

aus 5“¢ < a”
folgt:

: Aus 1.2.Fall®3¢...7,

aus 1.2.Fall“...£ € E...” und
aus 6“inf <& <z’

folgt: 3¢

.7 und

3 (e B)A (o <))
inf <&

§Finf.
T €S.

¢eS.

inf #¢&.

(x <&V (£ <x).

inf <.

&< .

inf <€ <.

(€ E)A(inf <& <ux).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(e E)N(inf <& <ux).
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Beweis 173-2 b)

VS gleich (sup ist < _Supremum von F) A (sup ¢ E) A (y < sup).
1: Es gilt: Va:(a e E)= (a<y)
V

3 (Ee B)A (=€ <y))

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall Va:(a € E)= (a<y).
2: Aus VS gleich “...y < sup”
folgt via 107-9: y €S.
3: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-14: ran (<) =S.

4: Aus2“y €S” und
aus 3“ran (<) =S”
folgt: y € ran ().

5: Aus4“yeran(<)” und
aus VS gleich “Va: (a € E) = (o <y)”

folgt via 35-1(Def): y obere < _Schranke von E.
6: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F...” und

aus 5“y obere < _Schranke von E”

folgt via 36-1(Def): sup < .

7: Aus 6“sup <y”
folgt via 107-13: —(y < sup).

8: Esgilt 7“—(y < sup)” .
Es gilt VS gleich “...y < sup”.
Ex falso quodlibet folgt: I (€€ E)A(y << sup).
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Beweis 173-2 b)

25

VS gleich (sup ist < _Supremum von F) A (sup ¢ E) A (y < sup).

’Fallunterscheidung‘

b2

2.1: Aus VS gleich “inf ist < _Supremum von E...” und

aus 1.2.Fall“...£e E..

2.2: Aus1.2.Fall“...£€ E...”und
aus VS gleich “...sup ¢ E...”

2.3: Aus VS gleich “...y < sup”

3: Aus 2.14¢ < sup”

4.1: Aus 3“€€S” und
aus 2.3“y € S”

4.2: Aus2.1“¢ < sup” und
aus 2.2“¢ # sup”

5: Aus4.14(<y)V(y<§)” und
aus 1.2.Fall“...=(¢ <y)”

6: Aus 5y < ¢” und
aus 4.2“¢ < sup”

7: Aus 1.2.Fall“3¢...”,
aus 1.2.Fall“...£¢ € E...” und
aus 6“y < & < sup”

3 (€€ E)A((E <))

folgt via 36-4: & < sup.

folgt via 0-1: & # sup.
folgt via 107-9: y €S.

folgt via 107-3: £es.

folgt via 107-14: €<y Vv(y<9.

folgt via 41-3: & < sup.

folgt: y < €.

folgt: y < & < sup.

folgt: I (€€ E)A(y << sup).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(e B)N(y << sup).

]
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173-3. Falls inf ein reelles < _Infimum von E ist, ist die vorliegende Modifika-
tion von 173-2a) verfiighbar. Ahnlich kann fiir ein reelles < _Supremum von E
argumentiert werden:

173-3(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”
und “inf ¢ E7
und “inf € R”
und “0 < a” folgt “3¢: (€ E)N(inf <& <a-+inf)”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von E”
und “sup ¢ E”
und “sup € R”
und “0<a” folgt “3¢: (£ € E)N(—a+ sup <& < sup)”.

RECH. <-Notation.

Beweis 173-3 a)
VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf ¢ E) A (inf € R) A (0 < a).

1: Aus VS gleich “...0 < a” und
aus VS gleich “...inf € R...”

folgt via VR<: (inf)+0 < (inf) + a.
2.1: Aus VS gleich “...inf e R...”

folgt via AAV: (inf) +0=inf.
2.2: Via FSA gilt: (inf)+a=a+inf.

3: Aus 1“(inf)+0 < (inf) +a” und
aus 2.1“(inf) + 0 =inf”
folgt: inf < (inf) + a.

4: Aus 3“inf < (inf)+a)” und
aus 2.2“(inf) +a=a+inf”
folgt: inf <a+inf.

5: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F..." |
aus VS gleich “...inf ¢ E...” und
aus 4“inf <a+inf”
folgt via 173-2: (e E)N(inf <& <a+inf).
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Beweis 173-3 b)
VS gleich (sup ist < Supremum von E) A (sup ¢ E) A (sup € R) A (0 < a).

1: Aus VS gleich “0 < a”
folgt via 109-16: —a < 0.

2: Aus 1“—a < 0” und
aus VS gleich “...supeR...”

folgt via VR<: (sup) —a < (sup) + 0.
3.1: Aus VS gleich “...sup e R...”

folgt via AAV: (sup) + 0 = sup.
3.2: Via FS—+ gilt: —a + sup = (sup) — a.

4: Aus 2“(sup) —a < (sup) +0” und
aus 3.1 (sup) +0 = sup”
folgt: (sup) — a < sup.

5: Aus 3.2“—a+ sup = (sup) — a” und
aus 4“(sup) —a < sup”
folgt: —a + sup < sup.

6: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von F...”
aus VS gleich “...sup ¢ E...” und
aus 5“—a + sup < sup”
folgt via 173-2: A (€ E)N(—a+ sup <& < sup).

]
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173-4. Zur Vorbereitung des Folgenden werden einige gerne verwendeten Schluss-
folgerungen aus “ Ungleichungs-Ketten” gezogen. Interessanter Weise muss weder
in b) noch in ¢) eine Forderung an x oder a erhoben werden - die Untersuchungen
zeigen, dass aus den jeweiligen Voraussetzungen x € R und 0 < a folgt:

173-4(Satz)
a) Aus “x<p<qg<y’folgt  O<qg—p<y—zx”.
b) Aus “e<p<qg<a-+z”folgt “O<qg—p<a”.

c) Aus “—a+x<p<qg<z’folgt ‘0O<qg—p<a”.

RECH. <.-Notation
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Beweis 173-4 a) VS gleich r<p<qg<y.

1.1: Aus VS gleich “z <p<gq...”
folgt via 107-12: p € R.

1.2: Aus VS gleich “...p<qg<y”
folgt via 107-12: qg <R

1.3: Aus VS gleich “x <p...”
folgt via 109-14: —p < —x.

2.1: Aus1.1“peR”
folgt via 96-36: —p+p=0.

2.2: Aus VS gleich “...p<g¢q...” und
aus 1.1“p e R”
folgt via VR<: —p+p<-p+gq.

2.3: Aus 1.3“—p < —z” und
aus 1.2“qg € R”
folgt via VR<: g+ (—p) < g+ (—z).

3.1: Aus 2.2“-p+p< —p+¢q” und
aus 2.1“—p+p=0"~
folgt: 0<—p+gq.

3.2: Aus2.3“g+ (—p) < g+ (—z)” und

aus “qg+ (—p)=q—1p”

folgt: qg—p<q+(—x).
3.3: Vla FS—+ gllt —p+q:q_p_

4.1: Aus3.2“¢g—p<q+(—x)” und
aus “q+ (—z) =q—2”
folgt: q—p<q—uw.

4.2: Aus3.1“0< —p+¢” und
aus 3.3“—p+qg=q—1p”
folgt: 0<q—p.

5: Aus4.2“0<qg—p” und
aus 4.1“q—p<q—2a”
folgt via 107-12: qg—pé€eR.
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Beweis 173-4 a) VS gleich

6.1: Aus VS gleich “z < p...”
folgt via 107-9:

’Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #173

r<p<qg<y.

(x eR)V (x = —0).

10:

11:

6.1.1.Fall

T:

Aus VS gleich “...q <y” und
aus 6.1.1.Fall“x € R”
folgt via VR<:

: Via FS—+ gilt:
: Via FS—+ gilt:
P Aus 7 -z 4+g< —x+y” und

aus 8.1“qg—x=—-x+¢q”
folgt:

Aus 9“g—z < —x+y” und
aus 8.2“—x4+y=y—a”
folgt:

Aus4.1“g—p<qg—2a” und
aus 10“g—z<y—a”
folgt via 107-8:

z € R.

—rt+q<—x+y.
q—r=—T+gq.
—rt+y=y—ux.

qg—r < —Tr+y.

qg—r<y—=x.

qg—p<y-—wx.
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Beweis 173-4 a) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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r<p<qg<y.

6.1.2.Fall

7.1: Aus VS gleich “...q <y”
folgt via 107-9:

7.2: Aus VS gleich “...q <y”
folgt via 107-9:

8: Aus7.1%“—oco<y”
folgt via 41-3:

9: Aus 8“—o00 #y” und
aus 7.2y € S”
folgt via 165-4:

10: Aus 9%y — (—o0) = +00” und
aus 6.1.2.Fall“x = —c0”
folgt:

11: Ausb5“g—peR”
folgt via AAVII:

12: Aus 11“g—p < +00” und
aus 10“y —x = +00”
folgt:

qgq—p<y—wx.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

6.2: Aus4.2“0< q¢—p” und
aus Al gleich “g—p<y—2a”
folgt:

Al Ltq_p<y_m77

O<g—p<y—=x.
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Beweis 173-4 b) VS gleich “x <p<g<a+z”

1.1: Aus VS gleich “xz <p...”
folgt via 107-9:

1.2: Aus VS gleich “...¢q<a+a”
folgt via 107-9:

1.3: Aus VS gleich “z <p<g<a+zx”
folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Aus1.1“2z€S”
folgt via €SZ:

3: Aus 1.2 +2€S” und
aus 2“x € T”
folgt via 109-4:

4: Aus 3“a € S”
folgt via €SZ:

5: Aus VS gleich “z <p...”
folgt via 107-9:

’Fallunterscheidung‘
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T ES.

a+xz€S.

0<g—p<(a+z)—uz.

zeT.

a€s.

(a € T) A (a Zahl).

(x eR)V (x = —0).

6: Ausb5.1.Fall“x e R”
folgt via €SZ:

7: Aus 6“2z € C” und
aus 4“...a Zahl”
folgt via 160-3:

FS—+
9: Aus1.3“0<g—p<(a+z)—2z” und

aus 8“(a+xz)—x=...=a”
folgt:

8: (a+z)—z = —x+(a+x)FSA

z € R.

z € C.

—z+ (z+a)=a.

—z+ (z+a)La.

0<g—p<a.
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Beweis 173-4 b) VS gleich “x <p<g<a+z”

’Fallunterscheidung‘
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6.1: Aus1.2“a+z2€8S”
folgt via 95-20:

6.2: Aus 4“aqecT...”

aus 5.2.Fall“x = —o0”

8: Aus7“(a+z = —0o0)V (a+x=nan)” und
aus 6.1“a + x # nan”
folgt:

9: Aus VS gleich “...g <a+z” und
aus 8“a+z=—o0”
folgt:

10: Esgilt 9“¢ < —oc0”.
Via 107-7 gilt “—(g < —00)”.
Ex falso quodlibet folgt:

a + x # nan.
folgt via 119-1: (a + (—00) = —00) V (@ + (—o0) = nan).

7: Aus 6.2“(a+ (—OO) = —oo) \ (CL+ (_OO) — nan)w und

folgt: (a+x=—00)V (a+x=nan).

a+x = —00.

q < —0oQ.

0<g—p<a.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

O<g—p<a.
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Beweis 173-4 c¢) VS gleich “—a+z<p<qg<a”

1.1: Aus VS gleich “—a+2z <p...”
folgt via 107-9:

1.2: Aus VS gleich “...g < a”
folgt via 107-9:

1.3: Aus VS gleich “—a+zx<p<qg<uz”
folgt via des bereits bewiesenen a):

2.1: Aus 1.2z € S”
folgt via €SZ:

2.2: Aus “(—a)+ 2 =—a+ 2" und

aus 1.1“—a+x € S”

folgt:
2.3: x—(—a+2) " ="r—(—(a—ux))
3.1: Aus 2.2“(—a)+ 2 €S” und

aus 2.1z € T”

folgt via 109-4:

3.2: Aus1.3“0<g—p<zx—(—a+x)” und

aus 2.3“c — (—a+z)=...=x+(—x+a)”

folgt:

4.1: Aus3.1“—-a € S”
folgt via €SZ:

4.2: Aus3.1“—a € S”
folgt via 117-4:

5: Aus 4.2“a € S”
folgt via €SZ:
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—a+zx€S.

x € S.

0<gqg—p<z—(—a+ux).

zeT.

—a €8S.

0<gq—p<z+(—x+a).

—a e T.

a € S.

a Zahl.
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Beweis 173-4 c) VS gleich “—a+z<p<qg<a”

6: Aus VS gleich “...g < x”
folgt via 107-9:

’Fallunterscheidung‘
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(x e R)V (z = +00).

7: Aus6.1.Fall“zx e R”
folgt via €SZ:

8: Aus 7“2z € C” und
aus 5“a Zahl”
folgt via 160-3:

9: Aus3.2“0<q—p<az+(—z+a)” und
aus 8“c+ (—x+a)=...=a”
folgt:

z € R.

z € C.

x+ (—z+a)=a.

0<g—p<a.
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Beweis 173-4 c¢) VS gleich “—a+z<p<qg<a”

’Fallunterscheidung‘

6.2.Fall T = 4o0.
7.1: Aus1.1“—a+2€8S”
folgt via 95-20: —a + T # nan.

7.2: Aus4.1“—aeT...”
folgt via 119-1: ((—a) + (+00) = +o0) V ((—a) + (+00) = nan).

8.1: Aus “(—a)+ 2z =—a+ 2" und
aus 7.1“—a 4+ x # nan”
folgt: (—a) + = # nan.

8.2: Aus 7.2%((—a) + (+00) = +00) V ((—a) + (+00) = nan)” und
aus 6.2.Fall“x = +o00”
folgt: ((—a) + 2 = +00) V ((~a) + = = nan),

9: Aus 8.2%((—a) +x =+00)V(a+z=nan)” und
aus 8.1“(—a) + = # nan”

folgt: (—a) + z = +o0.
10: Aus 9“(—a) +x = 400” und

aus “(—a)+zx=—-a+a"

folgt: —a+x = +00.

11: Aus VS gleich “—a+ 2 < p” und
aus 10“—a+x = +00”
folgt: 400 < p.

12: Esgilt 11“400 < p”.

Via 107-7 gilt “ (400 < p)”.
Ex falso quodlibet folgt: 0<g—p<a.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0<qg—p<a.
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173-5. In Kombination von 173-2,3,4 ergibt sich der vorliegende Satz, der un-
ter den jeweiligen Voraussetzungen auf eine “Verdichtung” der Elemente von F
hindeutet:

173-5(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”
und “inf ¢ E”
und “inf e R”
und “0 <a”  folgt “I,n:(E€EE)NMeEE)N0<E—n<a)”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von E”
und “sup ¢ E”
und “sup € R”
und “0 <a”  folgt “I,n: (E€E)NMeEE)N0<E—n<a)”.

RECH. <-Notation.
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Beweis 173-5 a)

VS gleich

1:

AusVS gleich “inf ist < Infimum von E...7 |
aus VS gleich “...inf ¢ E..." |

aus VS gleich “...inf €R...” und

aus VS gleich “...0 < a”

ARITHMETIK #173

(inf ist < Infimum von E) A (inf ¢ E)A (inf € R) A (0 < a).

folgt via 173-3: (e E)N(inf <& <a+inf).

: Aus VS gleich “inf ist < _Infimum von E...”,

aus VS gleich “...inf ¢ F...” und
aus 1“...inf < ¢&...7

folgt via 173-2: dn:(ne E)A(inf <n<§).

: Aus 2¢. . inf <n < &7 und

aus 1“... & <a—+inf”
folgt:

s Aus 3“inf <n<é&<a+inf”

folgt via 173-4:

: Aus 143¢...7,

aus 2“dn...7,

aus 1“... £ e E...7 |
aus 2“...ne E...” und
aus 4“0 < &—n<a”

inf <n<€&<a+inf.

0<é&—n<a.

folgt: Kn:(E€EE)NMe EYN0<E—n<a).
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Beweis 173-5 b)

VS gleich

1:

AusVS gleich “sup ist < Supremum von E...”

aus VS gleich “...sup ¢ E..."” |
aus VS gleich “...sup € R...” und
aus VS gleich “...0 < a”
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(sup ist < Supremum von E) A (sup ¢ E) A (sup € R) A (0 < a).

folgt via 173-3: dn:(ne€E)AN(—a+ sup <n< sup).

: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von E'. ..

aus VS gleich “...sup ¢ E...” und
aus 1“...n < sup”
folgt via 173-2:

: Aus1“...—a+sup<n...” und

aus 2“...n < & < sup”
folgt:

 Aus 3“—a+sup <n <& <sup”

2
Y

3¢ (E€ E)N(n <& < sup).

—a+ sup < n < &< sup.

folgt via 173-4: 0<é—n<a.
: Aus 2¢9€...7

aus 1“dn...7,

aus 2“...E € E...7 |

aus 1“...ne E...” und

aus 4“0<&—n<a”

folgt: ¥n:(E€EE)ANMeEYN0<E—n<a).
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173-6. Hat F ein reelles < _Infiumum, das nicht zu F gehort, dann kann E keine
TeilKlasse von Z sein. Entsprechendes gilt fiir < _Suprema:

173-6(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”
und “inf ¢ E7
und “inf e R” folgt “E L 7.

b) Aus “sup ist < _Supremum von E”
und “sup ¢ E”
und “sup € R” folgt “E L 7.7
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Beweis 173-6
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RECH. <-Notation.

a) VS gleich “(inf ist < _Infimum von E) A (inf ¢ E) A (inf € R)”

1:

Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

(ECZ)V(~(ECZ).

2:

3.2:

3.3:

Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” |
aus VS gleich “...inf ¢ E...” |

aus VS gleich “...inf € R” und

aus 109-24“0 < 1”7

folgt via 173-5: In:(E€eE)Ane E)A0<E—n<]).
: Aus2¢...£€FE...7 und

aus 1.1.Fall“F C 7"
folgt via 0-4:
Aus 2“...ne E...” und

aus 1.1.Fall“EF C 7
folgt via 0-4:
Aus2“...0<&—n<1”
folgt via 142-3:

Aus 3.1“¢ € Z” und
aus 3.2“neZ”
folgt via 164-9:

: Aus 168-2“Z N ]0|1[ = 0" und

aus 3.3“¢ —n € ]0|1[”
folgt via 161-1:

: Esgilt 5“6 —n¢Z”.

Esgilt 4“6 —neZ”.
Ex falso quodlibet folgt:

¢eZ.

n € Z.

§—ne]oLf.

E—nel.

§—n¢Z

E¢1T.

Aus 1.2.Fall“—~(E C Z)”
folgt via 0-3:

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

E¢ 7.
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Beweis 173-6 b)
VS gleich “(sup ist < _Supremum von E) A (sup ¢ E) A (sup € R)”

1:

Es gilt: (ECZ)V(=(FECZ)).
Fallunterscheidung‘
ECZ.
2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F...” |

3.2:

3.3:

aus VS gleich “...sup¢ E...”,
aus VS gleich “...sup € R” und
aus 109-24“0 < 17

folgt via 173-5: n:(EeEE)ANneE)A(0<E—n<]).
. Aus2¢... € E...” und

aus 1.1.Fall“E C7Z”

folgt via 0-4: £eZ.

Aus 2“...ne E...” und
aus 1.1.Fall“E C 7

folgt via 0-4: n € Z.

Aus2“...0<&—n<1”

folgt via 142-3: E—ne]oi[.

Aus 3.1“¢€ €77 und
aus 3.2“neZ”

folgt via 164-9: &E—nel.
: Aus 168-2“Z N ]0|1[ = 0” und

aus 3.3“¢ —n e JO[1[”

folgt via 161-1: E-n¢L.
: Esgilt 54¢—n¢ 7.

Esgilt 4“6 —neZ”.

Ex falso quodlibet folgt: EZ7Z.

~(EC2).

Aus 1.2.Fall“—~(E C Z)”
folgt via 0-3: EZ7.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

E¢ 7.
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Einiges iiber x = {p}.
Einiges tiber x # {p}.

Ersterstellung: 10/05/12 Letzte Anderung: 06/09/12
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174-1. Hier wird Notwendiges und Hinreichendes dafiir angegeben, dass eine
Klasse gleich {p} ist:

174-1(Satz)
a) Aus “x={p}” folgt “Va:(a€x)= (a=p)".
b) Aus “z=0"und “p Unmenge” folgt “x = {p}”.

c) “0#z"und Va:(a€zx)= (a=p)”
genau dann, wenn “x = {p}”und “p Menge”.

d) “‘pex’und Va:(a€x)=(a=p)”
genau dann, wenn “x = {p}”und “p Menga” .

e) “0# x C{p}”genau dann, wenn “x = {p}”und “p Menge”.

) “0# {p} C x”genau dann, wenn “p € x”.

Beweis 174-1 a) VS gleich x = {p}.

@€

2: Aus Themal“a € 7 und
aus VS gleich “z = {p}”

folgt: a € {p}.
3: Aus 2“a € {p}”
folgt via 1-6: a=np.
Ergo Themal: Va: (a €x) = (a=p).
b) VS gleich (x =0) A (p Unmenge).

1: Aus VS gleich “...p Unmenge”
folgt via 1-4: {p} =0.

2: Aus VS gleich “z=0...” und
aus 1“{p} =07
folgt: z = {p}.
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Beweis 174-1 ¢) VS gleich (0 #x) A

(Va: (e €x)= (a=0p)).

2: Aus Themal.1“f € {p}”
folgt via 1-6:

3: Aus VS gleich “0# z...”
folgt via 0-20:

4: Aus 3“...Q€2” und
aus VS gleich “.. . Va: (a€x)= (a=p)”
folgt:

5: Aus 3“...Q2 € z” und

aus 4“1 =p”
folgt:

6: Aus 2“8 =p” und
aus 56“p e x”
folgt:

B € {p}.

peEwx.

B € x.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.

2:

Aus VS gleich “...Va: (e« €x) = (a=p)”
folgt via 1-10:

: Aus 1.2%2 C {p}” und

aus A1 gleich “{p} C x”
folgt via GleichheitsAxiom:

: Aus VS gleich “0# x...” und

aus 2“x = {p}”
folgt:

: Aus 3“0 # {p}”

folgt via 1-3:

: Aus 2“2z = {p}” und

aus 4“p Menge”
folgt:

VB :(Be{p}) = (Beux)

A1 « {p} g I,n

z C {p}.

z = {p}.

0 # {p}.

p Menge.

(z = {p}) A (p Menge).
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Beweis 174-1 c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x = {p}...”
folgt via 0-6:

1.2: Aus VS gleich “...p Menge”
folgt via 1-3:

2.1: Aus1.1%2 C{p}”
folgt via 1-10:

2.2: Aus 1.2“0 # {p}” und
aus VS gleich “z = {p}...”
folgt:

3: Aus 2.2 und
aus 2.1
folgt:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “pex...”
folgt via 0-20:

2: Aus 1“0 # 2”7 und

aus VS gleich “...Va: (a € ) = («
folgt via des bereits bewiesenen c):

d) VS gleich

MENGENLEHRE #174

(z = {p}) A (p Menge).

z C {p}.

0 # {p}.

0#£2)ANVa: (a€xz)= (a=p)).

pex)ANVa: (a€x)=(a=Dp)).

7

)
(z ={p}) A (p Menge).

(z = {p}) A (p Menge).

1.1: Aus VS gleich “(x = {p}) A (p Menge)”

folgt via des bereits bewiesenen c):

1.2: Aus VS gleich “...p Menge”
folgt via 1-3:

2: Aus 1.2“p € {p}” und
aus VS gleich “z = {p}...”
folgt:

3: Aus 2“p e x” und

aus 1.1Va: (e € ) = (a =

folgt:

pewx.
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Beweis 174-1 e) VS gleich
1: Aus VS gleich “...x C{p}”

folgt via 1-10:

2
aus 1“(z =0) V (x = {p})”
folgt:

3: Aus VS gleich “0# z...” und
aus 2“x = {p}”
folgt:

4: Aus 3“0 # {p}”~
folgt via 1-3:

5: Aus 2“z = {p}” und

aus 4“p Menge”
folgt:

e) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z = {p}...”

folgt via 0-6:

1.2: Aus VS gleich “...p Menge”

folgt via 1-3:

2: Aus 1.2“0 # {p}” und
aus VS gleich “z = {p}...”

folgt:

3: Aus 2“0 # 2”7 und
aus 1.1%2 C {p}”

folgt:

) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 # {p}...”

folgt via 1-3:

2: Aus 1“p Menge”
folgt via 1-3:

3: Aus 2“p € {p}” und
aus VS gleich “...{p} Cz”

folgt via 0-4:

: Aus VS gleich “0# x...” und
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0#x C {p}.

(z=0)V (z={p}).

r = {p}.

0 # {p}.

p Menge.

(z = {p}) A (p Menge).

(z = {p}) A (p Menge).

z C {p}.

0 # {p}.

0 # x.

0#xC{p}.
0# {p} Cz.

p Menge.

p € {p}.

peewx.
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Beweis 174-1 £) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p € z”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “p e x”
folgt via 1-8:

2: Aus 1.1%“p Menge”
folgt via 1-3:

3: Aus 2“0 # {p}” und
aus 1.2“{p} Cz”
folgt:

MENGENLEHRE #174

peEwx.

p Menge.

{r} C .

0# {p}.

0# {p} C =
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174-2. Nun wird ein Kriterium dafiir angegeben, dass ein Klasse ungleich {p}
ist:

174-2(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x # {p}.
ii) “(z =0) A (p Menge)” oder “3IQ: (Q € x) N (Q#p)”.
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Beweis 174-2 VS gleich

1:

MENGENLEHRE #174

x # {p}.

Es gilt: (0#x)V(z=0).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall 0 # .
2: Es gilt: Va: (a€x) = (a=0p)
V
A0 (Qex)A(Q#Dp).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall Va: (a € x) = (a=0p)
3: Aus 1.1.Fall“0 # 2” und
aus 2.1.Fall“Va: (e € z) = (o =p)”
folgt via 174-1: x = {p}.
4: Esgilt 3“2 = {p}”.
Es gilt VS gleich “x # {p}” .
Ex falso quodlibet folgt: I (ex)A(Q#Dp).
2.2.Fall I (Qex)A(Q#Dp).
’Ende Fallunterscheidung |In beiden Fillen gilt:
I (Qex)N(Q#Dp).
1.2.Fall z = 0.
2: Aus VS gleich “z # {p}” und
aus 1.2.Fall“z =0"
folgt: 0 # {p}.
3: Aus 290 # {p}”
folgt via 1-3: p Menge

4: Aus1.2.Fall“xz =0" und
aus 3“p Menge”
folgt:

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

((x=0) A (p Menge)) V (3Q: (2 € ) A (2 # p)).
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Beweis 174-2

o1

VS gleich ((x =0) A (p Menge)) V (3Q: (2 € x) A (2 #Dp)).
1: Nach VS gilt: ((x =0) A (p Menge)) V (3Q: (2 e x)A(2#Dp)).
’Fallunterscheidung‘
(= 0) A (p Menge).
2: Aus1.1.Fall“...p Menge”
folgt via 1-3: 0 # {p}.
3: Aus1.1.Fall“z=0...” und
aus 2“0 # {p}”
folgt: z # {p}.
30 () A (Q#D).
2: Bs gilt: (2 # () V (@ = {p}).
’Fallunterscheidung‘
z # {p}.
z = {p}.

3: Aus1.2.Fall“...Q€x...”und
aus 2.2.Fall“x = {p}”

folgt: Qe {p}.
4: Aus 3“Q e {p}”
folgt via 1-6: Q =np.

5: Esgilt 4“Q=p”.
Es gilt 1.2.Fall“...Q#p".
Ex falso quodlibet folgt: x # {p}.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: z # {p}.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

z # {p}.
0
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174-3. Aus 174-2 ergibt sich ein einfaches Kriterium fiir 0 # = # {p}:

174-3(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#x # {p}.

ii) I (Qex) A (Q#Dp).

Beweis 174-3 VS gleich 0 # x # {p}.
1: Aus VS gleich “...z # {p}”
folgt via 174-2: ((x =0) A (p Menge)) V (3Q: (2 € x)A (2 #Dp)).

2: Aus 1“((z =0) A (p Menge)) V (IQ: (Q € z) A (2 #p))” und
aus VS gleich “0# x...”

folgt: A0 (Qex)A(Q#Dp).
VS gleich I (Qex)A(Q£Dp).
1.1: Aus VS gleich “...Qexz...”

folgt via 0-20: 0 # x.

1.2: Aus VS gleich “3Q: (Q e x) A (Q#p)”
folgt via 174-2: x # {p}.

2: Aus 1.1“0# 2”7 und

aus 1.2%x # {p}”
folgt: 0# z # {p}.
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174-4. Gelegentlich ist es hilfreich, eine Quantoren-freie Version von 174-1a)
und von 174-3ii)=-i) zur Verfiigung zu haben:

174-4(Satz)
a) Aus {(x:{p}ﬁund “qexﬁfol‘gt (Cq:p”‘
b) Aus “q e x”und “q#p”folgt “0# x # {p}”.

Beweis 174-4 a) VS gleich (x ={p}) N (q € x).

1: Aus VS gleich “...q € x”7 und
aus VS gleich “z = {p}...”

folgt: q € {p}.
2: Aus 1“q € {p}”

folgt via 1-6: q =D
b) VS gleich (g€ x)N(q#Dp).
1.1: Aus VS gleich “ge€x...”

folgt via 0-20: 0 # x.
1.2: Es gilt: (x ={p}) V (= # {p}).

Fallunterscheidung‘

= {p}.

2: Aus1.2.1.Fall“z = {p}’ und
aus VS gleich “gez...”
folgt via des bereits bewiesenen a): q=0p.

3: Esgilt 2“g=p".
Es gilt VS gleich “...q #p”.

Ex falso quodlibet folgt: x # {p}.
v )
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ALl “a £ A{p}”

2: Aus 1.1“0# 2”7 und

aus A1 gleich “xz # {p}”
folgt: 0 # x # {p}.
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Einiges iiber E mit reellem < _Infimum.
Einiges iiber E mit reellem < _Supremum.

Ersterstellung: 10/05/12 Letzte Anderung: 14/06/12



ARITHMETIK #175

175-1. Die vorliegenden Aussagen verkiirzen spéter Einiges:

5}

175-1(Satz)
a) Aus “x <y’und “y# +o0” folgt “x < 400’ und “y < +o0”.

b) Aus “x <y’und “x # —o0” folgt “—oc0 < x”und “—oc < y”.

<-Notation.
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Beweis 175-1 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “x <wy...”

folgt via 107-3:

: Aus 14y €87

folgt via 107-5:

i Aus 2y < 400” und
aus VS gleich “...y # +00”

folgt via 41-3:

: Aus VS gleich “x <wy...” und

aus 3“y < +00”
folgt via 107-8:

: Aus 4%z < +o0” und

aus 3“y < +o00”
folgt:

b) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “ox <y...”

folgt via 107-3:

Aus VS gleich “...x # —o0”

folgt:

: Aus 1.1%2 € §”

folgt via 107-5:

: Aus 2 —00 < z”7 und

aus 1.2“—o0 £ 2”7
folgt via 41-3:

: Aus 3¥—oco < 7 und
aus VS gleich “z <y...”

folgt via 107-8:

: Aus 3“—oco < 2”7 und

aus 4“—oco < y”
folgt:

ARITHMETIK #175

(z <y) A (y # +00).

y €S.

y < +o00.

Yy < +00.

r < 4+00.

(x < +00) A (y < +00).

(z <y) A (x # —00).

T €S.

—o0 < .

—00 < ¥.

(—oo0 < x) A (=00 < y).
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175-2. Hier wird untersucht, welche notwendigen und hinreichende Bedingungen

Klassen FE, die ein reelles < Infimum haben, begleiten:

175-2(Satz)

a) Aus “0# E # {+o0}”
und “u untere < _Schranke von E”
und “u # —o0”
folgt “3Q: (Q ist < _Infimum von E) A (Q € R)”.

b) Aus “inf ist < _Infimum von E” und “inf € R”
folgt “0 # E # {+o0}”und “E CS”
und “3V : (¥ untere < _Schranke von E) N\ (V € R)”.

<-Notation.

Beweis 175-2 a)
VS gleich (0 # E # {+00}) A (u untere < _Schranke von F) A (u # —00).
1.1: Aus VS gleich “0 # E # {+o0}...”

folgt via 174-3: AV (¥ e BE) A (¥ # 400).
1.2: Aus VS gleich “...u untere < _Schranke von E...”

folgt via 157-3: (ueS)A(ECS).
2.1: Aus VS gleich “...u untere < _Schranke von E...” und

aus 1.1“... v e F...7

folgt via 35-1(Def): u <.
2.2: Aus1.2“...ECS”

folgt via 157-4: 30 : Qist < Infimum von E.
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Beweis 175-2 a)
VS gleich (0 # E # {+o0}) A (u untere < Schranke von F) A (u # —00).

3.1: Aus 2.1“u < ¥” und
aus 1.1“... U £ 400”7
folgt via 175-1: U < 4o00.

3.2: Aus 2.1y < U¥” und
aus VS gleich “...u # —o0”

folgt via 175-1: —00 < U.
3.3: Aus 2.2%...Q1ist < _Infimum von £” und

aus VS gleich “...u untere < _Schranke von E...”

folgt via 36-1(Def): u < Q.

3.4: Aus 2.2“...Q1ist < _Infimum von £” und
aus 1.1“... e F...7
folgt via 36-3: Q<.

4.1: Aus 3.2“—0c0 < u” und
aus 3.3y < Q7
folgt via 107-8: —00 < €.

4.2: Aus 3.4“Q < U7 und
aus 3.1“V¥ < +o0”
folgt via 107-8: Q < 4o00.

5: Aus4.1“—o00 < 7 und
aus 4.2“0Q < +o0”
folgt via 107-4: QeR.

6: Aus2.2“d0...7,
aus 2.2%...Q ist < Infimum von £...” und
aus 5“Q € R”
folgt: 30 : (Q ist < Infimum von E) A (2 € R).
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Beweis 175-2 b) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf € R).
1.1: Es gilt: JU U =inf.

1.2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”
folgt via 36-1(Def): inf untere < _Schranke von E.

1.3: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”
folgt via 157-3: ECS.

1.4: Aus VS gleich “...inf € R”
folgt via 95-17: inf # +oo.

2.1: Aus1.1“... ¥ =inf” und
aus 1.2“inf untere < Schranke von E”
folgt: VU untere < _Schranke von E.

2.2: Aus1.1“... ¥ =inf” und
aus VS gleich “...inf € R”
folgt: v eR.

3.1: Aus 1.143¥...7,
aus 2.1V untere < _Schranke von £” und

aus 2.2°¥ € R”
folgt: IV : (¥ untere < _Schranke von E) A (¥ € R).
3.2: Es gilt: (E=0)V(0#£E).

’Fallunterscheidung‘

3.2.1.Fall E=0.

4: Aus 157-5%400 ist < _Infimum von 0” und
aus 3.2.1.Fall“E =0"

folgt: 400 ist < _Infimum von E.
5: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...” und

aus 4“+oo ist < _Infimum von E”

folgt via 171-1: inf = +oo0.

6: Esgilt 5“inf =+400”.
Es gilt 1.4“inf # 4007 .

Ex falso quodlibet folgt: 0+#FE.
3.2.2.Fall 0#£F.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: Al “0#E”7
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Beweis 175-2 b) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf € R).

3.3: Es gilt: (E ={+400}) V (E # {+00}).

’Fallunterscheidung‘

3.3.1.Fall E = {+o0}.
4: Aus 95-11“400 € §”
folgt via 157-6: +o0 ist < Minimum von {+0c0}.

5: Aus 4“+4o00 ist < Minimum von {+oco}”
folgt via 38-6: +o0 ist < Infimum von {+o0}.

6: Aus 5“+4o00 ist < Infimum von {4+o00}” und
aus 3.3.1.Fall“F = {+o0}”

folgt: 400 ist < Infimum von E.
7: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” und

aus 6“+oo ist < _Infimum von E”

folgt via 171-1: inf = +oo.

8: Esgilt 7“inf = 400" .
Es gilt 1.4“inf # +o00” .

Ex falso quodlibet folgt: E # {+o0}.
E # {+o0}.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: A2| “E # {+o0}”

3.4: Aus Al gleich “0 # E” und
aus A2 gleich “FE # {4o00}”
folgt: 0# E # {+00}.

4: Aus 3.4“0# E # {+o00}”,
aus 1.3“EF CS” und
aus 3.1“3¥ : (U untere < _Schranke von E) A (¥ € R)”
folgt: (0 # E # {+00}) A
A(FV¥ : (U untere < _Schranke von E) A (
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175-3. Hier wird untersucht, welche notwendigen und hinreichende Bedingungen
Klassen FE, die ein reelles < _Supremum haben, begleiten:

175-3(Satz)
a) Aus “0# E # {—oc0}”

und “o obere < _Schranke von E”
und “o # 400”
folgt “3Q : (Q ist < _Supremum von E) A\ (2 € R)”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von E”und “sup € R”
folgt “0 # E # {—oc}”und “E CS”
und “3V : (¥ obere < _Schranke von E) N\ (¥ € R)”.

<-Notation.

Beweis 175-3 a)
VS gleich (0 # E # {—00}) A (0 obere < _Schranke von E) A (0 # +00).
1.1: Aus VS gleich “0 # E # {—o0}...”

folgt via 174-3: AV (Ve B)A (¥ # —00).
1.2: Aus VS gleich “...0 obere < _Schranke von E...”

folgt via 157-3: (0 €S)N(E CS).
2.1: Aus VS gleich “...0 obere < _Schranke von E...” und

aus 1.1“... v e F...7

folgt via 35-1(Def): U <o.

2.2: Aus1.2“...ECS”
folgt via 157-4: 30 : Q ist < Supremum von F.
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Beweis 175-3 a)
VS gleich (0 # E # {—0o0}) A (0 obere < Schranke von E) A (0 # +00).

3.1: Aus 2.1“¥ < 0”7 und
aus VS gleich “...0 # +00”
folgt via 175-1: 0 < 4o00.

3.2: Aus 2.1“¥ < 0”7 und
aus 1.1“... W #£ —oc0”

folgt via 175-1: —o0 < V.
3.3: Aus 2.2“...Qist < _Supremum von F” und

aus VS gleich “...0 obere < _Schranke von E...”

folgt via 36-1(Def): Q<o

3.4: Aus 2.2“...Q ist < _Supremum von F” und
aus 1.1“... e F...7
folgt via 36-4: U <O

4.1: Aus 3.2“—-0c0 < V¥” und
aus 3.4“¥ < Q”
folgt via 107-8: —00 < €.

4.2: Aus 3.3“0 <0” und
aus 3.1%0 < +00”
folgt via 107-8: Q) < 4o00.

5: Aus4.1“—o00 < 7 und
aus 4.2“0Q < +o0”
folgt via 107-4: QeR.

6: Aus2.2“d0...7,
aus 2.2%...Q ist < Supremum von E ...
aus 5“Q e R”
folgt: 30 : (Q ist < Supremum von E) A (2 € R).

7

und
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Beweis 175-3 b) VS gleich (sup ist < _Supremum von FE) A (sup € R).
1.1: Es gilt: JU U = sup.

1.2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...”
folgt via 36-1(Def): sup obere < _Schranke von E.

1.3: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von F...”
folgt via 157-3: E CS.

1.4: Aus VS gleich “...sup € R”
folgt via 95-17: sup # —o0.

2.1: Aus1.1“... ¥ =sup” und
aus 1.2“sup obere < _Schranke von E”
folgt: WU obere < _Schranke von FE.

2.2: Aus1.1“... ¥ =sup” und
aus VS gleich “...sup € R”
folgt: v eR.

3.1: Aus 1.143¥...7,
aus 2.1“W obere < _Schranke von 7 und

aus 2.2°¥ e R”
folgt: 3V : (¥ obere < _Schranke von E) A (¥ € R).
3.2: Es gilt: (E=0)V(0#£E).

’Fallunterscheidung‘

3.2.1.Fall E=0.

4: Aus 157-5“ —o00 ist < _Supremum von 0” und
aus 3.2.1.Fall“E =0"
folgt: —o0 ist < _Supremum von E.

7

5: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” und
aus 4“ —oo ist < _Supremum von E”
folgt via 171-1: sup = —00.

b2

6: Esgilt 5“sup=—o0".
Es gilt 1.4“sup # —oc0” .
Ex falso quodlibet folgt: 0#E.

3.2.2.Fall 0#E.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: Al “0#E”7
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Beweis 175-3 b) VS gleich

3.3:

3.4:

ARITHMETIK #175

(sup ist < _Supremum von E) A (sup € R).

Es gilt: (E ={—00})V (E # {—0o0}).
’Fallunterscheidung‘
E = {~co}.
4: Aus 95-11“—0c0 € §”
folgt via 157-6: —o0 ist < Maximum von {—o0}.
5: Aus 4“—o0 ist < Maximum von {—oco}”
folgt via 38-7: —00 ist < _Supremum von {—oo}.
6: Aus 5“—o0 ist < _Supremum von {—oo0}” und
aus 3.3.1.Fall“F = {—c0}”
folgt: —o0 ist < _Supremum von F.
7: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F...” und
aus 6“—oo ist < _Supremum von E”
folgt via 171-1: sup = —o0.
8: Esgilt 7“sup = —00”.
Es gilt 1.4“sup # —oc0” .
Ex falso quodlibet folgt: E # {—o0}.
E # {~oo}.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: A2| “E # {—o0}”
Aus A1 gleich “0 # E” und
aus A2 gleich “FE # {—o0}”
folgt: 0#FE # {—o0}.
: Aus 3.440# E # {—o0}”,
aus 1.3“E CS” und
aus 3.1“3W : (U obere < _Schranke von E) A (¥ € R)”
folgt: (0# E #{—00}) AN(ECS)
AV : (¥ obere < _Schranke von E) A (U € R)
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175-4. Aus 175-2,3 ergibt sich leicht Hinreichendes dafiir, dass eine reelle Klasse
E ein reelles < _Infimum oder ein reelles < _Supremum hat:

175-4(Satz)
a) Aus “0# E CR”

und “u untere < _Schranke von E”
und “u # —o0”
folgt “3Q: (Q ist < _Infimum von E) A (Q € R)”.

b) Aus “0# E CR”
und “o obere < _Schranke von E”
und “o # 4o00”
folgt “3W : (¥ ist < _Supremum von E) A (¥ € R)”.
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Beweis 175-4 a)

VS gleich (0 # E C R) A (u untere < Schranke von F) A (u # —00).
1.1: Es gilt: (E = {+00}) V (E # {+0o0}).
Fallunterscheidung‘
E = {+o0}.

2: Aus VS gleich “...ECR...” und
aus 1.1.1.Fall“F = {+c0}”

folgt: {+oc0} CR.
3: Aus 95-3“ 400 Menge”
folgt via 1-3: +oo € {+00}.

4: Aus 3“400 € {+00}” und
aus 2“ {400} CR”
folgt via 0-4: 400 € R.

5: Esgilt 4“+c0o € R”.
Via AAT gilt “+o00 ¢ R”.

Ex falso quodlibet folgt: E # {+o0}.
E # {+oc}.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al| “E # {+o00}”

1.2: Aus VS gleich “0# E...” und
aus A1 gleich “E # {+o0}”

folgt: 0+# E # {+o0}.
2: Aus 1.2“0# E # {400} 7,
aus VS gleich “...u untere < _Schranke von E'...” und

aus VS gleich “...u # —o0”
folgt via 175-2: 30 : (2 ist < Infimum von E) A (©2 € R).
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Beweis 175-4 b)

VS gleich (0 #£ E CR) A (0 obere < _Schranke von E) A (0 # +00).
1.1: Es gilt: (E ={-00})V (E # {—o0}).
Fallunterscheidung‘
E = {~oo}.

2: Aus VS gleich “...ECR...” und
aus 1.1.1.Fall“F = {—c0}”

folgt: {—o0} CR.
3: Aus 95-3“ —o0 Menge”
folgt via 1-3: —o0 € {—00}.

4: Aus 3“—o00 € {—o0}” und
aus 2“{—o0} CR”
folgt via 0-4: —o0 € R.

5: Esgilt 4“—coeR”.
Via AAT gilt “—oc0 ¢ R”.

Ex falso quodlibet folgt: E # {—o0}.
Ph el
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al| “E # {—o0}”

1.2: Aus VS gleich “0# E...” und
aus A1 gleich “FE # {—o0}”

folgt: 0+# FE # {—0}.
2: Aus 1.2“0# E # {—o0}”,

aus VS gleich “...0 obere < _Schranke von E...” und

aus VS gleich “...0 # +00”

folgt via 175-3: AV : (¥ ist < Supremum von F) A (U € R).

O
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175-5. Nun werden < _Infima ungleich spezieller Werte thematisiert:

175-5(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”und “inf # +o0”
folgt “0 # E # {4+00}”.

b) Aus “inf ist < _Infimum von E”und “inf # —oco”
folgt “3Q : (Q untere < _Schranke von E) A (2 € R)”.

c) Aus “inf ist < _Infimum von E”und “inf € R”
folgt “0# ENR”und “E C | —oo| + 00] ”.

d) Aus “sup ist < _Supremum von E”und “sup # +oo”
folgt “3Q : (Q obere < _Schranke von E) A (2 € R)”.

e) Aus “sup ist < _Supremum von E”7und “sup # —oo”

folgt “0 # E # {—o0}”.

) Aus “sup ist < _Supremum von E” und “sup € R”
folgt “0# ENR”und “E C [ — oo| + oo ”.
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Beweis 175-5 a) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf # +00).
1: Es gilt: (E=0)V(E={+00})
V
0# E # {+00}.
’Fallunterscheidung‘
(B =0)V (B = {+o0}).
2: Aus 1.1.Fall“(E =0)V (E = {+oc})”
folgt via 157-9: +o00 ist < _Infimum von E.
3: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” und
aus 2“+oo ist < _Infimum von E”
folgt via 171-1: inf = +oo.

4: Esgilt 3“inf = +o00”.
Es gilt VS gleich “...inf # 4007 .

Ex falso quodlibet folgt: 0# E # {+00}.
1.2 .Fall 04 E # {+oo}.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0+# E # {+o0}.
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Beweis 175-5 b) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf # —o0).

1: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”
folgt via 157-3: (inf € S)AN(E CS).

2: Aus 1“inf €8S”
folgt via 95-15: (inf € R) V (inf = +00) V (inf = —o0).

3: Aus 2“(inf € R) V (inf = +o0) V (inf = —o0)” und
aus VS gleich “...inf # —oc0”

folgt: (inf € R) V (inf = +00).
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall inf eR.
4.1: Es gilt: 30 :Q=1inf.
4.2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”
folgt via 36-1(Def): inf untere < _Schranke von E.

5.1: Aus4.1“...Q=1inf” und
aus 4.2“inf untere < _Schranke von E”
folgt: Q) untere < _Schranke von F.

5.2: Aus4.1“...Q=1inf” und
aus 3.1.Fall“inf € R”
folgt: QeR.

6: Aus 4.143Q...7,
aus 5.1“8 untere < _Schranke von E” und
aus 5.2“Q e R”
folgt: 30 : (Q untere < _Schranke von E) A (2 € R).
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Beweis 175-5 b) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf # —o0).

’Fallunterscheidung‘

inf = +oo.

4: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” und
aus 3.2.Fall“inf = +o0”
folgt: 400 ist < Infimum von E.

5.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< transitiv in S).

5.2: Aus 4“+oc0 ist < _Infimum von E”
folgt via 36-1(Def): +00 untere < _Schranke von FE.

6: Aus 5.1%(< Relation in S) A (< transitiv in S)”,
aus 5.2“ 400 untere < _Schranke von £” und
aus 165-3“0 < +00”
folgt via 37-27: 0 untere < _Schranke von F.

7: Aus 6“0 untere < _Schranke von E” und
aus AAI“0 e R”
folgt: (0 untere < _Schranke von E) A (0 € R).

8: Es gilt: 3Q:Q=0.

9: Aus8“...Q2=0" und
aus 7“(0 untere < _Schranke von E) A (0 € R)”
folgt: (2 untere < _Schranke von E) A (2 € R).

10: Aus 8“3Q...”7 und
aus 9% (Q untere < _Schranke von E) A (2 € R)”
folgt: 3Q : (2 untere < _Schranke von E) A (© € R).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
3Q : (Q untere < _Schranke von E) A (§2 € R).
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Beweis 175-5 c¢) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf € R).
1: Aus VS gleich “...inf € R”
folgt via 95-17: (inf # 4+00) A (inf # —00).
2.1: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...” und
aus 1“inf # +o0”
folgt via des bereits bewiesenen a): 0# E # {+00}.
2.2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...” und
aus 1“inf # —o0”
folgt via des bereits bewiesenen b):
3Q : (Q untere < Schranke von E) A (2 € R).
a€E.
4.1: Aus VS gleich “...inf € R”
folgt via AAVII: —o0 < inf.
4.2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” und
aus Thema3.1“a € E”
folgt via 36-3: inf < a.
5: Aus4.1“—oco < inf” und
aus 4.2%nf < a”
folgt via 107-8: —00 < Q.
6: Aus 5“—oo < a”
folgt via 142-3: a €] — oo| + o0].
Ergo Thema3. 1: Va:(a € E)= (a €] — oo| + 0]).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “EC ] —oo|+00]”
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Beweis 175-5 c¢) VS gleich

3.2: Es gilt:
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(inf ist < Infimum von E) A (inf € R).

(ENR=0)V(0+£ENR).

’Fallunterscheidung‘

4.1:

4.2:

3.2.1.Fall

Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...”

folgt via 157-3:

Aus VS gleich “...inf € R”

folgt via AAVII:

ENR=0.

—oo < inf.

6.1:

Aus Thema5.1“aq € E” und
aus 4.1“E CS”

folgt: a €S.
: Aus 3.1.1.Fall“ENR =0"und

aus Themab“a € £

folgt via 161-1: a¢R.
: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...” und

aus Themab.1“a € E7

folgt via 36-3: mf <a.
: Aus 6.1 €S”

folgt via 95-15: (x eR) V(= +400) V (v = —00).
: Aus4.2¢—oco <inf” und

aus 6.3“inf < a”

folgt via 107-8: -0 < Q.
: Aus7.1%(@ eR)V (e =+400) V (a

Il
|
8

aus 6.2“a ¢ R”

folgt: (@ =400) V(= —0).
: Aus 7.2 —oc0 < a”

folgt via 41-3: —00 # Q.
: Aus 8.1%(a=400) V (@ = —00)” und

aus 8.2“—o00 # a”

folgt: a = +00.

Ergo Themab.1:

Konsequenz via 1-10:

Va:(a € E) = (a = +00).

A2| “(E=0)V (E={+c})”
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Beweis 175-5 c¢) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (inf € R).

3.2: Esgilt: (ENR=0)V(0#FENR).

’Fallunterscheidung‘

3.2.1.Fall ENR=0.

5.2: Es gilt A2 gleich “(E =0)V (E = {+c0})”.
Es gilt 2.140 # E # {+oc0}” .

Ex falso quodlibet folgt: 0#4FENR.
3.2.2.Fall 0+4ENR.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A3 “0#ENR”

3.3: Aus A3 gleich “0# ENR” und
aus Al gleich “FE C | —oo| + 00]”
folgt: (0£ENR)A(E C] —oo| +oc]).
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Beweis 175-5 d) VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (sup # +00).

1: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...”
folgt via 157-3: (sup € S)A (E CS).

2: Aus 1“sup € S”
folgt via 95-15: (sup € R) V (sup = —00) V (sup = +00).

3: Aus 2“(sup € R) V (sup = —00) V (sup = +00)” und
aus VS gleich “...sup # +oo”

folgt: (sup € R) V (sup = —o0).
Fallunterscheidung‘

sup € R.

4.1: Es gilt: 30 Q = sup.

4.2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F...”
folgt via 36-1(Def): sup obere < _Schranke von E.

5.1: Aus4.1“...Q =sup” und
aus 4.2 sup obere < _Schranke von E”
folgt: Q obere < _Schranke von F.

5.2: Aus4.1“...Q =sup” und
aus 3.1.Fall“sup € R”
folgt: QeR.

6: Aus 4.143Q...7,
aus 5.1“8Q obere < _Schranke von £” und
aus 5.2“Q e R”
folgt: 30 : (92 obere < _Schranke von E) A (Q € R).
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Beweis 175-5 d) VS gleich (sup ist < _Supremum von FE) A (sup # +00).

’Fallunterscheidung‘

sup = —00.

4: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von F...” und
aus 3.2.Fall“sup = —o0”
folgt: —o0 ist < _Supremum von FE.

5.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< transitiv in S).

5.2: Aus 4“—o0 ist < _Supremum von E”
folgt via 36-1(Def): —o0 obere < _Schranke von E.

6: Aus 5.1%(< Relation in S) A (< transitiv in S)”,
aus 5.2“—o00 obere < _Schranke von £” und
aus 165-3“—oco0 < (07
folgt via 37-27: 0 obere < _Schranke von F.

7: Aus 6“0 obere < _Schranke von E” und
aus AAI“0 € R”
folgt: (0 obere < _Schranke von E) A (0 € R).

8: Es gilt: 3Q:Q=0.

9: Aus8“...Q2=0" und
aus 7% (0 obere < _Schranke von E) A (0 € R)”
folgt: (© obere < _Schranke von E) A (2 € R).

10: Aus 8“3Q...”7 und
aus 9% (Q obere < _Schranke von E) A (2 € R)”
folgt: 30 : (92 obere < _Schranke von E) A (2 € R).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
3Q : (Q obere < Schranke von E) A (2 € R).
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Beweis 175-5 e) VS gleich (sup ist < _Supremum von F) A (sup # —o0).
1: Es gilt: (E=0)V(E={—00})
V
0#FE # {—o0}.
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall (E=0)V (E ={-00}).
2: Aus 1.1.Fall“(E =0)V (E = {—o0})”
folgt via 157-9: —00 ist < _Supremum von FE.
3: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” und
aus 2“—o0 ist < _Supremum von E”
folgt via 171-1: sup = —o0.
4: Esgilt 3“sup = —o0”.
Es gilt VS gleich “...sup # —c0”.
Ex falso quodlibet folgt: 0+# FE # {—oc0}.
1.2.Fall 0#E # {—oo}.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0+# E # {—0}.
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Beweis 175-5 £) VS gleich (sup ist < _Supremum von FE) A (sup € R).
1: Aus VS gleich “...sup € R”
folgt via 95-17: (sup # +00) A (sup # —o0).
2.1: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” und
aus 1“sup # +o00”
folgt via des bereits bewiesenen e): 0#FE # {—o0}.
2.2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” und

aus 1“sup # —o0”
folgt via des bereits bewiesenen d):
3Q : (Q obere < Schranke von E) A (2 € R).

Thema3. 1 ae b,
4.1: Aus VS gleich “...sup € R”
folgt via AAVII: sup < 400.
4.2: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von E...” und
aus Thema3.1“a € E”
folgt via 36-4: a < sup.

5: Aus4.2“a < sup” und
aus 4.1%sup < +o0”

folgt via 107-8: a < 400.
6: Aus 5“a < 4+00”
folgt via 142-3: a€ [ — oo+ oof.
Ergo Thema3. 1: Va:(a € E)= (a €[ —oo| + 0[).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “EC [ —oo|+oo[”
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Beweis 175-5 £) VS gleich

3.2: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘
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(sup ist < _Supremum von E) A (sup € R).

(ENR=0)V(0+£ENR).

4.2:

3.2.1.Fall

4.1: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F ...

folgt via 157-3:

Aus VS gleich “...sup € R”
folgt via AAVII:

ENR=0.

”

sup < +00.

6.1: Aus Themab.1“a € E” und
aus 4.1“E CS”
folgt:
: Aus 3.1.1.Fall“ENR =0"und
aus Thema5“a € £
folgt via 161-1:

aus Themab5.1“a € E7”
folgt via 36-4:
: Aus 6.1 €8S”
folgt via 95-15:
: Aus 6.3“a < sup” und
aus 4.2“sup < +o0”
folgt via 107-8:
: Aus7.1%(@ eR)V (e =+400) V (a
aus 6.2“a ¢ R”
folgt:
: Aus 7.2%a < 400”7
folgt via 41-3:
9: Aus 8.1“(a= +00) V («
aus 8.2“a # 4o0”
folgt:

: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F ...

(¢ €R) V(= +00) V (v = —00).

a€ k.

a € S.

a¢R.

” und

a < sup.

Ergo Themab.1:

Vo

(e € FE)= (a=—0).

Konsequenz via 1-10:

A2| “(E =

0)V (E = {~oc})”
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Beweis 175-5 £) VS gleich (sup ist < _Supremum von FE) A (sup € R).
3.2: Esgilt: (ENR=0)V(0#FENR).
’Fallunterscheidung‘
ENR=0.
5.2: Es gilt A2 gleich “(E =0)V (E ={-c0})".
Esgilt 2.1“0 # E # {—o0}” .
Ex falso quodlibet folgt: 0#4FENR.
0#ENR.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A3 “0#ENR”
3.3: Aus A3 gleich “0# ENR” und
aus Al gleich “FE C [ — oo| + oo ”
folgt: (0£ENR)A(E C [ — oo| + o).

]
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0 ist < _Minimum von N.
400 ist < _Supremum von N.
N hat kein < _Maximum.
—00 ist < _Infimum von Z.
Z hat kein < _Minimum.
+o00 ist < _Supremum von Z.
Z hat kein < _Maximum.

Ersterstellung: 11/05/12 Letzte Anderung: 12/05/12
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176-1. Nun wird N auf < _Schranken untersucht. Die Beweis-Reihenfolge ist a)
-c)-Db)-e)-4d) -1):

176-1(Satz)
a) 0 untere < _Schranke von N.
b) 0 ist < _Infimum von N.
c) 0 ist < _Minimum von N.
d) +oo obere < _Schranke von N.
e) oo ist < _Supremum von N.

) N hat kein < _Mazimum.

Beweis 176-1

<-Notation.
abc)
aeN.
Aus Themal.1“a e N”
folgt via 159-11: 0<a.
Ergo Themal. 1: Al “Va:(aeN)= (0<a)”
1.a): Aus 95-11“0 € S” und
aus Al gleich “Va: (e e N) = (0< a)”
folgt via 157-7: 0 untere < _Schranke von N.
2.c): Aus 159-10“0 € N” und
aus 1.a)“0 untere < _Schranke von N”
folgt via 38-6: 0 ist < _Minimum von N.

3.b): Aus 2.¢)“0 ist < Minimum von N”
folgt via 38-6: 0 ist < _Infimum von N.
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Beweis 176-1 e)

1:

2.1:

2.2:

4.1:

Aus 159-10“N C §”

folgt via 157-4: 30 : Q ist < _Supremum von N.
Aus 1¢...Q ist < Supremum von N7 und

aus 159-10“0 € N”

folgt via 36-4: 0< Q.

Aus 1“...Q ist < _Supremum von N”
folgt via 157-3: QeSS

: Aus 2.140< Q)7

folgt via 107-17: Q) #£ —c0.

Aus 2.2“Q2 € S” und
aus 3“Q # —o0”
folgt via 95-19: (QeR)V(Q=+00).

’Fallunterscheidung‘
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Beweis 176-1 e)

’Fallunterscheidung‘

4.1.1.Fall QeR
5.1: Es gilt: (QeN)V(Q¢N).

’Fallunterscheidung‘

5.1.1.Fall QeN.
6: Aus5.1.1.Fall“Q e N’
folgt via 159-10: 1+QeN

7.1: Aus 1“...Qist < _Supremum von N” und
aus 6“1 +Q e N”
folgt via 36-4: 1+ Q<.

7.2: Aus4.1.1.Fall“Q e R” und
aus 109-24“0 < 17

folgt via 165-2: Q<Q+1.
8.1: Aus7.1“14+0<Q”

folgt via 107-13: (2 <14+9Q).
8.2: Via FSA gilt: Q+1=1+Q.

9: Aus7.2“0 < Q+1” und
aus 8.2“0+1=14+Q"”
folgt: Q<1+

10: Esgilt 9“Q < 1+Q7.
Es gilt 8.14-(Q < 14+Q)7.

Ex falso quodlibet folgt: Q¢ N.
5.1.2.Fall Q¢N.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:|A1| “2 ¢ N”
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Beweis 176-1 e)

’Fallunterscheidung‘

4.1.1.Fall QeR.

5.2: Aus 1“...Q ist < Supremum von N” ,
aus Al gleich “Q ¢ N” und
aus4.1.1.Fall“Q e R”

folgt via 173-6: NZ7Z.
6: Aus5.2“N ¢ Z”
folgt via 0-3: -(NCZ).

7: Esgilt 6“~(NC Z)”.
Es gilt 164-4“N C Z” .

Ex falso quodlibet folgt: Q = +o0.
4.1.2.Fall Q = +o0.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A2| “Q = +00”

4.2: Aus 1¢...Qist < _Supremum von N” und
aus A1l gleich “€) = 400"
folgt: +o0 ist < _Supremum von N.

d)
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: +o00 ist < _Supremum von N.

2: Aus 1“+o00 ist < Supremum von N”
folgt via 36-1(Def): +00 obere < _Schranke von N.
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Beweis 176-1 f)

1:

ZAHLENTHEORIE #176

Es gilt: 340 : Q ist < Maximum von N

\

—(3Q : Q ist < Maximum von N).

’Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.1.Fall“...Q ist < _Maximum von N”

4: Aus 2“...Qist < Supremum von N” und
aus 3*“+4o00 ist < _Supremum von N”
folgt via 171-1:

5: Aus2“Q e N...” und
aus 4“Q) = +o0”
folgt:
6: Esgilt 5“+00 € N”.
Via 166-1 gilt “+o00 ¢ N” .

1.1.Fall J0 : Q ist < Maximum von N.

folgt via 38-6: (2 e N) A (2 ist < _Supremum von N).

3: Via des bereits bewiesenen e) gilt: 400 ist < _Supremum von N.

Ex falso quodlibet folgt: N hat kein < Maximum.

+o00 € N.

Aus 1.2.Fall“—(302: Q ist < Maximum von N)”

1.2.Fall —(302 : Q ist < _Maximum von N).

folgt via 38-1(Def): N hat kein < Maximum.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

N hat kein < Maximum.

[]
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176-2. Hier wird unter anderem fest gestellt, dass Z weder < _Minimum noch
< _Maximum hat. Jedoch hat Z mit —oco ein < _Infimum und mit +oo ein
< _Supremum. Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) - ¢c) - e) -d) - £):

176-2(Satz)
a) —oo untere < _Schranke von Z.
b) —oo ist < _Infimum von Z.
c) 7Z hat kein < _Minimum.
d) +oo obere < _Schranke von Z.
e) oo ist < _Supremum von 7.

f) 7Z hat kein < _Mazimum.
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Beweis 176-2 ab)

1:

3.2:

7.b):

8.a):

Aus 164-4“7Z C §”
folgt via 157-4: 30 Qist < Infimum von Z.

: Aus 1“...Q ist < _Infimum von Z”

folgt via 157-3: Qes.

aeN.

4: Aus Thema3.1“a € N”
folgt via 164-6: —a € Z.

5: Aus 1%...Q ist < _Infimum von Z” und
aus 4“—a € Z”

folgt via 36-3: Q< —a.
6: Aus5“Q < —a”
folgt via 165-1: a < —Q.
Ergo Thema3. 1: Al “Va:(aeN)= (a« <-Q)”
Aus 2¢Q € §”
folgt via 117-4: —-Qes.

: Aus 3.2—Q e S” und

aus A1l gleich “Va: (¢ € N) = (a < —Q)”
folgt via 157-7: — obere < _Schranke von N.

: Aus 176-1“ 400 ist < _Supremum von N” und

aus 4“—) obere < _Schranke von N”

folgt via 157-9: —Q = 4o0.
: Aus 5 —Q = 4007

folgt via 100-13: Q) = —c0.

Aus 1“...Q ist < _Infimum von Z” und

aus 6“€) = —00”

folgt: —o0 ist < Infimum von Z.

Aus 7.b) “ —o0 ist < Infimum von Z”
folgt via 36-1(Def): —oo untere < _Schranke von Z.
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Beweis 176-2 c)

1: Es gilt: 340 : Q ist < Minimum von Z
V
—(3Q : Q ist < Minimum von Z).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall 0 : Q ist < _Minimum von Z.

2: Aus1.1.Fall“...Q ist < Minimum von Z”
folgt via 38-6: (QeZ)A(Qist < Infimum von Z).

3: Via des bereits bewiesenen b) gilt: —o0 ist < Infimum von Z.

4: Aus 2“...Q ist < Infimum von Z” und
aus 3“—oo ist < _Infimum von Z”

folgt via 171-1: Q= —c0.
5: Aus2“Q e Z...” und

aus 4“Q = —oo0”

folgt: —o0 € Z.

6: Esgilt 5“—co€Z”.
Via 166-1 gilt “—oo ¢ Z” .
Ex falso quodlibet folgt: 7Z hat kein < Minimum.

1.2.Fall —(39Q : Q ist < _Minimum von Z).

Aus 1.2.Fall“—(302: Q ist < Minimum von Z)”
folgt via 38-1(Def): Z hat kein < _Minimum.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
Z hat kein < _Minimum.
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Beweis 176-2 de)

1.e): Aus 176-1“+o0 ist < Supremum von N¢,
aus 164-4“N C Z” und
aus 164-4“7Z C S”

ZAHLENTHEORIE #176

folgt via 157-11: 400 ist < _Supremum von Z.
2.d): Aus 1.f)“+o0 ist < _Supremum von Z”
folgt via 36-1(Def): +00 obere < _Schranke von Z.
f)
1: Es gilt: 340 : Q ist < Maximum von Z
V

=(3Q : Q ist < _Maximum von 7).

Fallunterscheidung‘

30 Q st

2: Aus 1.1.Fall“...Q ist < Maximum von Z”

4: Aus 2“...Qist < Supremum von Z” und
aus 3“4o00 ist < _Supremum von Z”
folgt via 171-1:

5: Aus2“QeZ...” und
aus 4“Q) = +o0”
folgt:

6: Esgilt 5“+o0 € Z”.
Via 166-1 gilt “+o0 ¢ Z7 .

folgt via 38-6: (QeZ)A(Qist < _Supremum von Z).

3: Via des bereits bewiesenen e) gilt: +00 ist < _Supremum von Z.

Ex falso quodlibet folgt: Z hat kein < Maximum.

< _Maximum von Z.

400 € Z.

Aus 1.2.Fall“—(3Q: Q ist < Maximum von Z)”

1.2.Fall —(39Q : Q ist < _Maximum von Z).

folgt via 38-1(Def): Z hat kein < Maximum.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Z hat kein < _Maximum.

]



ZAHLENTHEORIE #177 91

MMSN: MinimumMaximumSatz N.
MMSZ: MinimumMaximumSatz Z.

Ersterstellung: 11/05/12 Letzte Anderung: 12/05/12
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177-1. Hat eine nichtleere TeilKlasse E von Z eine untere < _Schranke ungleich
—00, dann hat E ein < Minimum. Analoges gilt fiir nichtleere TeilKlassen von
Z, die eine obere < _Schranke ungleich +o00 haben:

177-1(Satz) (MMSZ: MinimumMaximumSatz Z)
a) Aus “0#FE CZ”

und “u untere < _Schranke von E”
und “u # —o0”
folgt “3: (Q ist < _Minimum von E)\ (2 € Z)”.

b) Aus “0#FE CZ”
und “o obere < _Schranke von E”
und “o # 400’
folgt “3Q : (Q ist < _Mazimum von E)Y\ (€ Z)”.

Beweis 177-1 a)
VS gleich (0 # E CZ) A (u untere < _Schranke von E) A (u # —00).

1: Aus VS gleich “...F CZ...” und
aus 164-4“7Z C R”

folgt via 0-6: ECR.
2: Aus VS gleich “0# E...” und

aus 1“EF CR”

folgt: 0#FECR.

3: Aus 2“0 # ECR”,
aus VS gleich “...u untere < _Schranke von E£...” und
aus VS gleich “...u # —o0”
folgt via 175-4: 30 : (2 ist < Infimum von E) A (2 € R).
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Beweis 177-1 a)
VS gleich

4.

1:

Es gilt:

93

(0 # E CZ)A (u untere < Schranke von E) A (u # —00).

’Fallunterscheidung‘

QeB)V(Q¢E).

4.1.1.Fall Qek.
4.1.2.Fall N ¢E.
5: Aus 3“...Qist < Infimum von E...”

aus 4.1.2.Fall“Q ¢ E”,
aus 3“...Q € R” und
aus 109-24“0 < 1”7
folgt via 173-5:

¥n:(E€EE)ANneE)A(0<E—n<]).

6.1: Ausb“...£€ FE...” und

aus VS gleich “...ECZ...”

folgt via 0-4: £eZ.
6.2: Aus5“...n€ FE...” und

aus VS gleich “...F CZ...”

folgt via 0-4: n € Z.
6.3: Ausb5“0<é—n<1”

folgt via 142-3: E—ne]o1[.
7.1: Aus 6.1“¢€€Z” und

aus 6.2“ne Z”

folgt via 164-9: E—nez.
7.2: Aus 168-2“Z N 7]0|1[ = 0” und

aus 6.3“¢ —n e JO|1[”

folgt via 161-1: E—né¢Z.

8: Esgilt 7.1“¢—neZ”.
Esgilt 7.24¢ —n ¢ Z7 .
Ex falso quodlibet folgt: Qek.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “Q e E”
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Beweis 177-1 a)

VS gleich (0 # E CZ) A (u untere < Schranke von E) A (u # —00).
4.2: Aus Al gleich “Q € E” und
aus 3“...Q ist < Infimum von E...”
folgt via 38-6: Q ist < Minimum von F.
4.3: Aus Al gleich “Q € E” und
aus VS gleich “... F CZ...”
folgt via 0-4: Qel.
5: aus 3“3dQ0...7,
aus 4.2 ist < _Minimum von £” und
aus 4.3“Q e Z”
folgt: 30 : (Q ist < _Minimum von E) A (2 € Z).
b)
VS gleich (0 # E CZ) A (0 obere < _Schranke von E) A (0 # +00).
1: Aus VS gleich “... F CZ...” und
aus 164-4“7Z C R”
folgt via 0-6: ECR
2: Aus VS gleich “0# E...” und
aus 1“F CR”
folgt: 0#FECR.
3: Aus 2“0 # ECR”,

aus VS gleich “...0 obere < _Schranke von E...” und
aus VS gleich “...0 # +00”
folgt via 175-4: 30 ¢ (Q ist < _Supremum von E) A (2 € R).
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Beweis 177-1 b)
VS gleich

4.

1:

Es gilt:

95

(0# E CZ) A (0 obere < Schranke von E) A (0 # +00).

’Fallunterscheidung‘

QeB)V(Q¢E).

4.1.1.Fall

QekFE.

5:

[0)}
(SN

4.1.2.Fall

Aus 3“...Q ist < Supremum von FE...” |
aus 4.1.2.Fall“Q ¢ E”,

aus 3“...2 € R” und

aus 109-24“0 < 17

folgt via 173-5: ¥n:(EeEE)ANneE)A(0<E—n<]).
: Aus b“...£€ E...”7 und

aus VS gleich “...E CZ...”
folgt via 0-4:

: Aus b5“...ne E...” und

aus VS gleich “...F CZ...”
folgt via 0-4:

: Ausb“0<é—n<1?

folgt via 142-3:

: Aus 6.14¢ €Z” und

aus 6.2“ne Z”
folgt via 164-9:

: Aus 168-2“Z N ]0|1[ = 0” und

aus 6.3“¢ —n e JO[1[”
folgt via 161-1:

D Bsgilt 7.14¢—nez”.

Esgilt 7.2 —n ¢ Z” .
Ex falso quodlibet folgt:

0¢E.

€.

n € Z.

§—ne]oL[.

&E—nel.

§—n¢Z

QeE.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Al “Q e E”
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Beweis 177-1 b)
VS gleich (0# E CZ) A (0 obere < Schranke von E) A (0 # +00).

4.2: Aus Al gleich “Q € E” und
aus 3“...Q ist < _Supremum von E...”
folgt via 38-7: Q) ist < Maximum von FE.

4.3: Aus Al gleich “Q € E” und
aus VS gleich “... F CZ...”
folgt via 0-4: Qel.

5: aus 3“3d0...7,
aus 4.2 ist < Maximum von £7 und
aus 4.3“Q0 e Z”
folgt: 30 : (Q ist < Maximum von E) A (2 € Z).

]
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177-2. Jede nichtleere TeilKlasse von N hat ein < _Minimum. Jede nichtleere
TeilKlasse E von N, die eine obere < _Schranke ungleich 400 hat, hat ein <
_Minimum aus N:

177-2(Satz) (MMSN: MinimumMaximumSatz N)

a) Aus “0# F CN”
folgt “3Q = (Q ist < _Minimum von E) A (2 € N)”.

b) Aus “0# E CN”
und “o obere < _Schranke von E”
und “o # 400’
folgt “3Q : (Q ist < _Maximum von E) A (2 € N)”.

Beweis 177-2 a) VS gleich 0#FCN.

1: Aus VS gleich “... F C N” und
aus 164-4“N C Z”
folgt via 0-6: ECZ.

2: Aus VS gleich “0# E...”,
aus 1“KF CZ",
aus 176-1“0 untere < _Schranke von N” und
aus 95-7“0 # —o0”
folgt via MMSZ: 30 : (2 ist < _Minimum von E) A (Q € Z).

3: Aus 2“...Qist < Minimum von E...”
folgt via 38-6: QekFE.

4: Aus 3“Q € E7 und
aus VS gleich “... F C N”
folgt via 0-4: QeN

5: Aus 2¢dQ...7,
aus 2“...Q ist < Minimum von E...” und
aus 4“0 € N”
folgt: 30 : (Q ist < Minimum von E) A (2 € N).
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Beweis 177-2 b)
VS gleich (0 # E C N) A (0 obere < _Schranke von E) A (0 # +00).

1:

Aus VS gleich “... E CN” und
aus 164-4“N C 77

folgt via 0-6: ECZ.
: Aus VS gleich “0# E...”,

aus 1“EFCZ7,

aus VS gleich “...o0 obere < _Schranke von E...” und

aus VS gleich “...0 # 4+00”

folgt via MMSZ: 30 : (2 ist < Maximum von E) A (Q € Z).

: Aus 2¢...Q ist < Maximum von E...”

folgt via 38-T: Qek.

: Aus 3“Q € E7 und

aus VS gleich “... F C N”

folgt via 0-4: QeN
: Aus 24407

aus 2“...Q ist < Maximum von £ ...” und

aus 4“0 e N7

folgt: 3Q : (Q ist < Maximum von E) A (2 € N).

]
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Einiges iiber keine untere < _Schranken.
Einigs iiber keine oberen < _Schranken.

Ersterstellung: 15/05/12 Letzte Anderung: 15/05/12
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178-1. Falls z,y sreell sind und falls =(z < y), dann folgt y < 2. Ahnlich folgt
aus x,y € S und —(z < y) die Ungleichung y < z:

178-1(Satz)
a) Aus “z € S”und “y € S"und “—(x <y)”folgt “y<a”.

b) Aus “z € S”und “y € S”und “—(x <y)” folgt “‘y<zx”.

<-Notation,

Beweis 178-1 a) VS gleich (xeS)A(y€S)A (—(x <vy)).

1: Aus VS gleich “x €S...” und
aus VS gleich “...y €S...”
folgt via 107-14: (x<y)V(y<w).

2: Aus1“(z <y)V(y <z)” und
aus VS gleich “...=(x <y)”
folgt: y < .

b) VS gleich (xe€S)A(y €S) A (—(z <y)).

1: Aus VS gleich “z €§S...” und
aus VS gleich “...y €S...”
folgt via 107-14: (x<y)V(y <x).

2: Aus1“(z<y)V(y<z)” und
aus VS gleich “...=(z <y)”
folgt: y < x.
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178-2. Falls x € S keine untere < _Schranke einer TeilKlasse F von S ist, dann
gibt es Q € E mit ) < x - und konsequenter Weise ist E nichtleer. Eine analoge
Aussage gilt fiir x, wenn = keine obere < _Schranke von E ist:

178-2(Satz)

a) Aus “ze€S”
und “x keine untere < _Schranke von E”
und “E CS”
folgt “0# E7und “3IQ: (Qe E)AN (2 <z)”.

b) Aus “x €S’
und “x keine obere < _Schranke von E”
und “E CS”
folgt “0# E7und “IQ: (e E)A (x <Q)”.

<-Notation.
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Beweis 178-2 a)
VS gleich (x € S) A (z keine untere < _Schranke von E) A (E C S).

1:

3.1:

3.2:

Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < reflexiv in S.

: Au < reflexiv in
Aus 1“< refle S”,

aus VS gleich “x € S...” und

aus VS gleich “...x keine untere < _Schranke von F...”
folgt via 37-6: IN: Qe E)ANQF#a2)N(-(x <Q)).

Aus 2¢..Q€e E...”
folgt via 0-20: 0#FE.

Aus 2¢... Qe F...” und
aus VS gleich “...E CS”
folgt via 0-4: QeSs.

: Aus VS gleich “x €S...”,

aus 3.2“02 € S” und
aus 2“...~(x < Q)7
folgt via 178-1: Q<.

caus 2¢4Q...7

aus 2“...Q ¢ E...” und
aus 4“0 < z”
folgt: I (e )N (Q<x).

: Aus 3.1“0# E7 und

aus 530 : (R e E)A (2 < x)”
folgt: O0#E)AN(FQ: (Qe€ E)A (2 <x)).
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Beweis 178-2 b)
VS gleich (x € S) A (z keine obere < _Schranke von E) A (E C 8S).

1:

3.1:

3.2:

Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < reflexiv in S.

: Au < reflexiv in
Aus 1“ < refle S”,

aus VS gleich “x € S...” und

aus VS gleich “...x keine obere < _Schranke von E'...”
folgt via 37-6: IN: Qe E)ANQF# )N (—(2 < x)).

Aus 2¢..Q€e E...”
folgt via 0-20: 0#E.

Aus 2¢... Qe F...” und
aus VS gleich “...E CS”
folgt via 0-4: QeSs.

: Aus 3.2“Q e S7,

aus VS gleich “x € S...” und
aus 2“...~(Q <x)”
folgt via 178-1: x < Q.

caus 2¢44Q...7

aus 2“...Q ¢ E...”7 und
aus 4“x < Q7
folgt: A (e B)A(x < Q).

: Aus 3.1“0# E7 und

aus 530 : (e E)A (z < Q)”
folgt: 0#E)AN(FQ: (Q € E)A (z < Q).

]
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Archimedes 1.
Archimedes II.

Ersterstellung: 15/05/12 Letzte Anderung: 16/06/12
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179-1. In Archimedes I wird unter anderem fest gestellt, dass es zu jeder reellen
Zahl x ganze Zahlen [,m mit | < x < m gibt:

179-1(Satz) (Archimedes I)
a) Aus “z € R”folgt “I0: (QeZ)N(x <Q)”.
b) Aus “x € R”folgt “3V: (Ve Z)A (¥ <z)”.

<-Notation.

Beweis 179-1

RECH-Notation.
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Beweis 179-1 a) VS gleich x € R.
1.1: Es gilt: x obere < _Schranke von Z
V

—(z obere < _Schranke von Z).

’Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall x obere < _Schranke von Z

2: Aus 176-2%+00 ist < _Supremum von Z” und
aus 1.1.1.Fall“x obere < _Schranke von Z”
folgt via 157-9: T = 4o00.

3: Aus 2z = +00”

folgt via 95-18: x ¢ R.
4: Esgilt 3“x ¢ R”.

Es gilt VS gleich “z € R”.

Ex falso quodlibet folgt: x keine obere < _Schranke von Z.

1.1.2.Fall —(x obere < _Schranke von Z).

Aus 1.1.2.Fall“—(z obere < _Schranke von Z)”
folgt via 35-1(Def): x keine obere < _Schranke von Z.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

A1| “z keine obere < _Schranke von Z”

1.2: Aus VS gleich “z € R”
folgt via €SZ: x €S.

2: Aus 1.2 €87,
aus A1l gleich “x keine obere < _Schranke von Z” und
aus 164-4“7Z C S”
folgt via 178-2: 1Q:(QeZ)N(z < Q).
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Beweis 179-1 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “z ¢ R”
folgt via 117-4:

2: Aus 1“—x € R”

folgt via des bereits bewiesenen a):

3.1: Es gilt:

3.2: Aus 2“...QeZ...”
folgt via 164-8:

3.3: Aus2“...—x2<Q”
folgt via 165-1:

4.1: Aus 3.14... UV = —-Q” und
aus 3.2“-Q ez’
folgt:

4.2: Aus 3.1%... U = —-Q” und
aus 3.3“-Q < x”
folgt:

5: Aus 3.1“3Jv...7,
aus 4.1“¥ € Z”7 und
aus 4.2“0 < g7
folgt:

107

z € R.

—x € R.

30 (QED)A(—z < Q).
W= Q.

—QeZ.

- < zx.

Ve Z.
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179-2. Nun wird Archimedes I zu Archimedes II fiir natiirliche an Stelle

ganzer Zahlen modifiziert:

179-2(Satz) (Archimedes IT)

a) Aus “0 <z e R”folgt “IQ: (QeN)A(x <Q)”.

b) Aus “R>x <0”folgt “IV: (Ve N)A(-V<2x)”.

RECH. <-Notation.

Beweis 179-2 VS gleich

1: Aus VS gleich “...z € R”
folgt via Archimedes I:

2: Aus VS gleich “0 < z...” und
aus 1“...x < Q7
folgt via 107-8:

3: Aus 2“0 < Q7
folgt via 41-3:

4: Aus1“...QeZ...” und
aus 3“0 < Q7
folgt via 164-6:

5: Aus 1¢3Q...7,
aus 4“Q € N” und
aus 1“...x < Q7
folgt:

0<xeR.

30 (QeZ)A(z < Q).

0< Q.

2eN.

30 (QeEN)A(z < Q).
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Beweis 179-2 VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “R>x...”

folgt:

Aus VS gleich “...2 <07

folgt via 109-16:

: Aus 1.1“2z e R”

folgt via 117-4:

aus 2“—z € R”

folgt via des bereits bewiesenen a):

folgt via 165-1:

: Aus 3“3W...7
aus 3“... W e N...

aus 4“ -V < z¢”
folgt:

: Aus 34...—x < U”

: Aus 1.2“0< —z”7 und

und
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R>z<0.

z € R.

I (VeN)A(—z < V).

- < x.

W (PeN)A(-V < x).
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179-3. Die Implikation von Archimedes I kann leicht auf sreelle x mit x # +o00
(in a)) oder mit x # —oo (in b)) ausgedehnt werden:

179-3(Satz)
a) Aus “x € S”und “x # 4o0” folgt “IV: (V€ Z)N(x <Q)”.

b) Aus “x € S”und “x # —o0” folgt “IV : (Ve Z)N (¥ <z)”.

<-Notation.
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Beweis 179-3 a) VS gleich (x € S) A (z # +00).

1: Aus VS gleich “x € S...” und
aus VS gleich “...z # +00”

folgt via 95-19: (x e R)V (x = —00).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall reR.
Aus 1.1.Fall“z e R”
folgt via Archimedes I: IN:(QeZ)A(z<Q).
1.2.Fall T = —o0.

2: Aus 107-6“ —00 < 0” und
aus 1.2.Fall“x = —c0”
folgt: z <0.

3: Es gilt: 3Q:Q=0.

4.1: Aus 166-1“0 € Z” und
aus 3“...Q0=0"
folgt: Qel.

4.2: Aus2“x <0” und
aus 3“...Q0=0"
folgt: x < .

5: Aus 3“3dQ2...7,
aus 4.1“Q € Z” und
aus 4.2¢ < Q7
folgt: I (QeZ)A (2 < Q).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

30 (QEZ)A (z < Q).
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Beweis 179-3 b) VS gleich (x € S) A (x # —00).

1: Aus VS gleich “x €S...” und
aus VS gleich “...z # —oc0”

folgt via 95-19: (x e R)V (z = +00).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall reR.
Aus 1.1.Fall“z e R”
folgt via Archimedes I: V(T eZ)A (T <x).
1.2.Fall T = +o00.

2: Aus 107-6“0 < +00” und

aus 1.2.Fall“x = +o0”

folgt: 0<uz.
3: Es gilt: JU U =0.

4.1: Aus 166-1“0 € Z” und
aus 3“... ¥ =0"

folgt: Ve Z.
4.2: Aus3“... ¥ =0" und
aus 2“0 < z”
folgt: ¥ <z
5: Aus 3“3v...7,

aus 4.1“¥ € Z” und
aus 4.2“x < W”
folgt: V(T eZ)A (T <z).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:
AV (¥ eZ)AN (¥ <x).

O
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179-4. Falls 0 < z € R, dann gibt es 2 € Nmit 0 < 1 : Q < x und falls
R>x<0,dann gibt es W € Nmit x < —1: ¥ < 0:

179-4(Satz)
a) Aus “0<x eR”folgt “IQ: (QeN)A(0<1:Q<x)”.
b) Aus “Ro>x <07 folgt “I¥: (VeN)A(z<—-1:V<0)”.

RECH. <-Notation.
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Beweis 179-4 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...z € R”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “0 < x € R”
folgt via 148-1:

2.1: Aus VS gleich “...x € C”
folgt via 141-1:

2.2: Aus1“0<1l:z2z...7
folgt via 41-3:

3: Aus2.2“0<1:zx...” und
aus 1.2“...1:x e R”
folgt via Archimedes II:

4: Aus3“...QeN...”
folgt via 159-11:

5: Aus1.2“0<1:z...7,
aus 3“...1: 2 <Q” und
aus 4“9 € R”
folgt:

6: Ausb“0<l:2<QeR”
folgt via 148-5:

ZAHLENTHEORIE #179

O0<zelR.

z e C.

O0<1l:zeR.

Q0 (QeN)A(Ll:2<Q).

QeR

0<l:z2<QeR.

0<1:Q<1:(1:2).

7: Aus 6“0<1:Q<1:(1:2)” und

aus 2.1“z=1:(1:x)"
folgt:

8: Aus 3“d0...7,
aus 3“...Q2 € N...” und
aus 70 <1:Q<a”
folgt:

0<1:Q<zx.

10: (QeN)A0<1: Q<)
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Beweis 179-4 b) VS gleich

1.1:

1.2:

4.2:

Aus VS gleich “R>x...”
folgt:

Aus VS gleich “...x < 0”
folgt via 109-16:

: Aus 1.1“z2z e R”

folgt via 117-4:

i Aus 1.2“0 < —2”7 und

aus 2“—zr € R”
folgt via des bereits bewiesenen a):

tAus3“...0<1: 0.7

folgt via 109-16:

Aus3“...1: ¥ < —27”
folgt via 165-1:

i Aus 4.2 < —1: U7 und

aus 4.1“—1: ¥ < 0”
folgt:

: Aus 3“3W...7

aus 3“... W e N...” und
aus brx < —1: ¥ < 0”
folgt:
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R>z<0.

z € R.

0< —=x.

—x € R.

W (PeN)AO<T: ¥ < —x).

—1:¥ <0.

< —1:W.

r<—1:¥ <0.

W (PeN)A(z<—-1:U<0).
[
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179-5. Basierend auf Archimedes I,II steht Hinreichendes fiir x = —o0, zur
Verfiigung. Die Beweis-Reihenfolge ist b) - d) - a) -c) -e) - £):

179-5(Satz)
a) Aus “Va:(aeN)= (v < —a)”folgt “x=—00".
b) Aus Va:(a €Z)= (v < a)”folgt “z=—oc0".

c) Aus “—oo <y’und Va:(aeN)A(—a<y)) = (z < —a)”
folgt “x = —007.

d) Aus “—oco <y’und Va:((a€Z)N(a<y))=(r<a)”
folgt “x = —o0”.

e) Aus “y < 4oo0”und Va:((a e N)A(y<a))= (v < —a)”
folgt “x = —00”.

£) Aus “y < +oo0”und Va: ((a €Z)AN(y<a))= (z < —a)”
folgt “x = —o0”.
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Beweis 179-5 b) VS gleich Va:(a€eZ)= (v < a).

1: Aus 166-1“0 € Z” und
aus VS gleich “Va: (e« €Z) = (x < a)”

folgt: x < 0.
2: Aus 1“2 <07

folgt via 107-3: x € S.
3: Es gilt: (x = —00) V (x # —00).

’Fallunterscheidung‘

7= =00,
x # —oo.

4: Aus 2“2z €S” und
aus 3.2.Fall“x # —o0”

folgt via 179-3: IN:(QeZ)N(Q<a).
5.1: Aus4“...Q<z”
folgt via 107-13: —(z < Q).

5.2: Aus4“...Q€Z...” und
aus VS gleich “Va: (e €Z)= (z <a)”
folgt: xz < Q.

6: Esgilt 5.1“=(z < NQ)”.
Es gilt 5.2 < Q7.

Ex falso quodlibet folgt: T = —0Q.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: T = —00.
d) VS gleich (—oo<y)AN(Va: ((a € Z)N(a<y)) = (z < a)).

1: Aus VS gleich “—oco < y...”
folgt via 107-10: (y €S) A (y # —o0).

2: Aus1“(y € S) A (y # —o0)”
folgt via 179-3: 0 (QeZ)N Q2 <y).

3.1: Aus2“... (e Z)N (2 <y)” und
aus VS gleich “...Va: ((a€Z)AN(a<y)) = (z<a)”
folgt: x < Q.

3.2: Aus2“...Q€Z...”
folgt via 164-5: QeSS
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Beweis 179-5 d) VS gleich (—oco <y)A (Va: (e« € Z) A (a<y)) = (x < a)).

B e
5: Aus Themad.1“[ € Z”
folgt via 164-5: g eSs.
6: Aus 5“5 €S” und
aus 3“2 € §”
folgt via 107-14: B<QV(Q<P).
B

7: Aus6.1.Fall“g < Q’und
aus 2“...Q <y”
folgt via 107-8: B <uy.

8: Aus Themad.1“S € Z”,
aus 7“f < y” und
aus VS gleich “.. . Va: (e € Z)A(a<y)) = (z < a)”

folgt: x < B.
Q<p

Aus 3.1%2 < Q7 und
aus 6.2.Fall«“Q < p”
folgt via 107-8: z < p.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x < .

Ergo Thema4. 1: AL “VB:(BEZ)= (x<8)7

4.2: Aus Al gleich “Vp: (B €Z)= (x < ()"

folgt via des bereits bewiesenen b): r = —00.



ZAHLENTHEORIE #179 119

Beweis 179-5 a) VS gleich Va:(aeN) = (z < —a).
(BE€Z)A(B<0)
2.1: Aus Themal.1“fS € Z...”
folgt via 164-5: B Zahl.

2.2: Aus Themal.1“(B€Z)N (5 <0)”
folgt via 164-T7: —peN.

3.1: Aus 2.1“f Zahl”
folgt via FS——: —(=p) = p.

3.2: Aus 2.2“—f € N” und
aus VS gleich “Va: (e € N) = (z < —a)”

folgt: v < —(=0).
4: Aus 3.2z < —(—f()” und
aus 3.1“—(=4) = p"
folgt: x < f.
Ergo Themal.1: AL “VB:((BEZ)N(B<0)) = (z<8)”

1.2: Aus 107-6“—oc0 < 07 und
aus Al gleich “Vp: (B€Z)N(B<0)) = (x<[)”
folgt via des bereits bewiesenen d): r = —00Q.
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Beweis 179-5 ¢) VS gleich (—oo < y)A (Vo : (e e N)A(—a < y)) = (x < —a)).

Themal.1 (BeZ)N(B<y).
2: Aus Themal.1“f € Z”
folgt via 164-6: (BeN)Vv(-peN).
’Fallunterscheidung‘
BeEN.
3: Aus2.1.Fall“pgeN”
folgt via 159-11: 0<g6.
4: Aus 3“0< pB”
folgt via 165-1: -6 < B.

5: Aus4“—p <37 und
aus Themal.1“...8 <y”
folgt via 107-8: -5 <uy.

6: Aus2.1.Fall“fe N,
aus 5“—0 < y” und
aus VS gleich “...Va: (e e N) A (—a < y))

= (z < —a)”
folgt: z < 0.
7: Aus6“x < —37 und
aus 4“_/3 S /875

folgt via 107-8: r < p.
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Beweis 179-5 ¢) VS gleich (—oo < y)A (Vo : (e e N)A(—a <y)) = (x < —a)).

(BeZ)A(B<y).

’Fallunterscheidung‘

—BEN.

3: Aus Themal.1“pfe€Z...”
folgt via 164-5: B Zahl.

4: Aus 3“p Zahl”

folgt via FS——: —(=B) = 8.
5: Aus 4“—(—f) =" und

aus Themal.1“...8 <y”

folgt: —(=8) < y.
6: Aus2.2.Fall“—Be N,

aus 5“—(—f) <y” und

aus VS gleich “...Va: (e € N) A (—a < y))

= (z < —a)”
folgt: r < —(=f).
7: Aus 6“2 < —(—f)” und
aus 4“—(=0) ="
folgt: x < p.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x < f.
Ergo Themal.1: AL VB ((BeZ)N(B<y)=(x<pP)”

1.2: Aus VS gleich “—oco <y...” und
aus Al gleich “Vp: ((B€Z)N(B<y)) = (x <[)”
folgt via des bereits bewiesenen d): r = —00.
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Beweis 179-5 e) VS gleich (y < +00) A (Va: (( e N) A (y < o)) = (x < —a)).

(BEN)A (=B < ~y).
2: Aus Themal.1“...— (3 < —y”
folgt via 109-14: y < p.

3: Aus Themal.1“f e N...7",
aus 2“y < 87 und
aus VS gleich “...Va: (aeN)A(y<a)) = (z < —a)”
folgt: x < —p.

Ergo Themal.1: AL “YB: ((BFEN)A (=B < —y)) = (x <=0)7

1.2: Aus VS gleich “y < 400...”
folgt via 109-14: —(+00) < —v.

2: Aus AAVI® —(+00) = —o0” und
aus 1.2 —(400) < —y”
folgt: —00 < —Y.

3: Aus 2“—o0 < —y” und
aus A1 gleich “V3: (BeN)A (=< —y)) = (z < =0)"

folgt via des bereits bewiesenen c): r = —00.
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Beweis 179-5 £) VS gleich (y < +00) A (Va: (e € Z) A (y < o)) = (x < —a)).

(BEN)A(y < f).
2: Aus Themal.1“f e N...”
folgt via 164-6: B e Z.

3: Aus2“peZ”,
aus Themal.1“...y < 3”7 und
aus VS gleich “.. . Va: (€ Z)AN(y<a)) = (z < —a)”
folgt: x < —p.

Ergo Themal.1: AL VB ((BFeEN)A(y<P)) = (x < =p)7

1.2: Aus VS gleich “y < 400...” und
aus Al gleich “V3: ((FEN)A(y<p)) = (z < —5)"

folgt via des bereits bewiesenen e): r = —00.
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179-6. Nun wird, basierend auf Archimedes I,II und stiitzend auf 179-5, Hin-
reichendes fiir x = 400 bewiesen:

179-6(Satz)
a) Aus “Va: (ae€N)= (a <z)”folgt “v=+00".
b) Aus Va:(a €Z)= (a<z)”folgt “v=+o00".

c) Aus “y < 4oo0”und Va:((a e N)A(y<a))=(a<z)”
folgt “o = 400"

d) Aus “‘y < +oo’und Va:(a€eZ)Ny<a))=(a<z)”
folgt “x = 4007.

e) Aus “—oo <y’und Va:((a e N)A(—a<y))= (a<x)”
folgt “x = 400"

£) Aus “—oco <y’und Va:(a €Z)N(—a<y)) = (a<x)”
folgt “x = 4007

RECH. <-Notation.
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Beweis 179-6 a) VS gleich
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Va:(aeN) = (a<zx).

2: Aus Themal.1“8 € N” und
aus VS gleich “Va : (e« € N) = (a <x)”
folgt:

3: Aus2“g <z’
folgt via 109-15:

B € N.

Ergo Themal.1:

1.2: Aus Al gleich “Vp: (6 €N) = (—z < —f)”

folgt via 179-5:

2: Aus 1.2 - = -7
folgt via 100-13:

b) VS gleich

A1 gleich “VB3: (BEN) = (—z < —B)”

—T = —OQ0.

T = +00.

Va: (a€Z)= (a<x).

2: Aus Themal.1“f € N”
folgt via 164-6:

3: Aus2“pf € Z” und
aus VS gleich “Va: (a € Z) = (a < z)”
folgt:

B € N.

B e 7.

f <.

Ergo Themal.1:

1.2: Aus Al gleich “VB: (feN)= (f<x)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

A1 gleich “Vg: (B eN)= (6 <x)”

r = +00.
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Beweis 179-6 c) VS gleich (y < +00) A (Va: (0 e N) A (y < o)) = (a < 2)).

(BEN)A(y <h).

2: Aus Themal.1“(8 € N)A (y < )” und
aus VS gleich “...Va: ((aeN)A (y<a)) = (a<x)”

folgt: g <.
3: Aus2“p <z’
folgt via 109-15: —x < —0.
Ergo Themal.1: A VB ((BEN)A(y<P)) = (—x < =0)"

1.2: Aus VS gleich “y < 400...” und
aus Al gleich “Vp: (BeN)A(y<p)) = (—z < —=0)"
folgt via 179-5: —r = —00.

2: Aus 1.2 - = —0”
folgt via 100-13: T = +00.

d) VS gleich (y <+o0) A (Va: (e €Z)AN(y <a)) = (a<x)).

(BEN)A(y<B).

2: Aus Themal.1“S € N...”
folgt via 164-6: B e Z.

3: Aus2“peZ”,
aus Themal.1“...y < 3”7 und
aus VS gleich “...Va: ((a€Z)AN (y<a)) = (a<ax)”
folgt: b <.

Ergo Themal. 1: A1 gleich “VB: (FeN)A(y<p))=(B<x)”

1.2: Aus VS gleich “y < 400...” und
aus Al gleich “VB: ((FeN)A(y<p)) = (f<x)”
folgt via des bereits bewiesenen c): xr = +00.
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Beweis 179-6 e) VS gleich (—oco < y) A (Va: ((a e N)A (—a <vy)) = (a < x)).

(BEN) A (~y < B).
2: Aus Themal.1“...—y < fg”
folgt via 165-1: -8 <uy.

3: Aus Themal.1“f e N...7",

aus 2“—f < y” und
aus VS gleich “...Va: (aeN)A (—a<y)) = (a<x)”
folgt: g <.

Ergo Themai: Al “VB: ((FeEN)A(—y<p)= (B <)

1.2:

3:

Aus VS gleich “—oco < y...”
folgt via 109-14: —y < —(—00).

: Aus 1.2 —y < —(—00)” und

aus AAVI“ —(—o0) = +00”
folgt: —y < 4o00.

Aus 2“—y < +00” und
aus Al gleich “V3: ((FEN)A(—y<p)) = (6<x)”

folgt via des bereits bewiesenen c): r = 4o00.
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Beweis 179-6 £) VS gleich (—oo <y)A (Va: ((a € Z) AN (—a<y)) = (a < x)).

(BEN)A (=5 <y).

2: Aus Themal.1“f e N...”
folgt via 164-6: B e Z.

3: Aus2“peZ”,

aus Themal.1“... — 8 <y” und
aus VS gleich “.. . Va: (€ Z)AN(—a<y)) = (a<z)”
folgt: g <.

Ergo Themal.1: A1 gleich “VB: ((BeN)A (=B <y))= (B <x)”

1.2: Aus VS gleich “—oco <y...” und
aus Al gleich “Vp: (BeN)A (- <y))= (B <x)”
folgt via des bereits bewiesenen e): r = +o00.
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Untere und obere < _Schranken von {z,...,y}, {z,...}
< Infimum und < Supremum von {z,...,y}, {z,...},
< Minimum von {z,...,y}, {z,...}.
< Maximum von {z,...,y}, {...,y}.
Kriterium fir {z,...} = 0.
Kriterium fiir {...,y} = 0.

Ayl
{ ..y}t

Ersterstellung: 14/05/12 Letzte Anderung: 18/06/12
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180-1. Fiir jede der Klassen {z,...,y},{z,...},{...,y} ist die Existenz von <
Infimum und < _Supremum gesichert und es liegen mit —co und +oo untere
und obere < _Schranken vor:

180-1(Satz)
a) —oo untere < _Schranke von {x,...,y}.
b) +oo obere < _Schranke von {x,...,y}.
c) 3N :Q ist < _Infimum von {x,... y}.
d) 3V : ¥ st < _Supremum von {z,...,y}.
e) —oo untere < _Schranke von {x,...}.
£) +o0 obere < _Schranke von {x,...}.
g) 30 :Q ist < _Infimum von {x,...}.
h) 3V : ¥ ist < _Supremum von {z,...}.
i) —oo untere < _Schranke von {...,y}.
j) +oo obere < _Schranke von {...,y}.
k) 30 :Q ist < _Infimum von {...,y}.

1) 3V ¥ ast < _Supremum von {...,y}.
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Beweis 180-1 abcd)
1: Via 169-4 gilt:

2: Aus 1“{x,...,y} CZ”
aus 164-4“7Z C §”
folgt via 0-6:

3.a): Aus2“{x,...,y} CS”
folgt via 157-8:

3.b): Aus 2“{x,...,y} CS”
folgt via 157-8:

3.¢): Aus 2“{z,...,y} CS”
folgt via 157-4:

3.d): Aus2“{z,...,y} CS”
folgt via 157-4:

efgh)
1: Via 169-4 gilt:

2: Aus 1“{x,...,y} CZ”
aus 164-4“7Z C §”
folgt via 0-6:

3.e): Aus 2“{z,...} CS”
folgt via 157-8:

3.f): Aus2“{z,...} CS”
folgt via 157-8:

3.g¢): Aus2“{z,...} CS”
folgt via 157-4:

3.h): Aus 2“{z,...} CS”
folgt via 157-4:
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{z,...,y} C Z.
und
{z,...,y} CS.
—oo untere < _Schranke von {z,...,y}.
+00 obere < _Schranke von {z,...,y}.
3Q : Q ist < Infimum von {z,...,y}.
IV : ¥ ist < Supremum von {z,...,y}.
{z,..} CZ
und
{z,...} CS

—oo untere < _Schranke von {z,...}.

+00 obere < _Schranke von {z,...}.

30 : Q ist < Infimum von {z,...}.

3P : U ist < Supremum von {z,...}.
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Beweis 180-1 ijk1)
1: Via 169-4 gilt: {...,y} CZ.

2: Aus1“{...,y} CZ” und
aus 164-4“7Z C S”
folgt via 0-6: {..,y} CS.

3.1): Aus2“{...,y} CS”
folgt via 157-8: —oo untere < _Schranke von {...,y}.

3.3 Aus2“{...,y} CS”
folgt via 157-8: +00 obere < _Schranke von {...,y}.

3.k): Aus2“{...,y} CS”
folgt via 157-4: 3Q : Qist < Infimum von {...,y}.

3.1): Aus2“{...,y} CS”
folgt via 157-4: IV : ¥ ist < Supremum von {...,y}.

O
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180-2. Nun wird der Frage nach gegangen, unter welcher Bedingung x eine untere
< Schranke von {z,...,y} ist. Dies ist interessanter Weise genau dann der Fall,
wenn z € S und wenn z eine untere < _Schranke von {z,...} ist:

180-2(Satz)

i) z €8S.

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

ii) x untere < _Schranke von {x,...,y}.

iii) x untere < _Schranke von {x,...}.

Beweis 180-2

<-Notation.
VS gleich x €S.
ae{z,... .y}
Aus Themal.1“«a € {z,...,y}”
folgt via 169-2: <

Ergo Themal.1:

1.2: Aus VS gleich “x € S” und

aus A1 gleich “Va : (o € {z,..

folgt via 157-7:

Al “Va: (ae{z,....y}) = (z < a)”

Ly = (e <a)”

x untere < _Schranke von {z,...,y}.
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Beweis 180-2 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z untere < _Schranke von {z,...,y}

folgt via 157-3:

ZAHLENTHEORIE #180

x untere < _Schranke von {z,...,y}.

b

T ES.

Aus Themal.2“«x € {x,...}”
folgt via 169-2:

Ergo Themal.2:

1.3: Aus 1.1z € S” und

Al “Va:(ae{z,...}) = (z<a)”

aus Al gleich “Va: (e € {z,...}) = (x < a)”

folgt via 157-7:

VS glich

Aus VS gleich “x untere < _Schranke von {z,...}

folgt via 157-3:

x untere < _Schranke von {z,...}.

x untere < _Schranke von {z,...}.

bM

T E€S.
O
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180-3. Ahnlich wie bei unteren < _Schranken ist.y genau dann obere < _Schranke
von {x,...,y}, wenn wenn y € S und wenn y eine obere < _Schranke von {. ..y}
ist:

180-3(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) yeS.
ii) y obere < _Schranke von {x,...,y}.

iii) y obere < _Schranke von {...,y}.

Beweis 180-3

<-Notation.

VS gleich yes.

a€{z,... .y}
Aus Themal.1“«a € {z,...,y}”
folgt via 169-2: a<uy.
Ergo Themal. 1: Al “Va: (a€{z,...,y}) = (a<y)”

1.2: Aus VS gleich “y € S” und
aus Al gleich “Va: (o € {z,...,y}) = (« <y)”
folgt via 157-7: y obere < _Schranke von {z,...,y}.
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Beweis 180-3 VS gleich y obere < _Schranke von {z,...,y}.

1.1: Aus VS gleich “y obere < _Schranke von {z,...,y}”

folgt via 157-3: y €S.
Themal.2 ae{ ..y}
Aus Themal.2“a € {...,y}”
folgt via 169-2: a<y.

Ergo Themal.2: Al Va:(ae{...,y}) = (a<y)”

1.3: Aus1.1“y € S” und
aus Al gleich “Va: (e {...,y}) = (a <y)”

folgt via 157-7: y obere < _Schranke von {...,y}.
VS gleich y obere < _Schranke von {...,y}.
Aus VS gleich “y obere < _Schranke von {...,y}”
folgt via 157-3: y €S.

[]
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180-4. Nun wird der Frage nachgegangen, unter welchen Voraussetzungen x ein
< _Infimum von {z, ...} ist:

180-4(Satz)
Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:
i) x ist < _Infimum von {x,...}.

ii) “xz=+oo”oder “x = —oc0”oder “x € 7”.
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Beweis 180-4 VS gleich x ist < Infimum von {z,...}.

1: Aus VS

gleich “zx ist < Infimum von {z,...}”

folgt via 157-3: xr €S.

2: Aus 1“2 €S”
folgt via 95-15: (x =+400) V(= —00) V (z € R).

Fallunterscheidung‘

© = oo

7= —c0.

3:

zeR

Es gilt: (x€Z)V (x ¢ 7).

’Fallunterscheidung‘

rEZ.

3.2.Fall xz ¢ Z.
4: Via 169-4 gilt: {z,...} CZ.
5: Aus 3.2.Fall“z ¢ Z” und

aus 4“{z,...} CZ”

folgt via 0-4: x ¢ {z, ...}
6: Aus VS gleich “z ist < Infimum von {z,...}”,

aus 5“z ¢ {z,...}” und
aus 2.3.Fall“x e R”

folgt via 173-6: {z,..} L Z.
7: Aus 6
folgt via 0-3: -({z,...} CZ).
8: Esgilt 7“-({z,...} CZ)”.
Es gilt 4“{z,...} CZ"”.
Ex falso quodlibet folgt: x € Z.
’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt: x € Z.

’Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

(x =400)V (x=—00) V (z € Z).
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Beweis 180-4

1:

Nach VS gilt:

VS gleich

Fallunterscheidung‘

© = oo

2:

Aus 169-8“{+0c0,...} =07 und
aus 157-5% 400 ist < _Infimum von 0”

folgt: +o0 ist < Infimum von {+o0,...}.
: Aus 2“+400 ist < Infimum von {+oc0,...}” und

aus 1.1.Fall“x = +o0”

folgt: x ist < _Infimum von {z,...}.

7= —c0.

2:

Aus 169-8“{—o00,...} =Z” und
aus 176-2“ —oco ist < _Infimum von Z”

folgt: —o0 ist < Infimum von {—o0,...}.

¢ Aus 2“—o0 ist < Infimum von {—o0,...}” und

aus 1.2.Fall“x = —c0”

folgt: z ist < Infimum von {z,...}.

veZ.

2:

3.2:

Aus 1.3.Fall“x € 27

folgt via 164-5: x €S.
: Aus 2z €S”

folgt via 107-5: z < .

Aus 24z € S”

folgt via 180-2: x untere < _Schranke von {z,...}.

: Aus 1.3.Fall“x € Z” und

aus 3.1%x < zx”

folgt via 169-2: ze{z,...}.
: Aus Aus 4“2z € {z,...}” und

aus 3.2“x untere < _Schranke von {z,...}”

folgt via 38-6: x ist < Infimum von {z,...}.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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(x =~400) V(z=—00) V(z €Z).

(x =400) V(z=—00)V(z€Z).

z ist < Infimum von {z,...}.

]
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180-5. Dass 400 ein < _Supremum von {z,...} ist gilt unter anderem genau
dann, wenn 0 # {z,...}. Interessanter Weise ist 0 # {z, ...} dquivalent zu (z €
S) A (z # +00):

180-5(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
1) oo ist < _Supremum von {z,...}.
ii) 0 # {z,...}.

iii) “x e S”und “x # +o0”.

Beweis 180-5 VS gleich +o0 ist < _Supremum von {z,...}.

1: Es gilt: ({z,...} =0)V(0#{z,...}).

’Fallunterscheidung‘

{w....}=0.

2: Aus 157-5“ —o00 ist < _Supremum von 0” und
aus 1.1.Fall“{x,...} =0"
folgt: —o0 ist < _Supremum von {z,...}.

”

3: Aus 2“—o0 ist < _Supremum von {z,...}” und
aus VS gleich “+o0 ist < _Supremum von {z,...}”
folgt via 171-1: —00 = 400.

4: Esgilt 3“ —00 = 400" .
Es gilt 107-6“ —00 # +00” .
Ex falso quodlibet folgt: 0# {x,...}.

0# {o,.. }.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: 0#{z,...}.
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Beweis 180-5 VS gleich 0# {x,...}.

Aus VS gleich “0 # {z,...}”
folgt via 169-6: (x € S) A (z # +00).

VS gleich (x € S) A (z # +00).

1:

: Aus 4“... VU ist < Supremum von {z,...}

Aus VS gleich “z € S...” und
aus VS gleich “...x # 400"
folgt via 179-3: 0 (QeZ)A(x<).

: Aus 14, 2 < Q7

folgt via 41-3: x < Q.

: Aus 14...Q€Z...” und

aus 2“x < Q7
folgt via 169-2: Qe{z,...}.

: Via 180-1 gilt: IV : ¥ ist < _Supremum von {z,...}.

” und

aus 3“Q € {x,...}”
folgt via 36-4: Q<.

: Aus 1¢... 2 < Q7 und

aus 5“0 < ¢”
folgt via 107-8: x < V.
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Beweis 180-5 VS gleich (x € S) A (z # +00).

7.1: Aus6“z < U”
folgt via 107-9: (¥ eR) V(¥ = +00).

’Fallunterscheidung‘

7.1.1.Fall ¥ eR.
8: Aus7.1.1.Fall“V¥V eR”
folgt via Archimedes I: AP : (P € Z) N (T < D).
9.1: Aus8“... U < ®”
folgt via 107-13: (@ < W).

9.2: Aus 6“2z < V¥” und
aus 8“... UV < ®”

folgt via 107-8: < ®.
10: Aus 9.2z < ®”
folgt via 41-3: z < O.

11: Aus8“... &€ Z...” und
aus 104z < @7
folgt via 169-2: o e {x,...}.

12: Aus 4%... ¥ ist < _Supremum von {z,...}” und
aus 11“® € {z,...}”
folgt via 36-4: P < WU,

13: Esgilt 12“® < U7 .
Es gilt 9.14~(® < 0) 7.

Ex falso quodlibet folgt: U = 4o00.
7.1.2.Fall ¥ = +o0.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al “U = 400”7

7.2: Aus 4“... V¥ ist < _Supremum von {z,...}” und
aus A1l gleich “V¥ = +00”
folgt: +00 ist < _Supremum von {z,...}.

]
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180-6. Dass —oo ein < _Infimum von {...,y} ist gilt unter anderem genau dann,
wenn 0 # {...,y}. Interessanter Weise ist 0 # {. .., y} dquivalent zu (y € S)A(y #
—00):

180-6(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
1) —oo ist < _Infimum von {...,y}.
ii) 0#4{...,y}.
iii) “yeS’und “y# —0”.

Beweis 180-6 VS gleich —o0 ist < Infimum von {...,y}.
1: Es gilt: {...,yt=0VO#{..,y}).
’Fallunterscheidung‘
=0

2: Aus 157-5“+o00 ist < _Infimum von 0” und
aus 1.1.Fall«{... .y} =07
folgt: +oo ist < _Infimum von {...,y}.

3: Aus 2“400 ist < Infimum von {...,y}” und
aus VS gleich “—oco ist < Infimum von {...,y}”
folgt via 171-1: 400 = +00.

4: Esgilt 3“400=—00".
Es gilt 107-6“ 400 # —o0” .

Ex falso quodlibet folgt: 0#{...,y}
1.2.Fall 0#{...,y.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: 0#{...,y}.
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Beweis 180-6 VS gleich

Aus VS gleich “0#{...,y}”
folgt via 169-6:

VS gleich

1:

Aus VS gleich “y € S...” und
aus VS gleich “...y # —o0”
folgt via 179-3:

D Aus 14...Q < y”

folgt via 41-3:

: Aus 14...Q€Z...” und

aus 2“Q <y”
folgt via 169-2:

: Via 180-1 gilt:

: Aus 4“... VU ist < Infimum von {...

aus 3“Q e {...,y}”
folgt via 36-3:

: Aus 5“0 < Q7 und

aus 1“...Q < y”
folgt via 107-8:

ZAHLENTHEORIE #180

0#44{...,y}.

(y €S) A (y # —o0).

(y €S)A(y # —o0).

I (QeZ)N(Q<y).

Q<uy.

Qed{ ..y}
3P : U ist < Infimum von {...,y}.

,y}” und
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Beweis 180-6 VS gleich (y €S) A (y # —00).

7.1: Aus 6“0 < y”
folgt via 107-9: (P eR)V (¥

—00).

’Fallunterscheidung‘

7.1.1.Fall ¥ eR.

8: Aus7.1.1.Fall“V¥V eR”
folgt via Archimedes I: AP : (P e Z)N (P < V).

9.1: Aus8“...d < U”
folgt via 107-13: (T < D).

9.2: Aus8“... & < V¥” und
aus 6“0 < y”
folgt via 107-8: d <y.

10: Aus 9.2“® < y”
folgt via 41-3: D <y.

11: Aus8“... &€ Z...” und
aus 10“® < y”
folgt via 169-2: oe{ ..y}

12: Aus 4¢... ¥ ist < Infimum von {...,y}” und
aus 11“® € {...,y}”
folgt via 36-3: U< o,

13: Esgilt 1240 < &7,
Es gilt 9.14-(T < ).
Ex falso quodlibet folgt: U = —c0.

7.1.2.Fall ¥ = —o0.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al| “¥ = —00”

7.2: Aus 4“... V¥ ist < Infimum von {...,y}” und
aus Al gleich “¥ = —oc0”
folgt: —o0 ist < Infimum von {...,y}.

]
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180-7. Nun wird der Frage nachgegangen, unter welchen Voraussetzungen y ein
< Supremum von {...,y} ist:

180-7(Satz)
Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:
i) y ist < _Supremum von {...,y}.

ii) “y=+o0”oder “y= —oco”oder “yeZ”.
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Beweis 180-7 VS gleich y ist < _Supremum von {...,y}.

1: Aus VS gleich “y ist < Supremum von {...,y}”
folgt via 157-3: y €S.

2: Aus 1“y e S”
folgt via 95-15: (y=+400)V (y=—o0) V(y €R).

Fallunterscheidung‘

y = +oo.

y = —oo.

yeR.

3: Es gilt: (yeZ)V(y¢Z).

’Fallunterscheidung‘

yeZ.

3.2.Fall y ¢ L.
4: Via 169-4 gilt: {.yyCZ.
5: Aus 3.2.Fall“y ¢ Z” und

aus 4“{...,y} CZ”

folgt via 0-4: yé{ ..y}
6: Aus VS gleich “y ist < Supremum von {...,y}”,

aus 5“y ¢ {...,y}” und
aus 2.3.Fall“y e R”

folgt via 173-6: {-..,y} L Z.
7: Aus 6
folgt via 0-3: -({...,y} C 7).

8: Esgilt 7¢~({...,y} CZ)”.
Es gilt 4“{...,y} CZ”.
Ex falso quodlibet folgt: y € Z.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt: y € Z.

’Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
(y = +00) V (y = —00) V (y € Z).
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Beweis 180-7 VS gleich (y=+00)V (y=—o0) V(y € Z).
1: Nach VS gilt: (y=+00)V (y=—o00) V(y €Z).
Fallunterscheidung‘
y = +oo.

2: Aus 169-84{..., 400} = Z” und
aus 176-2“+4o00 ist < _Supremum von 7Z”
folgt: +00 ist < _Supremum von {...,+oo}.

3: Aus 2“400 ist < _Supremum von {...,+o0}” und
aus 1.1.Fall“y = +o0”

folgt: y ist < _Supremum von {...,y}.
1.2.Fall y = —00.

2: Aus 169-8“{..., —oco} = 0” und
aus 157-5“ —oo ist < _Supremum von 0”

folgt: —00 ist < _Supremum von {...,—oo}.
3: Aus 2“—o00 ist < _Supremum von {...,—oo}” und
aus 1.2.Fall“y = —o0”
folgt: y ist < _Supremum von {...,y}.
1.3.Fall y € Z.
2: Aus 1.3.Fall“ye?”
folgt via 164-5: y €S.
3.1: Aus2“yes§”
folgt via 107-5: y <.
3.2: Aus2“yesS”
folgt via 180-3: y obere < _Schranke von {...,y}.

4: Aus 1.3.Fall“y € Z” und
aus 3.1z <y”
folgt via 169-2: ye{...,y}

5: Aus Aus4“ye{...,y}” und
aus 3.2“y obere < _Schranke von {...,y}”
folgt via 38-7: y ist < _Supremum von {...,y}.

Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt:

y ist < _Supremum von {...,y}.

]
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180-8. Die Frage, unter welchen Bedingungen x ein < _Infimum von {z, ..., y}
ist, gestaltet sich ein wenig mehrschichtiger als die Diskussion wann x eine untere
< _Schranke von {z,...,y} ist:

180-8(Satz)

a) Aus “z ist < _Infimum von {z,...,y}”
folgt “x = 400" oder “x = —oc0” oder “x € 7" .

b) Aus “x = 400" folgt “x ist < _Infimum von {z,...,y}”.

c) Aus “x=—o00”und “0# {x,...,y}”
folgt “x ist < _Infimum von {z,...,y}”.

d) Aus “x € Z7und “0# {x,...,y}”
folgt “x ist < _Infimum von {z,...,y}”.

Beweis 180-8

<-Notation.
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Beweis 180-8 a) VS gleich x ist < Infimum von {z,..., y}.

1: Aus VS gleich “z ist < Infimum von {z,...,y}”
folgt via 157-3: x €S.

2: Aus 1“2z € S”
folgt via 95-15: (x =400) V(z = —00) V (z € R).

’Fallunterscheidung‘

7= +00.
7= —00.
zE€R.

3: Es gilt: (x€Z)V (x ¢ 7).

’Fallunterscheidung‘

3.1.Fall z € Z.
3.2.Fall ¢ L.
4: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

5: Aus 3.2.Fall“xz ¢ Z” und

aus 4“{z,...,y} CZ”

folgt via 0-4: x ¢ {x,...,y}.
6: Aus VS gleich “z ist < Infimum von {z,...,y}"”,

aus 5“z ¢ {z,...,y}” und

aus 2.3.Fall“z e R”

folgt via 173-6: {z,...,y} L Z.
7: Aus 6“{z,...,y} L 27
folgt via 0-3: -({z,...,y} C 2).

8: Esgilt 7“-({z,...,y} CZ)".
Es gilt 4“{z,...,y} CZ”.
Ex falso quodlibet folgt: x € Z.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt: z € Z.

|Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
(x =400) V(z=—00)V(z€Z).
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Beweis 180-8 b) VS gleich

1.1:

1.2:

c) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “z = +00”

folgt: {z,...

Via 169-8 gilt:

: Aus 1.1%{x, ...y} = {+o0,...,y}” und

aus 1.2“{+00,...,y} =0"

7

Aus VS gleich “z = —o00...
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r = +00.

Y = {+o0, ..., y}.

{+00,...,y} =0.

folgt: {z,...,y} =0.
: Aus 2“{z,...,y} =07 und

aus 157-5“ 400 ist < _Infimum von 0”

folgt: +o0 ist < _Infimum von {z,...,y}.
: Aus VS gleich “x = +00” und

aus 3“+o00 ist < Infimum von {z,...,y}”

folgt: x ist < Infimum von {z,..., y}.

(x = —00) A0 # {x,...,y}).

folgt: {z,...,y} ={—00,...,y}.

Aus VS gleich “...0 # {z,...,y}” und

aus 1“{z,...,y} = {—o0,...,y}”

folgt: 0#{—o00,...,y}.

Via 169-8 gilt: {—o0,...;yt=1{...,y}.
: Aus2.1¢...0# {—0o0,...,y}” und

aus 2.2“{—o0,...,yt =4{...,y}”

folgt: 0#{...,y}.
: Aus 3“0 #{...,y}”

folgt via 180-6: —o0 ist < Infimum von {...,y}.
: Aus 4“—00 ist < Infimum von {...,y}” und

aus 2.2“{—o0,...,yt =4{...,y}”

folgt: —o0 ist < Infimum von {—oo,...,y}.
: Aus 5“—00 ist < Infimum von {—o0,...,y}” und

aus VS gleich “x = —o0...”

folgt: x ist < Infimum von {z,...,y}.



152 ZAHLENTHEORIE #180

Beweis 180-8 d) VS gleich (x€eZ)N(0#A{x,...,y}).

1.1: Aus VS gleich “x € Z...”
folgt via 164-5: x €S.

1.2: Aus VS gleich “...0 # {z,...,y}”
folgt via 169-7: r<uy.

2.1: Aus 1.1z € S”
folgt via 107-5: z < .

2.2: Aus1.1“2€8S”
folgt via 180-2: x untere < _Schranke von {z,...}.

3: Aus VS gleich “z € Z...”,
aus 2.1z < z” und
aus 1.2z <y”

folgt via 169-2: re{r,...,y}.
4: Aus 3“x €{z,...,y}” und

aus 2.2“x untere < _Schranke von {z,...,y}”

folgt via 38-6: x ist < Infimum von {z,..., y}.

]
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180-9. Die Frage, unter welchen Bedingungen y ein < _Supremum von {z, ..., y}

ist, gestaltet sich ein wenig mehrschichtiger als die Diskussion wann ¥ eine obere
< _Schranke von {z,...,y} ist:

180-9(Satz)
a) Aus “y ist < _Supremum von {z,...,y}”
folgt “y = +o00” oder “y= —oc0”oder “y € Z”.

b) Aus “y = +oo”und “0# {x,...,y}”
folgt “y ist < _Supremum von {z,...,y}”.

c) Aus “y = —oo” folgt “y ist < _Supremum von {x,...,y}”.

d) Aus “y € Z7und “0 # {z,...,y}”
folgt “y ist < _Supremum von {z,...,y}”.
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Beweis 180-9 a) VS gleich y ist < _Supremum von {z,...,y}.

1: Aus VS gleich “y ist < Supremum von {z,...,y}”
folgt via 157-3: Yy €S.

2: Aus 14y e S”
folgt via 95-15: (y=+400)V (y=—00) V(y €R).

’Fallunterscheidung‘

y = +oo.
y = —o0,
yeR.

3: Es gilt: (yeZ)V(y ¢ 7).

’Fallunterscheidung‘

3.1.Fall y € Z.
3.2.Fall y ¢ 7.
4: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

5: Aus 3.2.Fall“y ¢ Z” und
aus 4“{z,...,y} CZ”
folgt via 0-4: y&{z,...,y}
6: Aus VS gleich “y ist < _Supremum von {z,...,y}”,
aus 5“y ¢ {x,...,y}” und
aus 2.3.Fall“y e R”

folgt via 173-6: {z,...,y} £ Z.
7: Aus 6“{z,...,y} L 27
folgt via 0-3: -({z,...,y} C 2).

8: Esgilt 7“-({z,...,y} CZ)".
Es gilt 4“{z,...,y} CZ”.
Ex falso quodlibet folgt: y €.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt: y € Z.

|Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
(y = +00) V (y = —00) V (y € Z).
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Beweis 180-9 b) VS gleich (y =4+00) A (0 #{z,...,y}).

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “y = 400...”
folgt: {z,...,y} ={x,...,+o0}.

Aus VS gleich “...0# {z,...,y}” und
aus 1“{x,...,yt ={z,...,+oo}”
folgt: 0#{x,...,+oo}.

Via 169-8 gilt: {z,...,+o0} ={=z,...}.

: Aus 2.1“...0 # {x,...,+00}” und

aus 2.2“{z,...,+oo} = {x,...}”
folgt: 0#{x....}.

: Aus 3“0 # {z,...}”

folgt via 180-5: +o00 ist < _Supremum von {z,...}.

: Aus 4“+o00 ist < Supremum von {z,...}” und

aus 2.2“{z,...,+oo} = {x,...}”
folgt: +o0 ist < _Supremum von {z, ..., +oc}.

: Aus 5“+o00 ist < _Supremum von {z,...,4+00}” und

aus VS gleich “y = 4o00...”
folgt: y ist < _Supremum von {z,...,y}.

c) VS gleich Yy = —00.

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “y = —00”
folgt: {z,...,y} ={x,..., —o0}.

Via 169-8 gilt: {z,...,—oc0} =0.

Aus 1.1z, yt ={z,...,—o0}” und

aus 1.2“{z,...,—o0} =07
folgt: {z,...,y} =0.

: Aus 2“{z,...,y} =07 und

aus 157-5“ —o0 ist < _Supremum von 0”
folgt: —o0 ist < Supremum von {z,...,y}.

: Aus VS gleich “y = —o0” und

aus 3“—oo ist < Supremum von {z,...,y}”
folgt: y ist < _Supremum von {z,...,y}.
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Beweis 180-9 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “y € Z...”
folgt via 164-5:

1.2: Aus VS gleich “...0 # {z,...,y}”
folgt via 169-7:

2.1: Aus 1.1y e §”
folgt via 107-5:

2.2: Aus1.1“ye§”
folgt via 180-3:

3: Aus VS gleich “yeZ...”,
aus 1.2z <y” und
aus 2.1y <y”
folgt via 169-2:

4: Aus 3“y € {x,...,y}” und

aus 2.2“y obere < _Schranke von {z, ...

folgt via 38-7:

ZAHLENTHEORIE #180

(yeZ)N(0#{z,....y}).

y €S.

z < y.

y<y.

y obere < _Schranke von {...,y}.

ye{x,...,y}.

N

y ist < _Supremum von {z,...,y}.
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180-10. In erwarteter Weise ist « genau dann ein < Minimum von {z, ...}, wenn
x € Z. Genau so ist y genau dann < Maximum von {...,y}, wenn y € Z:

180-10(Satz)

a) “xist < _Minimum von {x,...}” genau dann, wenn “x € Z”.

b) “y ist < _Mazimum von {...,y}” genau dann, wenn “y € Z”.

Beweis 180-10 a) VS gleich z ist < Minimum von {z,...}.
1: Aus VS gleich “z ist < Minimum von {z,...}”
folgt via 38-6: xz € {x,...}.

2: Aus 1“z € {x,...}”
folgt via 169-2: x € 7.

a) VS gleich x € L.

1.1: Aus VS gleich “z € Z”
folgt via 164-5: xr €S.

1.2: Aus VS gleich “z € Z”
folgt via 180-4: x ist < Infimum von {z,...}.

2: Aus1.1“2€8S”
folgt via 107-5: r<uw.

w

: Aus VS gleich “z € Z” und
aus 2“x < zx”
folgt via 169-2: r € {x,...}.

4: Aus 3“z € {z,...}” und
aus 1.2z ist < _Infimum von {z,...}”
folgt via 38-6: z ist < Minimum von {z,...}.
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Beweis 180-10 b) VS gleich y ist < Maximum von {...,y}.
1: Aus VS gleich “y ist < Maximum von {...,y}”
folgt via 38-T: yed{ ..., y}
2: Aus 1y e{...,y}”
folgt via 169-2: Yy € 2.
b) VS gleich y € 7.
1.1: Aus VS gleich “y € Z”
folgt via 164-5: y €S.
1.2: Aus VS gleich “y € Z”
folgt via 180-7: y ist < _Supremum von {...,y}.
2: Aus1.1“y e S”
folgt via 107-5: y <.
3: Aus VS gleich “y € Z”7 und
aus 2Lcy S yﬂ
folgt via 169-2: yed{. . .,y}
4: Aus 3“ye{...,y}” und

aus 1.2y ist < _Supremum von {...,y}”
folgt via 38-7: y ist < Maximum von {...,y}.

]
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180-11. Das < _Minimum von {z,...,y} ist genau dann z, wenn z € Z und
0 # {z,...,y} und dies ist genau dann der Fall, wenn x € Z und = < y. Die
Beweis-Reihenfolge ist 1) = iii) = ii) = 1i):

180-11(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) x ist < _Minimum von {z,...,y}.
ii) ‘@ € Z’und “0#{x,...,y}".

iii) “x € Z7und “x <y”.

<-Notation.
Beweis 180-11 VS gleich x ist < Minimum von {z,...,y}.
1: Aus VS gleich “z ist < Minimum von {z,...,y}”
folgt via 38-6: re{r,...,y}.

2: Aus 1z € {x,...,y}”
folgt via 169-2: (z€Z)N(x<y).

US gleich (zr€Z) A (x<y)

1: Aus VS gleich “z € Z...”
folgt via 164-5: xr €S.

2: Aus 1“2 € 8S”
folgt via 107-5: r<uw.

3: Aus VS gleich “z € Z...” |
aus 2z < z” und
aus VS gleich “...x <y”
folgt via 169-2: re{x,...,y}.

4: Aus 3“z e {x,...,y}"
folgt via 0-20: 0#{z,...,y}.

5: Aus VS gleich “x € Z...” und

aus 4“0 # {z,...,y}”
folgt: (x € Z)N(0#{x,...,y}).
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Beweis 180-11 VS gleich (x € Z) N(0#{x,...,y}).

1.1: Aus VS gleich “x € Z...” und
aus VS gleich “...0 # {x,...,y}”

folgt via 180-8: x ist < Infimum von {z,...,y}.
1.2: Aus VS gleich “...0 # {z,...,y}”

folgt via 0-20: A0 :Qe{x,...,y}.
2.1: Aus 1.1%z ist < Infimum von {z,...,y}”

folgt via 36-3: z <z
2.2: Aus1.2¢...Q¢e{x,...,y}”

folgt via 169-2: r<Q<y.

3: Aus 2“2 <Q...”7 und
aus 2“...Q <y”
folgt via 107-8: x <.

4: Aus VS gleich “z € Z...” |
aus 2.1z < x”7 und

aus 3“z < vy”

folgt via 169-2: re{z,...,y}
5: Aus4“z € {z,...,y}” und

aus 1.1“z ist < _Infimum von {z,...,y}”

folgt via 38-6: x ist < Minimum von {z,...,y}.

[]
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180-12. Das < Maximum von {z,...,y} ist genau dann y, wenn y € Z und
0 # {z,...,y} und dies ist genau dann der Fall, wenn y € Z und z < y. Die
Beweis-Reihenfolge ist 1) = iii) = ii) = 1i):

180-12(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) y ist < _Mazimum von {x,... y}.
ii) “yeZ7und “0#{z,...,y}".

iii) “yeZ7und “x <y”.

<-Notation.
Beweis 180-12 VS gleich y ist < _Maximum von {z,...,y}.
1: Aus VS gleich “y ist < Maximum von {z,...,y}”
folgt via 38-7: ye{x,...,y}.

2: Aus 14y e{x,...,y}”
folgt via 169-2: (y € Z) A (z < y).

VS gleich wen Ay

1: Aus VS gleich “ye Z...”
folgt via 164-5: y €S.

2: Aus 1“y e S”
folgt via 107-5: y <uy.

3: Aus VS gleich “ye Z...”,
aus VS gleich “...x <y” und
aus 2“y <y’
folgt via 169-2: yed{x,...,y}

4: Aus 3“ye{x,...,y}”
folgt via 0-20: 0#A{z,...,y}.

5: Aus VS gleich “y € Z...” und

aus 4“0 # {z,...,y}”
folgt: (yeZ)N(O0 #{z,...,y}).
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Beweis 180-12 VS gleich (yeZ)N(O0 #{z,...,y}).

1.1: Aus VS gleich “y € Z...” und
aus VS gleich “...0 # {x,...,y}”

folgt via 180-9: y ist < _Supremum von {z,...,y}.
1.2: Aus VS gleich “...0 # {z,...,y}”

folgt via 0-20: A0 :Qe{x,...,y}.
2.1: Aus 1.1%y ist < Supremum von {z,...,y}”

folgt via 36-4: y <.
2.2: Aus1.2¢...Q¢e{x,...,y}”

folgt via 169-2: r<Q<y.

3: Aus 2“2 <Q...”7 und
aus 2“...Q <y”
folgt via 107-8: x <.

4: Aus VS gleich “ye Z...”,
aus 3“x <y” und
aus 2. 1%y <y”

folgt via 169-2: yed{x,...,y}
5: Aus4“y e {z,...,y}” und

aus 1.1“y ist < Supremum von {z,...,y}”

folgt via 38-T: y ist < Maximum von {z,...,y}.

[]
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180-13. Nun wird die Frage nach speziellen < _Infima von {z,...,y} themati-
siert. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b) - d):

180-13(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von {z,... y}”
und “inf e R”
folgt “0 #{x,...,y} und “x € R”.

b) Aus “inf ist < _Infimum von {z,...,y}”
und “0 # {x,...,y}”
und “x € R”
folgt inf € R.

c) “+oo ist < _Infimum von {z,... y}”
genau dann, wenn “{x,...,y} =0".

14 N 2
d) “—o0 ist < _Infimum von {x,... y}
genau dann, wenn “x = —oco”und “—oo <y”.

Beweis 180-13

<-Notation.
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Beweis 180-13 a) VS gleich  (inf ist < Infimum von {z,...,y}) A (inf € R).

1: Aus VS gleich “(inf ist < Infimum von {z,...,y}) A (inf € R)”
folgt via 175-2: 0#{z,...,y}.

2: Aus 1“0 # {z,...,y}”
folgt via 169-6: (x € S) A (z # +00).

3.1: Aus 2“(z € S) A (x # +00)”
folgt via 95-19: (x eR)V (x = —0).

’Fallunterscheidung‘

3.1.1.Fall xR
3.1.2.Fall T = —o0.

4: Aus 3.1.2.Fall“z = —o0” und
aus 1“0 # {z,...,y}”

folgt via 180-8: x ist < Infimum von {z,...,y}.
5: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {z,...,y}” und

aus 4“z ist < _Infimum von {z,...,y}”

folgt via 171-1: nf =ux.

6: Aus VS gleich “...inf € R” und
aus 5“inf =x”
folgt: z eR.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “z e R”

3.2: Aus 1“0 # {z,...,y}” und
aus Al gleich “x € R”

folgt: (0#A{z,...,y}) A (z €R).
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Beweis 180-13 ¢) VS gleich +oo ist < _Infimum von {z,...,y}.
1: Aus VS gleich “+oo ist < _Infimum von {z,...,y}”
folgt via 157-9: {x,...,y} =0)V ({z,...,y} = {+o0}).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall {z,...,y} =0.

1.2.Fall {z,...,y} = {+o0}.
2.1: Aus 95-3“+00 Menge”

folgt via 1-3: +o0 € {+o0}.

2.2: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

3: Aus 2.1%+00 € {+o0}” und

aus 1.2.Fall“{z,...,y} = {+o0}”

folgt: +oo € {z,...,y}.
4: Aus 3“4+o00 € {z,...,y}” und

aus 2.2“{x,...,y} CZ”

folgt via 0-4: +o0 € Z.

5: Esgilt 4“+o0€Z”.
Es gilt 166-1“+400 ¢ Z7 .

Ex falso quodlibet folgt: {z,...,y} =0.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: {z,...,y} =0.
c) VS gleich {z,...,y} =0.

Aus 157-5“ +00 ist < _Infimum von 0” und
aus VS gleich “{x,...,y} =0"
folgt: +oo ist < _Infimum von {z,...,y}.
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Beweis 180-13 b)

VS gleich (inf ist < Infimum von {z,...,y}) A (0 # {z,...,y}) A (x € R).
1.1: Aus VS gleich “...z € R”
folgt via AAVII: —00 < Z.
1.2: Aus VS gleich “...z € R”
folgt via €SZ: xr €S.
2: Aus1.2“z€S”
folgt via 180-2: x untere < _Schranke von {z,...,y}.
3: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {x,...,y}...” und
aus 2“z untere < _Schranke von {z,...,y}”
folgt via 36-1(Def): r <inf.

4: Aus1.1“—oco < z” und
aus 3“x <nf”

folgt via 107-8: —o0 < inf.
5: Aus 4“—o0 <inf”
folgt via 107-10: (inf € R) V (inf = +00).
Fallunterscheidung‘
5.1.Fall inf € R.
inf = +oc.
6: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {z,...,y}...” und
aus 5.2.Fall“inf = +00”
folgt: +o0 ist < Infimum von {z,...,y}.

7: Aus 6“+4o0 ist < Infimum von {z,...,y}”
folgt via des bereits bewiesenen c): {z,...,y} =0.

8: Esgilt 7¢{x,...,y} =07.
Es gilt VS gleich “...0 # {z,...,y}...”.
Ex falso quodlibet folgt: inf eR.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: inf € R.
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Beweis 180-13 4) VS gleich —o0 ist < Infimum von {z,..., y}.

1: Aus VS gleich “—oc0 ist < Infimum von {z,...,y}” und
aus 107-6“ —o0 # 400”

folgt via 175-5: 0#{z,...,y}.
2.1: Aus 1“0 # {z,...,y}”

folgt via 169-9: (x € S) A (z # +00).
2.2: Aus 1“0 # {z,...,y}”

folgt via 169-9: (y € S) A (y # —00).
3.1: Aus 2.14(z € S) A (z # +00)”

folgt via 95-19: (x e R)V (x = —00).

’Fallunterscheidung‘

z€R.

4: Aus VS gleich “—o0 ist < Infimum von {z,...,y}”,
aus 1“0 # {z,...,y}” und
aus 3.1.1.Fall“x e R”
folgt via des bereits bewiesenen b): —o0 € R.

5: Esgilt 4“—co e R”.
Via AAI gilt “—oco ¢ R”.

Ex falso quodlibet folgt: T = —00.
3.1.2.Fall T = —00.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al| “2 = —00”

3.2: Aus 2.2(y € S) A (y # —0)”
folgt via 107-10: —o0 < .

4: Aus Al gleich “z = —oc0” und
aus 3.2“—oc0 < y”
folgt: (x = —00) A (=00 < y).
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Beweis 180-13 d) VS gleich (r = —00) A (—00 < y).

Themal.1 a untere < _Schranke von {z,...,y}.

(BeZ)A(B<y).

3.1: Aus Thema2.1“...8 <y’
folgt via 107-9: b eSs.

3.2: Aus Thema2.1“...8 <y’
folgt via 41-3: b <.

4: Aus 3.1 € S”
folgt via 107-5: —o0 < 3.

5: Aus Thema2.1“B€Z...7,
aus 4“—o0 < A7 und
aus 3.2 <y”

folgt via 169-2: B e{—0,...,y}.
6: Aus5“p € {—o0,...,y}” und

aus VS gleich “x = —oc0...”

folgt: ge{x,...,y}.

7: Aus Themal.1“« untere < _Schranke
von {z,...,y}" und

aus 6“5 € {z,...,y}”
folgt via 35-1(Def): a<p.

Ergo Thema2.1: |ALl| “V: ((B€Z)N(B<y)) = (a<P)”

2.2: Aus VS gleich “... — o0 <y” und
aus Al gleich “VB: ((B€Z)AN(B<y)) = (a<p)”
folgt via 179-5: a = —00.

Ergo Themal.1:

A2| “Va: (a untere < _Schranke von {z,...,y}) = (o = —c0)”
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Beweis 180-13 d) VS gleich (r = —00) A (—00 < y).

1.2: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

2: Aus 1.2“{z,...,y} CZ” und
aus 164-4“7Z C S”

folgt via 0-6: {z,...,y} CS.
3: Aus 2“{z,...,y} €S” und

aus A2 gleich “Va : (a untere < _Schranke von {z,...,y}) = (o = —00)”

folgt via 157-9: —o0 ist < _Infimum von {z,...,y}.

[]
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180-14. Nun wird die Frage nach speziellen < _Suprema von {z,...,y} thema-
tisiert. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - d) - b) - ¢):

180-14(Satz)

”

a) Aus “sup ist < _Supremum von {x,...,y}
und “sup € R”
folgt “0#{x,...,y}” und “y € R”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von {x,...,y}”
und “0 # {x,...,y}”

und “y € R”
folgt sup € R.
c) “+oo ist < _Supremum von {x,...,y}”
genau dann, wenn “x < 4o0o0”und “y = +o0”.
d) “—o0 ist < _Supremum von {z,...,y}”

genau dann, wenn “{x,....y} =0".

Beweis 180-14

<-Notation.
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Beweis 180-14 a) VS gleich (sup ist < _Supremum von {z,...,y}) A (sup € R).

1: Aus VS gleich “(sup ist < _Supremum von {z,...,y}) A (sup € R)”
folgt via 175-3: 0#{z,...,y}.

2: Aus 1“0 # {z,...,y}”
folgt via 169-6: (y €S) A (y # —0o0).

3.1: Aus2“(y €S)A (y # —0)”
folgt via 95-19: (y € R)V (y = +00).

’Fallunterscheidung‘

3.1.1.Fall yeR.
3.1.2.Fall y = +o0.

4: Aus 3.1.2.Fall“y = +o0” und
aus 1“0 # {z,...,y}”

folgt via 180-9: y ist < _Supremum von {z,...,y}.
5: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von {z,...,y}” und

aus 4“y ist < _Supremum von {z,...,y}”

folgt via 171-1: sup = y.

6: Aus VS gleich “...sup € R” und
aus 5“sup =y”
folgt: y e R

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “yeR”

3.2: Aus 1“0 # {z,...,y}” und
aus Al gleich “y e R”

folgt: (0#{z,...,y}) A (y € R).
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Beweis 180-14 d) VS gleich —o0 ist < _Supremum von {z,...,y}.
1: Aus VS gleich “—oc0 ist < Supremum von {z,...,y}”
folgt via 157-9: {z,...,y} =0) v ({x,...,y} = {—o0}).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall {z,...,y} =0.
1.2.Fall {z,...,y} = {—o0}.
2.1: Aus 95-3“—00 Menge”
folgt via 1-3: —o0 € {—o0}.
2.2: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.
3: Aus2.1%—00 € {—o0}” und
aus 1.2.Fall“{z,...,y} = {—o0}”
folgt: -0 € {x,...,y}.
4: Aus 3“—oco € {z,...,y}” und
aus 2.2{x,...,y} CZ”
folgt via 0-4: —00 € Z.
5: Esgilt 4“—co€Z”.
Es gilt 166-1“+4o00 ¢ Z7 .
Ex falso quodlibet folgt: {z,...,y} =0.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: {z,...,y} =0.
d) VS gleich {z,...,y} =0.

Aus 157-5“ —o00 ist < _Supremum von 0” und
aus VS gleich “{x,...,y} =0"
folgt:

—o0 ist < _Supremum von {z,...,y}.
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Beweis 180-14 b)

VS gleich  (sup ist < Supremum von {z,...,y}) A (0 # {z,...,y}) A (y € R).

1.1:

1.2:

: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von {z,...,y}...

Aus VS gleich “...y e R”
folgt via AAVII: y < +00.

Aus VS gleich “...y € R”
folgt via €SZ: y €S.

: Aus 1.2y € §”

folgt via 180-3: y obere < _Schranke von {z,...,y}.

2

und
aus 2“y obere < _Schranke von {z,...,y}”
folgt via 36-1(Def): sup < y.

: Aus 3“sup < y” und

aus 1.1%y < 400”
folgt via 107-8: sup < +00.

: Aus 4“sup < +o0”

folgt via 107-11: (sup € R) V (sup = —o0).

Fallunterscheidung‘

sup € R.

sup = —oo.

” und

6: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von {z,...,y}...
aus 5.2.Fall“sup = —oc0”

folgt: —o0 ist < _Supremum von {z,...,y}.
7: Aus 6“—oc ist < _Supremum von {z,...,y}”

folgt via des bereits bewiesenen d): {z,...,y} =0.
8: Esgilt 7¢{z,...,y} =07.

Es gilt VS gleich “...0 # {z,...,y}...”.

Ex falso quodlibet folgt: sup € R.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: sup € R.
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Beweis 180-14 ¢) VS gleich +o0 ist < _Supremum von {z,...,y}.

1: Aus VS gleich “+4o00 ist < _Supremum von {z,...,y}” und
aus 107-6“+o00 # —o0”

folgt via 175-5: 0#A{z,...,y}.
2.1: Aus 1“0 # {z,...,y}”

folgt via 169-6: (x € S) A (z # +00).
2.2: Aus 1“0 # {z,...,y}”

folgt via 169-6: (y € S) A (y # —0o0).
3.1: Aus 2.14“(y € S) A (y # —o0)”

folgt via 95-19: (y e R)V (y = +00).

’Fallunterscheidung‘

yeR

4: Aus VS gleich “+o0 ist < _Supremum von {z,...,y}”,
aus 1“0 # {z,...,y}” und
aus 3.1.1.Fall“y e R”
folgt via des bereits bewiesenen b): 400 € R.

5: Esgilt 4“+c0 € R”.
Via AAI gilt “4o00 ¢ R”.

Ex falso quodlibet folgt: y = +o0.
3.1.2.Fall y = +00.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al| “y = +o0”

3.2: Aus 2.14(zx € S) A (z # +00)”
folgt via 107-11: T < +00.

4: Aus 3.2 < 400” und
aus Al gleich “y = 400"
folgt: (x < 4+00) A (y = +00).
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Beweis 180-14 ¢) VS gleich

175

(x < 400) A (y = +00).

a obere < _Schranke von {z,

TS

(BEZ)A(x <p).

3.1:

Aus Thema2.1“... 2 < (7
folgt via 107-9: Bes.

: Aus Thema2.1“...2 < (87

folgt via 41-3: x < p.

: Aus 3.14“8€S”

folgt via 107-5: B < 4o0.

: Aus Thema2.1“B € Z...7

aus 3.2“x < 47 und
aus 4“3 < +o00”
folgt via 169-2: g e{x,...,+oo}.

: Aus5“fg e {x,...,+00}” und

aus VS gleich “...y = +00”
folgt: ge{x,...,y}

: Aus Themal.1“« obere < _Schranke

von {z,...,y}" und

aus 6“5 € {z,...,y}”
folgt via 35-1(Def): B <a.

Ergo Thema?2.1:

M| VB ((BEZ)A(z<B) = (B<a)”

2.2: Aus VS gleich “z < +00...” und

aus A1 gleich “VB: ((B€Z)A(z<fB)= (< a)”

folgt via 179-6: o

= +o00.

Ergo Themal.1:

A2| “VYa: (a obere < _Schranke von {z,..

Ly = (a=+00)”
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Beweis 180-14 c) VS gleich (r < 4+00) A (y = +00).

1.2: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

2: Aus 1.2“{z,...,y} CZ” und
aus 164-4“7Z C S”
folgt via 0-6: {z,...,y} CS.

3: Aus 2“{z,...,y} €S” und
aus A2 gleich “Va : (a obere < _Schranke von {z,...,y}) = (o = +00)”
folgt via 157-9: +o0 ist < _Supremum von {z,...,y}.

[]
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180-15. Hier wird die Frage nach speziellen < Infima von {z, ...} thematisiert.
Beim Beweis wird auf 180-13 zuriick gegriffen:

180-15(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von {x,...}”
und “inf e R”
folgt “0 #{x,...} und “z € R”.

b) Aus “inf ist < _Infimum von {x,...}”
und “x € R”
folgt inf € R.

c) “4oo ist < _Infimum von {x,...}”
genau dann, wenn “{x,...} =0".

d) “—oc0 ist < _Infimum von {x,...}”

genau dann, wenn “x = —o0”.
Beweis 180-15
<-Notation.
a) VS gleich (inf ist < Infimum von {z,...}) A (inf € R).
1: Via 169-8 gilt: {z,...} ={z,...,+oo}.
2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {x,...}...” und
aus 1“{xz,...} ={x,...,+o0}”
folgt: inf ist < Infimum von {z,...,400}.

3: Aus 2“inf ist < Infimum von {z,...,4+o00}” und
aus VS gleich “...inf € R”
folgt via 180-13: (0 #{z,...,+00}) A (x € R).

4: Aus 3“(0 # {x,...,+00}) A(x € R)” und
aus 1“{x,...} = {x,...,+o0}”
folgt: (0# {z,...}) ANz € R).
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Beweis 180-15 b) VS gleich (inf ist < Infimum von {z,...}) A (z € R).
1.1: Via 169-8 gilt: {z,...} ={z,...,+o0}.
1.2: Aus VS gleich “...z € R”

folgt via 95-17: (x €S) A (z # +00) A (x # —00).
2.1: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {z,...}...” und

aus 1.1“{z,...} = {x,...,+o0}”

folgt: inf ist < Infimum von {z,...,4+00}.

2.2: Aus1.2“(x € S) A (x # +00)...”
folgt via 180-5: 0# {x,...}.

3: Aus 2.2“0 # {x,...}” und
aus 1.1“{z,...} = {x,...,+oo0}”
folgt: 0#{z,...,+oo}.

4: Aus 2.1%inf ist < Infimum von {z,...,4+00}”,
aus 3“0 # {z,...,+o0}” und
aus VS gleich “...x e R”
folgt via 180-13: inf e R.

c)
1: Via 169-8 gilt: {z,...} ={z,...,+oo}.

2: Via 180-13 gilt:
(400 ist < Infimum von {z,...,400}) & ({z,...,+00} = 0).

3: Aus 2“(+4o0 ist < Infimum von {z,...,+oo})
< ({z,...,+00} =0)” und
aus 1“{z,...} ={z,...,+o0}”
folgt: (00 ist < Infimum von {z,...}) & ({z,...} =0).
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Beweis 180-15 4d) VS gleich —o0 ist < Infimum von {z,...}.
1: Via 169-8 gilt: {z,...} ={z,...,+o0}.

2: Aus VS gleich “—o0 ist < _Infimum von {z,...}” und
aus 1“{x,...} ={x,...,+o0}”

folgt: —o0 ist < Infimum von {z, ..., +oo}.
3: Aus 2“—00 ist < Infimum von {z,...,+oc0}”
folgt via 180-13: r = —00.

d) VS gleich r = —00.

1: Aus VS gleich “z = —oc0” und
aus 107-6“ —oo < +00”

folgt via 180-13: —oo ist < Infimum von {z, ..., +o0}.
2: Via 169-8 gilt: {z,...} ={z,...,+o0}.
3: Aus 1“—o0 ist < _Infimum von {z,...,+00}” und

aus 2“{x,...} ={x,...,+o0}”

folgt: —o0 ist < Infimum von {z,...}.

]
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180-16. Genau 400 und —oo kommen unter iiberschaubaren Bedingungen als
< _Suprema von {z,...} in Frage:

180-16(Satz)

»

a) “H4o0 ist < _Supremum von {x,...}
genau dann, wenn “0 # {x,...}”.

”

b) “—oo ist < _Supremum von {z,...}
genaw dann, wenn “{z,...} =07,
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Beweis 180-16 a)

181

Via 180-5 gilt: (+00 ist < _Supremum von {z,...}) < (0 # {z,...}).
b) VS gleich —00 ist < _Supremum von {z,...}.
1: Aus VS gleich “—o0 ist < _Supremum von {z,...}”
folgt via 157-9: {z,...} =0V ({x,...} = {—00}).
Fallunterscheidung‘
{#,...}=0
{z,...} = {=o0}.
3: Aus 95-3“ —oco Menge”
folgt via 1-3: —o0 € {—o0}.
4: Via 169-4 gilt: {z,...} CZ.
5: Aus 3“—o0 € {—o0}” und
aus VS gleich “{z,...} = {—o0}”
folgt: -0 € {z,...}.
6: Aus 5“—oc0 € {z,...}” und
aus 4“{x,...} CZ”
folgt via 0-4: —o0 € Z.
7: Esgilt 6“—co€Z”.
Es gilt 166-1%—oco ¢ 77 .
Ex falso quodlibet folgt: {z,...} =0
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: {z,...} =0
b) VS gleich {z,...} =0
Aus 157-5“ —o0 ist < _Supremum von 0” und
aus VS gleich “{xz,...} =07
folgt: —00 ist < _Supremum von {z,...}.

]
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180-17. Genau 400 und —oo kommen unter iiberschaubaren Bedingungen als
< _Infima von {...,y} in Frage:

180-17(Satz)

a) “A4o0 ist < _Infimum von {...,y}”
genau dann, wenn “{...,y} =0".

b) “—oo ist < _Infimum von {... y}”
genau dann, wenn “0# {...,y}”.
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Beweis 180-17 a) VS gleich +oo ist < Infimum von {..., y}.
1: Aus VS gleich “+oo ist < _Infimum von {...,y}”
folgt via 157-9: (.. sy =0V ({. ..,y} ={+o0}).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall {...y}=0.

1.2.Fall {..,y} = {+a}.
3: Aus 95-3“+00 Menge”

folgt via 1-3: +o0 € {+o0}.

4: Via 169-4 gilt: {...,y} CZ.

5: Aus 3“400 € {+00}” und

aus VS gleich “{...,y} = {+o0}”

folgt: +ooe{...,y}.
6: Aus5“4+oc € {...,y}” und

aus 4“{...,y} CZ”

folgt via 0-4: +o0 € Z.
7: Esgilt 6“+oc0o€Z”.

Es gilt 166-1“+4o00 ¢ Z7 .

Ex falso quodlibet folgt: {..,y}=0.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: {...,y}=0.
a) VS gleich {...,y} =0.

Aus 157-5“ +00 ist < _Infimum von 0” und
aus VS gleich “{...,y} =07
folgt: +00 ist < _Infimum von {..., y}.

b)
Via 180-6 gilt: (—oo ist < Infimum von {...,y}) < (0# {...,y}).
[l
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180-18. Hier wird die Frage nach speziellen < _Suprema von {...,y} themati-
siert. Beim Beweis wird auf 180-14 zuriick gegriffen:

180-18(Satz)

”

a) Aus “sup ist < _Supremum von {...,y}
und “sup € R”

folgt “0#£{...,y} und “y e R”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von {... y}”
und “y e R”
folgt sup € R.

c) “4oo ist < _Supremum von {...,y}”
genau dann, wenn “y = +oo”.

d) “—oo ist < _Supremum von {...,y}”
genau dann, wenn “{...,y} =0".

Beweis 180-18

<-Notation.
a) VS gleich (sup ist < _Supremum von {...,y}) A (sup € R).
1: Via 169-8 gilt: {...,y} ={—00,...,y}.
2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von {...,y}...” und
aus 1“{...,y} ={—00,...,y}”
folgt: sup ist < Supremum von {—o0,...,y}.
3: Aus 2“sup ist < _Supremum von {—o0,...,y}” und
aus VS gleich “...sup € R”
folgt via 180-14: (0 # {—o0,...,y}) A (y € R).

4: Aus 3“(0# {—00,...,y}) A(y € R)” und
aus 1“{...,y} ={—00,...,y}”
folgt: 0#{...,y}) A (y € R).
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Beweis 180-18 b) VS gleich (sup ist < _Supremum von {...,y}) A (y € R).

1.1: Via 169-8 gilt: {...,y} ={—00,...,y}.
1.2: Aus VS gleich “...y € R”

folgt via 95-17: (y €S) A (y # +00) A (y # —o0).
2.1: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von {...,y}...” und

aus 1.1“{...,y} ={—0o0,...,y}”

folgt: sup ist < _Supremum von {—oo,...,y}.

2.2: Aus 1.2y € S...” und
aus 1.2%. ..y # —o0”

folgt via 180-6: 0#{...,y}.
3: Aus 2.2“0# {...,y}” und

aus 1.1“{... y} ={—o00,...,y}”

folgt: 0#{—o00,...,y}.
4: Aus 2.1%sup ist < _Supremum von {—oo,...,y}”,

aus 3“0 # {—o0,...,y}” und

aus VS gleich “...y € R”

folgt via 180-14: sup € R.

c) VS gleich +00 ist < _Supremum von {...,y}.

1: Via 169-8 gilt: {...,y} ={—o00,...,y}.

2: Aus VS gleich “+o0 ist < _Supremum von {...,y}” und
aus 1“{...,y} = {—o00,...,y}”

folgt: +00 ist < _Supremum von {—oo,...,y}.

3: Aus 2“+400 ist < _Supremum von {—oo,...,y}”
folgt via 180-14: Yy = +00.
c) VS gleich Yy = +00.

1: Aus 107-6“—00 < +00” und
aus VS gleich “y = 400"

folgt via 180-14: +00 ist < _Supremum von {—o0,...,y}.
2: Via 169-8 gilt: {...,y} ={—00,...,y}.
3: Aus 1“+400 ist < _Supremum von {—o0,...,y}” und

aus 2“{...,y} = {—o0,...,y}”
folgt: +00 ist < _Supremum von {...,y}.
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Beweis 180-18 d)

1: Via 169-8 gilt: {...,y} ={—o00,...,y}.

2: Via 180-14 gilt:
(—o0 ist < Supremum von {—o0,...,y}) < ({—o0,...,y} =0).

3: Aus 2“(—o0 ist < _Supremum von {—oo,...,y})
& ({—o00,...,y} =0)" und
aus 1“{...,y} ={—00,...,y}”
folgt: (—o0 ist < Supremum von {...,y}) < ({...,y} =0).

]
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180-19. Via 180-5 ist ein Kriterium fir {z,...} = 0 verfiigbhar:

180-19(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) {z,...} =0.

ii) “ax ¢ S”oder ‘o =+o00”.

iii) —(+oo ist < _Supremum von {z,...}).

Beweis 180-19

1: Via 180-5 gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

5: Aus 4
folgt:

6: Aus 5
folgt:

(+00 ist < Supremum von {z,...})

& (04 {x,...})
< ((x €8S) A (x # +00)).

(=(400 ist < _Supremum von {z,...}))

& ((0# {r,...}))
< (2((z € S) A (x # +00))).

(=(+00 ist < Supremum von {z,...}))
& ({z,...}=0)
& (~((z € S) A (z # +00))).

(=(+00 ist < Supremum von {z,...}))
& {z,...} =0)
& ((x ¢S)V (—(x # +00))).

(—=(4+00 ist < _Supremum von {z,...}))
< ({z,...} =0)
& (z¢S)V(z = +00)).

{z,...} =
& ((z¢S)V(z=+o0
& ((+00 ist < Supremum von {z,...})).

O
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180-20. Via 180-6 ist ein Kriterium fiir {...,y} = 0 verfiigbhar:

180-20(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) {...,y}=0.

”

ii) “y ¢ S”7oder “y = —o0”.

1ii) —(—o0 ist < _Infimum von {...,y}).

Beweis 180-20

1: Via 180-6 gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

5: Aus 4
folgt:

6: Aus 5
folgt:

(—o0 ist < Infimum von {...,y})

S 0#1{...,y})
& (yeS)A(y # —0)).

(=(—o0 ist < Infimum von {...,y}))

& (=0#{..,y})
& (Y €S)A(y # —o0))).

(=(—o0 ist < Infimum von {...,y}))
< {....y}=0)
& (=((y €S) A (y # —o))).

(=(—o0 ist < Infimum von {...,y}))
< ({...,y}=0)
S ((ygS)V (=(y # —00))).

{...,y} =
S (Y gS)V(y=—0))
& (—(—o0 ist < Infimum von {...,y})).

O
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181-1. Mit den vorliegenden Definitionen werden den Klassen aller Mengen, die
eine untere M Schranke, eine obere M _Schranke, haben, eigene Bezeichnungen

gegeben:

181-1(Definition)

a) eus
= 181.0(M) = {w: (IQ : Q untere M _Schranke von w)}.

b) eos
= 181.1(M) = {w: (IQ: Q obere M _Schranke von w)}.
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M M
181-2. Hier werden die Elemente von eus und von eos thematisiert:

181-2(Satz)

M
a) Aus “x € eus”
folgt “x Menge” und “3Q : Q) untere M _Schranke von z”.

b) Aus “x Menge” und “u untere M _Schranke von x”

M
folgt “x € eus”.

M
c) Aus “x € eos”
folgt “x Menge” und “3Q : Q obere M _Schranke von x”.

d) Aus “ax Menge” und “o obere M _Schranke von x”

M
folgt “x € eos”.

Beweis 181-2 a) VS gleich x € eus.

1.1: Aus VS gleich “x € elis”
folgt via Element Axiom: x Menge.

M
1.2: Aus VS gleich “x € eus” und

aus “els = {w: (32 : Q untere M Schranke von w)}”
folgt: z € {w: (IQ: Q untere M _Schranke von w)}.

2: Aus 1.2z € {w: (IQ : Q untere M _Schranke von w)}”
folgt: 3Q : Q2 untere M _Schranke von x.

3: Aus 1.1“x Menge” und
aus 2“3 : Q untere M _Schranke von z”
folgt: (x Menge) A (32 : Q untere M _Schranke von ).
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Beweis 181-2 b) VS gleich (x Menge) A (u untere M _Schranke von x).
1: Es gilt: Q0 Q = u.
2: Aus VS gleich “...u untere M _Schranke von x” und

aus 1“...Q =u"

folgt: 2 untere M _Schranke von z.
3: Aus 1“3Q...7 und

aus 2“2 untere M _Schranke von x”

folgt: 3Q : Q untere M _Schranke von x.
4: Aus 3“3Q: Q untere M _Schranke von z” und

aus VS gleich “x Menge...”

folgt: z € {w: (IQ: Q untere M _Schranke von w)}.
5: Aus 4“z € {w: (IQ : Q untere M _Schranke von w)}” und

aus “{w: (3IQ: Q untere M _Schranke von w)} = eus”

folgt: x € eus.

c) VS gleich 2 € evs.

) M
1.1: Aus VS gleich “x € eos”

1.

2:

folgt via Element Axiom: x Menge.

: M
Aus VS gleich “x € eos” und

aus “eos = {w : (IQ : Q obere M _Schranke von w)}”
folgt: z € {w: (I :Q obere M _Schranke von w)}.

: Aus 1.2%2 € {w: (3Q : Q obere M _Schranke von w)}”

folgt: 3Q : Q obere M _Schranke von x.

: Aus 1.1“2 Menge” und

aus 2“3 : Q) obere M _Schranke von z”
folgt: (x Menge) A (3Q : Q obere M _Schranke von x).
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Beweis 181-2 d) VS gleich (x Menge) A (o0 obere M _Schranke von ).
1: Es gilt: 0 :Q=o.
2: Aus VS gleich “...0 obere M _Schranke von x”7 und

aus 1“...Q=0"

folgt: 2 obere M _Schranke von x.
3: Aus 1“JQ...7 und

aus 2“€) obere M _Schranke von x”

folgt: 3Q : Q obere M _Schranke von z.
4: Aus 3“3 : Q obere M _Schranke von x” und

aus VS gleich “x Menge...”

folgt: z € {w: (I2: Q obere M _Schranke von w)}.
5: Aus 4“z € {w: (IQ : Q obere M _Schranke von w)}” und

aus “{w: (3IQ: Q obere M Schranke von w)} = eos”
folgt: T € €0s.

O
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181-3. Da jede Klasse, die eine untere M _Schranke hat, eine TeilKlasse von

ran M ist, ist ets eine TeilKlasse von P(ran M). Ahnlich ist eos eine TeilKlasse
von P(dom M):

181-3(Satz)
a) elis C P(ran M).

b) eos C P(dom M).

Beweis 181-3 a)

o € dls.

M
2: Aus Themal“«a € eus”

folgt via 181-2: 3Q : Q untere M _Schranke von a.
3: Aus 2“...Q untere M _Schranke von a”
folgt via 35-4: a CranM.
Ergo Themal: Va: (a € ej\l{s) = (e Cran M).
Konsequenz via 0-29: eus C P(ran M).

b)

o e ds.

[13 M 7
2: Aus Themal“«a € eos

folgt via 181-2: 3Q : Q obere M _Schranke von a.
3: Aus 2“...€ obere M _Schranke von a”
folgt via 35-5: a C dom M.
Ergo Themal: Va: (a € e]gs) = (a € dom M).
Konsequenz via 0-29: eos C P(dom M).

O



MENGENLEHRE #181 195

181-4. Hier werden die “ M _Schranken-Relationen” tis und 6s in die Essays ein-
gefithrt. Dass es sich hierbei in der Tat um Relationen handelt, wird spéter the-
matisiert:

181-4(Definition)

M
a) us

=181.2(M) = {w: (3Q, ¥ : (¥ untere M _Schranke von §2)
Mw = (2, 9)))}.

M
b) os

=181.3(M) ={w: (IQ, ¥ : (¥ obere M Schranke von )
ANw = (€2,9)))}-
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181-5. Nun werden einige Aussagen iiber die Elemente von Us und os getrof-
fen. Als Vereinfachung werden ab sofort bei Beweisen von Existenz-Aussagen die
Terme der Eigenschaften der als existend zu beweisenden Klassen nicht mehr
unbedingt einzeln und mit ... angegeben, sondern wenn moglich oder sinvoll ver-
eint stehen gelassen. So lautet etwa der letzte Beweis-Schritt von a) nicht
mehr “Aus 2“4Q,U...7  aus 4“Q Menge” , aus 2“... ¥ untere M _Schranke
von ...7 und aus 2“...w = (Q,¥)” folgt “3IQ, ¥ : (Q Menge) A (¥ untere
M _Schranke von Q) A (w = (2, ¥))””, sondern kiirzer “Aus 2“3Q, ¥ : (VU un-
tere M _Schranke von Q) A (w = (,¥))” und aus 4“Q Menge” folgt 3Q, ¥ :
(2 Menge) A (VU untere M _Schranke von Q) A (w = (2,¥))”. Wie hiufig bei
Abkiirzungen von Beweisen ist ein héherer Konzentrationsaufwand beim Lesen -
im vorliegenden Fall wird die Reihenfolge der Eigenschaften von 2, ¥ durchein-
ander gewirbelt - erforderlich:

181-5(Satz)

a) “we s ” genau dann, wenn
“J0, U : (Q Menge) A (¥ untere M _Schranke von Q)
ANw = (Q,¥))”.

b) “w e 0s” genau dann, wenn
“3Q, W (Q Menge) A (¥ obere M _Schranke von Q)
ANw = (2,V))”.

M
c) “(x,q) € us” genau dann, wenn
“r Menge” und “q untere M _Schranke von x” .

M
d) “(z,q) € 0s” genau dann, wenn
“ Menge” und “q obere M _Schranke von x”.
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Beweis 181-5 a) VS gleich w e Us.
, M
1.1: Aus VS gleich “w € us”
folgt via Element Axiom: w Menge.

1.2: Aus VS gleich “w € us” und

aus “Us = {w: (3IQ, ¥ : (¥ untere M _Schranke von Q) A (w = (Q,¥)))}”
folgt:  w € {w: (3Q, ¥ : (V untere M _Schranke von Q) A (w = (€2

2: Aus 1.2“w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ untere M Schranke von )

ANw = (2, 1))}
folgt: 3Q, W : (¥ untere M _Schranke von Q) A (w = (2, ¥)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,V)”
folgt: (2, U) Menge.
4: Aus 3“(Q2, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

5: Aus 2“3Q, U : (¥ untere M Schranke von Q) A (w = (Q,¥))” und
aus 4“€) Menge”
folgt:
30, U : (2 Menge) A (¥ untere M _Schranke von Q) A (w = (22, V).
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Beweis 181-5 a) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
A(¥ untere M _Schranke von Q) A (w = (2, ¥)).

1: Aus VS gleich “... WU untere M _Schranke von 2...”
folgt via 35-4: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (,V)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (¥ untere M _Schranke von )
AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt: w € {w: (IQ, ¥ : (¥ untere M _Schranke von )
ANw = (2, ¥)))}.

5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ untere M Schranke von )

aus “{w: (3IQ, ¥ : (¥ untere M Schranke von Q A (w = (Q,¥)))} = s’

folgt:
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Beweis 181-5 b) VS gleich w e 0s.
1.1: Aus VS gleich “w € 05"
folgt via Element Axiom: w Menge.
1.2: Aus VS gleich “w € 0s” und
aus “0s = {w: (IQ, ¥ : (V obere M _Schranke von Q) A (w = (Q,¥)))}”
folgt: w € {w: (IQ, ¥ : (¥ obere M _Schranke von ()
Aw = (€,9)))}.
2: Aus1.2%w € {w: (3IQ, ¥ : (T obere M _Schranke von Q)A(w = (2, V)))}”
folgt: 3Q, W : (¥ obere M _Schranke von ) A (w = (2, ¥)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,V)”
folgt: (2, U) Menge.
4: Aus 3“(Q2, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.
5: Aus 2“3Q, U : (¥ obere M Schranke von Q) A (w = (Q,¥))” und

aus 4“€) Menge”
folgt:
3Q, W : (2 Menge) A (U ist M _Schranke von Q) A (w = (Q, V)).
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Beweis 181-5 b) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
A(¥ obere M _Schranke von Q) A (w = (2, 0)).

1: Aus VS gleich “...W¥ obere M _Schranke von €2...”
folgt via 35-5: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (,V)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, U : ... (¥ obere M _Schranke von )
AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt:  w € {w: (3N, ¥ : (¥ obere M _Schranke von Q) A (w = (22, ¥)))}.

5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ obere M _Schranke von 2)
ANw = (2, ¥)))}" und

aus “{w: (3IQ, ¥ : (¥ obere M _Schranke von ) A (w
folgt:

I
~—~
=

S
N~—
N~—
N~—
—

|

(@]

m\a
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Beweis 181-5 c) VS gleich (x,q) € us.
1.1: Aus VS gleich “(z,q) € s ”
folgt via ElementAxiom: (x,q) Menge.
. M
1.2: Aus VS gleich “(z,q) € us”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q, ¥ : (¥ untere M _Schranke von Q) A ((z,q) = (2, ¥)).
2: Aus 1.2“...(z,q) = (,¥)” und
aus 1.1“(z,q) Menge”
folgt via IGP: (x=0Q)A(qg=Y) A (z Menge).
3: Aus 1.2“... ¥ untere M _Schranke von €2...” und
aus 2“x =Q...7
folgt: U untere M _Schranke von z.
4: Aus 3“W untere M _Schranke von x” und
aus 2“...q=Wv...”
folgt: q untere M Schranke von .
5: Aus 2“...x Menge” und

aus 4“q untere M _Schranke von z”
folgt: (x Menge) A (¢ untere M _Schranke von ).
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Beweis 181-5 c) VS gleich  (x Menge) A (¢ untere M _Schranke von ).
1.1: Es gilt: 30 Q==
1.2: Es gilt: JU .U =q.

1.3: Aus VS gleich “...q untere M _Schranke von z”
folgt via 35-4: q Menge.

2.1: Aus1.1“...Q=2" und
aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (z,q).

2.2: Aus1.1“...Q=2" und
aus VS gleich “x Menge...”
folgt: ) Menge.

2.3: Aus VS gleich “...q untere M _Schranke von x” und
aus 1.1%...Q=2"

folgt: q untere M Schranke von ).
3.1: Aus 2.1
folgt: (x,q) = (2, V).

3.2: Aus1.2“... ¥ =¢” und
aus 2.3“q untere M _Schranke von 27
folgt: U untere M _Schranke von €.

4: Aus1.143Q...7,
aus 1.2“3Jw...7 |
aus 2.2“€) Menge” ,
aus 3.2“W untere M _Schranke von 2”7 und
aus 3.1“(z,q) = (2,0)”
folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (¥ untere M _Schranke von )
A((z,9) = (2,9)).

5: Aus 4“3, ¥ : (Q Menge) A (¥ untere M _Schranke von §2)
Nz, q) = (97‘1’)])\;
folgt via des bereits bewiesenen a): (x,q) € us.
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Beweis 181-5 d) VS gleich (z,q) € 0s.
1.1: Aus VS gleich “(z,q) € 0s”
folgt via ElementAxiom: (x,q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(z,q) € 0s”
folgt via des bereits bewiesenen b):
3Q, W : (¥ obere M _Schranke von Q) A ((z,q) = (2, ¥)).

2: Aus 1.2“...(z,q) = (,¥)” und
aus 1.1“(z,q) Menge”
folgt via IGP: (x=0Q)A(qg=Y) A (z Menge).

3: Aus 1.2“...W obere M _Schranke von €2...”7 und
aus 2“x =Q...7
folgt: U obere M _Schranke von x.

4: Aus 3“W¥ obere M _Schranke von x” und
aus 2“...q=Wv...”
folgt: q obere M _Schranke von x.

5: Aus 2“...x Menge” und
aus 4“q obere M _Schranke von x”
folgt: (x Menge) A (g obere M _Schranke von ).
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Beweis 181-5 d) VS gleich (x Menge) A (g obere M _Schranke von ).

1.

1.

1.

1:

2:

3:

Es gilt: 30 Q==
Es gilt: JU .U =q.

Aus VS gleich “...q obere M _Schranke von z”
folgt via 35-5: q Menge.

: Aus 1.1¢...Q=2" und

aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (z,q).

: Aus 1.1%...Q=2" und

aus VS gleich “x Menge...”
folgt: ) Menge.

: Aus VS gleich “...q obere M _Schranke von z” und

aus 1.1“...Q=2a"

folgt: q obere M _Schranke von 2.
: Aus 2.1
folgt: (x,q) = (2, V).

: Aus 1.2“...¥ =¢” und

aus 2.3“q obere M _Schranke von 27
folgt: U obere M _Schranke von (2.

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3Jw...7 |

aus 2.2“€) Menge” ,

aus 3.2“W obere M _Schranke von 2”7 und

aus 3.1“(z,q) = (2,0)”

folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (U obere M _Schranke von )
A((z,9) = (2,9)).

: Aus 430, U : (Q Menge) A (¥ obere M _Schranke von (2)

N(z,q) = (97‘1’)2;
folgt via des bereits bewiesenen b): (x,q) € os.

]
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181-6. Wenig iiberraschend sind us und 0s Relationen:

181-6(Satz)

a) l]JWs Relation.

b) (J)\é Relation.

Beweis 181-6 a)

o€ s
M
Aus Themal“«a € us”
folgt via 181-5: IV a=(Q,V).
Ergo Themal: Va: (a € l]JWS) = (IQ,V:a = (2,V)).
Konsequenz via 10-3: s Relation.
b)
o€ o5
M
Aus Themal“«a € 0s”
folgt via 181-5: QT a=(Q,0).
Ergo Themal: Va: (a € (];45) = (30U :a=(QV0)).
Konsequenz via 10-3: 345 Relation.

]
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181-7. Nun werden einige Aussagen iiber Definitions- und Bild-Bereiche von s

M
und os getroffen:

181-7(Satz)

M M
us

a) dom (us) = eus.

b) dom ((])WS) — eos.

c) dom (L]}/é) C P(ran M).
d) dom (gé) C P(dom M).
e) ran (l]}/é) C dom M.

£) ran ((j)ws) Cran M.

Beweis 181-7 a)

o € dom (us).

M
2.1: Aus Themal.1“« € dom (us)”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1“« € dom (l]}/é) 7
folgt via 7-T7: 0 (o, Q) € Us.

3: Aus 2.2%...(a,Q) € s
folgt via 181-5: ) untere M _Schranke von a.

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“Q untere M _Schranke von «”

folgt via 181-2: a € eus.
M M
Ergo Themal.1: Vo : (a € dom (us)) = (« € eus).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (ijvé) C els”
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Beweis 181-7 a)

a € etis

2: Aus Themal.2“q € els”
folgt via 181-2:
(ov Menge) A (39 : © untere M _Schranke von «).

3: Aus 2“a Menge...” und

aus 2“...() untere M _Schranke von a” u
folgt via 181-5: (ar, Q) € us.
4: Aus 3“(o,Q) € s ”
folgt via 7-5: a € dom (L]Vs)
M M
Ergo Themal.2: Va: (a € eus) = (a € dom (us)).
. M M

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “eus C dom (us)”
1.3: Aus A1 gleich “dom (Lj}/é) Ceus” und

345) 7

folgt via GleichheitsAxiom: dom (L]}4s) = els.

, M
aus A2 gleich “eus C dom (
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Beweis 181-7 b)

o € dom (o).

M
2.1: Aus Themal.1“«a € dom (0s)”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1%a € dom (68)”
folgt via 7-T: 30 (a, Q) € 0s.

3: Aus 2.2“.. . (o, Q) € 0s”
folgt via 181-5: Q2 obere M _Schranke von .

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“2 obere M _Schranke von o”

folgt via 181-2: a € €os.
M M
Ergo Themal.1: Vo : (o € dom (0s)) = (« € eos).
. M M
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (os) C eos”
M
o € eos.
M
2: Aus Themal.2“q € eos”
folgt via 181-2:
(ov Menge) A (39 : © obere M _Schranke von «).
3: Aus 2“a Menge...” und
aus 2“...( obere M _Schranke von a” u
folgt via 181-5: (o, 2) € os.
4: Aus 3“(o,Q) € 0s”
folgt via 7-5: a € dom ((])ws)
M M
Ergo Themal.2: Va: (a € eos) = (« € dom (0s)).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “eos C dom ((j)vé) 7
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Beweis 181-7 b) ...

1.3: Aus A1 gleich “dom (345) Ceos” und

. M M
aus A2 gleich “eos C dom (os)”

folgt via GleichheitsAxiom: dom (cj)\{%) — e0s.
c)
: : : : M M
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (us) = eus.
2: Via 181-3 gilt: ets C P(ran M).

M M
3: Aus 1“dom (us) = eus” und

aus 2 e]\u4$ CP(ranM)”

folgt: dom (L]}/é) C P(ran M).
d)
: : : : M M
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (o0s) = eos.
2: Via 181-3 gilt: eos C P(dom M).
3: Aus 1“dom (345) — eos” und
aus 2eos C P(dom M)”
folgt: dom (c]ys) C P(dom M).
e)
o € ran (us).
2: Aus Themal“« € ran (ljj\é) 7
folgt via 7-T7: 30 (Q,a) € Us.
3: Aus 2¢...(Q, ) € us”
folgt via 181-5: a untere M _Schranke von 2.
4: Aus 3“«a untere M _Schranke von 27
folgt via 35-1(Def): a € dom M.
Ergo Themal. 1: Va : (a € ran (ﬂé)) = (o € dom M).

Konsequenz via 0-2(Def): ran (l]st) C dom M.
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Beweis 181-7 f)

o € ran (05).
M
2: Aus Themal“« € ran (0s)”
folgt via 7-T7: 30 (Q, ) € 0s.
3: Aus 2¢...(Q,a) € 0s”
folgt via 181-5: a obere M _Schranke von (2.
4: Aus 3“« obere M _Schranke von 27
folgt via 35-1(Def): « € ran M.
Ergo Themal. 1: Va : (« € ran (g/[s)) = (a € ran M).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (c];/é) Cran M.

]
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181-8. Sind fiir M weitere Aussagen verfiigbar, so kann unter Umstédnden mehr

tiber ran (l]st) und ran (c];/é) ausgesagt werden:

181-8(Satz)
M
a) Aus “p_M _p” folgt “p € ran(us)”.
M
b) Aus “p_M _p” folgt “p € ran(o0s)”.
c) Aus “M reflexiv in E” folgt “E C ran (Lj}/é) .
d) Aus “M reflexiv in E” folgt “E C ran (c]ys) .
e) Aus “r Relation in x” und “r reflexiv in x” folgt “ran (Js) =x”.

. . . . T
£) Aus “r Relation in x”und “r reflexiv in x” folgt “ran(os) = x”.

Beweis 181-8 a) VS gleich p-M p.
1.1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

1.2: Aus VS gleich “p_.M p”
folgt via 38-23: p ist M _Minimum von {p}.

2: Aus 1.2“p ist M _Minimum von {p}”
folgt via 38-6: p untere M _Schranke von {p}.

3: Aus 1.1“{p} Menge” und
aus 2“p untere M _Schranke von {p}

folgt via 181-5: ({p},p) € Us.

2

4: Aus 3“({p},p) € s ”
folgt via 7-5: p € ran (L]}4S)
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Beweis 181-8 b) VS gleich p-M p.
1.1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

1.2: Aus VS gleich “p_.M p”
folgt via 38-23: p ist M _Maximum von {p}.

2: Aus 1.2“p ist M _Maximum von {p}”
folgt via 38-7: p obere M _Schranke von {p}.

3: Aus 1.1“{p} Menge” und
aus 2“p obere M _Schranke von {p}”

folgt via 181-5: ({p}.p) € 0s.
M
4: Aus 3“({p},p) € 0s”
folgt via 7-5: p € ran ((Z)Ws)
c) VS gleich M reflexiv in E.
a€E.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in £ und
aus Themal“a € E7

folgt via 30-17(Def): a_M _a.
3: Aus 2“a_M_a” u
folgt via des bereits bewiesenen a): a € ran (us).
Ergo Themal: Va: (o€ E) = (o €ran (L]J\/é))

Konsequenz via 0-2(Def): E Cran (L]Vs)
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Beweis 181-8 d) VS gleich M reflexiv in F.

a€E.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in £ und
aus Themal“a € £

folgt via 30-17(Def): a_M .
3: Aus 2“a.M_a” u
folgt via des bereits bewiesenen b): a € ran (0s).
M
Ergo Themal: Va: (o € E) = (a € ran(0s)).

Konsequenz via 0-2(Def): E Cran (c];/é)
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Beweis 181-8 ef) VS gleich (r Relation in ) A (r reflexiv in ).
1.1: Via 181-7 gilt: ran (us) C dom .
1.2: Via 181-7 gilt: ran (os) C ranr.
1.3: Aus VS gleich “r Relation in z...” und

aus VS gleich “...r reflexiv in x”

folgt via 34-6: (domr =z) A (ranr = ).

2.1: Aus 1.1%ran (us) C dom7” und
aus 1.3“domr =z...”
folgt: ran (us) C

2.2: Aus 1.2“ran((§s) Cranr” und
aus 1.3“...ranr =z”
folgt: ran (0s) C «

2.3: Aus VS gleich “...7r reflexiv in x”
folgt via des bereits bewiesenen c): z C ran (us).

2.4: Aus VS gleich “...r reflexiv in x”
folgt via des bereits bewiesenen d): z C ran (0s).

3.e): Aus 2.1%ran(us) C 7 und
aus 2.3“z C ran (us)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (us) = .

3.£): Aus 2.2%ran(os) C z” und
aus 2.4“z C ran (0s)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (0s) = z.
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M M M M. . -
181-9. Nun werden eus, €os, us, os in Bezug auf y C x - wobei z unterschiedliche

Rollen spielt - untersucht:

181-9(Satz)
a) Aus “yCx”und “x € eus  folgt “y € eus” .
b) Aus “y Cx”und “x € eos ” folgt “y € €os” .
M M
c) Aus “y Czx”und “(z,q) € us” folgt “(y,q) € us”.

d) Aus “y Cx”und “(x,q) € gg”folgt “(y,q) € 057,
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Beweis 181-9 a) VS gleich (yCx)A(z € e]\gs).

1: Aus VS gleich “...x € els”
folgt via 181-2: (x Menge) A (3 : Q untere M _Schranke von ).

2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.

2.2: Aus 1“...Q untere M _Schranke von z” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 35-6: Q) untere M _Schranke von y.

3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“€) untere M _Schranke von y”

folgt via 181-2: Y € eus.
. M
b) VS gleich (y Cz) A (x € eos).

1: Aus VS gleich “...x € €0s”
folgt via 181-2: (x Menge) A (3Q : Q obere M _Schranke von ).

2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.

2.2: Aus 1“...Q) obere M Schranke von z” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 35-6: Q) obere M _Schranke von y.

3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“€) obere M _Schranke von y”

folgt via 181-2: y € eus.
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Beweis 181-9 c) VS gleich (y Cx)A((x,q) € L]}/é)
. M
1: Aus VS gleich “...(z,y) € us”
folgt via 181-5: (x Menge) A (¢ untere M _Schranke von ).
2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.
2.2: Aus 1“...q untere M _Schranke von x” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 35-6: q untere M Schranke von y.
3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“q untere M _Schranke von y”
folgt via 181-5: (y,q) € Us.
. M
d) VS gleich (y Cx)A((x,q) € 0s).
. M
1: Aus VS gleich “...(z,y) € 0s”
folgt via 181-5: (x Menge) A (g obere M _Schranke von x).
2.1: Aus VS gleich “y C z...” und
aus 1“2z Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.
2.2: Aus 1“...q obere M _Schranke von z”7 und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 35-6: q obere M _Schranke von y.
3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“q obere M _Schranke von y”
folgt via 181-5: (y,q) € os.

]
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My
einf. esup.

M
inf. s]L\fp.

Ersterstellung: 16/05/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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182-1. Mit den vorliegenden Definitionen werden den Klassen aller Mengen, die
ein M Infimum, ein M _Supremum haben, eigene Bezeichnungen gegeben:

182-1(Definition)

M
a) einf

=182.0(M) ={w: (IQ: Q ist M _Infimum von w)}.

b) e%p
=182.1(M) ={w: (IQ: Q ist M _Supremum von w)}.
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M M
182-2. Hier werden die Elemente von einf und von esup thematisiert:

182-2(Satz)
M
a) Aus “x € einf”
folgt “x Menge” und “3€ : Q ist M _Infimum von x” .
b) Aus “x Menge” und “inf ist M _Infimum von x”

M
folgt “x € einf”.

M
c) Aus “x € esup”
folgt “x Menge” und “3Q : Q ist M _Supremum von x” .

d) Aus “ax Menge” und “sup ist M _Supremum von x”
M
folgt “x € esup”.

M
Beweis 182-2 a) VS gleich x € einf.
M
1.1: Aus VS gleich “x € einf”
folgt via Element Axiom: x Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “x € einf” und
M
aus “einf = {w: (3Q : Q ist M _Infimum von w)}”
folgt: x € {w: (IQ: Qist M _Infimum von w)}.
2: Aus 1.2 € {w: (IQ : Q ist M _Infimum von w)}”
folgt: 3Q : Q ist M _Infimum von x.

3: Aus 1.1“x Menge” und
aus 230 : 0 ist M _Infimum von z”
folgt: (x Menge) A (32 : Q ist M _Infimum von z).
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Beweis 182-2 b) VS gleich

(x Menge) A (inf ist M _Infimum von x).

1: Es gilt: 30 Q =inf.
2: Aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von z” und
aus 1“...Q=inf”
folgt: Q ist M _Infimum von x.
3: Aus 1“dQ...”7 und
aus 2°€) ist M _Infimum von x”
folgt: 3Q : Q ist M _Infimum von x.
4: Aus 3“dQ : Q ist M _Infimum von x” und
aus VS gleich “x Menge...”
folgt: z € {w: (IQ: Qist M Infimum von w)}.
5: Aus 4tz € {w: (3Q: Q ist M _Infimum von w)}” und
M
aus “{w: (IQ: Q ist M Infimum von w)} = einf”
M
folgt: x € einf.
c) VS gleich x € esMup.
_ M
1.1: Aus VS gleich “x € esup”
folgt via Element Axiom: x Menge.
1.2: Aus VS gleich “x € eé\ﬁ[p” und
aus “ esj\ﬁp ={w: (IQ: Qist M _Supremum von w)}”
folgt: € {w: (IN:Qist M_Supremum von w)}.
2: Aus 1.2z € {w: (3IQ: Q ist M _Supremum von w)}”
folgt: 3Q : Q ist M _Supremum von z.
3: Aus 1.1“x Menge” und

aus 2“4 : Q ist M _Supremum von z”
folgt: (x Menge) A (392 : Q ist M _Supremum von z).
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Beweis 182-2 d) VS gleich (x Menge) A (sup ist M _Supremum von z).
1: Es gilt: 30 Q = sup.
2: Aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von z” und

aus 1“...0Q = sup”
folgt: Q ist M _Supremum von z.
3: Aus 1“dQ...7 und

aus 2“€) ist M _Supremum von x”
folgt: 30 : Q ist M _Supremum von x.

: Aus 3“0 : Q ist M _Supremum von x” und

aus VS gleich “x Menge...”
folgt: z € {w: (IN:Qist M_Supremum von w)}.

: Aus 4“2 € {w : (IQ: Q ist M _Supremum von w)}” und

aus “{w: (3IQ: Q ist M _Supremum von w)} = e%p”
folgt: x € eé‘l/ﬂp.

O
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M
182-3. Die Klasse einf ist eine TeilKlasse von P(ran M) und esj‘l/ﬂp ist eine Teil-

LM M M M
Klasse von P(dom M). Genauer gilt einf C eus und esup C eos:

182-3(Satz)

M
a) einf C P(ran M).

b) eé\ﬁp C P(dom M).

M M
c) einf C eus.

M M
d) esup C eos.

Beweis 182-3 a)

M

a € einf.

M
2: Aus Themal“« € einf”

folgt via 182-2: 3Q : Q ist M _Infimum von a.
3: Aus 2“...Q ist M _Infimum von a”
folgt via 36-1(Def): 2 untere M _Schranke von a.
4: Aus 3“Q) untere M _Schranke von o”
folgt via 35-4: a CranM.
M
Ergo Themal: Va: (a € einf) = (a Cran M).

M
Konsequenz via 0-29: einf C P(ran M).
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Beweis 182-3 b)

o € estp.

[44 M 2
2: Aus Themal“«a € esup

folgt via 182-2: 30 : Q ist M _Supremum von .
3: Aus 2“...Q ist M _Supremum von «”
folgt via 36-1(Def): 2 obere M _Schranke von a.
4: Aus 3“Q) obere M _Schranke von a”
folgt via 35-5: a C dom M.
Ergo Themal: Va: (a € esj\ﬁp) = (a C dom M).
Konsequenz via 0-29: esj\ép C P(dom M).

c)

M

a € einf.

M
2: Aus Themal“« € einf”
folgt via 182-2:
(av Menge) A (32 : © ist M _Infimum von «).

3: Aus 2“...Q ist M _Infimum von a”
folgt via 36-1(Def): 2 untere M _Schranke von a.

4: Aus 2“a Menge...” und
aus 3“() untere M _Schranke von o”

folgt via 181-2: a € eus.
M M
Ergo Themal: Va: (o € einf) = (« € eus).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): einf C eus.
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Beweis 182-3 d)

o € estp.

M
2: Aus Themal“« € esup”
folgt via 182-2:
(o Menge) A (32 : Q ist M _Supremum von «).

3: Aus 2“...Q ist M_Supremum von a”
folgt via 36-1(Def): 2 obere M _Schranke von a.

4: Aus 2“a Menge...” und
aus 3“() obere M _Schranke von o”

folgt via 181-2: a € eos.
Ergo Themal: Va: (a € es]\ﬁp) = (a € ej\gs).
Konsequenz via 0-2(Def): eé\ﬁp C eos.

O
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182-4. Nun werden die Relationen der M _Infima und M _Suprema in die Essays

eingefiihrt. Dass es sich hierbei um Relationen handelt, wird spéter thematisiert.
M M
Die Abkiirzungen cd) zur Auswertung von inf und sup in = werden stets oh-

ne expliziten Bezug zu 182- 4(Def) eingesetzt und finden hauptséchlich dann

Verwendung, wenn mf wenn sup, eine Funktion ist:

182-4(Definition)

a) i]r\1/[f
=182.2(M) ={w: (IQ, ¥ : (¥ ist M Infimum von ()
ANw = (2, ¥)))}.

b) sjt\fp

=182.3(M) = {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Supremum von {2)
Mw = (2, )}

M M
c) inf z =inf (x).

d) S]L\l/[p x = S]L\l/[p ().
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M
182-5. Hier werden einige Aussagen iiber die Elemente von inf und S]L\fp angegeben:

182-5(Satz)

M
a) “w € inf” genau dann, wenn
“J0, U : (Q Menge) A (Y ist M _Infimum von )
ANw = (Q,¥))”.

b) “w e sjtljp 7 genau dann, wenn
“JQ, U (Q Menge) A (¥ ist M _Supremum von §2)
Nw = (Q,¥))”.

M
c) “(z,q) € inf” genau dann, wenn
“r Menge” und “q ist M _Infimum von x” .

M
d) “(x,q) € sup” genau dann, wenn
“r Menge” und “q ist M _Supremum von x” .
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M
Beweis 182-5 a) VS gleich w € inf.
M
1.1: Aus VS gleich “w € inf”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “w € inf” und
M
aus “inf={w: (3Q, ¥ : (¥ ist M _Infimum von Q) A (w = (2, ¥)))}”
folgt: w € {w: (IQ, U : (Vist M Infimum von Q) A (w = (Q,V)))}.
2: Aus 1.2%w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Infimum von Q) A (w = (2, ¥)))}”
folgt: 3Q, U : (¥ ist M Infimum von Q) A (w = (2, V)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,¥)”
folgt: (Q, ¥) Menge.
4: Aus 3“(9, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.
5: Aus 2¢3Q, W : (¥ ist M _Infimum von Q) A (w = (2, ¥))” und
aus 4“€) Menge”
folgt: 3Q, ¥ : (2 Menge) A (¥ ist M Infimum von Q) A (w = (2, V).
a) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
AW ist M Infimum von Q) A (w = (2, ¥)).
1: Aus VS gleich “... ¥ ist M Infimum von €2...”
folgt via 36-3: U Menge.
2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und

w

S

aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

Aus VS gleich “...w = (Q,¥)” und
aus 2 (€2, U) Menge”
folgt: w Menge.

Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (¥ ist M _Infimum von Q) A (w = (£2,¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt: w e {w: (3Q,V: (Vist M_Infimum von )
Aw = (€,9)))}.
Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Infimum von Q) A (w = (2, ¥)))}” und
M
aus “{w: (IQ, ¥ : (¥ ist M Infimum von QA (w = (Q,¥)))} = inf”

M
folgt: w € inf.
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Beweis 182-5 b) VS gleich w e s%p.
) M
1.1: Aus VS gleich “w € sup”

1.2:

folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus VS gleich “w € S]L\I4p 7 und

aus s]l\fp: {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Supremum von Q) A (w = (2,V)))}”

folgt: w € {w: (3Q, ¥ : (¥ ist M_Supremum von §2)
ANw = (,¥)))}.

cAus 1.2%w € {w: (3Q, ¥ : (¥ ist M _Supremum von Q) A (w = (2, V)))}”

folgt: 30, U : (¥ ist M _Supremum von Q) A (w = (2, ¥)).

: Aus 1.1“w Menge” und

aus 2“...w = (Q,V)”
folgt: (2, U) Menge.

: Aus 3“(02, V) Menge”

folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

: Aus 243Q, U @ (U ist M _Supremum von Q) A (w = (2, V¥))” und

aus 4“€) Menge”
folgt: ~ 3Q, W : (2 Menge) A (¥ ist M _Supremum von Q) A (w = (2, V)).
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Beweis 182-5 b) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
AW ist M _Supremum von Q) A (w = (2, ¥)).

1: Aus VS gleich “... V¥ ist M _Supremum von 2...”
folgt via 36-4: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (,V)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (¥ ist M _Supremum von )
AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt: w € {w: (IQ,V: (Vist M_Supremum von Q) A (w = (2, ¥)))}.

5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Supremum von §2)

Aw = (2,7)))}” und
aus “{w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Supremum von Q) A (w = (2, V)))}
M
_ SUP”

folgt: w e s]L\fp.
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M
Beweis 182-5 ¢) VS gleich (x,q) € inf.

1.1:

1.2:

M
Aus VS gleich “(z,q) € inf”
folgt via ElementAxiom: (x,q) Menge.

M
Aus VS gleich “(x,q) € inf”
folgt via des bereits bewiesenen a):

3Q, W : (U ist M _Infimum von Q) A ((z,q) = (2, 0)).

: Aus 1.2%...(z,q) = (2,¥)” und

aus 1.1“(x,q) Menge”
folgt via IGP: (x =Q)A(qg=T)A (z Menge).

: Aus 1.2%... U ist M _Infimum von €2...” und

aus 24z =Q...7

folgt: U ist M _Infimum von x.

: Aus 3¢V ist M _Infimum von z” und

W

aus 2“...q =V ..
folgt: q ist M Infimum von x.

: Aus 2¢...x Menge” und

aus 4“q ist M Infimum von z”
folgt: (x Menge) A (g ist M _Infimum von x).
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Beweis 182-5 ¢) VS gleich
1.

1.

1.

1:

2:

3:

Es gilt:
Es gilt:

Aus VS gleich “...q ist M _Infimum von x”
folgt via 36-3:

: Aus 1.14...Q=2" und

aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.14...Q=2" und

aus VS gleich “x Menge...”
folgt:

: Aus VS gleich “...q ist M _Infimum von x” und

aus 1.1“...Q=2z"
folgt:

: Aus 2.1

folgt:

: Aus 1.2“...¥ =¢” und

aus 2.3“q ist M _Infimum von 27
folgt:

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3Jw...7 |

aus 2.2“€) Menge” ,

aus 3.2“W ist M _Infimum von Q7 und
aus 3.1“(z,q) = (2,0)”

MENGENLEHRE #182

(x Menge) A (¢ ist M _Infimum von z).

40 : Q= =x.
JU . ¥ =q.

q Menge.

(Q7 qj) = (‘I7Q)'

) Menge.

q ist M Infimum von ).

(xaQ) = (Q’ \Ij)

v ist M _Infimum von €.

folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (¥ ist M _Infimum von ()

folgt via des bereits bewiesenen a):

ANz, q) = (2, 7)).

: Aus 4“3Q, U : (Q Menge) A (U ist M _Infimum von §2)

Mz, q) = (@ 9)°
(z,q) € inf.
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Beweis 182-5 d) VS gleich (x,q) € s%p.

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “(z,q) € SJl\J/[p K
folgt via ElementAxiom: (x,q) Menge.

Aus VS gleich “(z,q) € SJl\J/[p 7
folgt via des bereits bewiesenen b):
3Q, U : (Y ist M _Supremum von Q) A ((z,q) = (2, V)).

: Aus 1.2, . (x,q) = (2,V)” und

aus 1.1“(z,q) Menge”
folgt via IGP: (x=0Q)A(qg=Y) A (z Menge).

: Aus 1.2“... W ist M _Supremum von £2...” und

7

aus 2“x = Q...
folgt: ¥ ist M _Supremum von z.

: Aus 3“V ist M _Supremum von z” und

7

aus 2“...q=V...
folgt: q ist M _Supremum von z.

: Aus 2“...x Menge” und

aus 4“q ist M _Supremum von z”
folgt: (x Menge) A (¢ ist M _Supremum von x).
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Beweis 182-5 d) VS gleich
1.

1.

1:

2:

Es gilt:

Es gilt:

: Aus VS gleich “...q ist M _Supremum von x”

folgt via 36-4:

: Aus 1.1¢...Q=2" und

aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.14...Q=2" und

aus VS gleich “x Menge...”
folgt:

aus 1.1“...Q=2z”
folgt:

: Aus 2.1

folgt:

: Aus 1.2“...¥ =¢” und

aus 2.3“q ist M _Supremum von 2”
folgt:

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3Jw...7 |
aus 2.2“€) Menge” ,

aus 3.2“W ist M _Supremum von 2”7 und
aus 3.1 (z,q) = (Q,¥)”
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(x Menge) A (¢ ist M _Supremum von x).

3Q2:Q =z

JU . ¥ =gq.

q Menge.

(Q7 qj) = (‘I7Q)'

) Menge.

: Aus VS gleich “...q ist M _Supremum von x” und

q ist M _Supremum von ).

(xaQ) = (Q’ \Ij)

U ist M _Supremum von .

folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (U ist M _Supremum von 2)

folgt via des bereits bewiesenen b):

ANz, q) = (2,7)).

: Aus 430, U 1 (Q Menge) A (W ist M _Supremum von §2)

A(z,q) = (2, ¥))”
(x,q) € sup.

]
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M
182-6. Wenig iiberraschend sind inf und SJI\J/[p Relationen:

182-6(Satz)

M
a) inf Relation.

b) s]l\fp Relation.

Beweis 182-6 a)

M
Aus Themal“« € inf”
folgt via 182-5:

M
o € inf

QU= (Q,0).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

b)

Vo : (a € i]r\;[f) = (IQ, ¥V :a = (2,7)).

M
inf Relation.

M
Aus Themal“«a € sup”
folgt via 182-5:

M
Q€ sup

QU= (Q,0).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

Va: (a € s]l\J/[p) = 3V :a=(QV)).

sll\fp Relation.
m
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M
182-7. Nun werden einige Aussagen iiber Definitions- und Bild-Bereiche von inf

und s]l\fp getroffen:

182-7(Satz)

M M

a) dom (inf) = einf.
b) dom (s]l‘JJp) = esj\ﬂp.
M
c) dom (inf) C P(ran M).
) dom (sup) C P(dom M).
M
e) ran (inf) C (dom M) N (ran M).

£) ran (stp) C (dom M) N (ran M).
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Beweis 182-7 a)

M
2.1: Aus Themal.1“a € dom (inf)”
folgt via Element Axiom:

M
2.2: Aus Themal.1“« € dom (inf)”
folgt via 7-7:

M
3: Aus 2.2%...(a,Q) € inf”
folgt via 182-5:

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“Q ist M _Infimum von «”

folgt via 182-2:

M

a € dom (inf).

a Menge.

M

30 (a, Q) € inf.

Q ist M _Infimum von «.

M

o € einf.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

M

237

M

Va : (o € dom (inf)) = (« € einf).

M

A1| “dom (inf)

M
C einf”
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Beweis 182-7 a)

M

a € einf.

M
2: Aus Themal.2“a € einf”
folgt via 182-2:
(av Menge) A (302 : © ist M _Infimum von «).

3: Aus 2“a Menge...” und
aus 2“...Q ist M _Infimum von o”

M
folgt via 182-5: (o, ) € inf.

M
4: Aus 3“(a, Q) € inf”

M
folgt via 7-5: a € dom (inf).
M M
Ergo Themal.2: Va: (a € einf) = (a € dom (inf)).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “einf C dom (inf)”
M M
1.3: Aus A1 gleich “dom (inf) C einf” und
M M
aus A2 gleich “einf C dom (inf)”
M M

folgt via GleichheitsAxiom: dom (inf) = einf.
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Beweis 182-7 b)

M
Themal.1 a € dom (sup).
M
2.1: Aus Themal.1“«a € dom (sup)”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1“«a € dom (s%p) 7
folgt via 7-T7: Q0 (o, Q) € s]l\fp.

3: Aus 2.2, .. (o, Q) € sﬁJp”
folgt via 182-5: Q ist M _Supremum von «.

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“2 ist M _Supremum von a”

folgt via 182-2: a € esj\ﬁp.
M M
Ergo Themal. 1: Va : (o € dom (sup)) = (« € esup).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (s]l\fp) C esz\ﬁp”
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Beweis 182-7 b)

o € estp.

M
2: Aus Themal.2“«a € esup”
folgt via 182-2:
(o Menge) A (32 : © ist M _Supremum von «).

3: Aus 2“a Menge...” und

aus 2“... 8 ist M _Supremum von a”
folgt via 182-5: (@, Q) € stip.
4: Aus 3“(,Q) € s]L\fp’7
folgt via 7-5: a € dom (S]l\fp).
M M
Ergo Themal.2: Va : (o € esup) = (a € dom (sup)).
. M M

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “esup C dom (sup)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (s]gp) C esj,\ﬁp” und

aus A2 gleich ¢ eé\ﬁp C dom (sﬁ[p) 7

folgt via GleichheitsAxiom: dom (s]l\fp) = esl‘ﬂp.
c)
M M
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (inf) = einf.
M
2: Via 182-3 gilt: einf C P(ran M).

M M
3: Aus 1“dom (inf) = einf” und
M
aus 2“einf C P(ran M)”
M

folgt: dom (inf) C P(ran M).
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Beweis 182-7 d)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (sjl\fp) = esj‘ﬁp.
2: Via 182-3 gilt: esup C P(dom M).
3: Aus 1“dom (s]gp) = es],\ﬁp” und
aus 2“estp C P(dom M)”
folgt: dom (S]L‘IJP) C P(dom M).
e)
M
a € ran (inf).
M
2: Aus Themal“« € ran (inf)”
M
folgt via 7-T7: 3Q: (Q,a) € inf.
M
3: Aus 2¢...(Q, ) €inf”
folgt via 182-5: a ist M _Infimum von €.
4: Aus 3“« ist M _Infimum von Q7
folgt via 36-3: a € (dom M) N (ran M).
M
Ergo Themal. 1: Va : (o € ran (inf)) = (a € (dom M) N (ran M)).

M
Konsequenz via 0-2(Def): ran (inf) C (dom M) N (ran M).
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Beweis 182-7 f)

a € ran (SJI\JJP)-
2: Aus Themal“« € ran (S]l\,l/[p) 7
folgt via 7-7: 10 (Q,a) € sZL\fp.
3: Aus 2¢...(Q,a) € SJl‘J/[p”
folgt via 182-5: a ist M _Supremum von (.
4: Aus 3“« ist M _Supremum von €27
folgt via 36-4: a € (dom M) N (ran M).
Ergo Themal. 1: Vo : (« € ran (S]L\J4p)) = (a € (dom M) N (ran M)).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (sjl‘fp) C (dom M) N (ran M).

]
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182-8. Sind fiir M weitere Aussagen verfiigbar, so kann unter Umstédnden mehr

M
tiber ran (inf) und ran (S]l\,l/[p) ausgesagt werden:

182-8(Satz)

M
a) Aus “p_M _p” folgt “p € ran (inf)”.

b) Aus “p_M p” folgt “p € ran (s]gp) 7

M
c) Aus “M reflexiv in E” folgt “E C ran (inf)”.
d) Aus “M reflexiv in E” folgt “E C ran (sjl\fp) .
e) Aus “r Relation in x”und “r reflexiv in x” folgt “ran (inf) =z 7.

f) Aus “r Relation in x” und “r reflexiv in x” folgt “ran (sﬂp) =zx”.

Beweis 182-8 a) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Via SingeltonAxiom gilt:

Aus VS gleich “p_M p”
folgt via 38-23:

: Aus 1.2%p ist M _Minimum von {p}”

folgt via 38-6:

: Aus 1.1“{p} Menge” und

aus 2“p ist M _Infimum von {p}”
folgt via 182-5:

M
: Aus 3“({p},p) € inf”

folgt via 7-5:

p_M p.

{p} Menge.

p ist M _Minimum von {p}.

p ist M _Infimum von {p}.

({p}.p) € inf.

M
p € ran (inf).
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Beweis 182-8 b) VS gleich p-M p.
1.1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

1.2: Aus VS gleich “p_.M p”
folgt via 38-23: p ist M _Maximum von {p}.

2: Aus 1.2%p ist M _Maximum von {p}”
folgt via 38-T7: p ist M _Supremum von {p}.

3: Aus 1.1“{p} Menge” und
aus 2“p ist M _Supremum von {p}”

folgt via 182-5: ({p},p) € SZI\J/[p.
M
4: Aus 3“({p},p) € sup”
folgt via 7-5: p € ran (sjl\fp).
c) VS gleich M reflexiv in E.
a€E.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in £ und
aus Themal“a € E7

folgt via 30-17(Def): a_M _a.
3: Aus 2“a.M_a” .
folgt via des bereits bewiesenen a): a € ran (inf).
M
Ergo Themal: Va: (a € E) = (« € ran (inf)).

M
Konsequenz via 0-2(Def): E C ran (inf).
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Beweis 182-8 d) VS gleich M reflexiv in F.
a€ k.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in £ und
aus Themal“a € £

folgt via 30-17(Def): a_M .
3: Aus 2“a_M_a” u
folgt via des bereits bewiesenen b): « € ran (sup).
Ergo Themal: Va: (a € E)= (e €ran (S]l‘J/[p))

Konsequenz via 0-2(Def): E Cran (Sjl\,l/[p).
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Beweis 182-8 ef) VS gleich (r Relation in ) A (r reflexiv in ).
1.1: Via 182-7 gilt: ran (inf) C (domr) N (ranr).
1.2: Via 182-7 gilt: ran (stup) C (dom7) N (ranr).
1.3: Aus VS gleich “r Relation in x...” und

aus VS gleich “...r reflexiv in x”

folgt via 34-6: domr = z.
1.4: Aus VS gleich “r Relation in x...” und

aus VS gleich “...r reflexiv in x”

folgt via 34-6: ranr = x.
2.1: (domr)N(rant) Zznranr E 2Nz 24 2.

2.2: Aus VS gleich “...r reflexiv in z”

folgt via des bereits bewiesenen c): x C ran (inf).

2.3: Aus VS gleich “...r reflexiv in z”
folgt via des bereits bewiesenen d): 2 C ran (sup).

3.1: Aus1.1%ran (ir:f) C (domr)N(ranr)” und

aus 2.1“(domr) N (ranr) = ... =1z"

folgt: ran (inf) C z.
3.2: Aus 1.2%ran (sup) C (dom7) N (ranr)” und

aus 2.1“(domr) N (ranr) =...=z"

folgt: ran (sup) C z.

4.e): Aus 3.1%ran(inf) C z” und

aus 2.2z C ran (inf)”

folgt via GleichheitsAxiom: ran (inf) = x.
4.£): Aus 3.2%ran (sup) C 2” und

aus 2.3“z C ran (sup)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (sup) = .

]
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182-9. Bekannter Weise ist ein M _Infimum, ein M _Supremum, von x eine untere
M _Schranke, eine obere M _Schranke jeder TeilKlasse von x. Hieraus ergeben sich
die vorliegenden Resultate:

182-9(Satz)
M M
a) Aus “y Cx”und “x € einf” folgt “y € eus”.
M
b) Aus “y Cax”und “x € eé\ﬁp”folgt “y €eos”.
M M
c) Aus “y Cz”und “(z,q) € inf” folgt “(y,q) € us”.

d) Aus “y Cx”und “(x,q) € sjl\fp ” folgt “(y,q) € 557
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M
Beweis 182-9 a) VS gleich (y Cx) A (z € einf).

M
1: Aus VS gleich “...x € einf”
folgt via 182-2: (x Menge) A (32 : Q ist M _Infimum von z).

2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.

2.2: Aus 1“...Q ist M _Infimum von z” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 36-5: Q) untere M _Schranke von y.

3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“€) untere M _Schranke von y”

folgt via 181-2: Y€ eus.

b) VS gleich (yCaz)A(z e esl‘ﬁp).

: M
1: Aus VS gleich “...x € esup”
folgt via 182-2: (x Menge) A (3Q : Q ist M _Supremum von x).

2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“2 Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.

2.2: Aus 1“...Q ist M _Supremum von x” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 36-5: Q) obere M _Schranke von y.

3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“() obere M _Schranke von y”

folgt via 181-2: y € €os.
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Beweis 182-9 c) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

M
Aus VS gleich “...(x,y) € inf”

249

(v C 2) A () € inf).

folgt via 182-5: (x Menge) A (g ist M _Infimum von x).

Aus VS gleich “y C x...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom:

Aus 1“...q ist M _Infimum von z” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 36-5:

: Aus 2.1“y Menge” und

aus 2.2“q untere M _Schranke von y”
folgt via 181-5:

d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “...(z,y) € s]l\fp K

folgt via 182-5: (x Menge) A

Aus VS gleich “y C z...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom:

Aus 1“...q ist M _Supremum von x” und
aus VS gleich “y Cxz...”
folgt via 36-5:

: Aus 2.1“y Menge” und

aus 2.2“q obere M _Schranke von y”
folgt via 181-5:

y Menge.

q untere M Schranke von y.

(y,q) € us.

(y C ) A ((2,q) € sup).

(q ist M _Supremum von z).

y Menge.

q obere M _Schranke von y.

(y,q) € os.
O



250 MENGENLEHRE #182

M
182-10. Es gilt inf C us und sup C os:

182-10(Satz)

My
a) inf C us.

M M
b) sup C os.

Beweis 182-10 a)

M
a € inf.
M
2: Aus Themal“« € inf”
folgt via 182-5: 3Q, ¥ : (2 Menge)

AW ist M Infimum von Q) A (o = (2, ¥)).

3: Aus 2“... W ist M _Infimum von €2...”
folgt via 36-1(Def): U untere M _Schranke von €.

4: Aus 2“...Q Menge...” und
aus 3“W¥ untere M _Schranke von 2” u
folgt via 181-5: (Q,V) € us.
5: Aus 2“...a=(2,V¥)” und
aus 4 (Q, ) € s ”

folgt: a € l]JVé
M M
Ergo Themal: Va: (a € inf) = («a € us).

Mo M
Konsequenz via 0-2(Def): inf C us.
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Beweis 182-10 b)

M
o € sup.
M
2: Aus Themal“«a € sup”
folgt via 182-5: 3Q, ¥ : (2 Menge)

A(W ist M _Supremum von Q) A (a = (2, ¥)).

3: Aus 2“...V ist M _Supremum von Q2...”
folgt via 36-1(Def): U obere M _Schranke von €.

4: Aus 2“...Q) Menge...” und
aus 3“ W obere M _Schranke von 27 u
folgt via 181-5: (Q, V) € os.
5: Aus 2“...a=(2,V¥)” und
aus 4 (Q, V) € 0s”
M
folgt: Qo € 0S.

Ergo Themal: Va: (a € s{\fp) =

Konsequenz via 0-2(Def):

251

(o € gé)

M M
sup C os.
]
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M M
182-11. Falls M antiSymmetrisch ist, dann handelt es sich bei inf, bei sup, unter
anderem um Funktionen:

182-11(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
M M
folgt “inf : einf— (dom M) N (ran M)”.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
folgt “s]gp : eé\ﬁp—> (domM) N (ranM)”.
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Beweis 182-11 a) VS gleich M antiSymmetrisch.
M M
((a, ) € inf) A ((a,7) € inf).
M

2.1: Aus Themal.1“(«a, ) €inf...”

M
2.2: Aus Themal.1“...(« € inf”
Y

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” ,

folgt via 182-5: B ist M _Infimum von a.

folgt via 182-5: v ist M Infimum von a.

aus 2.1 ist M _Infimum von a” und
aus 2.2“y ist M _Infimum von a”
folgt via 46-2: B =n.

Ergo Themal.1:

1.2:

1.3:

1.4:

M| Vo, 8,7 (0, 8) € inf) A ((0,7) € in)) = (8= )"

M
Via 182-6 gilt: inf Relation.
M M
Via 182-7 gilt: dom (inf) = einf.
M
Via 182-7 gilt: ran (inf) C (dom M) N (ran M).

M
: Aus 1.2%inf Relation” und

M M
aus Al gleich “Va, 5,7 : (((o, 8) € inf) A ((a,y) €inf)) = (B=7)"
M
folgt via 18-18(Def): inf Funktion.

M
: Aus 2%inf Funktion” ,

M M
aus 1.3“dom (inf) = einf” und

M
aus 1.4“ran (inf) C (dom M) N (ran M)”
MM
folgt via 21-1(Def): inf : einf— (dom M) N (ran M).
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Beweis 182-11 b) VS gleich M antiSymmetrisch.
((a, 8) € sup) A ((a,7) € sup).

M
2.1: Aus Themal.1“(«a, ) €Esup...”

M
2.2: Aus Themal.1%...(a,7) € sup”

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |

folgt via 182-5: B ist M _Supremum von .

folgt via 182-5: v ist M _Supremum von «.

aus 2.1“f ist M_Supremum von «” und
aus 2.2“y ist M _Supremum von a”
folgt via 46-3: B =n7.

Ergo Themal.1:

1.2:

1.3:

1.4:

Al’ “\V/Oé,ﬁ,’y : (((O@ﬁ) S S]Lvl[p) AN ((Oé,’y) € S]l‘_l4p)) = (B — 7) ”

Via 182-6 gilt: stup Relation.
Via 182-7 gilt: dom (s]l\fp) = eé‘ﬁp.
Via 182-7 gilt: ran (sjl\fp) C (dom M) N (ran M).

M
: Aus 1.2“sup Relation” und

aus A1 gleich “Va, 3,7 : (e, B) € stp) A ((a,7) € sp)) = (8 =17)”
folgt via 18-18(Def): sjl\fp Funktion.

M
: Aus 2“sup Funktion”

M M
aus 1.3“dom (sup) = esup” und

aus 1.4“ran (sjt\fp) C (domM) N (ranM)”
folgt via 21-1(Def): le‘J/Ip : eé\ﬁp—> (dom M) N (ran M).

]
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182-12. Falls M Vollstiandig ist, ist 0 die einzige Menge mit unterer M _Schranke,
die maoglicherweise kein M _Infimum hat. Analoges gilt fiir obere M _Schranken:

182-12(Satz)

. M M M
a) Aus “M Vollstindig” folgt “eus \{0} C einf C eus”.

b) Aus “M Vollstindig” folgt “e0s \{0} C eé\ﬁp - €0s” .
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Beweis 182-12 a) VS gleich

1:

2.2:

MENGENLEHRE #182

M Vollsténdig.

Aus VS gleich “ M Vollsténdig”
folgt via 49-1(Def): M unten Vollsténdig.
o € etis \ {0},
3: Aus Thema2.1%q € eus \{0}”
folgt via 5-3: (v € ej\gs) A (a ¢ {0}).
4.1: Aus3“a €els...”
folgt via 181-2: (o Menge)
AV : ¥ untere M _Schranke von «).
4.2: Aus 3“...a ¢ {0}”
folgt via 1-7: (v # 0) V (o Unmenge).
5: Aus 4.1“a Menge...” und
aus 4.2 (a # 0) V (o Unmenge)”
folgt: a # 0.
6: Aus 5
folgt: 0 # a.
7: Aus 1“ M unten Vollstandig” ,
aus 6“0 # a” und
aus 4.1“... ¥ untere M _Schranke von a”
folgt via 49-1(Def): 3Q : Q ist M Infimum von «.
8: Aus 4.1“a Menge...” und
aus 7“...Q ist M _Infimum von a” .
folgt via 182-2: a € einf.
M M
Ergo Thema2.1: Va: (a € eus \{0}) = (a € einf).

Konsequenz via 0-2(Def):

Via 182-3 gilt:

M M
: Aus A1 gleich “eus \{0} C einf” und

M M
aus 2.2“einf C eus”

folgt:

M M
A1 “eus \{0} C einf”

M
! M
einf C eus.

M
eus \{0} C einf C eus.
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Beweis 182-12 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “ M Vollstandig”

2.2:

3:

folgt via 49-1(Def):

4.2:

o € eos \{0}.

3:

Aus Thema2.1%a € €os \{0}”
folgt via 5-3: (v € ej‘gs) A (o ¢ {0}).

M
: Aus 3“a €eos...”

folgt via 181-2: (av Menge)
A(FY¥ : ¥ obere M _Schranke von «).

Aus 3“...a ¢ {0}”
folgt via 1-7: (a # 0) V (o Unmenge).

: Aus 4.1“a Menge...” und

aus 4.2 (a # 0) V (o« Unmenge)”

folgt: a # 0.
: Aus 5
folgt: 0 # a.

: Aus 1“M oben Vollstandig” ,

aus 6“0 # a” und

aus 4.1“... ¥ obere M _Schranke von a”

folgt via 49-1(Def): 3Q :  ist M _Supremum von «.
: Aus 4.1“a Menge...” und

aus 7“...8 ist M _Supremum von a”

folgt via 182-2: o € esup.

Ergo Thema2.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Via 182-3 gilt:
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M Vollsténdig.

M oben Vollstéandig.

Va: (a € eos \{0}) = (a e esj‘ﬁp).

A1 “eos \{0} C eé\ﬁp”

Aus A1 gleich © eos \{0} C esj\ﬂp” und

M M
aus 2.2“esup C eos”

folgt:

M M
esup C eos.

eos \{0} C eé\ﬁp - eos.

]
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182-13. Falls M unten Stark Vollstéandig ist, ist 0 die einzige TeilMenge von

ran M, die mdéglicherweise kein M Infimum hat. Analoges gilt wenn M oben Stark
Vollsténdig:

182-13(Satz)

a) Aus “M wunten Stark Vollstindig”
M
folgt “P(ran M)\ {0} C einf C P(ranM)”.
b) Aus “M oben Stark Vollstindig”
folgt “P(dom M)\ {0} C es]\ﬁp C P(dom M)”.




MENGENLEHRE #182

Beweis 182-13 a) VS gleich

2:

3.1:

3.2:

a € P(ran M) \ {0}.

Aus Themal.1“a € P(ran M)\ {0}”
folgt via 5-3: (€ P(ran M)) A (o ¢ {0}).

Aus 2“a € P(ranM)...”
folgt via 0-26: (v Menge) A (o C ran M).

Aus 2“...a ¢ {0}”
folgt via 1-7: (a # 0) V (o Unmenge).

: Aus 3.1“a Menge...” und

aus 3.2“(a # 0) V (o Unmenge)”

folgt: a # 0.
: Aus 4
folgt: 0 # a.

: Aus VS gleich “ M unten Stark Vollstandig”

aus 5“0 # a” und
aus 3.1“ac CranM”

folgt via 50-1(Def): 3Q : Q ist M _Infimum von «.
: Aus 3.1“a Menge...” und

aus 6“...Q ist M _Infimum von a” .

folgt via 182-2: a € einf.

Ergo Thema?2.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

2.2: Via 182-3 gilt:
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M unten Stark Vollsténdig.

Va: (a € P(ran M)\ {0}) = (a € eji‘ﬁf).

M
A1| “P(ran M)\ {0} C einf”

M
3: Aus A1 gleich “P(ran M) \ {0} C einf” und
M
aus 2.2“einf C P(ran M)”

folgt:

M
einf C P(ran M).

P(ran M)\ {0} C e?ﬁf C P(ran M).
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Beweis 182-13 b) VS gleich
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M oben Stark Vollstdndig.

folgt via 5-3:

folgt via 0-26:

folgt via 1-7:

folgt:

5: Aus 4
folgt:

2: Aus Themal.1“«a € P(dom M)\ {0}”
(a € P(dom M)) A (o & {0}).

3.1: Aus 2“a € P(domM)...”

3.2: Aus2“...a ¢ {0}”

4: Aus 3.1“a Menge...” und
aus 3.2“(a # 0) V (o Unmenge)”

a € P(dom M)\ {0}.

(o« Menge) A (o« € dom M).

(v #0) V (o Unmenge).

a # 0.

0 # a.

: Aus VS gleich “ M oben Stark Vollstandig”

aus 5“0 # a” und
aus 3.1“a C domM?”
folgt via 50-1(Def): 30 : Q ist M _Supremum von «.

: Aus 3.1“a Menge...” und

aus 6“...Q ist M _Supremum von «”

folgt via 182-2:

M
Q. € esup.

Ergo Thema2.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

2.2: Via 182-3 gilt:

Vo : (a € P(dom M)\ {0}) = (« € estp).

A1| “P(dom M)\ {0} C estp”

e%p C P(dom M).

3: Aus A1 gleich “P(dom M)\ {0} C eé‘ﬁp” und

aus 2.2“eé\6p C P(dom M)”

folgt:

P(dom M) \ {0} C esj\ap C P(dom M).
[
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M
182-14. Falls M Total Vollsténdig ist, dann gilt sowohl einf = P(ran M) als auch
esj‘ﬁp = P(dom M):

182-14(Satz)

M
a) Aus “M Total Vollstindig” folgt “einf = P(ran M)”.

b) Aus “M Total Vollstindig” folgt “eé\ﬁp = P(domM)”.

Beweis 182-14 a) VS gleich M Total Vollsténdig.
1: Aus VS gleich “ M Total Vollstandig”
folgt via 51-1(Def): M unten Total Vollsténdig.
o € P(ran M).
3: Aus Thema2.1“« € P(ran M)”
folgt via 0-26: (av Menge) A (o C ran M).

4: Aus 1“ M unten Total Vollstindig” und
aus 3“...aa Cran M’

folgt via 51-1(Def): 30 : Q ist M _Infimum von a.
5: Aus 3“a Menge...” und
aus 4“...Q ist M _Infimum von a” y
folgt via 182-2: a € einf.
M
Ergo Thema2.1: Va: (o € P(ran M)) = (« € einf).
M
Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “P(ran M) C einf”
M
2.2: Via 182-3 gilt: einf C P(ran M).

M
3: Aus 2.2%einf CP(ranM)” und
M
aus Al gleich “P(ran M) C einf”
M
folgt via GleichheitsAxiom: einf = P(ran M).
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Beweis 182-14 b) VS gleich M Total Vollsténdig.
1: Aus VS gleich “ M Total Vollstéandig”
folgt via 51-1(Def): M oben Total Vollsténdig.
o € P(dom M).
3: Aus Thema2.1“a € P(dom M)”
folgt via 0-26: (o Menge) A (o« € dom M).

4: Aus 1“ M oben Total Vollsténdig” und
aus 3“...a CdomM?”

folgt via 51-1(Def): 30 : Q ist M _Supremum von a.
5: Aus 3“a Menge...” und

aus 4. .. ist M _Supremum von a”

folgt via 182-2: a € esup.
Ergo Thema2. 1: Va: (o € P(domM)) = (a € eé‘ﬁp).

: M
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “P(dom M) C esup”
2.2: Via 182-3 gilt: esup C P(dom M).

3: Aus 2.2“eévu[p C P(dom M)” und
aus A1 gleich “P(dom M) C eé\ﬁp”
folgt via GleichheitsAxiom: esj‘ﬁp = P(dom M).

]
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M M
emin. emax.

Moy
min. max.

Ersterstellung: 17/05/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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183-1. Mit den vorliegenden Definitionen werden den Klassen aller Mengen, die
ein M _Minimum, ein M _Maximum haben, eigene Bezeichnungen gegeben:

183-1(Definition)

M
a) emin

=183.0(M) = {w: (3IQ: Q ist M _Minimum von w)}.

b) emax
=183.1(M) = {w: (3IQ: Q ist M _Maximum von w)}.
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M M

183-2. Hier werden die Elemente von emin und von emax thematisiert:

183-2(Satz)

M
a) Aus “x € emin”

folgt “x Menge” und “dQ : Q ist M _Minimum von x” .
b) Aus “x Menge” und “min ist M_Minimum von x”

M
folgt “x € emin”.

M
c) Aus “x € emax”
folgt “x Menge” und “3Q : Q ist M _Maximum von x” .

d) Aus “x Menge” und “max ist M _Mazximum von x”

M
folgt “x € emax”.

M
Beweis 183-2 a) VS gleich x € emin.
M
1.1: Aus VS gleich “x € emin”
folgt via Element Axiom: x Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “x € emin” und
M
aus “emin= {w : (302 : Q ist M _Minimum von w)}”
folgt: r € {w: (IN:Qist M_Minimum von w)}.
2: Aus 1.2 € {w: (IQ: Q ist M _Minimum von w)}”
folgt: 30 Q ist M _Minimum von x.
3: Aus 1.1“x Menge” und

aus 2“3 : Q ist M_Minimum von z”
folgt: (x Menge) A (3Q : © ist M _Minimum von x).
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Beweis 183-2 b) VS gleich (x Menge) A (min ist M _Minimum von z).
1: Es gilt: 30 Q = min.
2: Aus VS gleich “...min ist M _Minimum von z” und

aus 1“...Q =nmun”
folgt: Q ist M _Minimum von x.

3: Aus 1“3Q...7 und
aus 2“8 ist M _Minimum von z”
folgt: 3Q . Q ist M _Minimum von z.

4: Aus 3“3Q: Qist M _Minimum von z” und
aus VS gleich “x Menge...”
folgt: z € {w: (IQ: Qist M_Minimum von w)}.

5: Aus 4z € {w: (IQ: Q ist M _Minimum von w)}” und
M

aus “{w: (IQ: Q ist M _Minimum von w)} = emin”

M
folgt: x € emin.
. M
c) VS gleich T € emax.
: M

1.1: Aus VS gleich “x € emax”

folgt via Element Axiom: x Menge.
1.2: Aus VS gleich “x € emax” und

aus “emax= {w: (IQ: Qist M _Maximum von w)}”

folgt: z € {w: (IN: Qist M_Maximum von w)}.

2: Aus 1.2 € {w: (3IQ: Qist M _Maximum von w)}”
folgt: 3Q : Q) ist M _Maximum von z.

3: Aus 1.1“x Menge” und
aus 2“3Q : Q ist M _Maximum von x”
folgt: (x Menge) A (3Q : © ist M _Maximum von x).
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Beweis 183-2 d) VS gleich (x Menge) A (maz ist M _Maximum von ).
1: Es gilt: 3Q : Q = mazx.
2: Aus VS gleich “...max ist M _Maximum von z” und

aus 1“...Q =max”
folgt: Q ist M _Maximum von x.
3: Aus 1“JQ...7 und

aus 2“€) ist M _Maximum von x”
folgt: 3Q . Q ist M _Maximum von z.

: Aus 3“dQ : Q ist M_Maximum von z” und

aus VS gleich “x Menge...”
folgt: z € {w: (IN: Qist M_Maximum von w)}.

: Aus 4¢x € {w: (IQ: Q ist M _Maximum von w)}” und

aus “{w : (IQ: Q ist M _Maximum von w)} = emax”

M
folgt: T € emax.
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M
183-3. Die Klasse emin ist eine TeilKlasse von P(ran M) und emax ist eine Teil-

o M M M M
Klasse von P(dom M). Genauer gilt emin C einf und emax C esup, woraus auch

M M M M . . : .
emin C eus und emax C eos folgt. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - c) - e) - b) -

d) - £):

183-3(Satz)

M
a) emin C P(ran M).

M
b) emax C P(dom M).
M M
c) emin C einf.
M M
d) emax C esup.

M M
e) emin C eus.

M M
f) emax C eos.
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Beweis 183-3 ace)

M

a € emin.

M
2: Aus Themal.1“« € emin”

folgt via 183-2:
(v Menge) A (392 : © ist M _Minimum von «).

3: Aus 2¢...Q ist M _Minimum von a”

folgt via 38-6: Q ist M _Infimum von a.
4: Aus 2“a Menge ...”7 und
aus 3“€) ist M _Infimum von a” y
folgt via 182-2: a € einf.
M M
Ergo Themal. 1: Vo : (o € emin) = (« € einf).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A1]| “emin C einf”
M
1.2: Via 182-3 gilt: einf C P(ran M).
M M
1.3: Via 182-3 gilt: einf C eus.
M M
2.a): Aus Al gleich “emin C einf” und
M
aus 1.2“einf C P(ran M)”
M
folgt via 0-6: emin C P(ran M).
2.c): Aus Al
M M
folgt: emin C einf.

M M
2.e): Aus Al gleich “emin C einf” und

M M
aus 1.3“einf C eus”
M M
folgt via 0-6: emin C eus.
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Beweis 183-3 bdf)

o € emax.

M
2: Aus Themal.1“a € emax”
folgt via 183-2:
(o Menge) A (382 : Q ist M _Maximum von «).

3: Aus 2“...Q ist M _Maximum von «”
folgt via 38-T7: Q2 ist M _Supremum von a.
4: Aus 2“a Menge ...”7 und
aus 3“( ist M _Supremum von «”
folgt via 182-2: a € esup.
M M
Ergo Themal. 1: Va : (o € emax) = (« € esup).
. M M
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “emax C esup”
1.2: Via 182-3 gilt: esup C P(dom M).
1.3: Via 182-3 gilt: estp C €os.

2.a): Aus A1l gleich “ emax C e%p” und
aus 1.2“eé\6p C P(dom M)”

folgt via 0-6: emax C P(dom M).
2.c): Aus Al
folgt: ernax C esj‘ﬁp.

. M M
2.e): Aus A1l gleich “emax C esup” und
M M
aus 1.3“esup C eos”

M M
folgt via 0-6: emax C eos.

]
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183-4. Nun werden die Relationen der M _Minima und M _Maxima in die Essays
eingefiihrt. Dass es sich hierbei um Relationen handelt, wird spéter thematisiert.
Die Abkiirzungen von cd) werden stets ohnen expliziten Bezug zu 183-4 einge-

M

setzt und kommen hauptséchlich dann zur Verwendung, wenn min, wenn max,

eine Funktion ist:

183-4(Definition)

M
a) min

=183.2(M) ={w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Minimum von (?)
b) max

=183.3(M) = {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Maximum von 2)

M M
c) minz = min (z).

d) max = max ().

ANw = (2, ¥)))}.

ANw = (€2,9)))}.
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M
183-5. Hier werden einige Aussagen iiber die Elemente von min und max ange-

geben:

183-5(Satz)

M
a) “w € min” genau dann, wenn

“JQ, U : (Q Menge) A (Y ist M _Minimum von §)
ANw = (Q,¥))”.

b) “w e max” genau dann, wenn
“JQ, U : (Q Menge) A (Y ist M _Mazimum von )
ANw = (Q,¥))”.
M
c) “(x,q) € min” genau dann, wenn
“x Menge” und “q ist M _Minimum von x”.

M
d) “(z,q) € max” genau dann, wenn
“r Menge” und “q ist M _Mazimum von x” .
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M
Beweis 183-5 a) VS gleich w € min.
M
1.1: Aus VS gleich “w € min”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “w € min” und
M
aus “min= {w : (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Minimum von Q) A (w = (2, V)))}”
folgt: w € {w: (IQ, U : (Vist M _Minimum von Q) A (w = (2,¥)))}.

2: Aus 1.2%w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Minimum von Q) A (w = (Q,¥)))}”
folgt: 3Q, U : (¥ ist M _Minimum von Q) A (w = (2, ¥)).

3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,¥)”
folgt: (Q, ¥) Menge.

4: Aus 3“(Q2, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.

5: Aus 2¢3Q, W : (¥ ist M _Minimum von Q) A (w = (2,V))” und
aus 4“€) Menge”
folgt: 3Q, ¥ : (2 Menge) A (¥ ist M _Minimum von Q) A (w = (2, ¥)).
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Beweis 183-5 a) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
AV ist M _Minimum von Q) A (w = (2, V)).

1: Aus VS gleich “... ¥ ist M _Minimum von ...”
folgt via 38-3: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (£,V)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (¥ ist M _Minimum von Q) A (w = (2, ¥))” und

aus 3“w Menge”
folgt: w e {w: (32, : (¥ ist M_Minimum von )
ANw = (€2,9)))}.

5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M_Minimum von §2)
Aw = (€, 9)))}" und

M
aus “{w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Minimum von Q A (w = (2, ¥)))} = min”
M
folgt: w € min.
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Beweis 183-5 b) VS gleich w e max.
1.1: Aus VS gleich “w € max”
folgt via Element Axiom: w Menge.
1.2: Aus VS gleich “w € max” und
aus “max= {w: (IQ, W : (¥ ist M_Maximum von Q) A (w = (2,V)))}”
folgt: w e {w: (3R : (Vist M_Maximum von )
Aw = (€,9)))}.
2: Aus 1.2%w € {w: (3Q, ¥ : (¥ ist M _Maximum von Q) A (w = (Q,V)))}”
folgt: 3Q, ¥ : (P ist M _Maximum von Q) A (w = (2, ¥)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,V)”
folgt: (2, U) Menge.
4: Aus 3“(Q2, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.
5: Aus 2¢3Q, U : (¥ ist M _Maximum von Q) A (w = (Q,¥))” und

aus 4“€) Menge”
folgt: 3Q, U : (2 Menge) A (U ist M _Maximum von Q) A (w = (Q, V)).
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Beweis 183-5 b) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
AV ist M _Maximum von Q) A (w = (2, V)).

1: Aus VS gleich “... V¥ ist M_Maximum von 2...”
folgt via 38-4: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (£,V)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (V¥ ist M_Maximum von )
AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt: w e {w: (32, : (¥ ist M_Maximum von Q) A (w = (2, ¥)))}.

5: Aus 4“w € {w: (IQ, V¥ : (¥ ist M_Maximum von §2)

aus “{w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Maximum von Q) A (w = (Q,¥)))}

folgt: w € max.
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M
Beweis 183-5 c) VS gleich (x,q) € min.
M
1.1: Aus VS gleich “(x,q) € min”
folgt via Element Axiom: (x,q) Menge.

M
1.2: Aus VS gleich “(z,q) € min”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3Q, ¥ @ (P ist M _Minimum von Q) A ((z,q) = (2, ¥)).

2: Aus 1.2%...(z,q) = (,¥)” und
aus 1.1“(z,q) Menge”
folgt via IGP: (x=0Q)A(qg=Y) A (z Menge).

3: Aus 1.2%... ¥ ist M_Minimum von £2...” und
aus 2z =Q...7
folgt: v ist M _Minimum von z.

4: Aus 3“V ist M _Minimum von z” und
aus 2“...q=Wv...”
folgt: q ist M _Minimum von x.

5: Aus 2“...x Menge” und
aus 4“q ist M _Minimum von x”
folgt: (x Menge) A (¢ ist M _Minimum von ).
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Beweis 183-5 c) VS gleich (x Menge) A (¢ ist M _Minimum von z).
1.1: Es gilt: 30 Q==
1.2: Es gilt: JU .U =q.

1.3: Aus VS gleich “...q ist M _Minimum von z”
folgt via 36-3: q Menge.

2.1: Aus1.1“...Q=2" und
aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (z,q).

2.2: Aus1.1“...Q=2" und
aus VS gleich “x Menge...”
folgt: ) Menge.

2.3: Aus VS gleich “...q ist M _Minimum von z” und
aus 1.14...Q=2"

folgt: q ist M _Minimum von 2.
3.1: Aus 2.1
folgt: (x,q) = (2, V).

3.2: Aus1.2“... ¥ =¢” und
aus 2.3“q ist M _Minimum von 27
folgt: U ist M _Minimum von 2.

4: Aus1.143Q...7,
aus 1.2“3Jw...7 |
aus 2.2“€) Menge” ,
aus 3.2“W ist M _Minimum von 7 und
aus 3.1“(z,q) = (2,0)”
folgt: 30, U : (2 Menge) A (U ist M _Minimum von )
Al(,9) = (2, D)),

5: Aus 4“3Q, ¥ : (Q Menge) A (¥ ist M _Minimum von §2)

AN(x,q) = (Q,\I/B”
folgt via des bereits bewiesenen a): (x,q) € min.
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Beweis 183-5 d) VS gleich (z,q) € max.
1.1: Aus VS gleich “(z,q) € max”
folgt via ElementAxiom: (x,q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(z,q) € max”
folgt via des bereits bewiesenen b):
3Q, ¥ (P ist M _Maximum von Q) A ((z,q) = (2, V)).

2: Aus 1.2“...(z,q) = (,¥)” und
aus 1.1“(z,q) Menge”
folgt via IGP: (x=0Q)A(qg=Y) A (z Menge).

3: Aus1.2“... ¥ ist M _Maximum von £2...” und
aus 2“x =€Q...7
folgt: U ist M _Maximum von z.

4: Aus 3“V ist M _Maximum von z” und
aus 2“...q=Wv...”
folgt: q ist M _Maximum von z.

5: Aus 2“...x Menge” und
aus 4“q ist M _Maximum von x”
folgt: (x Menge) A (¢ ist M _Maximum von x).
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Beweis 183-5 d) VS gleich (x Menge) A (¢ ist M _Maximum von x).
1.1: Es gilt: 30 Q==
1.2: Es gilt: JU .U =q.

1.3: Aus VS gleich “...q ist M _Maximum von x”
folgt via 36-4: q Menge.

2.1: Aus1.1“...Q=2" und
aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (z,q).

2.2: Aus1.1“...Q=2" und
aus VS gleich “x Menge...”
folgt: ) Menge.

2.3: Aus VS gleich “...q ist M _Maximum von z” und
aus 1.1%... Q=x"

folgt: q ist M _Maximum von 2.
3.1: Aus 2.1
folgt: (x,q) = (2, V).

3.2: Aus1.2“... ¥ =¢” und
aus 2.3“q ist M _Maximum von 7
folgt: ¥ ist M _Maximum von 2.

4: Aus1.143Q...7,
aus 1.2“3Jw...7 |
aus 2.2“€) Menge” ,
aus 3.2“W ist M _Maximum von 2”7 und
aus 3.1“(z,q) = (2,0)”
folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (U ist M _Maximum von )
Al(z,9) = (2, D)),

5: Aus 4430, ¥ : (Q Menge) A (¥ ist M _Maximum von (2)
A((z,q) = (Q,\I/])VB”
folgt via des bereits bewiesenen b): (z,q) € max.

]
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M
183-6. Wenig iiberraschend sind min und max Relationen:

183-6(Satz)

M
a) min Relation.

b) m]gx Relation.

Beweis 183-6 a)

M

o € min

M
Aus Themal“a € min”
folgt via 183-5: IV a=(2,V).
M
Ergo Themal: Va: (o € min) = (IQ, ¥ : o = (2, V)).
M

Konsequenz via 10-3: min Relation.
b)

o € i

Aus Themal“«a € mj\gx 7

folgt via 183-5: IV a=(2,V).
Ergo Themal: Va: (a € mj\gx) = (IQ,V:a = (2,7)).
Konsequenz via 10-3: mj\gx Relation.

O
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M
183-7. Nun werden einige Aussagen iiber Definitions- und Bild-Bereiche von min

M
und max getroffen:

183-7(Satz)

M M
a) dom (min) = emin.

b) dom (mj\gx) — emax.

c) dom (m]\?n) C P(ran M).
d) dom (mj\gx) C P(dom M).
e) ran (m]\i4n) C (dom M) N (ran M).

f) ran (mj\gx) C (dom M) N (ran M).
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Beweis 183-7 a)

M

a € dom (min).

M
2.1: Aus Themal.1“« € dom (min)”

283

folgt via Element Axiom: a Menge.
M
2.2: Aus Themal.1“a € dom (min)”
M
folgt via 7-T7: 3Q : (a, Q) € min.
M
3: Aus 2.2 .. (a,Q) € min”
folgt via 183-5: Q ist M _Minimum von «.
4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“€2 ist M _Minimum von o” .
folgt via 183-2: a € emin.
M M
Ergo Themal. 1: Va : (o € dom (min)) = (a € emin).
M M

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (min) C emin”
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Beweis 183-7 a)

M

a € emin.

M
2: Aus Themal.2“« € emin”

folgt via 183-2:
(o Menge) A (382 : © ist M _Minimum von «).

3: Aus 2“a Menge...” und

aus 2“...Q ist M _Minimum von a” .
folgt via 183-5: (v, ) € min.
M
4: Aus 3“(, Q) € min”
M
folgt via 7-5: a € dom (min).
M M
Ergo Themal.2: Vo : (a € emin) = (a € dom (min)).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “emin C dom (min)”
M M
1.3: Aus A1 gleich “dom (min) C emin” und

M M
aus A2 gleich “emin C dom (min)”
M M
folgt via GleichheitsAxiom: dom (min) = emin.
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Beweis 183-7 b)

o € dom (max).

2.1: Aus Themal.1“«a € dom (m]\/a[x) K
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1“« € dom (mj\gx) 7
folgt via 7-T: A0 (a, Q) € max.

3: Aus 2.2“.. . (o, Q) € max”
folgt via 183-5: Q ist M _Maximum von .

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“Q ist M_Maximum von «” u
folgt via 183-2: « € emax.

Ergo Themal. 1: Va : (a € dom (mj\gx)) = (a € en%x).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (mj\gx) C emax”
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Beweis 183-7 b)

o € emax.

M
2: Aus Themal.2“«a € emax”
folgt via 183-2:
(o Menge) A (362 : Q ist M _Maximum von «).

3: Aus 2“a Menge...” und

aus 2“...Q ist M _Maximum von a” u
folgt via 183-5: (a, ©2) € max.
M
4: Aus 3“(a, Q) € max”
folgt via 7-5: a € dom (mj\gx).
M M
Ergo Themal.2: Vo : (o € emax) = (« € dom (max)).
. M M

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “emax C dom (max)”

: M M
1.3: Aus Al gleich “dom (max) C emax” und

: M M
aus A2 gleich “emax C dom (max)”

folgt via GleichheitsAxiom: dom (mj\gx) — emax.
c)
M M
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (min) = emin.
M
2: Via 183-3 gilt: emin C P(ran M).
M M
3: Aus 1“dom (min) = emin” und
M
aus 2“emin C P(ran M)”
M

folgt: dom (min) C P(ran M).
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Beweis 183-7 d)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (mj\gx) — emax.
2: Via 183-3 gilt: emax C P(dom M).
3: Aus 1“dom (m]gx) — emax” und
aus 2“emax C P(dom M)”
folgt: dom (mj\gx) C P(dom M).
e)
M
a € ran (min).
M
2: Aus Themal“«a € ran(min)”
M
folgt via 7-T7: 30 : (2, ) € min.
M
3: Aus 2¢...(Q, ) € min”
folgt via 183-5: a ist M _Minimum von 2.
4: Aus 3“« ist M _Minimum von Q7
folgt via 38-3: a € (dom M) N (ran M).
M
Ergo Themal. 1: Va : (o € ran (min)) = (a € (dom M) N (ran M)).

M
Konsequenz via 0-2(Def): ran (min) C (dom M) N (ran M).
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Beweis 183-7 f)

« € ran (mj\gx).
2: Aus Themal“w € ran (mj\gx) 7
folgt via 7-7: 30 (Q, ) € max.
3: Aus 2¢...(Q,a) € max”
folgt via 183-5: a ist M _Maximum von (2.
4: Aus 3“«a ist M _Maximum von Q7
folgt via 38-4: a € (dom M) N (ran M).
Ergo Themal. 1: Va : (« € ran (mj‘gx)) = (a € (dom M) N (ran M)).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (mj\gx) C (dom M) N (ran M).

]
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183-8. Sind fiir M weitere Aussagen verfiigbar, so kann unter Umstédnden mehr

M M
iiber ran (min) und ran (max) ausgesagt werden:

183-8(Satz)

M
a) Aus “p_M p” folgt “p € ran (min)”.

b) Aus “p_M _p” folgt “p € ran (mj\gx) .
M
c) Aus “M reflexiv in E7” folgt “E C ran (min)”.
d) Aus “M reflexiv in E” folgt “E C ran (mjvalx) .
e) Aus “r Relation in x”und “r reflexiv in x” folgt “ran (min) = z”.

. . . . r
£) Aus “r Relation in x”und “r reflexiv in x” folgt “ran (max) =z ”.

Beweis 183-8 a) VS gleich p_M _p.
1.1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

1.2: Aus VS gleich “p_-M p”
folgt via 38-23: p ist M _Minimum von {p}.

2: Aus 1.1“{p} Menge” und
aus 1.2“p ist M _Minimum von {p}”
M
folgt via 183-5: ({p},p) € min.
M
3: Aus 2“({p},p) € min”

M
folgt via 7-5: p € ran (min).
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Beweis 183-8 b) VS gleich p-M p.
1.1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

1.2: Aus VS gleich “p_.M p”
folgt via 38-23: p ist M _Maximum von {p}.

2: Aus 1.1“{p} Menge” und
aus 1.2%p ist M _Maximum von {p}”

folgt via 183-5: ({p}.p) € max.
M
3: Aus 2“({p},p) € max”
folgt via 7-5: p € ran (m]gx).
c) VS gleich M reflexiv in E.
a€EE.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in F” und
aus Themal“a € K7

folgt via 30-17(Def): a_M _a.
3: Aus 2“a_M_a” .
folgt via des bereits bewiesenen a): a € ran (min).
M
Ergo Themal: Va: (a € E) = (a € ran (min)).
M

Konsequenz via 0-2(Def): E C ran (min).
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Beweis 183-8 d) VS gleich M reflexiv in F.

a€E.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in £ und
aus Themal“a € £

folgt via 30-17(Def): a_M .
3: Aus 2“a.M_a” u
folgt via des bereits bewiesenen b): a € ran (max).
Ergo Themal: Va: (a € E) = (o €ran (mj\gx)).

Konsequenz via 0-2(Def): E Cran (m]\gx).
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Beweis 183-8 ef) VS gleich (r Relation in ) A (r reflexiv in ).
1.1: Via 183-7 gilt: ran (min) C (domr) N (ran7).
1.2: Via 183-7 gilt: ran (max) C (dom7) N (ranr).
1.3: Aus VS gleich “r Relation in z...” und

aus VS gleich “...r reflexiv in x”

folgt via 34-6: domr = z.
1.4: Aus VS gleich “r Relation in z...” und

aus VS gleich “...r reflexiv in x”

folgt via 34-6: ranr = .
2.1: (domr) N (ranr) Zznranr Zzna =12

2.2: Aus VS gleich “...7r reflexiv in z”
r

folgt via des bereits bewiesenen c): x C ran (min).

2.3: Aus VS gleich “...r reflexiv in z”
folgt via des bereits bewiesenen d): 2 C ran (max).

3.1: Aus 1.1%ran(min) C (domr) N (ranr)” und

aus 2.1“(domr)N(ranr) =...=2z”
,

folgt: ran (min) C z

3.2: Aus 1.2%ran (max) C (domr) N (ran7)” und
aus 2.1“(domr) N (ranr) = ... =2z"

folgt: ran (max) C z.

,
4.e): Aus 3.1%ran(min) C z” und
T
aus 2.2z C ran (min)”

folgt via GleichheitsAxiom: ran (mrin) =x.

4.f): Aus 3.2%ran (max) C 2” und
aus 2.3“z C ran (mgx) 7
folgt via GleichheitsAxiom: ran (max) = x.

]
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183-9. Bekannter Weise ist ein M _Minimum, ein M _Maximum, von z eine untere
M _Schranke, eine obere M _Schranke jeder TeilKlasse von x. Hieraus ergeben sich
die vorliegenden Resultate:

183-9(Satz)
M M
a) Aus “y Cx”und “x € emin” folgt “y € eus”.
b) Aus “y Cx”und “x € emax " folgt “y € €os” .
M M
c) Aus “y Cx”und “(z,q) € min” folgt “(y,q) € us”.

d) Aus “y Cax”und “(x,q) € mj\gx”folgt “(y,q) € 557
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M
Beweis 183-9 a) VS gleich (y Cx) A (x € emin).
M
1: Aus VS gleich “...z € emin”
folgt via 183-2: (x Menge) A (3 : Q ist M _Minimum von x).
2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.
2.2: Aus 1“...Q ist M _Minimum von x” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 38-5: ) untere M _Schranke von y.
3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“€) untere M _Schranke von y”
folgt via 181-2: y € elis.
. M
b) VS gleich (y Cx) A (x € emax).
. M
1: Aus VS gleich “...x € emax”
folgt via 183-2: (x Menge) A (3Q : Q ist M _Maximum von ).
2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.
2.2: Aus 1“...Q ist M_Maximum von x” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 38-5: Q) obere M _Schranke von y.

3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“€) obere M _Schranke von y’

folgt via 181-2: Y € €0s.

Y
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M
Beweis 183-9 c) VS gleich (y Cx)A((x,q) € min).
M
1: Aus VS gleich “...(z,y) € min”
folgt via 183-5: (x Menge) A (¢ ist M _Minimum von x).
2.1: Aus VS gleich “y C x...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.
2.2: Aus 1“...¢ ist M _Minimum von z” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 38-5: q untere M Schranke von y.
3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“q untere M _Schranke von y”
folgt via 181-5: (y,q) € us.
. M
d) VS gleich (y Cxz)A((x,q) € max).
. M
1: Aus VS gleich “...(x,y) € max”
folgt via 183-5: (x Menge) A (¢ ist M _Maximum von z).
2.1: Aus VS gleich “y Cx...” und
aus 1“x Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: y Menge.
2.2: Aus 1“...q ist M _Maximum von x” und
aus VS gleich “y Cx...”
folgt via 38-5: q obere M _Schranke von y.
3: Aus 2.1“y Menge” und
aus 2.2“q obere M _Schranke von y”
folgt via 181-5: (y,q) € os.
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., M MM M M M M M
183-10. Es gilt min C inf, min C us und max C sup, max C os:

183-10(Satz)

M M
a) min C inf.

M M
b) max C sup.

M M
c) min C us.

M M
d) max C os.

Beweis 183-10 a)

M

o € min.
M
2: Aus Themal“a € min”
folgt via 183-5: 3Q, ¥ : (2 Menge)

AV ist M _Minimum von Q) A (a = (2, V)).

3: Aus 2“...V¥ ist M _Minimum von €2...”
folgt via 38-6: ¥ ist M _Infimum von €.

4: Aus 2“...Q Menge...” und
aus 3“W ist M _Infimum von 27

M
folgt via 182-5: (Q2,V) € inf.
5: Aus2“...a=(Q,¥)” und
M
aus 4“ (2, V) € inf”

M
folgt: a € inf.
M M
Ergo Themal: Va: (o € min) = (« € inf).

MM
Konsequenz via 0-2(Def): min C inf.
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Beweis 183-10 b)

297

(OS m]gx.

2: Aus Themal“a € max”
folgt via 183-5: 3Q, ¥ : (2 Menge)
AP ist M _Maximum von Q) A (o = (2, V).

3: Aus 2“... ¥ ist M _Maximum von €2...”
folgt via 38-T7: U ist M _Supremum von ).

4: Aus 2“...Q) Menge...” und
aus 3“W ist M _Supremum von §2”

folgt via 182-5: (Q, ) € sup.

5: Aus 2“...a=(Q,¥)” und
aus 4“(Q, V) € sjt\fp”

folgt: a € sjl\fp.
M M
Ergo Themal: Vo : (o € max) = (a € sup).
Konsequenz via 0-2(Def): max C SZI\J/[p.
c)
M M
1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: min C inf.
Mo p
1.2: Via 182-10 gilt: inf C us.
M M
2: Aus 1.1%min Cinf” und
My
aus 1.2%inf C us”
Mo M
folgt via 0-6: min C us.
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Beweis 183-10 d)

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

1.2: Via 182-10 gilt:

2: Aus 1.1“m]gx C sjt\fp” und
M M
aus 1.2“sup C os”
folgt via 0-6:

MENGENLEHRE #183
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M
183-11. Falls M antiSymmetrisch ist, dann handelt es sich bei min, bei mj\gx,
unter anderem um Funktionen:

183-11(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
M M
folgt “min : emin — (dom M) N (ran M)”.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
folgt “max : emax — (dom M) N (ranM)”.
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Beweis 183-11 a) VS gleich M antiSymmetrisch.
M M
Themal.1 ((a, B) € min) A ((«r,y) € min).
M
2.1: Aus Themal.1(a, ) € min...”
folgt via 183-5: £ ist M _Minimum von .
M

2.2: Aus Themal.1“...(a,7) € min”

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |

folgt via 183-5: ~ ist M _Minimum von a.

aus 2.1 ist M_Minimum von o” und
aus 2.2“v ist M _Minimum von a”
folgt via 155-5: 6]

I
=

Ergo Themal.1:

1.2:

1.3:

1.4:

M M

A1 “Vo,B,7: (((o, B) € min) A ((o,y) € min)) = (8 =7)”

M

Via 183-6 gilt: min Relation.
M M
Via 183-7 gilt: dom (min) = emin.
M
Via 183-7 gilt: ran (min) C (dom M) N (ran M).
M
: Aus 1.2“min Relation” und . y
aus A1 gleich “Va, 5,7 : (((o, ) € min) A ((ov,77) € min)) = (6 =7)”
M
folgt via 18-18(Def): min Funktion.

M

: Aus 2“min Funktion” ,

M M,
aus 1.3“dom (min) = emin” und

M
aus 1.4“ran (min) C (dom M) N (ran M)”
MM
folgt via 21-1(Def): min : emin — (dom M) N (ran M).



MENGENLEHRE #183 301

Beweis 183-11 b) VS gleich M antiSymmetrisch.
(0, B) € max) A ((a,7) € max).

M
2.1: Aus Themal.1“(a, ) € max...”

M
2.2: Aus Themal.1“...(«,7y) € max”
Y

3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |

folgt via 183-5: [ ist M _Maximum von «.

folgt via 183-5: v ist M _Maximum von a.

aus 2.1 ist M _Maximum von «” und
aus 2.2“y ist M _Maximum von a”
folgt via 155-5: B =7.

Ergo Themal.1:

1.2:

1.3:

1.4:

M| “Ya, 8,7 : (0, 8) € max) A (@) € max) = (8 =17)"

Via 183-6 gilt: max Relation.
Via 183-7 gilt: dom (mj\gx) — emax.
Via 183-7 gilt: ran (mlgx) C (dom M) N (ran M).

M
: Aus 1.2“max Relation” und

aus A1 gleich “Va, 8,7 : (((a, B) € m]gx) A ((a, ) € mj\gx)) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def): max Funktion.

M .
: Aus 2“max Funktion” |

M M
aus 1.3“dom (max) = emax” und

aus 1.4“ran (mj\gx) C (domM) N (ranM)”
folgt via 21-1(Def): max : emax — (dom M) N (ran M).

]
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M M
epin. eflax.
Mooy
[in. prax.

Ersterstellung: 17/05/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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184-1. Mit den vorliegenden Definitionen werden den Klassen aller Mengen, die
ein M _minimales Element, ein M _maximales Element, haben, eigene Bezeichnun-
gen gegeben. Die zu Grunde liegenden Klassen wurden bereits in #39, wo ihnen

laBlicher Weise kein Name gegeben wurde, eingefiihrt:

184-1(Definition)

M
a) epin
={w: (IQ: Q ist M _minimales Element von w)}.

b) e/%x
={w: (IQ: Q ist M _maximales Element von w)}.

39-19(Def) {w: (IQ : 2 ist M _minimales Element von w)}
39-19(Def) {w: (3IQ : Q ist M _maximales Element von w)}.
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M M
184-2. Hier werden die Elemente von euin und von epax thematisiert:

184-2(Satz)
M
a) Aus “x € euin”
folgt “x Menge” und “3 : Q ist M _minimales Element von x”.
b) Aus “x Menge” und “uin ist M_minimales Element von x”

M
folgt “x € epin”.

M
c) Aus “x € epax”
folgt “ax Menge” und “3 : Q ist M _maximales Element von x”.

d) Aus “x Menge” und “pax ist M _mazimales Element von x”

folgt “z € e/%x”.

M
Beweis 184-2 a) VS gleich x € eyin.
M
1.1: Aus VS gleich “z € euin”
folgt via Element Axiom: x Menge.
M
1.2: Aus VS gleich “x € epin” und
M
aus “epin= {w : (3IQ : Q ist M _minimales Element von w)}”
folgt: € {w: (IQ: Q ist M _minimales Element von w)}.
2: Aus 1.2z € {w: (IQ : Q ist M _minimales Element von w)}”
folgt: 3Q : Q ist M _minimales Element von .

3: Aus 1.1“x Menge” und
aus 2“4Q : Q) ist M _minimales Element von z”
folgt: (x Menge) A (3Q : Q ist M _minimales Element von z).
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Beweis 184-2 b) VS gleich (x Menge) A (pin ist M _minimales Element von ).

1: Es gilt: 30 : Q= n.
2: Aus VS gleich “...puin ist M _minimales Element von x” und
aus 1“...Q = wn”
folgt: Q) ist M minimales Element von .
3: Aus 1“JQ...7 und
aus 2“€) ist M _minimales Element von x”
folgt: 3Q : Q ist M _minimales Element von z.
4: Aus 3“3 : Q) ist M _minimales Element von x” und
aus VS gleich “x Menge...”
folgt: r € {w: (IQ: Q ist M _minimales Element von w)}.
5: Aus 4z € {w: (IQ : Q ist M _minimales Element von w)}” und
M
aus “{w : (IQ : Q ist M _minimales Element von w)} = epin”
M
folgt: T € epin.
. M
c) VS gleich T € eflax.
. M
1.1: Aus VS gleich “x € euax”
folgt via Element Axiom: x Menge.
_ M
1.2: Aus VS gleich “z € epax” und
aus “ e/%x: {w: (IQ: Q ist M _maximales Element von w)}”
folgt: x € {w: (IQ: Qist M _maximales Element von w)}.
2: Aus 1.2z € {w: (3IQ: Q ist M _maximales Element von w)}”
folgt: 3Q : Q) ist M _maximales Element von .
3: Aus 1.1“x Menge” und

aus 230 : Q ist M _maximales Element von x”
folgt: (x Menge) A (3Q : Q ist M _maximales Element von z).
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Beweis 184-2 d) VS gleich (z Menge) A (pax ist M _maximales Element von ).

1: Es gilt: 30 Q = pax.
2: Aus VS gleich “...pax ist M _maximales Element von x” und

aus 1“...Q = pax”

folgt: Q2 ist M maximales Element von .

3: Aus 1“3Q...7 und
aus 2“€) ist M _maximales Element von z”
folgt: 3Q : Q) ist M _maximales Element von x.

4: Aus 3“3 : Q ist M _maximales Element von 7 und

aus VS gleich “x Menge...”

folgt: x € {w: (IQ: Qist M _maximales Element von w)}.
5: Aus 4z € {w: (IQ: Q ist M _maximales Element von w)}” und

aus “{w: (3IQ: Q ist M _maximales Element von w)} = e/%x”

folgt: T € e/%x.

O
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M
184-3. Sowohl euin als auch e/%x sind auf Grund der vorliegenden Aussagen

Unmengen. Da bekannter Weise jedes M _Minimum, jedes M _Maximum, von E
M
ein M _minimales Element, ein M _maximales Element, von F ist, ist emin eine
M
TeilKlasse von epuin, ist emax eine TeilKlasse von epax:

184-3(Satz)

M
a) usngltn - euin.

M
b) Usngitn C eprax.

M M
c) emin C euin.

M M
d) emax C epax.

Beweis 184-3 a)

& € Usngiin:

2: Aus Themal“ o € Ugngltn
folgt via 27-6: 30 (= {Q}) A (Q Menge).

3: Aus 2“...Q) Menge”
folgt via 39-14: Q ist M _minimales Element von {Q}.

4: Via SingeltonAxiom gilt: {Q2} Menge.

5: Aus 4“{Q} Menge” und
aus 3“2 ist M _minimales Element von {Q}”

M
folgt via 184-2: {Q} € epin.
6: Aus2“...a={Q}...” und
M
aus 5“{Q} € euin”

M
folgt: a € epin.

M
Ergo Themai: Va: (o € Usngitn) = (o € epin).

M
Konsequenz via 0-2(Def): Usngitn C epin.
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Beweis 184-3 b)

& € Usngiin-
2: Aus Themal“«a € Usngin
folgt via 27-6: 30 (a = {Q}) A (2 Menge).

3: Aus 2“...Q) Menge”
folgt via 39-14: 2 ist M _maximales Element von {Q}.

4: Via SingeltonAxiom gilt: {2} Menge.

5: Aus 4“{Q} Menge” und
aus 3“() ist M _maximales Element von {Q2}”

folgt via 184-2: (Q} € efiax.
6: Aus2“...a={Q}...” und
aus 5“{Q} € e/%x”
M
folgt: € epax.

Ergo Themal: Va: (o € Usngitn) = (o € e;jzwax).

Konsequenz via 0-2(Def): Usngitn € e/%x.
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Beweis 184-3 c)

M

a € emin.

M
2: Aus Themal“«a € emin”

folgt via 183-2:
(av Menge) A (302 : © ist M _Minimum von «).

3: Aus 2“...Q ist M _Minimum von «”
folgt via 40-1: ) ist M minimales Element von «.

4: Aus 2“a Menge...” und
aus 3“€ ist M _minimales Element von o”

M
folgt via 184-2: o € epin.
M M
Ergo Themal: Va: (a € emin) = (a € epin).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): emin C euin.
d)
M
o € erdhx.
M
2: Aus Themal“« € emax”
folgt via 183-2:
(o Menge) A (382 : Q ist M _Maximum von «).
3: Aus 2“...Q ist M _Maximum von «”
folgt via 40-1: Q) ist M maximales Element von «.
4: Aus 2“a Menge...” und
aus 3“() ist M _maximales Element von a” u
folgt via 184-2: a € eflax.
M M
Ergo Themal: Va: (o € emax) = (a € euax).
. M M
Konsequenz via 0-2(Def): emax C ejiax.

O
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184-4. Die Relationen der M _minimalen Elemente, der M _maximalen Elemente,
in die Essays eingefiihrt. Dass es sich hierbei um Relationen handelt, wird spéter
thematisiert:

184-4(Definition)

M
a) pin
— 184.0(M)
= {w: (3Q, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von (2)
Mw = (2, ¥)))}.
b) u]\gx
= 184.1(M)

= {w: (3IQ, ¥ : (V¥ ist M _maximales Element von (2)
Mw = (2, ¥)))}.




MENGENLEHRE #184 311

M
184-5. Hier werden einige Aussagen iiber die Elemente von pin und uj\gx angege-
ben:

184-5(Satz)

M
a) “w € pin” genau dann, wenn

“30, W (Q Menge) A (Y ist M_minimales Element von §2)
ANw = (2,V))”.

b) “we /}gx 7 genau dann, wenn
“JO, W (Q Menge) A (Y ist M_mazimales Element von )
Nw = (Q,¥))”.
M
c) “(x,q) € pin” genau dann, wenn
“x Menge” und “q ist M _minimales Element von x”.

M
d) “(x,q) € pax” genau dann, wenn
“x Menge” und “q ist M _maximales Element von x”.
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M

Beweis 184-5 a) VS gleich w € pin.
M
1.1: Aus VS gleich “w € pin”
folgt via Element Axiom: w Menge.

M
1.2: Aus VS gleich “w € pin” und

M
s “pin={w : (IQ, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von ()
Nw = (2, 1))}
folgt:

w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von Q) A (w = (Q,¥)))}.

2: Aus 1.2w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von 2)

ANw = (2, 1))}
folgt: 3Q, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von Q) A (w = (2, ¥)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,¥)”
folgt: (2, U) Menge.
4: Aus 3“(Q2,¥) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

5: Aus 2“3Q, U : (¥ ist M _minimales Element von Q) A (w = (2, ¥))” und
aus 4“() Menge”
folgt:
3Q, W : (2 Menge) A (¥ ist M _minimales Element von Q) A (w = (22, 0)).
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Beweis 184-5 a) VS gleich 30, U : (Q Menge)
A(V ist M _minimales Element von Q) A (w = (Q, ¥)).

1: Aus VS gleich “... W ist M _minimales Element von €2...”
folgt via 39-3: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (£,V¥)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (¥ ist M _minimales Element von §2)
AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt:
w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von Q) A (w = (2, ¥)))}.

folgt: w € pin.
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Beweis 184-5 b) VS gleich w e u]\gx.

. M
1.1: Aus VS gleich “w € pax”
folgt via Element Axiom: w Menge.

1.2: Aus VS gleich “w € u]\gx 7 und
s /}gx: {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von §2)
ANw = (©2,7)))}
folgt:

w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von Q) A (w = (2, V)))}.

2: Aus 1.2%w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von §2)

ANw = (2, 9)))}"
folgt: 3Q, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von Q) A (w = (Q, ¥)).

3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,¥)”
folgt: (Q, ¥) Menge.

4: Aus 3“(Q2, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.

5: Aus 2¢3Q, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von Q) A (w = (2, ¥))” und
aus 4“() Menge”
folgt:
3Q, W : (Q Menge) A (¥ ist M _maximales Element von Q) A (w = (2, 0)).
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Beweis 184-5 b) VS gleich 30, U : (Q Menge)
AV ist M _maximales Element von Q) A (w = (Q, ¥)).

1: Aus VS gleich “... W ist M _maximales Element von €2...”
folgt via 39-4: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (£,V¥)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

4: Aus VS gleich “3Q, U : ... (V¥ ist M _maximales Element von §2)
AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
folgt:
w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von Q) A (w = (2, V)))}.

5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M_maximales Element von )

NMw = (2, 7))} und
aus “{w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _maximales Element von QA (w = (2, ¥)))
= uj\gx”
M

folgt: w € pax.
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M
Beweis 184-5 c) VS gleich (x,q) € pin.
M
1.1: Aus VS gleich “(x,q) € pin”
folgt via Element Axiom: (x,q) Menge.

M
1.2: Aus VS gleich “(z,q) € pin”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, ¥ : (¥ ist M _minimales Element von Q) A ((z,q) = (2, V)).

2: Aus 1.2%...(z,q) = (,¥)” und
aus 1.1“(z,q) Menge”

folgt via IGP: (x =Q)A(qg=Y)A (z Menge).
3: Aus 1.2%...WV ist M _minimales Element von €2...” und

aus 2z =Q...7

folgt: ¥ ist M _minimales Element von x.

4: Aus 3“V ist M _minimales Element von z” und
aus 2“...q=Wv...”
folgt: q ist M _minimales Element von z.

5: Aus 2“...x Menge” und
aus 4“q ist M _minimales Element von x”
folgt: (x Menge) A (¢ ist M _minimales Element von z).
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Beweis 184-5 c)

VS gleich (x Menge) A (¢ ist M _minimales Element von z).
1.1: Es gilt: d0:Q ==z
1.2: Es gilt: JU .U =q.
1.3: Aus VS gleich “...q ist M _minimales Element von z”

folgt via 39-3: q Menge.
2.1: Aus 1.1%...Q=2" und

aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,¥) = (z,q).

: Aus 1.1%...Q=2" und

aus VS gleich “x Menge...”

folgt: ) Menge.
: Aus VS gleich “...q ist M _minimales Element von z” und

aus 1.1%...Q=2a"

folgt: q ist M _minimales Element von (2.
: Aus 2.1

folgt: (x,q) = (2, V).

: Aus 1.2“... U =¢” und

aus 2.3“q ist M _minimales Element von ”
folgt: ¥ ist M _minimales Element von 2.

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3Jw...7 |

aus 2.2“€) Menge” ,

aus 3.2“W ist M _minimales Element von 2”7 und

aus 3.1“(z,q) = (2,0)”

folgt: 3Q, U : (2 Menge) A (U ist M _minimales Element von €2)
AN(z,q) = (2, 9)).

: Aus 430, U 1 (Q Menge) A (W ist M _minimales Element von 2)

N(z,q) = (Q,\I/)A);
folgt via des bereits bewiesenen a): (x,q) € pin.
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Beweis 184-5 d) VS gleich (z,q) € u]\gx.

1.1: Aus VS gleich “(x,q) € uj‘gx "
folgt via ElementAxiom: (x,q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(x,q) € uj‘gx 7
folgt via des bereits bewiesenen b):
3Q, W : (¥ ist M_maximales Element von Q) A ((z,q) = (2, ¥)).

2: Aus1.2“...(z,q) = (,¥)” und
aus 1.1“(z,q) Menge”

folgt via IGP: (x=0Q)A(qg=Y) A (z Menge).
3: Aus 1.2“... ¥ ist M _maximales Element von £2...” und

aus 2“x =Q...7

folgt: U ist M _maximales Element von x.

4: Aus 3“V ist M _maximales Element von x” und
aus 2“...q=Wv...”
folgt: q ist M _maximales Element von .

5: Aus 2“...x Menge” und
aus 4“q ist M _maximales Element von z”
folgt: (x Menge) A (¢ ist M _maximales Element von z).
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Beweis 184-5 d)

VS gleich (x Menge) A (¢ ist M _maximales Element von z).
1.1: Es gilt: d0:Q ==z
1.2: Es gilt: JU .U =q.
1.3: Aus VS gleich “...q ist M _maximales Element von z”

folgt via 36-4: q Menge.
2.1: Aus1.1“...Q=2" und

aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,¥) = (z,q).

: Aus 1.1%...Q=2" und

aus VS gleich “x Menge...”

folgt: ) Menge.
: Aus VS gleich “...q ist M _maximales Element von z” und

aus 1.1%...Q=2a"

folgt: q ist M _maximales Element von 2.
: Aus 2.1

folgt: (x,q) = (2, V).

: Aus 1.2“... U =¢” und

aus 2.3“q ist M _maximales Element von 7
folgt: ¥ ist M _maximales Element von 2.

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3Jw...7 |

aus 2.2“€) Menge” ,

aus 3.2“W ist M _maximales Element von 2”7 und

aus 3.1“(z,q) = (2,0)”

folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (U ist M _maximales Element von €2)
AN(z,q) = (2, 1)).

: Aus 430, U 1 (Q Menge) A (W ist M _maximales Element von §2)

N(z,q) = (Q,\I/B”
folgt via des bereits bewiesenen b): (x,q) € pax.

]
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M
184-6. Wenig iiberraschend sind pin und ujgx Relationen:

184-6(Satz)

M
a) pin Relation.

b) uﬂgx Relation.

Beweis 184-6 a)

M
o € fin
M
Aus Themal“«a € pin”
folgt via 184-5: IV a=(2,V).
M
Ergo Themal: Va: (o € pin) = (3Q, ¥ : o = (2, 7)).
M
Konsequenz via 10-3: pin Relation.
b)
o € jiax
M
Aus Themal“«a € pax”
folgt via 184-5: IV a=(Q,V).
Ergo Themal: Va: (a € ,u]\gx) = (IQ,V:a = (2,7)).
Konsequenz via 10-3: u]‘aJx Relation.

O
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M
184-7. Nun werden einige Aussagen iiber die Definitions-Bereiche von uin, von

,u]gx, getroffen. Die Bild-Bereiche sind jeweils gleich dem Universum. Damit sind

M
sowohl Definitions- als auch Bildbereich von pin, von ,u]gx, Unmengen: Die Beweis-

Reihenfolge ist a) - ¢) -b) -d) -e) - £):

184-7(Satz)

M M
a) dom (uin) = euin.

b) dom (,uj\gx) = e,L%x.

M
¢) Usngitn C dom (pin).

d) Usngitn € dom (u]gx).

M
e) ran(uin) =U.

£) ran (/L]\a4X> =U.
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Beweis 184-7 ac)

M
Themal.l a € dom (pin).
M
2.1: Aus Themal.1“« € dom (pin)”
folgt via Element Axiom: a Menge.
M
2.2: Aus Themal.1“« € dom (uin)”
M
folgt via 7-T7: 30 (a, Q) € pin.
M
3: Aus 2.2“.. . (a,Q) € pin”
folgt via 184-5: Q2 ist M minimales Element von «.
4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“€) ist M minimales Element von a” y
folgt via 184-2: a € epin.
M M
Ergo Themal. 1: Va : (o € dom (pin)) = («v € epin).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): A1} “dom (uin) C euin”
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Beweis 184-7 ac)

o € epuin.

M
2: Aus Themal.2“« € euin”
folgt via 184-2:
(o Menge) A (362 : Q ist M _minimales Element von «).

3: Aus 2“a Menge...” und

aus 2“...Q ist M _minimales Element von a” y
folgt via 184-5: (ar, Q) € pin.
M
4: Aus 3“(a, Q) € pin”
M
folgt via 7-5: a € dom (uin).
M M
Ergo Themal.2: Va: (a € epin) = (a € dom (pin)).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “epin C dom (pin)”
M
a): Aus A1 gleich “dom (,um) C e,uln und
aus A2 gleich “ e,um C dom (,uln)
M M
folgt via GleichheitsAxiom: dom (uin) = epin.
M
2: Via 184-3 gilt: Usngitn € epin.
M
3.¢c): Aus 2“Ugngien € epin” und
M M
aus 1.a) “dom (pin) = epin”
M

folgt: Usngitn C dom (pin).
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Beweis 184-7 bd)

M
Themal.1 a € dom (pax).
M
2.1: Aus Themal.1“a € dom (pax)”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1“« € dom (u]‘aJx) 7
folgt via 7-T: A0 (o, Q) € u]gx.

3: Aus 2.2“.. . (o, Q) € ,u]gx”
folgt via 184-5: Q) ist M _maximales Element von «.

4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“Q ist M _maximales Element von a”

folgt via 184-2: a € ejiax.
M M
Ergo Themal. 1: Vo : (o € dom (pax)) = (a € epax).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (u]‘aJx) C ep%x 7
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Beweis 184-7 bd)

o € efiax,

M
2: Aus Themal.2“«a € eyax”
folgt via 184-2:
(ov Menge) A (302 : © ist M _maximales Element von «).

3: Aus 2“a Menge...” und

aus 2“...Q ist M _maximales Element von a” u
folgt via 184-5: (a, Q) € pax.
4: Aus 3“(o,Q) € u]gx”
folgt via 7-5: a € dom (uj\gx).
M M
Ergo Themal.2: Va : (a € epax) = (o € dom (pax)).
: M M

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “euax C dom (pax)”

1.b): Aus A1l gleich “dom (,u]gx) - e,z%x” und

M M
aus A2 gleich “euax C dom (pax)”

folgt via GleichheitsAxiom: dom (,u]gx) = e,t%x.
. . M
2: Via 184-3 gilt: Usngitn C epiax.

M
3.d): Aus 2“Ugpgitn € eprax” und

aus 1.a) “dom (uj\gx) = e,z%x”
folgt: Usngltn € dom (u]\gx).
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Beweis 184-7 e)

aelU.

2: Aus Themal“a elU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3: Aus 2“a Menge”
folgt via 39-14: a ist M _minimales Element von {a}.

4: Via SingeltonAxiom gilt: {a} Menge.

5: Aus 4“{a} Menge” und
aus 3“« ist M _minimales Element von {a}”

M
folgt via 184-5: ({a}, a) € pin.

M
6: Aus 5“({a},a) € pin”

M
folgt via 7-5: a € ran (pin).
M
Ergo Themal: Va: (a € U) = (« € ran (pin)).

M
Konsequenz via 0-19: ran (pin) = U.
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Beweis 184-7 f)

327

o €U.

2:

Aus Themal“a elU”

folgt via Element Axiom: a Menge.

: Aus 2“a Menge”
folgt via 39-14: « ist M _maximales Element von {«a}.

: Via SingeltonAxiom gilt: {a} Menge.

: Aus 4“{a} Menge” und

aus 3“« ist M _maximales Element von {a}”

folgt via 184-5: ({a},a) € uj\gx.

: Aus 5“({a},a) € /}gx”
folgt via 7-5: « € ran (,u]gx).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (ael) = (a €ran (,u]\gx)).

ran (/LJ\Z;IX) =U.
[l
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M
184-8. Von #dhnlichem Geist wie in 184-3 stellt sich hier heraus, dass min eine

M
: : M. . M.
Teilklasse von pin, dass max eine TeilKlasse von pax, ist:

184-8(Satz)

M M
a) min C pin.

M M
b) max C pax.

Beweis 184-8 a)

M
o € min.
M
2: Aus Themal“«o € min”
folgt via 183-5: 3Q, ¥ : (2 Menge)

AW ist M _Minimum von Q) A (o = (2, V).

3: Aus 2“...V ist M _Minimum von Q2...”
folgt via 40-1: ¥ ist M _minimales Element von (2.

4: Aus 2“...Q) Menge...” und
aus 3“W ist M _minimales Element von 27

M
folgt via 184-5: (Q, W) € pin.
5: Aus2“...a=(Q,¥)” und
M
aus 4“(Q, V) € pin”
M
folgt: o € pin.
M M
Ergo Themal: Va : (o € min) = (a € pin).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): min C pin.
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Beweis 184-8 b)

329

(OS m]gx.

2: Aus Themal“a € max”
folgt via 183-5: 3Q, ¥ : (2 Menge)
AP ist M _Maximum von Q) A (o = (2, V).

3: Aus 2“... V¥ ist M _Maximum von €2...”
folgt via 40-1: U ist M _maximales Element von 2.

4: Aus 2“...Q) Menge...” und
aus 3“ W ist M _maximales Element von (2” u
folgt via 184-5: (Q, V) € pax.
5: Aus 2“...a=(2,V)” und
aus 4“(Q, V) € /f\gx”
M
folgt: o € pax.

M
Ergo Themal: Va: (o € max) =

Konsequenz via 0-2(Def):

(o € ujgx).

M M
max C pax.
[l
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M,E M.,E
efl . floor.

M,E M,E
ecl. ceil.

Ersterstellung: 16/05/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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185-1. Mit den vorliegenden Definitionen werden den Klassen aller Mengen p,
M M
fur die EN (- | p] ein M _Supremum, fir die EN [p | -) ein M _Infimum hat,

eigene Bezeichnungen gegeben:

185-1(Definition)

M,E
a) efl
= 185.0(M, E)
M
={w: (IQ: Qist M_Supremum von EN{(- | w])}.

M,E
b) ecl

= 185.1(M, E)
M
={w: (3Q: Qist M Infimum von EN [w | -))}.




332 MENGENLEHRE #185

M.E M.E
185-2. Hier werden die Elemente von efl und von ecl thematisiert:

185-2(Satz)

M.E
a) Aus “pe efl 7

M
folgt “p Menge” und “3Q : Q ist M _Supremum von EN{- | p]”.

M
b) Aus “p Menge” und “q ist M _Supremum von EN{- | p]”
M.E
folgt “p € efl 7.

M,E
c) Aus “p € ecl”

M
folgt “p Menge” und “3Q : Q ist M _Infimum von EN[p | ).

M
d) Aus “p Menge” und “q ist M _Infimum von EN [p | -)”

M,E
folgt “p € ecl”.
M,E
Beweis 185-2 a) VS gleich p € efl.
M.,E
1.1: Aus VS gleich “p € efl 7
folgt via Element Axiom: p Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “p € efl 7 und
M,E M
aus “ efl = {w: (3IQ: Qist M_Supremum von EN (- | w])}”
M
folgt: p € {w: (IN:Qist M_Supremum von EN (- | w])}.
M
2: Aus 1.2p € {w: (3Q: Q ist M _Supremum von EN{- | w])}”
M
folgt: 3Q : Q ist M _Supremum von EN{- | p].
3: Aus 1.1“p Menge” und
M
aus 2“3Q : Q ist M_Supremum von EN{- | p]”
M

folgt: (p Menge) A (IQ : Q ist M _Supremum von EN (- | p]).
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M

Beweis 185-2 b) VS gleich  (p Menge) A (¢ ist M _Supremum von EN (- | p]).

1: Es gilt: d0:Q=q.
M
2: Aus VS gleich “...q¢ ist M _Supremum von EN (- | p]” und
aus 1“...Q=¢q"
M
folgt: Q2 ist M _Supremum von EN (- | p].
3: Aus 1“3Q...7 und .
aus 2“€Q ist M _Supremum von EN (- | p]”
M
folgt: 3Q : Q ist M _Supremum von EN (- | p].
M
4: Aus 3“3Q: Qist M_Supremum von EN (- | p]” und
aus VS gleich “p Menge...”
M
folgt: p € {w: (IN: Qist M_Supremum von EN (- | w])}.
M
5: Aus 4“p € {w: (IQ: Q ist M _Supremum von EN (- | w])}” und
M M,E
aus “{w: (3IQ: Qist M_Supremum von EN (- | w])} = efl”
M,E
folgt: p € efl.
M,E
c) VS gleich p € ecl.
M,E
1.1: Aus VS gleich “p € ecl”
folgt via Element Axiom: p Menge.
M.E
1.2: Aus VS gleich “p € ecl 7 und
M,E M
aus “ecl ={w: (3IQ: Qist M Infimum von EN [w | )}
M
folgt: p € {w: (IN: Qist M _Infimum von EN[w | -))}.
M
2: Aus 1.2p € {w: (IQ: Qist M Infimum von EN [w | -))}”
M
folgt: 3Q : Q ist M Infimum von EN [p | -).
3: Aus 1.1“p Menge” und

M
aus 2“3Q : Q ist M _Infimum von EN[p | )"
M
folgt: (p Menge) A (3 : 2 ist M _Infimum von EN [p | -)).



334 MENGENLEHRE #185

M
Beweis 185-2 d) VS gleich (p Menge) A (g ist M Infimum von EN[p | -)).

1: Es gilt: d0:Q=q.

M
2: Aus VS gleich “...q¢ ist M _Infimum von EN[p | -)” und
aus 1“...Q=q"

M
folgt: Q ist M _Infimum von EN [p | -).
3: Aus 1°30Q...7 und y
aus 2“Q ist M Infimum von EN[p | )"
M
folgt: 3Q : Qist M Infimum von EN[p | -).
M
4: Aus 3“3Q: Qist M_Infimum von EN[p | -)” und
aus VS gleich “p Menge...”
M
folgt: p € {w: (IN: Qist M _Infimum von EN[w | -))}.
M
5: Aus 4“p € {w: (IQ: Q ist M _Infimum von EN [w | -))}” und
M M,E
aus “{w: (3IQ: Qist M_Infimum von EN [w | -))} = ecl”
M,E
folgt: p € ecl.

O
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335

185-3. In Anlehnung an in matlab gebrduchliche Notationen werden die Rela-

M,E M,E

tionen floor und ceil in die Essays eingefiihrt. Dass es sich hierbei in der Tat um

Relationen handelt, wird in 185-5 nachgewiesen:

185-3(Definition)

M,E
a) floor

=1852(M,E) ={w: (3 V¥ :
M

M.E
b) ceil

=1853(M,E) ={w: (3 V¥ :

(¥ ist M _Supremum von EN (- | Q]) A (w=(Q,¥)))}.

(¥ ist M _Infimum von E N [ A|/[ MNA(w=(2¥)))}.
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M,E M.E
185-4. Hier werden einige Aussagen iiber die Elemente von floor und ceil ange-

geben:

185-4(Satz)

M.E
a) “w € floor” genau dann, wenn

“J0, U : (Q Menge) A (Y ist M _Supremum von EN{- | Q])
ANw = (2,V))”.

I

M.E
b) “w € ceil " genau dann, wenn
M

“JQ, W (Q Menge) A (¥ ist M _Infimum von EN[Q | -))
ANw = (2,V))”.

M,E
c) “(p,q) € floor” genau dann, wenn

M
“p Menge” und “q ist M _Supremum von EN{- | p]”.

M,E
d) “(p,q) € ceil” genau dann, wenn

M
“p Menge” und “q ist M _Infimum von EN[p | -)7.
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M,E
Beweis 185-4 a) VS gleich w € floor.
M,E
1.1: Aus VS gleich “w € floor”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “w € floor” und
M,E M
aus “floor = {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M_Supremum von EN (- | Q])
ANw = (2, ‘I’J&))}”
folgt: w e {w: (IQ,V: (Vist M_Supremum von EN (- | Q])
ANw = (©2,9)))}.
M
2: Aus 1.2%w € {w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M _Supremum von EN (- | ])
y ANw = (92,¥)))}
folgt: 3Q, U : (Y ist M _Supremum von EN (- | Q]) A (w = (Q,V)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2¢“...w = (Q,¥)”
folgt: (Q, ¥) Menge.
4: Aus 3“(92, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.
M
5: Aus 2“3Q, ¥ : (¥ ist M _Supremum von EN{- | Q])A(w = (Q,¥))” und

aus 4“) Menge”

folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (¥ ist M _Supremum von E N (-
ANw = (Q,¥)).
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Beweis 185-4 a) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
M
A(¥ ist M _Supremum von EN (- | Q]) A (w = (Q,¥)).
M
1: Aus VS gleich “... W ist M _Supremum von EN (- | Q]...”
folgt via 36-4: U Menge.
2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.
3: Aus VS gleich “...w = (2,V¥)” und
aus 2“(€Q, V) Menge”
folgt: w Menge.
M
4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : ... (¥ ist M_Supremum von EN (- | Q])
A w = (Q,¥))” und
aus 3“w Menge”
M
folgt: w € {w: (3Q, U : (Vist M _Supremum von EN (- | Q])
ANw = (©2,9)))}.
M
5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Supremum von EN (- | Q])
ANw = (£2,V)))}” und
M
s “Hw: (FIQ, U : (P ist M _Supremum von EN (- | Q]) A (w=(Q,¥)))}
M,E
= floor”
M,E

folgt: w € floor.
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M,E
Beweis 185-4 b) VS gleich w € ceil.
M,E
1.1: Aus VS gleich “w € ceil ”
folgt via Element Axiom: w Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “w € ceil” und
M,E M
aus “ceil = {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M _Infimum von EN[Q | -))
ANw = (2, ‘I’)M)}”
folgt: w e {w: (3QV: (Vist M Infimum von EN[Q | -))
ANw = (©2,9)))}.
M
2: Aus 1.2%w € {w: (IQ, ¥ : (¥ ist M Infimum von EN[Q | -))
N ANw = (2,¥)))}
folgt: 3Q, ¥ : (Y ist M_Infimum von EN[Q | ) A (w = (Q,V)).
3: Aus 1.1“w Menge” und
aus 2“...w = (Q,¥)”
folgt: (Q, ¥) Menge.
4: Aus 3“(Q, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I: ) Menge.
M
5: Aus 2¢3Q, ¥ : (¥ ist M Infimum von EN[Q | ) A (w=(Q,¥))” und

aus 4“) Menge”

M
folgt: 3Q, ¥ : (2 Menge) A (U ist M Infimum von EN [Q | -))
AN w = (2, 1)).
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Beweis 185-4 b) VS gleich 3Q, U : (Q Menge)
M
AP ist M Infimum von EN[Q | ) A (w = (Q,P)).
M
1: Aus VS gleich “... ¥ ist M Infimum von EN[Q | -)...”
folgt via 36-3: U Menge.

2: Aus VS gleich “...Q Menge...” und
aus 1“W¥ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.

3: Aus VS gleich “...w = (2,V¥)” und
aus 2“ (€, V) Menge”
folgt: w Menge.

M
4: Aus VS gleich “3Q, W : ... (¥ ist M _Infimum von EN[Q | -))
w

AN w = (2, ¥))” und
aus 3“w Menge”
M
folgt: w € {w: (3Q,V: (Vist M Infimum von EN[Q | -))
ANw = (2, 1))}

M
5: Aus 4“w € {w: (IQ, ¥ : (Vist M_Infimum von EN[Q | -))
Al = (2,1))) und

M
aus “{w: (3IQ, ¥ : (¥ ist M Infimum von EN[Q | ) A (w=(Q,¥)))}
M,E
= ceil”
M,E
folgt: w € ceil.
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M,E
Beweis 185-4 c) VS gleich (p, q) € floor.
M,E
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € floor”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “(p,q) € floor”
folgt via des bereits bewiesenen a):
M
30, U : (U ist M _Supremum von EN{- | Q]) A ((p,q) = (2, ¥)).
2: Aus 1.2 ..(p,q) = (2,¥)” und
aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=02)A(¢g=Y)A (p Menge).
M
3: Aus 1.2%... W ist M _Supremum von EN (- | Q]...” und
aus 2“p=1Q...”7
M
folgt: U ist M _Supremum von EN (- | p].
M
4: Aus 3“V ist M _Supremum von EN (- | p]” und
aus 2“...q=v...7
M
folgt: q ist M _Supremum von E N (- | p].
5: Aus 2“...p Menge” und

M
aus 4“q ist M _Supremum von EN (- | p]”

M
folgt: (p Menge) A (¢ ist M _Supremum von EN (- | p]).
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Beweis 185-4 c)
VS gleich (p Menge) A (g ist M _Supremum von EN (- | p]).

1.

1.

1:

2:

: Aus VS gleich “...q ist M _Supremum von EN{- | p]

M

Es gilt: 30 :Q =p.
Es gilt: JU . ¥ =gq.

M

b

folgt via 36-4: q Menge.

cAus1.14...Q=p” und

aus 1.2“... ¥ =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (p,q).

:Aus1.14...Q=p” und

aus VS gleich “p Menge...”
folgt: ) Menge.

M
: Aus VS gleich “...q ist M _Supremum von EN (- | p]” und

aus 1.1“...Q =p”
M
folgt: q ist M _Supremum von EN (- | Q].

: Aus 2.1

folgt: (p,q) = (0, ).

: Aus 1.2“...¥ =¢” und

M
aus 2.3%“q ist M _Supremum von EN (- | Q]”
M
folgt: U ist M _Supremum von EN (- | ©].

© Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“3w .. .7,
aus 2.2“€) Menge” ,

M
aus 3.2“W ist M _Supremum von EN{- | Q]” und
aus 3.1°(p.g) = (0, 1)

folgt: 3Q, ¥ : (2 Menge) A (¥ ist M _Supremum von EN (- | Q])
A(p,g) = (2,¥)).

I

M
: Aus 4“3Q, U (Q Menge) A (U ist M _Supremum von EN (- | 2])

M(p:q) = (2, 9))
M,E
folgt via des bereits bewiesenen a): (p,q) € floor.
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M,E
Beweis 185-4 d) VS gleich (p,q) € ceil.
M,E
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € ceil”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.
M,E
1.2: Aus VS gleich “(p,q) € ceil ”
folgt via des bereits bewiesenen b):
M
3Q, U (W ist M _Infimum von EN[Q | ) A ((p,q) = (2,¥)).
2: Aus 1.2 ..(p,q) = (2,¥)” und
aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=02)A(¢g=Y)A (p Menge).
M
3: Aus 1.2%... ¥ ist M Infimum von EN[Q | -)...” und
aus 2“p=1Q...7
M
folgt: U ist M Infimum von EN [p | -).
M
4: Aus 3“V¥ ist M _Infimum von EN [p | -)” und
aus 2“...q=v...7
M
folgt: y ist M _Infimum von EN [p | -).
5: Aus 2“...p Menge” und

M
aus 4“q ist M Infimum von EN[p | -)”

M
folgt: (p Menge) A (¢ ist M _Infimum von EN [p | -)).
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Beweis 185-4 d)

M
VS gleich (p Menge) A (¢ ist M Infimum von EN [p | -)).
1.1: Es gilt: 40 :Q =p.
1.2: Es gilt: JU U =q.
M
1.3: Aus VS gleich “...q¢ ist M _Infimum von EN[p | -)”
folgt via 36-3: q Menge.
2.1: Aus1.1“...Q=p” und
aus 1.2“... U =¢q”
folgt via PaarAxiom I: (Q,¥) = (p,q).
2.2: Aus1.1“...Q=p” und
aus VS gleich “p Menge...”
folgt: 2 Menge.
M
2.3: Aus VS gleich “...q ist M _Infimum von EN[p | -)” und
aus 1.1%...Q =p”
M
folgt: q ist M _Infimum von EN[Q | ).
3.1: Aus 2.1
folgt: (p,q) = (€, 9).
3.2: Aus1.2“... ¥ =¢” und
M
aus 2.3“q ist M _Infimum von EN[Q | -)7
M
folgt: U ist M _Infimum von EN [ | -).
4: Aus 1.143Q...7,
aus 1.2°3w...7 |
aus 2.2“€) Menge” ,
M
aus 3.2V ist M _Infimum von EN[Q | )7 und
aus 3.1“(p,q) = (2, ¥)”
M
folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (¥ ist M Infimum von EN [ | -))
A(p,q) = (€, ).
M
5: Aus 4“3Q, U : (2 Menge) A (¥ ist M _Infimum von EN[Q | +))

A(p,q) = (2, )
M,E
folgt via des bereits bewiesenen b): (p,q) € ceil.

]
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M.,E M,E
185-5. Die Klassen floor und ceil sind Relationen:

185-5(Satz)

M.E
a) floor Relation.

M,E
b) ceil Relation.

Beweis 185-5 a)

M.E
a € floor
M.E
Aus Themal“«a € floor”
folgt via 185-4: QW a=(Q,V).
M,E
Ergo Themal: Va: (a € floor) = (3Q, U : a = (Q,V)).
M.E
Konsequenz via 10-3: floor Relation.
b)
M.E
a € ceil
M,E
Aus Themal“«a € ceil ”
folgt via 185-4: IV a=(2,V).
M.E
Ergo Themal: Va: (o € ceil) = (3Q,V :a = (Q,V)).
M.E
Konsequenz via 10-3: ceil Relation.

]
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M.E M.E M.E M.E
185-6. Der Definitions-Bereich von floor ist efl , von ceil ist ecl, und die der

M,E M,E

Bild-Bereich von floor und ceil ist eine TeilKlasse von (dom M) N (ran M):

185-6(Satz)

ME — ME
a) dom (floor) = efl .

ME  ME
b) dom (ceil) = ecl.

M,E
c) ran (floor) C (dom M) N (ran M).

M.E
d) ran(ceil) C (dom M) N (ran M).

Beweis 185-6 a)

M.E

2.1: Aus Themal.1“a € dom (floor)”
folgt via Element Axiom:

M,E
2.2: Aus Themal.1“« € dom (floor)”

folgt via 7-7:

M,E
a € dom (floor).

a Menge.

M,E

30 : (a, Q2) € floor.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

M,E
3: Aus 2.2%...(a, Q) € floor”
folgt via 185-4: Q) ist M _Supremum von (- ]T[ al.
4: Aus 2.1“a Menge” und
aus 3“2 ist M _Supremum von (- ]‘|/I al”
folgt via 185-2: ae e,
M,E M,E

Va : (a € dom (floor)) = (a € efl).

M.E  ME
A1] “dom (floor) C efl ”
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Beweis 185-6 a)

M,E

Themal.?2 o € e{‘l .

M,E
2: Aus Themal.2%« € efl 7

folgt via 185-2:
M
(o Menge) A (32 : Q ist M _Supremum von (- | a]).

3: Aus 2“a Menge...” und
M

aus 2°...Q ist M _Supremum von (- | «a]”
M,E
folgt via 185-4: (o, 2) € floor.
M,E
4: Aus 3“(a, Q) € floor”
M,E
folgt via 7-5: a € dom (floor).
M,E M,E
Ergo Themal.2: Va: (a € efl ) = (a € dom (floor)).
M,E M,E
Konsequenz via 0-2(Def): A2| « efl C dom (floor)”
ME  ME
1.3: Aus A1 gleich “dom (floor) C efl 7 und
M,E M,E

aus A2 gleich “ efl C dom (floyor) K
ME  ME
folgt via GleichheitsAxiom: dom (floor) = efl.
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Beweis 185-6 b)

M,E
Themal.l a € dom (ceil).
M,E
2.1: Aus Themal.1“«a € dom (ceil)”
folgt via Element Axiom: a Menge.
M,E
2.2: Aus Themal.1“«a € dom (ceil)”
M,E
folgt via 7-T7: A0 : (a, Q) € ceil.
M,E
3: Aus 2.2%...(a,Q) € ceil”
M
folgt via 185-4: Q ist M _Infimum von [« | ).
4: Aus 2.1“a Menge” und
M
aus 3“€Q ist M _Infimum von [« | -)”
M,E
folgt via 185-2: a € ecl.
M,E M,E
Ergo Themal.1: Va: (o € dom (ceil)) = (a € ecl).

ME  ME
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (ceil) Cecl”
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Beweis 185-6 b)

M.E

Themal.?2 o € ecl.

M,E
2: Aus Themal.2%« € ecl”

folgt via 185-2:
M
(o Menge) A (32 : Q ist M Infimum von [« | -)).

3: Aus 2“a Menge...” und

M
aus 2°...Q ist M Infimum von [« | -)”
M,E
folgt via 185-4: (a, Q) € cell.
M,E
4: Aus 3“(a, Q) € ceil?
M,E
folgt via 7-5: a € dom (ceil).
M,E M,E
Ergo Themal.2: Va: (a € ecl) = (a € dom (ceil)).
M,E M,E
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “ecl C dom (ceil)”
ME  ME
1.3: Aus A1 gleich “dom (ceil) Cecl 7 und

M,E M,E
aus A2 gleich “ ecl C dom (ceil)”

ME — ME
folgt via GleichheitsAxiom: dom (ceil) = ecl.
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Beweis 185-6 c)

M,E
a € ran (floor).
M,E
2: Aus Themal“«a € ran (floor)”
M,E
folgt via 7-T: 30 : (2, ) € floor.
M,E
3: Aus 2¢...(Q, ) € floor”
M
folgt via 182-5: « ist M _Supremum von (- | 2].
M
4: Aus 3“« ist M_Supremum von (- | ©]”
folgt via 36-4: a € (dom M) N (ran M).
M,E
Ergo Themal.1: Va: (a € ran (floor)) = (a € (dom M) N (ran M)).
M,E
Konsequenz via 0-2(Def): ran (floor) C (dom M) N (ran M).
d)
M,E
a € ran (ceil).
M,E
2: Aus Themal“« € ran (ceil)”
M,E
folgt via 7-T7: 30 : (Q,a) € ceil.
M,E
3: Aus 2¢...(Q,«) € ceil ”
M
folgt via 182-5: a ist M Infimum von [Q | -).
M
4: Aus 3“« ist M _Infimum von [Q2 | -)”
folgt via 36-3: a € (dom M) N (ran M).
M,E
Ergo Themal. 1: Va : (o € ran(ceil)) = (o € (dom M) N (ran M)).
M,E
Konsequenz via 0-2(Def): ran (ceil) C (dom M) N (ran M).

O
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M.E M,E
185-7. Falls M antiSymmetrisch ist, sind floor und ceil Funktionen mit den

erwarteten Definitions- und Bild-Bereichen:

185-7(Satz)

a) Aus “M antiSymmetrisch”
ME ME
folgt “floor : efl - (dom M) N (ran M)”.

b) Aus “M antiSymmetrisch”
ME ME
folgt “ceil : ecl — (dom M) N (ranM)”.
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Beweis 185-7 a) VS gleich M antiSymmetrisch.
M,E M,E
((cr, B) € floor) A ((e,7) € floor).

M,E
2.1: Aus Themal.1“(a,f) € floor ...”

M
folgt via 185-4: B ist M _Supremum von EN (- | a].

M,E
2.2: Aus Themal.1“...(a,7) € floor”
M
folgt via 185-4: 7 ist M _Supremum von EN (- | «].
3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |
M
aus 2.1“f ist M _Supremum von EN (- | «]” und
M
aus 2.2y ist M _Supremum von EN (- | «]”
folgt via 46-3: B =n7.
Ergo Themal.1:
M,E M,E

1.2:

1.3:

1.4:

ALl “Ya, B, : (((a, B) € floor) A ((a,7) € floor)) = (8 =17)”

M,E
Via 185-5 gilt: floor Relation.
M,E  MFE
Via 185-6 gilt: dom (floor) = efl.
M,E
Via 185-6 gilt: ran (floor) C (dom M) N (ran M).
M,E
: Aus 1.2“floor Relation” und
M,E M,E
aus Al gleich “Vo, 8,7 : (((or, B) € floor) A ((c,y) € floor)) = (8 =7)”
M,E
folgt via 18-18(Def): floor Funktion.
M,E
: Aus 2“floor Funktion” |
ME  ME
aus 1.3“dom (floor) = efl 7 und
M,E
aus 1.4“ran (floor) C (dom M) N (ran M)”
M,E M,E

folgt via 21-1(Def): floor : efl — (dom M) N (ran M).
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Beweis 185-7 b) VS gleich

M,E M,E
Themal.1 ((a, B) € ceil) A ((cr,7y) € ceil).
M.E

2.1: Aus Themal.1“(a, ) € ceil ...”
M
folgt via 185-4: B ist M Infimum von EN [« | -).
M,E
2.2: Aus Themal.1“...(a,7) € ceil”
M
folgt via 185-4: 7 ist M _Infimum von EN [a | ).
3: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch” |

M
aus 2.1%f ist M _Infimum von EN [a | -)” und
M

aus 2.2y ist M Infimum von EN [« | -)”

folgt via 46-2: B =7.

Ergo Themal.1:

353

M antiSymmetrisch.

M,E M,E

ALl “Va, 8,7 1 (o, B) € ceil) A ((a,7) € ceil) = (8 =)

1.2: Via 185-5 gilt:

1.3: Via 185-6 gilt:

1.4: Via 185-6 gilt:

M,E

M,E

2: Aus 1.2%ceil Relation” und

aus A1 gleich “Va, 5,7 : (((«, 5) € ceil) A ((«v,7) € ceil)) = (B=7)"
M,E

M,E M,E

folgt via 18-18(Def):

M,E

3: Aus 2“ceil Funktion” ,

M,E M,E

aus 1.3“dom (ceil) = ecl 7 und

M,E

aus 1.4“ran (ceil) C (dom M) N (ran M)~

folgt via 21-1(Def):

M,E M,E

ceil Relation.

M,E
dom (ceil) = ecl.

ran (ceil) C (dom M) N (ran M).

céil Funktion.

ceil : ecl — (dom M) N (ran M).

]
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M.E M,E
185-8. Falls M Vollstandig ist, kann Einiges iiber efl , iber ecl, ausgesagt wer-

den:

185-8(Satz)

M M,E
a) Aus “M Vollstindig” und “0# EN{- | p]” folgt “p € efl 7.

M M,E
b) Aus “M Vollstindig” und “0# EN [p | -)” folgt “p € ecl”.

M
Beweis 185-8 a) VS gleich (M Vollstandig) A (0 # EN (- | p]).
1.1: Aus VS gleich “ M Vollstandig. .. ”
folgt via 49-3: M oben Vollsténdig.
M
1.2: Aus VS gleich “...04 EN{ | p]”
M
folgt via 2-18: 0+# (| p].
M
2: Aus 1.2“0# (- | p]”
M
folgt via 41-43: p obere M Schranke von (- | p].

M
3.1: Aus 2“p obere M _Schranke von (- | p]”
folgt via 35-5: p Menge.

3.2: Aus 1.1“M oben Vollstandig” ,
aus VS gleich “...0# EN (- ]\r[p] ...7 und
aus 2“p obere M _Schranke von (- J‘\/I p]”
folgt via 49-1(Def): 3Q : Q ist M _Supremum von E N (- A|4p:|

4: Aus 3.1“p Menge” und

M
aus 3.2%...Q ist M _Supremum von EN (- | p]”

M,E
folgt via 185-2: p € efl.
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M
Beweis 185-8 b) VS gleich (M Vollstandig) A (0 £ EN[p | -)).

1.1:

1.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “ M Vollstéandig. .. ”
folgt via 49-3: M unten Vollstandig.

M
Aus VS gleich “...0# EN|[p | )"
M
folgt via 2-18: 04 [p | ).

M
Aus 1.240# [p | +)7

M
folgt via 41-43: p untere M _Schranke von (- | p].
M
Aus 2“p untere M _Schranke von [p | -)”
folgt via 35-4: p Menge.

Aus 1.1“M unten Vollsténdig” ,
M
aus VS gleich “...0# EN[p | -)...” und
M

aus 2“p untere M _Schranke von (- | p]
M
folgt via 49-1(Def): 3Q : Qist M Infimum von EN[p | -).

: Aus 3.1“p Menge” und

M
aus 3.2“...Q ist M _Infimum von EN[p | -)”
M,E

folgt via 185-2: p € ecl.
O
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185-9. Interessanter Weise fallt mir bei unten/oben Stark Vollsténdigen Klassen
M beziiglich 185-8 keine stirkere Schlussfolgerung ein:

185-9(Satz)

M
a) Aus “M unten Stark Vollstindig” und “0 # EN{- | p]”
M,E
folgt “p € efl 7.

M
b) Aus “M wunten Stark Vollstindig” und “0# EN[p | -)”
M,E
folgt “p € ecl”.

M
c) Aus “M oben Stark Vollstindig” und “0# EN (- | p]”
M.E
folgt “p € efl 7.
M
d) Aus “M oben Stark Vollstindig” und “0# EN[p | )7

M,E
folgt “p € ecl”.
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M
Beweis 185-9 a) VS gleich (M unten Stark Vollstandig) A (0 # EN (- | p]).

1: Aus VS gleich “ M unten Stark Vollstédndig. .. ”
folgt via 50-2: M Vollsténdig.

2: Aus 1“M Vollsténdig” und
M

aus VS gleich “...0 £ EN{- | p]”

M,E
folgt via 185-8: p € efl.
M
b) VS gleich (M unten Stark Vollsténdig) A (0 # EN[p | -)).
1: Aus VS gleich “ M unten Stark Vollstdndig. .. ”
folgt via 50-2: M Vollstéandig.
2: Aus 1“M Vollstandig” und
M
aus VS gleich “...0AEN[p | -)”
M,E
folgt via 185-8: p € ecl.
M
c) VS gleich (M oben Stark Vollsténdig) A (0 # EN (- | p]).
1: Aus VS gleich “ M oben Stark Vollsténdig. .. ”
folgt via 50-2: M Vollsténdig.
2: Aus 1“M Vollstéindig” und
M
aus VS gleich “...0# EN{(- | p]”
M,E
folgt via 185-8: p € efl.
M
d) VS gleich (M oben Stark Vollstandig) A (0 # EN [p | -)).
1: Aus VS gleich “ M oben Stark Vollstandig. .. ”
folgt via 50-2: M Vollsténdig.
2: Aus 1“M Vollstandig” und
M
aus VS gleich “...0AEN[p | -)”
M,E
folgt via 185-8: p € ecl.

]
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185-10. Mit dieser Konsequenz Totaler Vollstéandigkeit hétte ich nicht gerechnet:

185-10(Satz)

M,E

a) Aus “M Total Vollstindig” folgt “ efl =U".

M,E
b) Aus “M Total Vollstindig” folgt “ecl =U".
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Beweis 185-10 a) VS gleich M Total Vollsténdig.
1.1: Aus VS gleich “M Total Vollsténdig”
folgt via 51-1(Def): M oben Total Vollstandig.
1.2: Aus VS gleich “ M Total Vollstindig”
folgt via 51-4: M Vollsténdig.
o€l
M M
3: Es gilt: O#EN( | a])V(EN( | a] =0).
Fallunterscheidung‘
M
0#£EN( | a.
Aus 1.2“ M Vollstandig” und
M
aus 3.1.Fall“0 £ EN{ | a]”
M,E
folgt via 185-8: a € efl.
M
En( | a]=0.
4.1: Aus VS gleich “aelU”
folgt via ElementAxiom: o Menge.
4.2: Via 0-18 gilt: 0 C dom M.

M
5: Aus 3.2.Fall“EN{ | ] =0 und
aus 4.2“0 C domM”

M
folgt: En{ | o] CdomM.
6: Aus 1.1“M oben Total Vollstindig” und
M
aus 5“FEN{(- | ] CdomM?”
folgt via 51-1(Def):

M
3Q : Q ist M _Supremum von EN (- | «].

7: Aus 4.1“a Menge” und
M
aus 6“...Q ist M _Supremum von EN (- | a]”

M,E
folgt via 185-2: a € efl.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

M,E
a € efl.
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Beweis 185-10 a) VS gleich M Total Vollsténdig.
M
Ergo Thema2: Va: (ael) = (acefl B).
M
Konsequenz via 0-19: efl E=U.
b) VS gleich M Total Vollsténdig.

1.1: Aus VS gleich “M Total Vollsténdig”
folgt via 51-1(Def): M unten Total Vollstéindig.

1.2: Aus VS gleich “ M Total Vollstéandig”
folgt via 51-4: M Vollsténdig.
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Beweis 185-10 b) VS gleich M Total Vollsténdig.

el

3: Es gilt: O0£EN[a | NV EATa ] )=0)

’Fallunterscheidung‘

M
3.1.Fall 0£EN[a | ).
Aus 1.2“ M Vollstandig” und

M
aus 3.1.Fall“0# EN[a | )

M,E
folgt via 185-8: a € ecl.

M
3.2.Fall Enfa | )=0.
4.1: Aus VS gleich “aelU”
folgt via Element Axiom: o Menge.
4.2: Via 0-18 gilt: 0 C dom M.

M
5: Aus 3.2.Fall“EN[a | -) =0"und
aus 4.2“0 CdomM”

M
folgt: EN[a | -) CdomM.
6: Aus 1.1“M unten Total Vollstandig” und

M
aus 5“FN[a | -y CdomM?”
folgt via 51-1(Def):
M
3Q : Q ist M Infimum von EN{- | «].

7: Aus 4.1“a Menge” und
M
aus 6“...Q ist M Infimum von EN (- | a]”
M,E
folgt via 185-2: a € ecl.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

M.E
o € ecl.
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Beweis 185-10 b) VS gleich M Total Vollsténdig.
M
Ergo Thema2: Va:(ael) = (a €ec E).
M
Konsequenz via 0-19: ecl E=U.

]
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M,E M,E M,E
185-11. floor ist M _verringernd auf (ran M)N efl und ceil ist M _vermehrend auf

M.E
(dom M)N ecl:

185-11(Satz)

M,E M,E
a) floor ist M _verringernd auf (ran M) efl .

M,E M,E
b) ceil ist M_vermehrend auf (dom M)N ecl.

Beweis 185-11 a)

M,E
Themal.1 a € (ran M)N efl.
M,E
2.1: Aus Themal.1“« € (ran M)N efl ”
folgt via Element Axiom: o Menge.
M,E
2.2: Aus Themal.1“«a € (ran M)N efl ”
M,E
folgt via 2-2: (aeran M)A (a € efl).
3.1: Aus2.2“a€ranM...”
M
folgt via 41-45: « obere M _Schranke von (- | a].

M,E
3.2: Aus 2.2%a € efl ”

folgt via 185-2:
M
3Q : Q ist M _Supremum von EN (- | a].

M M
3.3: Via 2-7 gilt: En{|a]l C( | a].
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Beweis 185-11 a) ...

M,E
Themal.l a € (ran M)N efl .
4.1: Aus 2.1“a Menge” und
M
aus 3.2“...Q ist M _Supremum von EN (- | o]”
M,E
folgt via 185-4: (ar, Q) € floor.

M
4.2: Aus 3.1“« obere M _Schranke von (- | «]” und
M M
aus 3.3“EN(- | o] C{( | «]”
M
folgt via 35-6: a obere M _Schranke von EN (- | «].

M
5: Aus 3.2%...Q ist M _Supremum von £ N (- | a]” und
M

aus 4.2« obere M _Schranke von EN (- | a]”

folgt via 36-1(Def): QM _o.
6: Aus3.23Q...7,
M,E
aus 4.1“(«, Q) € floor” und
aus 5“Q_M_a”
M,E
folgt: 3 ((a, Q) € floor) A (Q-M _cv).

Ergo Themal.1:

M,E M,E

Al| “Va: (ae (ranM)N efl ) = (3IQ: ((a, Q) € floor) A (2-M _«))”
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Beweis 185-11 a) ...

M,E M,E
Themal.?2 (v € (ran M)N efl ) A ((e, B) € floor).
M,E
2.1: Aus Themal.2“a € (ran M)N efl ”
folgt via 2-2: a€ranM.

M,E
2.2: Aus Themal.2“...(«,[3) € floor”

M
folgt via 185-4: B ist M _Supremum von EN (- | a].

M M
2.3: Via 2-7 gilt: En( | al] C{( | «].

3: Aus2.1“a€ranM”
M
folgt via 41-45: « obere M _Schranke von (- | «a].

M
4: Aus 3“« obere M _Schranke von (- | o]” und
M M
aus 2.3“EN(- | a] C{( | a]”
M
folgt via 35-6: a obere M _Schranke von EN (- | «].

M
5: Aus 2.2“F ist M _Supremum von EN (- | «]” und
M
aus 4“« obere M _Schranke von EN (- | a]”

folgt via 36-1(Def): B-M .

Ergo Themal.2:

M,E M,E

A2| “Vo, B : ((a € (ran M)N efl ) A ((a, 5) € floor)) = (B-M _«)”

M,E
1.3: Aus Al gleich “Va : (a € (ran M)N efl )
M,E
= (39 : ((o, Q) € floor) A (Q-M _«))” und
M,E M,E
aus A2 gleich “Va, 8 : ((ow € (ran M)N efl ) A ((, B) € floor))
= (B_M_«)”
folgt via 30-7(Def):
M,E M,E
floor ist M _verringernd auf (ran M)N efl .
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Beweis 185-11 b)

M,E
Themal.l a € (dom M)N ecl.
M,E
2.1: Aus Themal.1“a € (dom M)N ecl ”
folgt via Element Axiom: a Menge.
M,E
2.2: Aus Themal.1“«a € (dom M)N ecl ”
M,E
folgt via 2-2: (v € dom M) A (v € ecl).
3.1: Aus2.2“ae€domM ...”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von [« | -).

M,E
3.2: Aus2.2“a € ecl”

M
folgt via 185-2: 30 : Q ist M _Infimum von EN [« | ).

M M
3.3: Via 2-7 gilt: Enfa] YC[a] ).

4.1: Aus 2.1“a Menge” und
M
aus 3.2%...Q ist M Infimum von EN [« | -)”
M,E

folgt via 185-4: (Q,a) € ceil.

M
4.2: Aus 3.1“q untere M _Schranke von [« | -)” und

M M
aus 3.3“ENfa | YC[a]| )7

M
folgt via 35-6: « untere M _Schranke von EN [« | ).

M
5: Aus 3.2“...Qist M _Infimum von FN [« | -)” und
M

aus 4.2“« untere M _Schranke von EN [« | -)”
folgt via 36-1(Def): a_M €.




MENGENLEHRE #185 367

Beweis 185-11 b) ...

M,E
Themal.1 a € (dom M)N ecl.
6: Aus 3.2“d0...7,
M,E
aus 4.1“(«, Q) € ceil” und
aus 5“a_M_Q”
M,E

folgt: 30 ((a, Q) € ceil) A (a_M ).

Ergo Themal.1:
M,E M,E

Al] “Va: (a € (domM)N ecl) = (3Q: ((o, Q) € ceil ) A (M Q))”
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Beweis 185-11 b) ...

M,E M,E
(v € (dom M)N ecl) A ((ar, B) € ceil).
M,E
2.1: Aus Themal.2“a € (dom M)N ecl ”
folgt via 2-2: « € dom M.
M,E
2.2: Aus Themal.2“...(q,f3) € ceil ”
M
folgt via 185-4: B ist M Infimum von EN [« | -).
M M
2.3: Via 2-7 gilt: Enfla] ) Cla] ).
3: Aus 2.1“a €domM” .
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von [« | -).
M
4: Aus 3“« untere M _Schranke von [a | -)” und

M M
aus 2.3“ENfa | YC[a]| )7

M
folgt via 35-6:  « untere M _Schranke von EN [« | -).
)

5: Aus 2.2“F ist M _Infimum von EN [« nd

‘> 2 u
M
aus 4“« untere M _Schranke von EN [« | -)”

folgt via 36-1(Def): a_M_§5.

Ergo Themal.2:

M,E M.E
A2| “Va, B : ((a € (domM)N ecl) A ((«or, B) € ceil) = (a-M_B)”

M,E
1.3: Aus Al gleich “Va : (a € (dom M)N ecl)
M,E
= (32 : ((o, Q) € ceil ) A (=M ))” und
M,E M,E
aus A2 gleich “Vo, 8 : ((ow € (dom M)N ecl) A ((«, B) € ceil))
= (a-M_pB)”
folgt via 30-7(Def):
M,E M,E
ceil ist M _vermehrend auf (dom M)N ecl.

O
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M,E M,E

185-12. Wenn ein geordnetes Paar (p,q) Element von floor, von ceil, ist, dann
M,E M,E

hat ¢ entsprechend der Definition von floor, von ceil, unter anderem die nun

vorliegendenen “ Approximations-Eigenschaften” :

185-12(Satz)
M,E
a) Aus “(p,q) € floor” und “w € E”und “w_M _p”
folgt “w_M q”.
M,E
b) Aus “(p,q) € floor”
und “v €ranM”
und Vo : ((a € E) AN (a-M_p)) = (a_M_v)”
folgt “q-M v”.
M,E
c) Aus “(p,q) € cell”und “w € E”und “p-M_w”
folgt “q_M w”.
M,E
d) Aus “(p,q) € ceil”
und “v € domM”
und “Vo: (o € E)A (p-M_a)) = (v-M_a)”
folgt “v_M q”.
M,E
Beweis 185-12 a) VS gleich ((p,q) € floor) A (w € E) A (w-M _p).
M,E
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € floor ...”
M
folgt via 185-4: q ist M _Supremum von E N (- | p].
1.2: Aus VS gleich “...w_M_p”
M
folgt via 41-25: we (| p]
2: Aus VS gleich “...w € E...” und
M
aus 1.2“w € (- | p]”
M
folgt via 2-2: we En{ | p].

M
3: Aus 1.1%¢ ist M _Supremum von EN (- | p]” und

M
aus 2“w € EN(- | p]”
folgt via 36-4: w_M q.
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M,E

Beweis 185-12 b) VS gleich ((p, q) € floor) A (v € ran M)
AVa: ((a € E) A (a-M_p)) = (a-M v))
M,E
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € floor ...”
M
folgt via 185-4: q ist M _Supremum von EN (- | p].
M
sepni |
M
2: Aus Themal.2“S € EN(- | p]”
M
folgt via 2-2: (BeE)NBEe( | p])-
M
3: Aus2“...5e (| p]”
folgt via 41-25: B_M p.
4: Aus2“peE...7,
aus 3“S_M_p” und
aus VS gleich “...Va: ((a € E) A (a-M_p)) = (a-M _v)"
folgt: B-M .
M
Ergo Themal.2: Al “VB:(BeEN( | p])= (B-Mw)”

2: Aus VS gleich “...v €ranM ...” und
M
aus Al gleich “Vg: (e EN( | p]) = (B-Mv)”
M
folgt via 35-1(Def): v obere M _Schranke von EN (- | p].

M
3: Aus 1.1%¢ ist M _Supremum von EN (- | p]” und
M

aus 2“v obere M Schranke von EN (- | p]”
folgt via 36-1(Def): q-M .
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M,E
Beweis 185-12 ¢) VS gleich ((p,q) € cell) A(w € E) A (p-M_w).
M,E
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € ceil ...”
M
folgt via 185-4: q ist M _Infimum von EN [p | ).
1.2: Aus VS gleich “...p.-M w”
M
folgt via 41-25: wep] ).
2: Aus VS gleich “...w € FE...” und
M
aus 1.2“w € [p | -)”
M
folgt via 2-2: weEN[p| ).

M
3: Aus 1.1%¢ ist M Infimum von EN[p | -)” und

M
aus 2“w e ENp | -)”
folgt via 36-3: q-M w.
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Beweis 185-12 d) VS gleich

M,E

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € ceil ...

folgt via 185-4:
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((p.q) € ](\Z/Ieﬁ) A (v € dom M)

AVa: ((a € E) A (p-M_a)) = (v-M_a))

M
q ist M _Infimum von EN [p | -).

folgt via 2-2:

M

3: Aus2“...8€[p | -
folgt via 41-25:

4: Aus2“peE...7,
aus 3“p_M_7 und

folgt:

2: Aus Themal.2“Be€ EN{(- | p]”

>77

aus VS gleich “...Va: ((a € E) A (p-M_a)) = (v-M_«)”

ﬁeEﬂ@¥%

M

BeE)NBED | ).

p_M_j.

v-M _j.

Ergo Themal.?2:

M“W&@eEﬂ@Y)%#WMﬁV

2: Aus VS gleich “...v €dom M ...” und
M
aus Al gleich “V@: (Be EN[p | -)) = (v-M_pB)”

folgt via 35-1(Def):

M
v untere M _Schranke von EN [p | -).

M

3: Aus 1.1%¢ ist M _Infmum von EN [p | -)” und

M
aus 2“v untere M _Schranke von EN [p | -)”

folgt via 36-1(Def):

v_M q.
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M,E M,E
185-13. Falls p € ran M und (p,q) € floor, falls p € dom M und (p,q) € ceil,
M,E
so gilt ¢-M p, so gilt p_-M_q. Aus p_-M _p und p € FE folgt (p,p) € floor und
M,E
(p,p) € ceil:
185-13(Satz)
M,E
a) Aus “p € ran M7 und “(p,q) € floor” folgt “q-M _p”.
M,E
b) Aus “p € dom M ”und “(p,q) € ceil ” folgt “p_-M _q”.
M,E
c) Aus “p_M p”und “p € E” folgt “(p,p) € floor”.
M,E
d) Aus “p_M _p”und “p € E” folgt “(p,p) € ceil .
M,E
Beweis 185-13 a) VS gleich (p € ran M) A ((p,q) € floor).
1.1: Aus VS gleich “peranM ...”
M
folgt via 41-45: p obere M _Schranke von (- | p].
M M
1.2: Via 2-7 gilt: En( | p]lC{ | p]
M,E
1.3: Aus VS gleich “...(p,q) € floor”
M
folgt via 185-4: q ist M _Supremum von EN (- | p].
M
2: Aus 1.1“p obere M _Schranke von (- | p]” und
M M
aus 1.2“EN( | p] C( | p]”
M
folgt via 35-6: p obere M _Schranke von EN (- | p].

M
3: Aus 1.3“¢q ist M _Supremum von EN (- | p]” und
M

aus 2“p obere M _Schranke von EN (- | p]”
folgt via 36-1(Def): q-M p.
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M,E
Beweis 185-13 b) VS gleich (p € dom M) A ((p,q) € ceil).
1.1: Aus VS gleich “p € dom M ...”
M
folgt via 41-44: p untere M _Schranke von [p | -).
M M
1.2: Via 2-7 gilt: En[p|YC|[p] ).
M,E
1.3: Aus VS gleich “...(p,q) € ceil ”
M
folgt via 185-4: q ist M _Infimum von EN [p | -).
M
2: Aus 1.1“p untere M _Schranke von [p | -)” und
M M
aus 1.2“EN[p | YC[p ]| )"
M
folgt via 35-6: p untere M _Schranke von EN [p | -).
M
3: Aus 1.3%¢ ist M _Infimum von EN[p | -)” und
M

aus 2“p untere M _Schranke von EN [p | -)”
folgt via 36-1(Def): p_M q.
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Beweis 185-13 ¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p_. M p...”

375

(p-M_p) A (p € E).

folgt via 30-2: p E€ranM.

: Aus VS gleich “p. M p...”
M

folgt via 41-25: pe (| pl
: Aus VS gleich “...pe E”
folgt via Element Axiom: p Menge.

: Aus1.1“peranM”

M
folgt via 41-45: p obere M _Schranke von (- | p].

: Aus VS gleich “...p € E” und
M

aus 1.2“pe (- | p]”

M
folgt via 2-2: pe ENn{ | p].
M M
: Via 2-7 gilt: En{ | p]l] (| p]
M
: Aus 1.1%p obere M Schranke von (- | p]” und
M M
aus 1.2“EN(- | p] C( | p]”
M
folgt via 35-6: p obere M _Schranke von EN (- | p].
M
: Aus 2.2“pe EN(- | p]” und
M
aus 3“p obere M _Schranke von EN{- | p]”
M
folgt via 38-7: p ist M _Supremum von EN (- | p].

: Aus 1.3“p Menge” und

M

aus 4“p ist M _Supremum von EN (- | p]”
M,E
folgt via 185-4: (p,p) € floor.
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Beweis 185-13 d) VS gleich (p-M_p) N\ (p € E).

1.1: Aus VS gleich “p. M p...”
folgt via 30-2: p € dom M.

1.2: Aus VS gleich “p. M p...”
M
folgt via 41-25: pelp| ).

1.3: Aus VS gleich “...pe E”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2.1: Aus1.1“pedomM?”
M
folgt via 41-44: p untere M _Schranke von [p | -).
2.2: Aus VS gleich “...pe E” und
M
aus 1.2“pe [p | )7
M
folgt via 2-2: peEN[p | ).

M M
2.3: Via 2-7 gilt: En[p|YC|[p] ).

M
3: Aus 1.1%p untere M Schranke von [p | -)” und
M M
aus 1.2“EN[p | YC[p ]| )7
M
folgt via 35-6: p untere M _Schranke von EN [p | -).

4: Aus 2.2“pe EN [pﬂ\/l -}” und

aus 3“p untere M _Schranke von £ N (- ]\|/[p:| 7

folgt via 38-6: p ist M _Infimum von E N [p ]\|4 ).
5: Aus 1.3“p Menge” und

aus 4“p ist M Infimum von E N [p Af 37

M,E
folgt via 185-4: (p,p) € ceil.

]
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Einiges iiber M Intervalle mit transitivem M.

Ersterstellung: 18/05/12 Letzte Anderung: 18/05/12
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MENGENLEHRE #186

186-1. Falls M transitiv ist haben die M _Intervalle die nun vorliegenden, erwar-

teten Inklusions-Eigenschaften:

a) ...aus
b) ...aus
c) ...aus
d) ...aus
e) ...aus
f) ...aus
g) ...aus
h) ...aus
i) ...aus
j) ...aus
k) ...aus

1) ...aus

186-1(Satz)

Aus “M transitiv’ und . ..

“d_M _a” folgt
“d_M _a” folgt
“d_M _a” folgt
“d_M _a” folgt
“d_M _a” folgt
“d_M _a” folgt
“d_M_b7 folgt
“d_M_b7 folgt
“b_M _c” folgt
“b_M _c” folgt
“b_M _c” folgt

“b_M _c” folgt
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Beweis 186-1 a) VS gleich (M transitiv) A (d_-M _a).
M
Belal bl
M
2: Aus Themal“f € [a | b]”
folgt via 41-25: (a-M_B) N (B-M -b).

3: Aus VS gleich “ M transitiv...”,
aus VS gleich “...d_M _a” und

aus 2“a_M_(...”7
folgt via 30-38: d_M (.
4: Aus 3“d_M_37 und
aus 2. 3 M_b”
M
folgt via 41-25: peld] b].
M M
Ergo Themal: Ve:(Bela | b])=(Be[d] b]).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): [a | b] C [d | b].
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Beweis 186-1 b) VS gleich (M transitiv) A (d_M _a).
M
Belal bl
M
2: Aus Themal“f € Ja | b[”
folgt via 41-25: (a- M _B) A (B M -b).

3: Aus VS gleich “ M transitiv... ",
aus VS gleich “...d_M _a” und

aus 2“&]{2 p...7

folgt via 44-1: d_M_3.
4: Aus 3“d_M_f” und

aus 2. . .6,]{;[ b7

M
folgt via 41-25: peld] b[.
M M
Ergo Themal: Ve:(Be]a | b)= (Be[d ]| b]).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): Ja | B[ C [d | b[.
c) VS gleich (M transitiv) A (d_M _a).
M M
1.1: Via 41-27 gilt: la | b] C [a | b].
1.2: Aus VS gleich “ M transitiv...” und

aus VS gleich “...d_M _a”

M M
folgt via des bereits bewiesenen a): [a | b] C [d | b].

M M
2: Aus1.1“]a | b] C [a | b]” und
M M
aus 1.2“[a | b] C [d | b]”
M M
folgt via 0-6: Ja | b] C [d | b].



MENGENLEHRE #186 381

Beweis 186-1 d) VS gleich (M transitiv) A (d_-M _a).
M
Belal bl
M
2: Aus Themal“f € [a | b[”
folgt via 41-25: (a-M_B) A (B- M b).

3: Aus VS gleich “ M transitiv... ",

aus VS gleich “...d_M _a” und

aus 2“a_M_(§...7

folgt via 44-1: d_M (.
4: Aus 3“d_M_7 und

aus 2. . .ﬁ,ji;[ b7

M
folgt via 41-25: geld] bl

Ergo Themal: Vi (B e [a ]\\4 b[) = (B e [d J‘|/[ b[).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): [a | B[ C [d | b[.
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Beweis 186-1 e) VS gleich

MENGENLEHRE #186

(M transitiv) A (d_M _a).

M

2: Aus Themal“f e (- | d]”
folgt via 41-25:

3: Aus VS gleich “M transitiv...” |
aus 2“3_M_d” und
aus VS gleich “...d_M_a”
folgt via 30-38:

4: Aus 3“B_M_a”
folgt via 41-25:

M

Be( |d.

B_M d.

B_M _a.

M

pe( | al

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
f) VS gleich

1.1: Via 41-27 gilt:

1.2: Aus VS gleich “M transitiv...” und
aus VS gleich “...d_-M _a”

folgt via des bereits bewiesenen e):
M M
2: Aus 1.1“(- | d[ C (- | d]” und
M M

aus 1.2“(- | d] C (- | a]”
folgt via 0-6:

VE:(Be( | d)=(Bel] a]).

clace]a
(M transitiv) A (d-M _a).

¢ are el a.

¢lace]a.

¢are ¢ a.
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Beweis 186-1 g) VS gleich
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(M transitiv) A (d_M D).

M
2: Aus Themal“f e [b | -)”
folgt via 41-25:

3: Aus VS gleich “ M transitiv...”,
aus VS gleich “...d_M_b” und
aus 2“b_M _7”
folgt via 30-38:

4: Aus 3“d_M_B”
folgt via 41-25:

66@?%

b_M .

d_M_B.

66M¥+

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
h) VS gleich

1.1: Via 41-27 gilt:

1.2: Aus VS gleich “M transitiv...” und
aus VS gleich “...d_-M_b”

folgt via des bereits bewiesenen g):
M M
2: Aus1.1“]1b | ) C [b ] -)” und
M M

aus 1.2“[b | ) C [d | )7
folgt via 0-6:

VE:(Belb | )= Beld] ).

bl ycd] ).
(M transitiv) A (d-M _b).

Blycnl .

bl ycrd] ).

Blycrl
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Beweis 186-1 i) VS gleich

MENGENLEHRE #186

(M transitiv) A (b_M _c).

M
2: Aus Themal“f € [a | b]”
folgt via 41-25:

aus 2“... .M _b” und
aus VS gleich “...0_M_c”
folgt via 30-38:

4: Aus 2“a_M _...” und
aus 3“SB_M_c”

folgt via 41-25:

3: Aus VS gleich “ M transitiv. ..

g e [a]\|4b].

(a-M_8) A (B-M.b).

B_M _c.

Be[aﬂfc]-

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ela] b)) = (Belal ).

[ ] Ca] .
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Beweis 186-1 j) VS gleich (M transitiv) A (b-M _c).
M
Belal bl
M
2: Aus Themal“f € Ja | b[”
folgt via 41-25: (a- M _B) A (B M -b).

3: Aus VS gleich “ M transitiv...”

aus 2“... 3. j{]/i[ b7 und
aus VS gleich “...b_M _¢”

folgt via 44-1: B_M c.
4: Aus 2“a,]{]/r[ _B...7 und
aus 3“[F_M_c”
M
folgt via 41-25: gela| c].
M M
Ergo Themal: Ve:(Be]a | b])= (Be]a | c]).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): Ja | B[ C]a | ¢].
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Beweis 186-1 k) VS gleich (M transitiv) A (b_M _c).
M
B€la | b].
M
2: Aus Themal“f € ]Ja | b]”
folgt via 41-25: (a_ M _B) A (B-M_b).

3: Aus VS gleich “ M transitiv... ",
aus 2°“... .M b” und
aus VS gleich “...0_M_c”
folgt via 30-38: B_M _c.

ir
4: Aus 2“a_ M _B...7 und

aus 3“SB_M_c”
M
folgt via 41-25: gela| c].
M M
Ergo Themal: Ve:(Be]a | b])= (Be]a ]| c]).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): Ja | 8] Cla | ¢].
1) VS gleich (M transitiv) A (b-M _c).
M M
1.1: Via 41-27 gilt: [a | B[ C [a | b].
1.2: Aus VS gleich “ M transitiv...” und

aus VS gleich “...b_M _¢”

M M
folgt via des bereits bewiesenen 1i): [a | b] C[a | c].

M M
2: Aus1.1“[a | B[ C [a | b]” und
M M
aus 1.2“[a | b] C [a | ¢]”
M M
folgt via 0-6: [a | B[ C [a | ].
[
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M,E M,E
Einiges iiber floor und ceil bei transitivem M.

Ersterstellung: 18/05/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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M,E M,E
187-1. Falls M transitiv ist, sind sowohl floor als auch ceil auf ihren Definitions-

Bereichen M _isoton:

187-1(Satz)

M,E M,E
a) Aus “M transitiv” folgt “floor ist M _isoton auf efl ”.

M,E M,E
b) Aus “M transitiv” folgt “ceil ist M _isoton auf ecl ”.
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Beweis 187-1 a) VS gleich M transitiv.
ME  ME
1.1: Via 185-6 gilt: dom (floor) = efl .
M.E M,E
(a cefl) A (B €efl) A (a-M_p)

M,E M,E
A((ar,y) € floor) A ((B,9) € floor).

2.1: Aus VS gleich “ M transitiv” und
aus Themal.2“...a.M _(...”7 folgt via 186-1:
M

M
([alc(|A]
M,E
2.2: Aus Themal.2“...(a,) € floor ...”
M
folgt via 185-4: 7 ist M _Supremum von EN (- | «].
M,E
2.3: Aus Themal.2“...(8,0) € floor...”
M
folgt via 185-4: d ist M _Supremum von EN (- | 5].
M M
3: Aus 2.1“(- | a] C (- | B]”
M M
folgt via 158-4: En( | al] CEN( | 5]

M
4: Aus 2.3%¢ ist M _Supremum von EN (- | f]” und
M M
aus 3“EN(- | a] CEN( | 5]~

M
folgt via 36-5: d obere M _Schranke von EN (- | «].
M
5: Aus 2.2“y ist M _Supremum von EN{- | a]” und
M
aus 4“0 obere M _Schranke von EN (- | a]”
folgt via 36-1(Def): M.

Ergo Themal.2:

M.E

M,E
ALl “YVa,B,7,0 : (e €efl ) A (B €efl ) A (a_M_5)

A(a,v) € fjl\ggr) A((8,0) € fjlvé’fr))
= (y-M-6)”
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Beweis 187-1 a) VS gleich .M transitiv
M,E  ME
2: Aus 1.1“dom (floor) = efl ”
M,E M,E
folgt via 0-6: efl C dom (floor).

M,E M,E
3: Aus 2“ efl C dom (floor)” und

M,E M,E
aus Al gleich “Vo, 8,7, : ((a € efl ) A (5 € efl ) A (aM_p)
M,E M,E

A((a, ) € floor) A ((8,0) € floor)) = (y-M_5)"

M,E M,E

folgt via 81-2: floor ist M _isoton auf efl .
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Beweis 187-1 b) VS gleich

1.1: Via 185-6 gilt:

391

M transitiv.

M,E

M,E M,E
(a €ecl) A (B €ecl) A (a-M )
M,E M,E
A((ar,y) € ceil) A ((B,9) € cell).
2.1: Aus VS gleich “ M transitiv” und
aus Themal.2“...a.M _(...”7 folgt via 186-1:
M M
(B 1)< [e] ).
M,E
2.2: Aus Themal.2“...(a,7) € ceil ...”
M
folgt via 185-4: 7 ist M _Infimum von EN [a | -).
M,E
2.3: Aus Themal.2“...(3,9) € ceil ...”
M
folgt via 185-4: d ist M _Infimum von EN[S | ).
M M
3: Aus 2.1“[B | YC [a | )7
M M
folgt via 158-4: En[B | )CEN[a] ).
M
4: Aus 2.2y ist M _Infimum von EN [« | )" und
M M
aus 3“EN[f | YCEN[a | )"
M
folgt via 36-5: v untere M _Schranke von EN [ | -).
M
5: Aus 2.3%¢ ist M Infimum von EN[S | -)” und
M
aus 4“~ untere M _Schranke von EN[5 | -)”
folgt via 36-1(Def): y_M_6.

Ergo Themal.2:

M.E

dom (ceil) =ecl.

M.E M,E

ALl “YVa,B,7,0 : ((a €ecl) A (B €ecl) A (a_M_5)

M,E

M,E

A(a,y) € ceil) A ((8,6) € ceil))
= (y-M-6)”
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Beweis 187-1 b) VS gleich M transitiv.

ME  ME
2: Aus 1.1“dom (ceil) =ecl”
M,E M,E

folgt via 0-6: ecl C dom (ceil).
M,E M,E
3: Aus 2“ ecl C dom (ceil)” und
M.E M,E
aus Al gleich “Vo, 8,7, : (o €ecl) A (5 €ecl) A (aM_p)
M,E M,E
A((a, ) € ceil) A ((5,0) € ceil)) = (y-M_5)”
M.E M,E
folgt via 81-2: ceil ist M _isoton auf ecl.

O
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Eine Ergidnzung zu geordneten Paaren.
Eine Ergénzung zu Funktionen.
Eine Ergénzung zu f : D — B.

Ersterstellung: 22/05/12 Letzte Anderung: 22/05/12
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188-1. Das vorliegende Resultat ist in 188-2 verwoben und kommt ohne Bezug
auf Funktionen aus:

188-1(Satz)
Es gelte:
—) (x,y) € E.
Dann folgt:
a) x Menge.
b) y Menge.
c) x#U.
d) y#U.

Beweis 188-1

1: Aus =) “(z,y) € E7
folgt via Element Axiom: (z,y) Menge.

2.a): Aus 1“(z,y) Menge”
folgt via PaarAxiom I: x Menge.

2.b): Aus 1“(z,y) Menge”
folgt via PaarAxiom I: y Menge.

3.c): Aus 2.a)“x Menge”
folgt via 0-17: x#U.

3.d): Aus 2.b) “y Menge”
folgt via 0-17: y#U.
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188-2. Fiir Funktionen f konnen einige Aussagen von #7, #17, #18 zusam-
mengefasst werden:

188-2(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii), 1ii), iv), v) dquivalent:
i) x € dom f.
ii) f(z) Menge.
iii) f(z) #U.
iv) f(z) €ranf.
v) (z, f(x)) € f.
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Beweis 188-2

VS glich

Aus VS gleich “x € dom f”

folgt via 17-5:

VS gleich

Aus VS gleich “ f(z) Menge”

folgt via 17-5:

VS gleich

1: Aus VS gleich “ f(x) #U”
folgt via 17-5:

2: Aus =) “ f Funktion” und
aus 1“x € dom f”
folgt via 18-22:

8 gleich

1: Aus VS gleich “ f(z) € ran f”
folgt via Element Axiom:

2: Aus 1“ f(x) Menge”
folgt via 17-5:

3: Aus =) “ f Funktion” und
aus 2“x € dom f”
folgt via 18-22:

= Djvs

gleich

Aus VS gleich “(x, f(x)) € f”

folgt via 7-5:

MENGENLEHRE #188

x € dom f.

f(x) Menge.

f(x) Menge.

f@) #U.
@) #U.

x € dom f.

f(z) €ranf.

f(z) €ran f.

f(z) Menge.

x € dom f.
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188-3. Mit der nunmehrigen Aussage werden gelegentlich unpassende Umwege
vermieden:

188-3(Satz)

Aus “f : D — B”und “x € D” folgt “(x, f(x)) € f”.

Beweis 188-3 VS gleich (f:D— B)A(x € D).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D).

2: Aus VS gleich “...x € D” und
aus 1“...domf=D"
folgt: x € dom f.

3: Aus 1“f Funktion...” und
aus 2“z € dom f”
folgt via 18-22: (x, f(x)) € f.

]
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M M
inf als Funktion. sup als Funktion.

M . M .
min als Funktion. max als Funktion.

M,E M,E
floor als Funktion. ceil als Funktion.

Ersterstellung: 22/05/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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M

189-1. Falls inf eine Funktion, falls sﬁjp eine Funkton ist, dann kénnen durch
M

Funktions-Auswertung von inf, von SJL\J/[p, etliche M Infima, etliche M _Suprema,

dargestellt werden:

189-1(Satz)

M
a) “inf Funktion”
M M

genau dann, wenn “inf : einf— (dom M) N (ran M)”.

M ‘
b) “sup Funktion”
M M

genau dann, wenn “sup : esup— (dom M) N (ran M)”.

M M
c) Aus “inf Funktion” und “inf x Menge”
M

folgt “x Menge” und “inf x ist M _Infimum von x”.

M M
d) Aus “inf Funktion” und “inf x £U”

M
folgt “x Menge” und “inf x ist M _Infimum von x”.

M
e) Aus “inf Funktion”

und “x Menge”

und “inf ist M_Infimum von x”

M
folgt “inf x st M _Infimum von z”
M

und “inf =inf x”.
M , M
f) Aus “sup Funktion” und “sup x Menge”

folgt “x Menge” und “SJI\J/[p x st M _Supremum von x” .

g) Aus “S]L\I/[p Funktion” und “S]L\I/[p x#U”

folgt “x Menge” und “S]L\J/Ip x st M _Supremum von x”.

M .
h) Aus “sup Funktion”
und “x Menge”
und “sup ist M _Supremum von x”

A

Mo
folgt “sup z ist M _Supremum von x’

M
und “sup =sup x”.
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Beweis 189-1 a) VS gleich
1.1: Via 182-7 gilt:
1.2: Via 182-7 gilt:

M
2: Aus VS gleich “inf Funktion”,
M M
aus 1.1“dom (inf) = einf” und
M
aus 1.2%ran (inf) C (dom M) N (ran M)”

folgt via 21-1(Def):

a) VS gleich

M M
Aus VS gleich “inf : einf— (dom M) N (ran M)”
folgt via 21-1(Def):

b) VS gleich
1.1: Via 182-7 gilt:
1.2: Via 182-7 gilt:

2: Aus VS gleich * S]L\IJP Funktion” ,
M M
aus 1.1“dom (sup) = esup” und
aus 1.2“ran (sjt\fp) C (domM) N (ranM)”
folgt via 21-1(Def):

b) VS gleich

Aus VS gleich “ S]L\fp : eé\ﬁp—> (dom M) N (ran M)
folgt via 21-1(Def):

MENGENLEHRE #189

M
inf Funktion.

M M
dom (inf) = einf.

ran (i1|\14f) C (dom M) N (ran M).

MM
inf : einf— (dom M) N (ran M).

MM
inf : einf— (dom M) N (ran M).

M
inf Funktion.

S]L\fp Funktion.

dom (s]gp) = eé‘ﬁp.

ran (sjl\fp) C (dom M) N (ran M).

SJl‘J/[p : eé\ﬁp—> (dom M) N (ran M).

S]l‘.llp : esMup—> (dom M) N (ran M).

b

S]L\J/[p Funktion.
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M M
Beweis 189-1 c) VS gleich (inf Funktion) A (inf z Menge).
M
1: Aus VS gleich “inf Funktion...” und
M
aus VS gleich “...inf x Menge”
M M
folgt via 188-2: (x,inf x) € inf.
M M
2: Aus 1“(z,inf x) € inf”
M
folgt via 182-5: (x Menge) A (inf z ist M _Infimum von z).
M M
d) VS gleich (inf Funktion) A (inf = #£ U).
M
1: Aus VS gleich “inf Funktion...” und
M
aus VS gleich “...infx #£U”
M M
folgt via 188-2: (x,inf x) € inf.
M M
2: Aus 1%(x,inf x) € inf”
M
folgt via 182-5: (x Menge) A (inf z ist M _Infimum von z).
M
e) VS gleich (inf Funktion) A (z Menge) A (inf ist M _Infimum von x).
1: Aus VS gleich “...x Menge...” und
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von z”
M
folgt via 182-5: (x,inf) € inf.
M
2: Aus VS gleich “inf Funktion...” und
M
aus 1 (z,inf) € inf”
M
folgt via 18-20: inf =inf x.
3: Aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von x” und
M
aus 2“inf =inf z”
M
folgt: inf x ist M _Infimum von z.
M
4: Aus 3“inf x is]\t/[ M Infimum von x” und
aus 2“inf =inf z”
M M

folgt: (inf 2 ist M _Infimum von z) A (inf = inf z).
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: . M . M
Beweis 189-1 ) VS gleich (sup Funktion) A (sup x Menge).
1: Aus VS gleich s]L‘{p Funktion...” und
, M
aus VS gleich “... sup x Menge”
folgt via 188-2: (x, s]l\fp x) € s]l\fp.
2: Aus 1¢ (x,s]gp x) € S]l‘JJp 7
folgt via 182-5: (x Menge) A (le\J/[p x ist M _Supremum von ).
: M , M
g) VS gleich (sup Funktion) A (sup = # U).
1: Aus VS gleich s]t\fp Funktion...” und
aus VS gleich “... S]l‘JJp x#U”
folgt via 188-2: (x, sjt\fp x) € S]l\J/[p.
2: Aus 1¢ (x,s]l\fp x) € S]l‘J/Ip K

folgt via 182-5: (x Menge) A (sjt‘J/Ip x ist M _Supremum von ).
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Beweis 189-1 h)

VS gleich (s]L\j/[p Funktion) A (z Menge) A (sup ist M _Supremum von z).
1: Aus VS gleich “...x Menge...” und
aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von z”
folgt via 182-5: (x, sup) € Sjl\fp.

2: Aus VS gleich sjl‘fp Funktion...” und

aus 1“(z, sup) € sjt\fp K

M

folgt via 18-20: Sup = sup .
3: Aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von z” und

aus 2“sup = S]l‘JJp x”

M
folgt: sup x ist M _Supremum von z.
M

4: Aus 3“sup x ist M _Supremum von z” und

aus 2“sup = S]l\JJP x”

Mo M
folgt: (sup z ist M _Supremum von z) A (sup = sup x).

[]
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M
189-2. Falls min eine Funktion, falls max eine Funkton ist, dann konnen durch

M

Funktions-Auswertung von pin, von max, etliche M _Minima, etliche M _Maxima,
dargestellt werden:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

189-2(Satz)

M
“min Funktion”

M )
“max Funktion”

Aus

Aus

Aus
und
und

Aus

Aus

Aus
und
und

M M
genau dann, wenn “min : emin— (dom M) N (ran M)”.

MM
genau dann, wenn “max : emax— (dom M) N (ran M)”.

M M
“min Funktion” und “min x Menge”

M
folgt “x Menge” und “min x ist M _Minimum von x” .

M M
“min Funktion” und “minx #U"

M
folgt “x Menge” und “min x ist M _Minimum von x” .

M
“min Funktion”
“x Menge”
“man st M _Minimum von x”
M
folgt “min x ist M _Minimum von x”

M
und “min = min x”.
M , M
“max Funktion” und “max x Menge”

M _ .
folgt “x Menge” und “max x ist M _Mazimum von x” .

M _ M
“max Funktion” und “maxx #U"

M _ :
folgt “x Menge” und “max x ist M _Mazimum von x” .

M )
“max Funktion”
“x Menge”
“max st M _Mazimum von x”

M , ‘
folgt “max x ist M _Mazimum von x”

M
und “maxr = max x”.
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M

Beweis 189-2 a) VS gleich min Funktion.
M M
1.1: Via 183-7 gilt: dom (min) = emin.
M
1.2: Via 183-7 gilt: ran (min) C (dom M) N (ran M).
M
2: Aus VS gleich “min Funktion” ,
M M
aus 1.1“dom (min) = emin” und
M
aus 1.2“ran (min) C (dom M) N (ran M)”
M M
folgt via 21-1(Def): min : emin— (dom M) N (ran M).
M M
a) VS gleich min : emin— (dom M) N (ran M).
M M
Aus VS gleich “min : emin— (dom M) N (ran M)”
M
folgt via 21-1(Def): min Funktion.
b) VS gleich max Funktion.
1.1: Via 183-7 gilt: dom (mj\gx) — emax.
1.2: Via 183-7 gilt: ran (mj\gx) C (dom M) N (ran M).

2: Aus VS gleich max Funktion” ,

M M
aus 1.1“dom (max) = emax” und

aus 1.2“ran (mj\gx) C (domM) N (ranM)”
folgt via 21-1(Def): max : emax— (dom M) N (ran M).
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Beweis 189-2 b) VS gleich max : emax— (dom M) N (ran M).
Aus VS gleich “ max : emax— (dom M) N (ranM)”
folgt via 21-1(Def): max Funktion.
M M
c) VS gleich (min Funktion) A (min 2 Menge).
M
1: Aus VS gleich “min Funktion...” und
M
aus VS gleich “... min z Menge”
M M
folgt via 188-2: (z,min ) € min.
M M
2: Aus 1% (z,min ) € min”
M
folgt via 183-5: (x Menge) A (min z ist M _Minimum von z).
M M
d) VS gleich (min Funktion) A (min z # U).
M
1: Aus VS gleich “min Funktion...” und
M
aus VS gleich “...minz #U"
M M
folgt via 188-2: (z,min ) € min.

M M
2: Aus 1% (z, min ) € min”

M
folgt via 183-5: (x Menge) A (min z ist M _Minimum von z).
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Beweis 189-2 e)

M
VS gleich (min Funktion) A (z Menge) A (min ist M _Minimum von x).
1: Aus VS gleich “...z Menge...” und
aus VS gleich “...main ist M _Minimum von x”
M
folgt via 183-5: (x,min) € min.
M
2: Aus VS gleich “min Funktion...” und
M
aus 1“(x, min) € min”
M
folgt via 18-20: min = min .
3: Aus VS gleich “...min ist M _Minimum von z” und
M
aus 2“min = min x” .
folgt: min x ist M _Minimum von x.
M
4: Aus 3“minzx is]tv!M,Minimum von z” und
aus 2“min = min z”
M M
folgt: (min z ist M _Minimum von x) A (min = min x).
: M , M
£) VS gleich (max Funktion) A (max x Menge).
. M .
1: Aus VS gleich “max Funktion...” und
, M
aus VS gleich “... max z Menge”
folgt via 188-2: (x, max x) € max.
2: Aus 1(z, max x) € max”
folgt via 183-5: (x Menge) A (mj\gx x ist M _Maximum von z).
: M _ M
g) VS gleich (max Funktion) A (max z # U).
1: Aus VS gleich “ max Funktion...” und
aus VS gleich “... max U7
folgt via 188-2: (x, max x) € max.

M M
2: Aus 1%(z,max x) € max”

folgt via 183-5: (x Menge) A (mj\gx x ist M _Maximum von z).



408 MENGENLEHRE #189

Beweis 189-2 h)

VS gleich (mj\gx Funktion) A (z Menge) A (max ist M _Maximum von x).
1: Aus VS gleich “...x Menge...” und
aus VS gleich “...max ist M _Maximum von x”
folgt via 183-5: (x,mazx) € max.
. M .
: Aus VS gleich “max Funktion...” und

13 M 2
aus 1“(z, max) € max
M

folgt via 18-20: maxr = max x.

: Aus VS gleich “...max ist M _Maximum von x” und
M
aus 2“maxr = max z” "
folgt: max z ist M _Maximum von z.
M. .

: Aus 3“max x 1s]tWM,MaX1mum von x” und

aus 2“maxr = max z” u u

folgt: (max x ist M _Maximum von z) A (max = max ).

]
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M,E M,E
189-3. Hier wird erstmalig der Fall floor Funktion, der Fall ceil Funktion, the-
matisiert:

189-3(Satz)

M.E
a) “floor Funktion” genau dann, wenn
M,E M,E
“floor : efl — (dom M) N (ran M)”.
M,E M,E

b) Aus “floor Funktion” und “p € (ran M)N efl ”
M,E
folgt “floor (p)_-M p”.

M.E
c) Aus “floor Funktion” und “p_M _p”und “p € E”
M.E
folgt “p = floor (p)”.

M.E
d) “ceill Funktion” genau dann, wenn
M,E M.,E
“ceil : ecl— (dom M) N (ranM)”.
M.E M,E

e) Aus “ceil Funktion”und “p € (dom M)N ecl”
M,E
folgt “p_M _ ceil (p)”.

M,E
f) Aus “ceil Funktion” und “p_M p”und “p € E”
M,E
folgt “p = ceil (p)”.

M,E
Beweis 189-3 a) VS gleich floor Funktion.
M,E  ME
1.1: Via 185-6 gilt: dom (floor) = efl.
M,E
1.2: Via 185-6 gilt: ran (floor) C (dom M) N (ran M).
M,E
2: Aus VS gleich “floor Funktion” |
ME  ME
aus 1.1“dom (floor) = efl 7 und
M,E
aus 1.2“ran (floor) C (dom M) N (ran M)”
M,E M,E

folgt via 21-1(Def): floor : efl — (dom M) N (ran M).
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M,E M,E

Beweis 189-3 a) VS gleich floor : efl — (dom M) N (ran M).

M,E M,E
Aus VS gleich “floor : efl = (dom M) N (ran M) ”

M,E
folgt via 21-1(Def): floor Funktion.
M,E M,E
b) VS gleich (floor Funktion) A (p € (ran M)N efl ).
M,E
1.1: Aus VS gleich “floor Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a):
M,E M,E

floor : efl — (dom M) N (ran M).

M,E
1.2: Aus VS gleich “...p € (ranM)N efl ”
M,E
folgt via 2-2: (peran M)A (p € efl).
ME ME
2: Aus 1.1“floor : efl - (dom M) N (ran M)” und
M,E
aus 1.2“...peefl ”
M,E M,E
folgt via 188-3: (p, floor (p)) € floor.
3: Aus1.2“peranM ...” und
M,E M,E
aus 2 (p, floor (p)) € floor”
M,E
folgt via 185-13: floor (p)_-M _p.
M,E
c) VS gleich (floor Funktion) A (p-M _p) A (p € E).
1: Aus VS gleich “...p-M p...” und
aus VS gleich “...pe E”
M,E
folgt via 185-13: (p,p) € floor.
M,E
2: Aus VS gleich “floor Funktion...” und
M,E
aus 1“(p,p) € floor”
M,E

folgt via 18-20: p= floor (p).
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M,E

Beweis 189-3 d) VS gleich ceil Funktion.
ME  ME
1.1: Via 185-6 gilt: dom (ceil) = ecl.
M,E
1.2: Via 185-6 gilt: ran (ceil) C (dom M) N (ran M).
M,E
2: Aus VS gleich “ceil Funktion” |
M,E  ME
aus 1.1“dom (ceil) = ecl 7 und
M,E
aus 1.2“ran (ceil) C (dom M) N (ran M) ”
ME M,E
folgt via 21-1(Def): ceil : ecl— (dom M) N (ran M).
M,E M,E
d) VS gleich ceil : ecl = (dom M) N (ran M).
M,E M,E
Aus VS gleich “ceil : ecl — (dom M) N (ran M)”
M,E
folgt via 21-1(Def): ceil Funktion.
M,E M,E
e) VS gleich (ceil Funktion) A (p € (dom M)N ecl).
M,E
1.1: Aus VS gleich “ceil Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen d):
ME M,E

ceil : ecl — (dom M) N (ran M).

M,E
1.2: Aus VS gleich “...p € (dom M)N ecl ”
M,E
folgt via 2-2: (p € dom M) A (p € ecl).
M,E M,E
2: Aus 1.1%ceil : ecl— (dom M) N (ran M)” und
M,E
aus 1.2“...p €ecl”
M,E M,E
folgt via 188-3: (p, ceil (p)) € ceil.
3: Aus1.2“pedomM...” und
M,E M,E
aus 2“(p, ceil (p)) € ceil”
M,E

folgt via 185-13: p-M_ ceil (p).
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M,E
Beweis 189-3 £) VS gleich (ceil Funktion) A (p-M p) A (p € E).
1: Aus VS gleich “...p_M p...” und
aus VS gleich “...pe E”
M,E
folgt via 185-13: (p,p) € ceil.
M,E
2: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M,E
aus 1“(p,p) € ceil”
M,E
folgt via 18-20: p = ceil (p).
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M,E M,E

413

189-4. Falls floor eine Funktion ist, dann treffen auf floor (p) unter Umstédnden

M,E

einige der in #185 formulierten Aussagen iiber floor zu:

189-4(Satz)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

Aus
und

Aus
und

Aus

und

Aus
und °

Aus

Aus

Aus

und

M,E M,E
“floor Funktion” und “floor (p) Menge”
“we E7und “w_M_p”
M,E
folgt “w_M _floor (p)”

M,E M,E
“floor Funktion” und “floor (p) U7

‘we E7und “w_M_p”
M,E
folgt “w_M _floor (p)”

M,E M,E
“floor Funktion” und “floor( ) Menge”

‘veranM”und “Va: ((a € E)A(a-M_p)) = (a-M_v)”

M,E
folgt “floor (p)_-M v”.

M,E M,E
“floor Funktion” und “floor (p) U7

)
veran M7 und Vo (o€ E)N(a-M_p)) = (a M _v)”

folgt “floor( )M w7,

M,E M,E
“floor Funktion” und “floor( ) Menge”
M,E M

folgt “floor (p) ist M _Supremum von EN{- | p]”.

M,E M,E
“floor Funktion” und “floor (p) #U”

M
folgt “floor (p) ist M _Supremum von EN (- | p]”.

M,E
“floor Funktion”

M
“p Menge” und “q ist M _Supremum von EN{- | p]”
M,E
folgt “q = floor (p)”
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Beweis 189-4 a) VS gleich

M,E
1: Aus VS gleich “floor Funktion...”
M,E

aus VS gleich “. .. floor (p) Menge. ..

folgt via 188-2:

M,E M.E

2: Aus 1“(p,floor (p)) € floor” ,
aus VS gleich “...w e E...” und
aus VS gleich “...w_M_p”

folgt via 185-12:

b) VS gleich

M,E
1: Aus VS gleich “floor Funktion...”
M,E

aus VS gleich “. .. floor (p) £U ...’

folgt via 188-2:

M.E M.E

2: Aus 1“(p,floor (p)) € floor” ,
aus VS gleich “...w e F...” und
aus VS gleich “...w_M_p”

folgt via 185-12:

M,E
c) VS gleich

MENGENLEHRE #189

M,E M,E
(floor Funktion) A (floor (p) Menge)

ANw € E) A (w-M_p).

und
M,E M,E
(p, floor (p)) € floor.
M.E
w_M _ floor (p).
M,E M,E
(floor Funktion) A (floor (p) # U)
ANw € E) A (w_M p).
und

M,E M,E
(p, floor (p)) € floor.

M,E
w_M _floor (p).

M,E

(floor Funktion) A (floor (p) Menge) A (v € ran M)

AVa: ((a € E) A (a_M_p)) = (a_M v)).

M,E

1: Aus VS gleich “floor Funktion...” und

M,E

aus VS gleich “. .. floor (p) Menge. .

folgt via 188-2:

M,E M,E
2: Aus 1“(p,floor (p)) € floor” ,

2

M,E

M,E
(p, floor (p)) € floor.

aus VS gleich “...v €ranM...” und
aus VS gleich “...Va: ((a € E) A (a-M_p)) = (a-M_v)"

folgt via 185-12:

M,E

floor (p)-M _v.
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M,E M,E
Beweis 189-4 d) VS gleich (floor Funktion) A (floor (p) # U) A (v € ran M)
AVa: ((a € E) A (a-M_p)) = (a_M_v)).
M,E
1: Aus VS gleich “floor Funktion...” und
M,E
aus VS gleich “...floor (p) AU ...”
M,E M,E
folgt via 188-2: (p, floor (p)) € floor.
M,E M,E
2: Aus 1“(p,floor (p)) € floor” ,
aus VS gleich “...v €ranM ...” und
aus VS gleich “...Va: ((a € E) A (a-M_p)) = (a-M_v)"
M,E
folgt via 185-12: floor (p)-M _v.
M,E M,E
e) VS gleich “(floor Funktion) A (floor (p) Menge) ”
M,E
1: Aus VS gleich “floor Funktion...” und
M,E
aus VS gleich “... floor (p) Menge”
M,E M,E
folgt via 188-2: (p, floor (p)) € floor.
M,E M,E
2: Aus 1“(p,floor (p)) € floor”
M,E M
folgt via 185-4: floor (p) ist M _Supremum von EN (- | p].
M,E M,E
£) VS gleich “(floor Funktion) A (floor (p) #U)”
M,E
1: Aus VS gleich “floor Funktion...” und
M,E
aus VS gleich “... floor (p) #U”
M,E M,E
folgt via 188-2: (p, floor (p)) € floor.

M,E M,E
2: Aus 1“(p, floor (p)) € floor”
M,E M
folgt via 185-4: floor (p) ist M _Supremum von E N (- | p].
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M,E
Beweis 189-4 g) VS gleich (floor Funktion) A (p Menge)

M
A(q ist M _Supremum von EN (- | p]).

1: Aus VS gleich “...p Menge...” und
M
aus VS gleich “...q ist M_Supremum von EN{- | p]”
folgt via 185-4:

M,E
2: Aus VS gleich “floor Funktion...” und

M,E
aus 1“(p, q) € floor”

folgt via 18-20:

M,E
(p, q) € floor.
M,E
q = floor (p).

]
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M,E M,E

417

189-5. Falls ceil eine Funktion ist, dann treffen auf ceil (p) unter Umstidnden

M,E

einige der in #185 formulierten Aussagen iiber ceil zu:

189-5(Satz)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

Aus
und

Aus
und

Aus

und

Aus
und

Aus

Aus

Aus

und

M,E M,E
“ceil Funktion” und “ceil (p) Menge”

“we E7und “p_M_w”
M,E

folgt “ceil (p)-M_w”.

M,E M,E
“ceil Funktion” und “ceil (p) #U”

“we E7und “p_M_w”
M,E

folgt “ceil (p)-M_w”.

M,E M,E
“ceil Funktion” und “ceil (p) Menge”

“vedomM”und “Va: ((a € E)A (p-M_a)) = (v-M_«a)”
M.E

folgt “v_M _ ceil (p)”.

M,E M,E
“ceil Funktion” und “ceil (p) #U”

“vedomM”und “Va: ((a € E)A (p-M_a)) = (v-M_a)”

M,E

folgt “v_M _ ceil (p)”.

M.E M,E
“ceil Funktion” und “ceil (p) Menge”
M,E

M
folgt “ceil (p) ist M _Infimum von EN[p | -)”.

M,E M,E
“ceil Funktion” und “ceil (p) #U”

M.E M
folgt “ceil (p) ist M _Infimum von EN[p | -)”.

M.E
“ceil Funktion”

M
“p Menge” und “q ist M _Infimum von EN[p | -)”
M,E

folgt “q = ceil (p)”.
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Beweis 189-5 a) VS gleich

M.E
1: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M.E
aus VS gleich “... ceil (p) Menge..."”

folgt via 188-2:

M,E M,E
2: Aus 1“(p, ceil (p)) € ceil 7,
aus VS gleich “...w e E...” und

aus VS gleich “...p-M _w”
folgt via 185-12:

b) VS gleich

M.E
1: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M.E
aus VS gleich “... ceil (p) #U...”

folgt via 188-2:

MENGENLEHRE #189

M,E M,E

(ceil Funktion) A (ceil (p) Menge)

ANw € E) A (p-M_w).

M,E M,E
(p, ceil (p)) € ceil.

M,E

ceil (p)-M w.

M,E M.E
(ceil Funktion) A (ceil (p) # U)

ANw € E) A (p-M _w).

M,E M,E
(p, ceil (p)) € ceil.

M,E M,E
2: Aus 1“(p, ceil (p)) € ceil 7,
aus VS gleich “...w e F...” und
aus VS gleich “...p_-M _w”
M,E
folgt via 185-12: ceil (p)-M w.
M,E M,E
c) VS gleich (ceil Funktion) A (ceil (p) Menge) A (v € dom M)
AVa: ((a € E) A (p-M_«a)) = (v-M _a)).
M,E
1: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M,E

aus VS gleich “. .. ceil (p) Menge...”
folgt via 188-2:

M,E M,E
2: Aus 1“(p, ceil (p)) € ceil 7,

aus VS gleich “...v € dom M ...” und

M,E M,E
(p, ceil (p)) € ceil.

aus VS gleich “...Va: ((a € E) A (p-M_a)) = (v-M_«)”

folgt via 185-12:

M,E
v_M_ ceil (p).
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M,E M,E
Beweis 189-5 d) VS gleich (ceil Funktion) A (ceil (p) # U) A (v € dom M)
AVa: ((a € E) A (p-M_a)) = (v-M_a)).
M,E
1: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M,E
aus VS gleich “... ceil (p) #U...”
M,E M,E
folgt via 188-2: (p, ceil (p)) € ceil.
M,E M,E
2: Aus 1“(p, ceil (p)) € ceil 7,
aus VS gleich “...v € dom M ...” und
aus VS gleich “...Va: ((a € E) A (p-M_a)) = (v-M_«)”
M,E
folgt via 185-12: v_M_ ceil (p).
M,E M,E
e) VS gleich (ceil Funktion) A (ceil (p) Menge).
M,E
1: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M,E
aus VS gleich “... ceil (p) Menge”
M,E M,E
folgt via 188-2: (p, ceil (p)) € ceil.
M,E M,E
2: Aus 1“(p, ceil (p)) € ceil”
M,E M
folgt via 185-4: ceil (p) ist M Infimum von EN [p | -).
M,E M,E
£) VS gleich (ceil Funktion) A (ceil (p) # U).
M,E
1: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
M,E
aus VS gleich “... ceil (p) ZU”
M,E M,E
folgt via 188-2: (p, ceil (p)) € ceil.

M,E M.E
2: Aus 1“(p, ceil (p)) € ceil”
M,E M
folgt via 185-4: ceil (p) ist M Infimum von EN [p | -).
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M,E

Beweis 189-5 g) VS gleich (ceil Funktion) A (p Menge)

M
A(q ist M Infimum von EN [p | -)).

1: Aus VS gleich “...p Menge...” und
aus VS gleich “...q ist M _Infimum von EN [p Af 7
folgt via 185-4:
M,E
2: Aus VS gleich “ceil Funktion...” und
aus 1“(p,q) € ]geﬁ K

folgt via 18-20:

M,E
(p,q) € ceil.
M,E
q = ceil (p).
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Ersterstellung: 05/06/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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190-1. Im Hinblick auf die speziellen Eigenschaften von < ist es nicht verwun-

< <
derlich, dass auch inf und stup bemerkenswertes Verhalten zeigen:

190-1(Satz)

<

a) dom (inf) = P(S).

<

b) ran(inf) =S.
<
c) inf Funktion.
<
d) inf: P(S) — S.
e) dom (sép) =P(S).
f) ran (s&p) =S.
<
g) sup Funktion.

h) sip: P(S) — S.

Beweis 190-1 a)

1: Aus AAVII“ < Total Vollstandig”

<
folgt via 182-14: einf = P(ran ()).
< <
2.1: Via 182-7 gilt: dom (inf) = einf.
2.2: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-14: ran (<) =S.
S 2.1 S 1 2.2
3: dom (inf) = einf = P(ran (<)) = P(S).
4: Aus 3
<

folgt: dom (inf) = P(S).
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Beweis 190-1 b)

1:

cd)

3.c):

4.2:

5.4):

Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< reflexiv in S).
: Aus 1“< Relation in S...” und
aus 1“... <reflexivin S”
<
folgt via 182-8: ran (inf) = S.

: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in §”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

: Aus 1“< antiSymmetrisch ”

< <

folgt via 182-11: inf : einf— (dom (<)) N (ran (X)).
< <
Aus 2“inf : einff— (dom (<)) N (ran (<))”
<
folgt via 21-1(Def): inf Funktion.
<
: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (inf) = P(S).
<
Via des bereits bewiesenen b) gilt: ran (inf) = S.

Aus 3.¢) ¢ ir?f Funktion” ,

aus 4.1“dom (ir?f) =P(S)” und

aus 4.2“ran (ir?f) =S

folgt via 21-2: ir?f: P(S) — S.
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Beweis 190-1 e)

1:

2.1:

2.2:

Aus AAVII“ < Total Vollstandig”

folgt via 182-14: esup = P(dom (<)).
: : < <

Via 182-7 gilt: dom (sup) = esup

Aus AAVII® < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-14: dom (<) =S.

dom (sEp) e eséup = P(dom (<)) Z P(S).

: Aus 3 <

folgt: dom (sup) = P(S).
: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< reflexiv in S).
: Aus 1“< Relation in S...” und

aus 1“... < reflexivin S”

folgt via 182-8: ran (s&p) =S.
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Beweis 190-1 gh)

1:

4.2:

5.h):

Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
: Aus 1“ < antiSymmetrisch ”

folgt via 182-11: sEp : essup—> (dom (<)) N (ran (X)).
. Aus 2sip : esup— (dom (<)) N (ran (<))”

folgt via 21-1(Def): s&p Funktion.
: Via des bereits bewiesenen e) gilt: dom (sﬁp) =P(S).

Via des bereits bewiesenen f) gilt: ran (SE p) =S.

Aus 3.g) “s&p Funktion” ,
aus 4.1“dom (s&p) =P(S)” und
aus 4.2“ran (s&p) =S”

folgt via 21-2: sﬁp: P(S) —S.
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190-2. Falls inf ein < _Infimum von F ist, falls sup ein < _Supremum von F

< <
ist, dann gilt unter anderem inf = inf E, sup = sup E:

190-2(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”
folgt “ir?f E Menge” und “ir?f E+U”
und “irglf E ist < _Infimum von E”
und “inf = ir§1f E”.
b) Aus “sup ist < _Supremum von E”
folgt “sEp E Menge” und “sgp E+U"
und “sép E ist < _Supremum von E”

<
und “sup =sup E”.
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Beweis 190-2 a) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Via 190-1 gilt:

Aus VS gleich “inf ist < _Infimum von E”
folgt via 157-3:

: Aus 1“E CS” und

aus 95-9“S Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

<
: Aus 1.1%inf Funktion” ,

aus 2.2“FE Menge” und
aus VS gleich “inf ist < _Infimum von E”

427

nf ist < Infimum von E.

<
inf Funktion.

E CS.

E Menge.

< <
folgt via 189-1: (inf E ist < Infimum von E) A (inf =inf E).

<
: Aus 3“inf F ist < _Infimum von E...”

folgt via 36-3:

<
: Aus 4“inf E Menge”

folgt via 0-17:

<
: Aus 4“inf E Menge”

<
aus 5“inf £ #£U” und
< <
aus 3“(inf E ist < Infimum von E) A (inf = inf E)”
<

<
inf £ Menge.

<
inf £ £ U.

< <
folgt: (inf £ Menge) A (inf E # U)
< <
A(inf E ist < Infimum von E) A (inf = inf E).
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Beweis 190-2 b) VS gleich sup ist < _Supremum von FE.

1.1: Via 190-1 gilt: sEp Funktion.

1.2: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von E”
folgt via 157-3: E CS.

2: Aus 1“E CS” und
aus 95-9“S Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: E Menge.

<
3: Aus 1.1%“sup Funktion” ,

aus 2.2“FE Menge” und

aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E”

folgt via 189-1: (sEp E ist < Supremum von FE) A (sup :sép E).

4: Aus 5“s§p E ist < Supremum von E...”
folgt via 36-4: sgp E Menge.

<
5: Aus 4“sup I Menge”
folgt via 0-17: sEp E#U.

6: Aus 4“s§p E Menge” |
aus 5“s§p E#U" und
aus 3¢ (SLSIP E ist < _Supremum von E) A (sup = s&p E)”
folgt: (sEp E Menge) A (sEp E#U)
/\(sEp E ist < Supremum von E) A (sup = s&p E).

]
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<
190-3. Interessanter Weise ist inf (E) genau dann das < _Infimum von E, wenn

s&p (F) das < _Supremum von F ist und dies ist unter anderem genau dann der
Fall, wenn F eine TeilKlasse von S ist:

190-3(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi), vii) sind dquivalent:

i) ECS.
<
ii) inf E ist < _Infimum von E.
<
iii) inf £ Menge.
<
iv) inf E£U.
v) s&p E st < _Supremum von E.
<
vi) sup E Menge.

vii) sgp E#U.




430

Beweis 190-3 VS gleich

1:

Aus VS gleich “F CS” und
aus 95-9“S Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

: Aus VS gleich “F C§” und

aus 1.3“FE Menge”
folgt via 0-26:

: Aus 2“E € P(S)” und

<
aus 190-1“dom (inf) = P(S)”
folgt:

<
: Aus 3“E € dom (inf)”

folgt via 17-5:

<
: Aus 190-1%inf Funktion” und

<
aus 4“inf £ Menge”
folgt via 189-1:

VS gleich

<
Aus VS gleich “inf EF ist < Infimum von E”

folgt via 36-3:

VS gleich

<
Aus VS gleich “inf E Menge”
folgt via 0-17:

ARITHMETIK #190

E CS.
E Menge.

E e P(S).

<
E € dom (inf).

<
inf £ Menge.

<
inf £ ist < _Infimum von E.

<
inf £ ist < _Infimum von E.

<
inf £ Menge.

<
inf £ Menge.

<
inf £ #£U.
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Beweis 190-3 VS gleich

<
1: Aus VS gleich “inf E #U"”
folgt via 17-5:

<

2: Aus 1“FE € dom (inf)” und

n
<
aus 190-1“dom (inf) = P(S)”

folgt:

3: Aus 2“E € P(S)” und
aus 190-1“dom (sip) = P(S)’
folgt:

4: Aus 3“FE € dom (sﬁp) 7
folgt via 17-5:

5: Aus 190-1“s§p Funktion” und
aus 4“SLSlp E Menge”
folgt via 189-1:

VS gleich

Aus VS gleich “sgp E ist < Supremum von E”
folgt via 36-4:

VS gleich

Aus VS gleich “sEp E Menge”
folgt via 0-17:

431

<
inf £ £ U.

<
E € dom (inf).

E e P(S).

E € dom (s&p).
<
sup I/ Menge.
< .
sup F ist < Supremum von E.
< .
sup E ist < Supremum von F.

sEp E Menge.

sEp E Menge.

sEpE;&L{.
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Beweis 190-3 VS gleich

1:

: Aus 1“E € dom (s

Aus VS gleich SLSIp E#U”
folgt via 17-5:

<
u

p)” und

aus 190-1“dom (s&p) = P(S)”

folgt:

: Aus 2“E € P(S)”

folgt via 0-26:

ARITHMETIK #190

sEpE%Z/{.

E € dom (s&p).
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A

min. max.

Ersterstellung: 06/06/12 Letzte Anderung: 07/06/12
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<
191-1. Bei min und mgax handelt es sich unter anderem um Funktionen:

191-1(Satz)

< <
a) dom (min) = emin.

<

b) dom (min) C P(S).

<

c) ran(min) =S.

<
d) min Funktion.

< <
e) min : emin — S.
£) dom (mgax) — emax.
g) dom (mgax) CP(S).
h) ran (mgax) =S.

<
i) max Funktion.

< <
j) max : emax — S.

Beweis 191-1 a)

< <

Via 183-7 gilt: dom (min) = emin.
b)
<
1: Via 183-7 gilt: dom (min) C P(ran (<)).
2: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-14: ran (<) = S.

<
3: Aus 1“dom (min) C P(ran(<))” und
aus 2“ran (<) =S”

folgt: dom (min) C P(S).

A
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Beweis 191-1 ¢)
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< reflexiv in S).
2: Aus 1“< Relationin S...” und
aus 1“... <reflexivin S”
<
folgt via 183-8: ran (min) = S.
de)
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
2: Aus 1“ < antiSymmetrisch”
< <
folgt via 183-11: min : emin — (dom (<)) N (ran (<)).
< <
3.d): Aus 2“min : emin — (dom (<)) N (ran (<))~
<
folgt via 21-1(Def): min Funktion.
< <
3.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (min) = emin.
<
3.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: ran (min) = S.
<
4.e): Aus 3.d) “min Funktion” ,
< <
aus 3.1“dom (min) = emin” und
<
aus 3.2“ran (min) = S”
< <
folgt via 21-2: min : emin — S.
)
< <
Via 183-7 gilt: dom (max) = emax.
g)
1: Via 183-7 gilt: dom (max) C P(dom (<)).
2: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-14: dom (<) =S.

3: Aus 1“dom (mSax) C P(dom (<))” und
aus 2“dom (<) =S”

folgt: dom (mgax) C P(S).
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Beweis 191-1 h)

1:

ij)

3.1):

3.1:

3.2:

Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: (< Relation in S) A (< reflexiv in S).
: Aus 1“< Relation in S...” und

aus 1“... <reflexivin S”

folgt via 183-8: ran (mgax) =S.

: Aus AAVII® < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

: Aus 1“< antiSymmetrisch”

folgt via 183-11: miax : emax — (dom (<)) N (ran(<)).

Aus 2“max : emax — (dom (<)) N (ran(K))”

folgt via 21-1(Def): max Funktion.
Via des bereits bewiesenen f) gilt: dom (mgax) — emax.
Via des bereits bewiesenen h) gilt: ran (mgax) =S.

<
: Aus 3.1i) “max Funktion” |

< <
aus 3.1“dom (max) = emax” und
<
aus 3.2“ran (max) = S”

folgt via 21-2: max : emax — S.

]
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191-2. Falls min ein < Minimum von FE ist, falls mazx ein < Maximum von E
<

. . . = <
ist, dann gilt unter anderem min = min E, max = max E:

191-2(Satz)
a) Aus “min ist < _Minimum von E”
< <
folgt “min E' Menge” und “min £ #U"
<
und “min E ist < _Minimum von E”
<
und “min = min £
b) Aus “max ist < _Mazimum von E”
< <
folgt “max E Menge” und “max E#U"
<
und “max E ist < _Maximum von E7

<
und “maxr = max E7.
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Beweis 191-2 a) VS gleich man ist < Minimum von FE.
<

1.1: Via 191-1 gilt: min Funktion.

1.2: Aus VS gleich “min ist < _Minimum von E”

folgt via 157-3: E CS.

: Aus 1“E CS” und

aus 95-9“S Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: E Menge.

<

: Aus 1.1“min Funktion” ,

aus 2.2“E Menge” und

aus VS gleich “man ist < _Minimum von E”
< <

folgt via 189-2: (min E ist < Minimum von E) A (min =min E).

<

: Aus 3“min F ist < Minimum von F...”

<
folgt via 38-3: min £ Menge.

<
: Aus 4“min E Menge”

<
folgt via 0-17: min E #U.

<
: Aus 4“min E Menge” ,

<
aus 5“min £ #U” und
<

< <
aus 3 (min E ist < _Minimum von E) A (min = min E)”
< <
folgt: (min E Menge) A (min E #U)
< <

A(min E ist < Minimum von E) A (min = min E).
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Beweis 191-2 b) VS gleich maz ist < _Maximum von F.

1.1: Via 191-1 gilt: max Funktion.

1.2: Aus VS gleich “maz ist < Maximum von E”
folgt via 157-3: E CS.

2: Aus 1“E CS” und
aus 95-9“S Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: E Menge.

<
3: Aus 1.1“max Funktion”,

aus 2.2“FE Menge” und

aus VS gleich “max ist < Maximum von E”

folgt via 189-2: (mgax E ist < Maximum von E) A (max —miax E).

<
4: Aus 5“max F ist < Maximum von E...”

folgt via 38-4: max E Menge.

5: Aus 4“max E Menge”
folgt via 0-17: max E #U.

6: Aus 4“max E Menge” ,
aus 5max E #U” und
aus 3“ (mgax E ist < _Maximum von F) A (max = miax E)”
folgt: (mgax E Menge) A (mgax E#U)

< . . <
A(max E ist < _Maximum von E) A (max = max E).

]
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<
191-3. Falls E eine nichtleere, endliche TeilKlasse £ von S ist, dann ist min E

das < Minimum von FE, dann ist m%x FE das < Maximum von E. Die Beweis-
Reihenfolge ist €) - £) -a) - b) - ¢) - d):

191-3(Satz)

<
a) Aus “p € S”folgt “p ist < _Minimum von {p}” und “p = min {p}”.

<
b) Aus “p € S” folgt “p ist < _Mazximum von {p}” und “p = max {p}”.
c) Aus “p e S’und “geS”
<
folgt “min {p, q} ist < _Minimum von {p,q}”.

d) Aus “peS’und “q€S”
folgt “max {p,q} ist < _Mazimum von {p,q}”.
e) Aus “0# E CS”und “FE endlich”
<
folgt “min E ist < _Minimum von E”.

) Aus “0# E CS”und “E endlich”

<
folgt “max E ist < _Maximum von E7.

Beweis 191-3 e) VS gleich (0 # E CS) A (FE endlich).

1: Aus VS gleich “0# EF CS...” und
aus VS gleich “... F endlich”
folgt via < _Satz vom Minimum: 340 : Q ist < Minimum von FE.

2: Aus 1¢...Q ist < Minium von E”

<
folgt via 191-2: min F ist < _Minimum von E.
£) VS gleich (0# E CS)A (F endlich).
1: Aus VS gleich “0# FE CS...” und
aus VS gleich “... FE endlich”
folgt via < _Satz vom Maximum: 340 : Q ist < Maximum von F.
2: Aus 1¢...Q ist < Maxium von E7”
<

folgt via 191-2: min E ist < Maximum von F.



ARITHMETIK #191 441

Beweis 191-3 ab) VS gleich pES.

1.1: Aus VS gleich “p € S”
folgt via 157-6: p ist < Minimum von {p}.

1.2: Aus VS gleich “p e S”
folgt via 157-6: p ist < Maximum von {p}.

2.1: Aus 1.1%p ist < _Minimum von {p}”
folgt via 191-2: p= mSin {p}.
2.2: Aus 1.2%p ist < _Maximum von {p}”
folgt via 191-2: p= miax {p}.
3.a): Aus 1.1“pist < _Minimum von {p}” und
aus 2.1“p = mgin {p}”
folgt: (p ist < Minimum von {p}) A (p = mgin {r}).
3.b): Aus 1.2“p ist < Maximum von {p}” und

<
aus 2.2“p = max {p}”
folgt: (p ist < Maximum von {p}) A (p = miax {r}).
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Beweis 191-3 cd) VS gleich (peS)A(qeS).

1.1: Aus VS gleich “p e S...” und
aus VS gleich “...q € S”

folgt via 4-14: {p,q} CS.
1.2: Aus VS gleich “p € S”

folgt via Element Axiom: p Menge.
1.3: Via 28-8 gilt: {p, q} endlich.

2: Aus 1.2“p Menge”
folgt via 4-10: 0 #{p,q}.

3.¢): Aus 2“0 # {p,q}”,
aus 1.1“{p,q} €S” und
aus 1.3“{p, q} endlich”
folgt via des bereits bewiesenen e):

<
min {p, ¢} ist < Minimum von {p, ¢}.

3.d): Aus 2“0#{p,q}”,
aus 1.1“{p,q} €S” und
aus 1.3“{p, q} endlich”
folgt via des bereits bewiesenen f):

max {p,q} ist < _Maximum von {p, q}.

O
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Falls p € £\ ran M, dann ist p ein M _minimales Element von E.
Falls p € £\ dom M, dann ist p ein M _maximales Element von E.

Ersterstellung: 08/06/12 Letzte Anderung: 08/06/12
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192-1. Jedes Element aus E \ ran M ist M _minimales Element von E. Jedes
Element aus F \ dom M ist M _maximales Element von E:

192-1(Satz)
a) Aus “p € E\ran M7 folgt “p ist M_minimales Element von E” .

b) Aus “p € E\ dom M7 folgt “p ist M _mazimales Element von E”.

Beweis 192-1 a) VS gleich p€ E\ranM.
1: Aus VS gleich “pe€ E\ranM?”
folgt via 5-3: (pe E)AN(p¢ranM).
(a € B) A (a-M p).
3: Aus Thema2.1“...a_M _p”
folgt via 30-2: p EranM.

4: Esgilt 3“peranM”.
Esgilt 1“...p&ranM”.
Ex falso quodlibet folgt: p-M .

Ergo Thema2. 1: Al “Va: ((a € E)N (a-M_p)) = (p-M_«a)”

2.2: Aus 1“pe F...” und
aus A1l gleich “Va : ((a € E) A (M p)) = (p-M _«)”
folgt via 39-1(Def): p ist M _minimales Element von F.
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Beweis 192-1 b) VS gleich p € E\ domM.
1: Aus VS gleich “p € E\ dom M”
folgt via 5-3: (p € E)A(p ¢ dom M).
(a € B) A (p-M_a).
3: Aus Thema2.1“...p_M_«a”
folgt via 30-2: p € dom M.

4: Esgilt 3“pedomM”.
Es gilt 1“...p ¢ domM”.
Ex falso quodlibet folgt: a_M p.

Ergo Thema2. 1: Al “Va: ((a € E)N (p-M_a)) = (a-M _p)”

2.2: Aus1“pe E...” und
aus Al gleich “Va : ((a € E) A (p-M _a)) = (oM p)”
folgt via 39-1(Def): p ist M _maximales Element von F.

]
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QYA
A

pin. pax.

Ersterstellung: 08/06/12 Letzte Anderung: 08/06/12
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<
193-1. Die Einschriankung von pin auf P(S), die Einschrinkung von u%x auf
P(S), ist eine Funktion:

193-1(Satz)

<
a) Aus “f Einschrinkung von pin auf P(S)” folgt “f Funktion”.
b) Aus “f FEinschrinkung von /E\x auf P(S)” folgt “f Funktion”.

<
c) Aus “E CS”und “F € euin”

<
folgt “pin (E)”ist < _minimales Element von E”.

d) Aus “E CS”und “FE € eugax”

folgt “,u%x (E)”ist < _maximales Element von E”.
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<
Beweis 193-1 a) VS gleich f Einschrankung von pin auf P(S).

<
1.1: Aus VS gleich “ f Einschrankung von uin P(S) auf ”
folgt via 15-3:

A1} “ f Relation”

aus Themal.2“ (o, ) € f...”

aus Themal.2“...(«a,v) € f”

((a,8) € f) A ((a,7) € f).

<
2.1: Aus VS gleich “ f Einschrankung von pin auf P(S)” und

folgt via 15-5: (a € P(S)) A ((ar, B) € pin).

<
2.2: Aus VS gleich “ f Einschrinkung von uin auf P(S)” und

<
folgt via 15-5: (a € P(S)) A ((a,y) € pin).
3.1: Aus2.1“a € P(S)...”
folgt via 0-26: a CS.
<
3.2: Aus2.1“. .. (a,B) € pin”
folgt via 184-5: [ ist < _minimales Element von .
<
3.3: Aus2.2“. .. (a,y) € uin”
folgt via 184-5: v ist < _minimales Element von .
4: Aus 3.1“f ist < _minimales Element von o” ,
aus 3.3“v ist < minimales Element von a” und
aus 3.1“a C S”
folgt via 171-4: B =n.

<

Ergo Themal.2: |A2| “Va, 8,7 : (((a, 8) € f) A ((a,

Nef)=B=7"

1.3: Aus Al gleich “ f Relation” und

aus A2 gleich “Vo, 5,7 : (((o, 8) € f) A ((«,y) € f))
folgt via 18-18(Def):

= (/8 — 7) b
f Funktion.
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Beweis 193-1 b) VS gleich f Einschrédnkung von ,u%x auf P(S).

1.1: Aus VS gleich “ f Einschrinkung von ,u%x P(S) auf ”
folgt via 15-3:

A1} “ f Relation”

aus Themal.2“ (o, ) € f...”

aus Themal.2“...(a,v) € f”

((a,8) € ) A ((a,7) € f)-

2.1: Aus VS gleich “ f Einschrinkung von ,u%x auf P(S)” und

folgt via 15-5: (@ € PS) A (o, B) € piax).

2.2: Aus VS gleich “ f Einschrinkung von ,u%x auf P(S)” und

folgt via 15-5: (@€ PS) A ((a, ) € yiax).
3.1: Aus2.1“a € P(S)...”

folgt via 0-26: a CS.
3.2: Aus2.1¢.. . (a,p) € ugax”

folgt via 184-5: B ist < _maximales Element von «.
3.3: Aus2.2“. .. (a,7) € /E)x”

folgt via 184-5: v ist < _maximales Element von a.

4: Aus 3.1“[ ist < _maximales Element von a”

aus 3.3“v ist < maximales Element von a” und

aus 3.1“a C S”

folgt via 171-4: B =n.

Ergo Themal.2: |A2]| “Voa,B,7: (o, 8) € YA ((,7) € ) = (B=7)"

1.3: Aus Al gleich “ f Relation” und

aus A2 gleich “Vo, 5,7 : (((o, 8) € )N ((o,y) € f)) =

folgt via 18-18(Def):

(/8 — 7) b
f Funktion.
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<
Beweis 193-1 c¢) VS gleich (E CS)A(FE € euin).

<
: Aus VS gleich “... F € euin”

folgt via 184-2:
(E Menge) A (3 : 2 ist < minimales Element von E).

: Aus 1“F Menge...” und

aus 1“...Q ist < _minimales Element von F”

<
folgt via 184-5: (E,Q) € pin.

: Aus VS gleich “E CS...” und

aus 1“F Menge...”
folgt via 0-26: E e P(S).

<
: Es gilt: JU: ¥ Einschrankung von pin auf P(S).

<
: Aus 3.2“V Einschrankung von pin auf P(S)”,

aus 3.1“F € P(S)” und

<
aus 2“(F,Q) € uin”
folgt via 15-5: (E,Q) € .

<
: Aus 3.2“V Einschrankung von pin auf P(S)”

folgt via des bereits bewiesenen a): ¥ Funktion.

<
: Aus 3.2V Einschrankung von pin auf P(S)” und

aus 3.1“F € P(S)”
folgt via ES: V(FE) = pin (E).

IN

: Aus 4.2V Funktion” und

aus 4.14(E,Q) e U7
folgt via 18-20: Q=V(E).

: Aus 54“Q = U (FE)” und

<
aus 4.3“V(E) = pin (E)”

<
folgt: Q = puin (E).

: Aus 1¢...Q ist < _minimales Element von £” und

<
aus 6 = pin (E)”
<
folgt: pin (E) ist < _minimales Element von E.
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Beweis 193-1 d) VS gleich (ECS)A(E € eugax).

1: Aus VS gleich “... F € e,ugax K
folgt via 184-2:
(E Menge) A (32 : © ist < _maximales Element von E).

2: Aus 1“FE Menge...” und
aus 1“...Q ist < _maximales Element von £7”

folgt via 184-5: (E,Q) € jiax.

3.1: Aus VS gleich “E CS...” und
aus 1“FE Menge...”
folgt via 0-26: E e P(S).

3.2: Es gilt: 3V ¥ Einschrinkung von /Eax auf P(S).

4.1: Aus 3.2“V Einschrankung von ,ugax auf P(S)”,
aus 3.1“FE € P(S)” und

aus 2“(E,Q) € ,u%x 7
folgt via 15-5: (E,Q) e V.

4.2: Aus 3.2“V Einschrankung von ,ugax auf P(S)”
folgt via des bereits bewiesenen b): U Funktion.

4.3: Aus 3.2“V Einschrankung von ,u%x auf P(S)” und
aus 3.1“F € P(S)”

folgt via ES: U(E) = pax (E).
5: Aus 4.2“V Funktion” und

aus 4.1“(E,Q) e ©”

folgt via 18-20: Q=VY(E).
6: Aus 5“Q =V (F)” und

aus 4.3“U(E) = pax (E)”

folgt: Q= pax (E).

7: Aus 1“...Q ist < _maximales Element von £” und
<
aus 6 = pax (E)”

folgt: /Eax (E) ist < _maximales Element von E.

O
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193-2. Fiir TeilKlassen von S sind < _minimale Elemente und < _Minima, sind
< _maximale Elemente und < _Maxima, identisch:

193-2(Satz)

a) Aus “E CS”und “pin ist < _minimales Element von E”
<

< <
folgt “pin = pin (E)” und “pin = min £
< <
und “pin (E) = min E.
b) Aus “F C S”und “pax ist < _mazimales Element von E”
folgt “pax = u%x (E)”und “pax = max E”

< <
und “pax (E) = max E.
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Beweis 193-2 a) VS gleich (£ C S) A (uin ist < _minimales Element von E).

1.1:

Aus VS gleich “...pin ist < minimales Element von £” und
aus VS gleich “E CS...”
folgt via 171-3: pin ist < _Minimum von E.

: Aus 95-9“S Menge” und

aus VS gleich “E CS...”
folgt via TeilMengenAxiom: E Menge.

: Aus 1.2“F Menge” und

aus VS gleich “...puin ist < minimales Element von £

<
folgt via 184-2: E € epin.

: Aus 1.1%wn ist < _Minimum von E7”

<
folgt via 191-2: win = min E.

: Aus VS gleich “E CS...” und
<

aus 2“F € euin”
<
folgt via 193-1: pin (E) ist < _minimales Element von E.

: Aus VS gleich “...uin ist < minimales Element von £,
<

aus 3“uin (F) ist < minimales Element von E” und
aus VS gleich “E CS...”

<

folgt via 171-4: win = pin (E).

<
: Aus 4% pin = pin (E)” und

<
aus 3.1“un = min E7

folgt: pin (E) = min E.

IN
A

: Aus 1.1%un ist < _Minimum von E7 |

<
aus 4“pin = pin (E)7 |
<
aus 3.1“un = min E7 und
< <
aus 5% pin (E) = min E7
folgt: (pin ist < Minimum von F)
<

A(piin = piin (E)) A (uin = min E) A (iin (E) = min B).
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Beweis 193-2 b) VS gleich  (E C S) A (pax ist < _maximales Element von E).

1.1: Aus VS gleich “...pax ist < _maximales Element von E” und
aus VS gleich “E CS...”
folgt via 171-3: paz ist < Maximum von E.

1.2: Aus 95-9“S Menge” und
aus VS gleich “E CS...”

folgt via TeilMengenAxiom: E Menge.
2: Aus 1.2“FE Menge” und

aus VS gleich “... pax ist < maximales Element von £

folgt via 184-2: E € ejiax.

3.1: Aus 1.1%paz ist < _Maximum von E”
folgt via 191-2: par = max E.

3.2: Aus VS gleich “E CS...” und
<
aus 2“F € epax”

folgt via 193-1: ,u%x (E) ist < _maximales Element von F.

4: Aus VS gleich “...pax ist < _maximales Element von £ 7 |

<
aus 3“ pax (F) ist < _maximales Element von £” und
aus VS gleich “E CS...”7

folgt via 171-4: paxr = u%x (E).

5: Aus 4“pax = ,ugax (E)” und
aus 3.1 puax = max E7
< <
folgt: pax (F) = max E.
6: Aus 1.1%pax ist < _Maximum von E7 |
aus 4“ pax = ,ugax (E)”,
aus 3.1%uaxr = max B und
aus 5 ,ugx (E) = max £
folgt: (pazx ist < Maximum von E)
< < < <
A(pax = pax (E)) A (pax = max E) A (pax (E) = max E).

]
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< <
193-3. Nun wird der Definitions-Bereich euin von pin untersucht. Die Beweis-
Reihenfolge ist a) - b) - ¢c) - e) - d):
193-3(Satz)
< <
a) Aus “E € euin”und “E CS” folgt “E € emin”.
< <
b) Aus “F € emin” folgt “E € euin”.
<
c) Aus “E Menge” und “E € S” folgt “E € euin”.
< <
d) epin NP(S) = emin.
< <
e) euin = emin U(P(S))°.
<
Beweis 193-3 a) VS gleich (E € euin) A (E CS).

<
1: Aus VS gleich “E € euin ...”

folgt via 184-2: (E Menge) A (32 : Q ist < _minimales Element von F).

2: Aus 1%...Q ist < _minimales Element von £”7 und
aus VS gleich “... F CS”

folgt via 171-3: Q ist < Minimum von FE.

3: Aus 1“FE Menge...” und
aus 2“€ ist < Minimum von E”

<

folgt via 183-2: E € emin.
<

b) VS gleich E € emin.
< <

1: Via 184-3 gilt: emin C euin.

<
2: Aus VS gleich “FE € emin” und
< <
aus 1“emin C euin”

<
folgt via 0-4: E € epin.
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Beweis 193-3 c) VS gleich (E Menge) A (E £ S).

1:

de)

1.1:

Aus VS gleich “...F € S”
folgt via 0-5: A0 (e E)A(Q¢ES).

: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-14: ran (<) = S.

: Aus 14...Q2¢S” und

aus 2“ran (<) =87
folgt: Q ¢ ran ().

: Aus 14...Qe¢ EF...7 und

aus 3“€) ¢ ran (<)”
folgt via 5-3: Qe E\ran ().

: Aus 4“Q € E\ran(X)”

folgt via 192-1: Q) ist < minimales Element von FE.

: Aus VS gleich “F Menge...” und

aus 5“€) ist < _minimales Element von E”

<
folgt via 184-2: E € epin.
< <
Via 184-3 gilt: A1| “emin C euin”
a € (P(8))°.
2: Aus Themal.2“a € (P(S))¢”
folgt via 158-2: (a € S) A (a Menge).
3: Aus 2“...a Menge” und
aus 2“a £ S...7
<
folgt via des bereits bewiesenen c): a € epin.
<
Ergo Themal.2: Vo : (a € (P(S))Y) = (a € epuin).

<
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(P(S))¢ C euin”
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Beweis 193-3 de) ...

<
o € epin.
2: Es gilt: (@ CS)V (~(a CS)).

’Fallunterscheidung‘

acs.

<
3: Aus Themal.3“«a € euin” und
aus 2.1.Fall“a CS”

<
folgt via des bereits bewiesenen a): o € emin.
<
4: Aus 3“a € emin”
<
folgt via 2-2: o € emin U(P(S))°.

(@ Cs).

<
3.1: Aus Themal.3“« € euin”

folgt via ElementAxiom: a Menge.
3.2: Aus 2.2“-(a C8S)”
folgt via 0-3: ads.

4: Aus 3.1“a Menge” und
aus 3.2“a Z S”

folgt via 158-2: a € (P(S))°.
5: Aus4“ac (P(S))¢”
<
folgt via 2-2: a € emin U(P(S))“.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

o € emin U(P(S))C.

< <

Ergo Themal.3: Vo : (a € epin) = (a € emin U((P(S))9)).

< <
Konsequenz via 0-2(Def): A3| “epin C emin U(P(S))”




458 ARITHMETHIK #193

Beweis 193-3 de) ...

< <
2: Aus A1 gleich “emin C euin” und

<
aus A2 gleich “(P(S))¢ C euin”
< <

folgt via 2-12: emin U(P(S))¢ C epin.
< <
3.e): Aus A3 gleich “euin C emin U(P(S))¢” und
< <
aus 2“emin U(P(S))¢ C euin”
< <
folgt via GleichheitsAxiom: epin = emin U(P(S))°.
<
4: euin NP(S)
<
%) (emin U(P(S))C) N P(S)
DGNU S C
=" (emin NP(S)) U ((P(S)) NP(S))

3-6 , =
= (emin NP(S)) U0
<
*Zemin NP(S).

< <

5: Via 183-7 gilt: dom (min) = emin.
<
6: Via 191-1 gilt: dom (min) C P(S).
<
7: Aus 6“dom (min) C P(S)”
< <
folgt via 2-10: (dom (min)) NP(S) = dom (min).
< <
8: Aus 7“(dom (min)) NP(S) = dom (min)” und
< <
aus 5“dom (min) = emin”
< <
folgt: emin NP(S) = emin.
< <
9.d): Aus 4“euin NP(S) =...=emin NP(S)” und
< <
aus 8“emin NP(S) = emin”
< <
folgt: epin NP(S) = emin.

]
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193-4. Nun wird der Definitions-Bereich e,ugax von ,u%x untersucht. Die Beweis-
Reihenfolge ist a) - b) - c) -e) - d):

193-4(Satz)
< <
a) Aus “E € eppax”und “FE C S” folgt “FE € emax”.
< <
b) Aus “F € emax” folgt “F € ejax”.
c) Aus “E Menge”und “E € S” folgt “F € e,uéax”.
d) eugax NP(S) = emax.

e) e,ugax — emax U(P(S))°.

Beweis 193-4 a) VS gleich (E € efiax) A (E CS).

1: Aus VS gleich “F € e/fax LT
folgt via 184-2: (E Menge) A (32 : Q ist < _maximales Element von F).

2: Aus 1¢...Q ist < _-maximales Element von £” und
aus VS gleich “... K CS”
folgt via 171-3: Q ist < _Maximum von F.

3: Aus 1“FE Menge...” und
aus 2“€) ist < Maximum von E”

folgt via 183-2: E € emax.
. <

b) VS gleich E € emax.
. . < <

1: Via 184-3 gilt: emax C ejiax.

<
2: Aus VS gleich “FE € emax” und
< <
aus 1“emax C epax”

folgt via 0-4: E e eugax.



460

ARITHMETHIK #193

Beweis 193-4 c) VS gleich (E Menge) A (E £ S).

1:

de)

1.1:

Aus VS gleich “...F € S”
folgt via 0-5: A0 (e E)A(Q¢ES).

: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-14: dom (<) =S.

: Aus 1¢...Q2¢S” und

aus 2“dom (<) =S§”
folgt: Q ¢ dom (<).

: Aus 14...Qe¢ EF...7 und

aus 3“€) ¢ dom (<)”
folgt via 5-3: Qe E\ dom ().

: Aus 4“Q € E\ dom (<)”

folgt via 192-1: ) ist < _maximales Element von E.

: Aus VS gleich “F Menge...” und

aus 5“() ist < _maximales Element von E”

folgt via 184-2: E e eiax.
. . < <
Via 184-3 gilt: A1l| “emax C epax”
a € (P(S))°.
2: Aus Themal.2“a € (P(S))¢”
folgt via 158-2: (a Z S) A (o Menge).
3: Aus 2“...a Menge” und
aus 2“a € S...”7
folgt via des bereits bewiesenen c): o€ eugax.
Ergo Themal.2: Va: (a € (P(S))°) = (a € eugax).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(P(S))¢ C eppax”
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Beweis 193-4 de) ...

€ efiax,

2: Es gilt: aCS)V(=(aCs)).

—~

Fallunterscheidung‘

acCs.

<
3: Aus Themal.3“« € egrax” und
aus 2.1.Fall“a CS”

<
folgt via des bereits bewiesenen a): o € emax.

<
4: Aus 3“«a € emax”

) < o

folgt via 2-2: a € emax U(P(S))“.

(@ C8).

<
3.1: Aus Themal.3“«a € epzax”

folgt via ElementAxiom: a Menge.
3.2: Aus 2.2“=(a CS)”
folgt via 0-3: adS.

4: Aus 3.1“a Menge” und
aus 3.2“a ¢ S”

folgt via 158-2: a € (P(S))°.
5: Aus4“a € (P(S)°”
folgt via 2-2: a € emax U(P(S))°.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
o € emax U(P(S))c.

Ergo Themal. 3: Va: (a € e/fax) = (a € emax U((P(S))Y)).

Konsequenz via 0-2(Def): A3| e/fax C emax U(P(S))c”
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Beweis 193-4 de) ...

2:

3.e):

9.4):

Aus A1 gleich “ emax C e,ugax 7 und
aus A2 gleich “(P(S))¢ C eugax 7

folgt via 2-12: emax U(P(S))¢ C eugax.
Aus A3 gleich “ eugax C emax U(P(S))¢” und
< <
aus 2“emax U(P(S))¢ C epax”
folgt via GleichheitsAxiom: efiax = emax U(P(S))C.
emax NP(S)
%) (emax U(P(S))C) N P(S)
PEMY (emiax NP(S)) U ((P(S))C N P(S))
325 (emax NP(S)) U0
*2emax NP(S)
< <
: Via 183-7 gilt: dom (max) = emax.
. Via 191-1 gilt: dom (max) C P(S).
: Aus 6“dom (m%x) CP(S)”
folgt via 2-10: (dom (mgax)) NP(S) = dom (mgax).
: Aus 7% (dom (mSax)) NP(S) = dom (mgax) 7 und
aus 5“dom (m%x) — emax”
folgt: emax NP(S) = emax.
Aus 4¢ e,ugax NPS)=...= emax AP(S)” und
aus 8emax NP(S) = emax”
folgt: eugax NP(S) = emax.

O
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S?Z §7Z S7Z S7Z
efl. ecl. floor. ceil.

Ersterstellung: 11/06/12 Letzte Anderung: 04/06/13
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S7Z S?Z
194-1. Als Vorbereitung zur Betrachtung von efl und ecl werden hier zwei neue

Klassen in die Essays eingefiihrt:

194-1(Definition)

1) 194.0() = {w: (IQ: Q ist < Supremum von {...,w})}.

2) 194.1() ={w: (IQ: Qist < Infimum von {w,...})}.
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< <\Z
194-2. Die in 194-1(Def) eingefiihrten Klassen stellen sich als efl und ecl her-

aus und diese Klassen sind via der Totalen Vollstdndigkeit von < gleich dem
Universum:

194-2(Satz)
<z
a) efl ={w: (3N :Q ist < _Supremum von {...,w})}.

<7
b) ecl = {w: (3Q: Q ist < _Infimum von {w,...})}.

<,Z
c) efl =U.
<Z
d) ecl =U.
<Z
e) “pe efl 7 genau dann, wenn “p Menge” .

<Z
f) “pe ecl” genau dann, wenn “p Menge” .

194-1(Def) {w: (IQ: Q ist < _Supremum von {...,w})}.
194-1(Def) {w: (3IQ: Q ist < _Infimum von {w,...})}.

Beweis 194-2 a)

1: Via 185-1(Def) gilt:

<Z <
efl = {w: (3IQ: Qist < Supremum von Z N (- | w])}.
<
2: Via 169-13 gilt: ZN( | w] =4..,w}
g <
3: Aus 1%efl = {w: (3IQ: Qist < _Supremum von ZN (- | w])}” und
<
aus 2“Z0 (- | w] ={...,w}”
<z

folgt: efl = {w: (32 : Qist < _Supremum von {...,w})}.
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Beweis 194-2 b)

1: Via 185-1(Def) gilt:
<Z <
ecl = {w: (IQ: Qist < Infimum von ZN [w | -))}.

<
2: Via 169-13 gilt: ZN[w | ) ={w,...}.

<Z <
3: Aus 1“ecl = {w: (32 : Qist < Infimum von ZN [w | -))}” und

aus 2“ZN [w | ) ={w,...}”

A

<7
folgt: ecl = {w: (IQ: Qist < Infimum von {w,...})}.
c)
Aus AAVII“ < ist Total Vollsténdig”
<7
folgt via 185-10: efl =U.
d)
Aus AAVII“ < ist Total Vollsténdig”
<z
folgt via 185-10: ecl =U.
e)
<\Z
1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt: efl =U.
1.2: Via 0-22 gilt: (p e U) & (p Menge).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
<\Z
folgt: (p € efl) & (p Menge).
)
<\Z
1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt: ecl =U.
1.2: Via 0-22 gilt: (p e U) & (p Menge).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
<Z
folgt: (p € ecl) & (p Menge).

]
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S7Z S?Z
194-3. Vorbereitend zur Ermittlung von ran (floor), von ran (ceil), wird nun 185-4

fir M = < und E = Z adaptiert:

194-3(Satz)

<7
a) “(p,q) € floor” genau dann, wenn
“p Menge” und “q ist < _Supremum von {...,p}

»

S?Z
b) “(p,q) € ceil” genau dann, wenn
“p Menge” und “q ist < _Infimum von {p,...}”.

Beweis 194-3 a)

1.1: Via 185-4 gilt:
<z <
((p, q) € floor) < ((p Menge) A (q ist < _Supremum von ZN (- | p])).

<
1.2: Via 169-13 gilt: ZNn{( | p]l=A{...p}

2: Aus1.1und 1.2
folgt:

<Z

((p, q) € floor) < ((p Menge) A (q ist < _Supremum von {...,p})).

b)

1.1: Via 185-4 gilt:
<z

((p, q) € ceil) & ((p Menge) A (g ist < Infimum von Z N [p? ).

<
1.2: Via 169-13 gilt: ZOp|-)=Ap,...}.

2: Aus1.1und 1.2

folgt:
<7
((p,q) € ceil) < ((p Menge) A (q ist < _Infimum von {p,...})).

O
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194-4. Auch das vorliegende, insgesamt ein wenig aus dem Kontext zu fallen
<Z
scheinende Resultat liefert einen wichtigen Beitrag zur Ermittlung von ran (floor)
<z
und ran (ceil):

194-4(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von {z,... ,y}”
folgt “(inf = +o0) V (inf = —o0) V (inf € Z)”.

b) Aus “sup ist < _Supremum von {x,...,y}”
folgt “(sup = +00) V (sup = —o0) V (sup € Z)”.

c) Aus “inf ist < _Infimum von {x,...}”
folgt “(inf = +o00) V (inf = —o0) V (inf € Z)”.

d) Aus “sup ist < _Supremum von {x,...}”
folgt “(sup = +00) V (sup = —o0)

»

e) Aus “inf ist < _Infimum von {...,y}”
folgt “(inf = +o0) V (inf = —oc0)”.

£) Aus “sup ist < _Supremum von {...,y}”
folgt “(sup = +00) V (sup = —o0) V (sup € Z)”.
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Beweis 194-4 a) VS gleich inf ist < Infimum von {z,...,y}.

1: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {z,...,y}”
folgt via 157-3: mnf €S.

2: Aus 1“inf €8S”
folgt via 95-15: (inf = +o00) V (inf = —o0) V (inf € R).

’Fallunterscheidung‘

2.1.Fall inf = 4o0.
2.2.Fall inf = —oo.
2.3.Fall inf eR.

3: Es gilt: (inf € Z)V (inf ¢ Z).

’Fallunterscheidung‘

3.1.Fall inf € Z.
3.2.Fall inf ¢ Z.
4: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

5: Aus 3.2.Fall“inf ¢ Z” und
aus 4“{z,...,y} CZ”
folgt via 0-4: inf & {x,...,y}
6: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {z,...,y}”,
aus 5“inf ¢ {x,...,y}” und
aus 2.3.Fall“inf ¢ R”

folgt via 173-6: {z,...,y} L Z.
7: Aus 6
folgt via 0-3: -({z,...,y} C 2).

8: Esgilt 7“-({z,...,y} CZ)".
Es gilt 4“{z,...,y} CZ”.
Ex falso quodlibet folgt: inf €Z.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt: inf €Z.

|Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
(inf = +o00) V (inf = —o0) V (inf € Z).
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Beweis 194-4 b) VS gleich sup ist < _Supremum von {z,...,y}.

1: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von {z,...,y}”
folgt via 157-3: sup € S.

2: Aus 1“sup € S”
folgt via 95-15: (sup = +00) V (sup = —o0) V (sup € R).

’Fallunterscheidung‘

2.1.Fall sup = +00.
2.2.Fall sup = —oo0.
2.3.Fall sup € R.

3: Es gilt: (sup € Z) V (sup ¢ Z).

’Fallunterscheidung‘

3.1.Fall sup € Z.
3.2.Fall sup ¢ 7.
4: Via 169-4 gilt: {z,...,y} CZ.

5: Aus 3.2.Fall“sup ¢ Z” und

aus 4“{z,...,y} CZ”

folgt via 0-4: sup ¢ {z,...,y}.
6: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von {z,...,y}”,

aus 5“sup ¢ {x,...,y}” und
aus 2.3.Fall“sup € R”?

folgt via 173-6: {z,...,y} £ Z.
7: Aus 6
folgt via 0-3: -({z,...,y} C2).

8: Esgilt 7“-({z,...,y} CZ)".
Es gilt 4“{z,...,y} CZ”.
Ex falso quodlibet folgt: sup € Z.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt: sup € Z.

|Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
(sup = +00) V (sup = —o0) V (sup € Z).
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Beweis 194-4 c) VS gleich inf ist < Infimum von {z,...}.

1: Via 169-8 gilt: {z,...} =A{z,...

2: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {z,...}” und

aus 1“{z,...} ={z,...,+o0}”

,Foo}.

folgt: inf ist < Infimum von {z,...,4+00}.

3: Aus 2“inf ist < Infimum von {z,...,+o0}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(inf = +o00) V (inf = —o0) V (inf € Z).

d) VS gleich sup ist < _Supremum von {z,...}.

1: Es gilt: ({x, ..

’Fallunterscheidung‘

J=0)V(0£{z,. .}

2: Aus1.1.Fall“{z,...} =0

R

3: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von {z,...}
aus 2“—oo ist < _Supremum von {z,...}”
folgt via 171-1:

folgt via 180-16: —0o0 ist < _Supremum von {z,...}.

2: Aus 1.1.Fall“0 # {z,...}”

aus 2“+o00 ist < _Supremum von {z,...}”
folgt via 171-1:

folgt via 180-16: +0o0 ist < _Supremum von {z,...}.
3: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von {z,...}” und

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(sup = +00) V (sup = —o0).
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Beweis 194-4 e) VS gleich inf ist < Infimum von {..., y}.
1: Es gilt: {...,u}=0)VO#{..,y}).
’Fallunterscheidung‘
{up=0.
2: Aus 1.1.Fall“{... .y} =0"
folgt via 180-17: +o0 ist < Infimum von {...,y}.

3: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {...,y}” und
aus 2“+o00 ist < Infimum von {...,y}”

folgt via 171-1: inf = +oo.

1.2.Fall 0% {...,yh
2: Aus 1.1.Fall“0#{...,y}”

folgt via 180-17: —o0 ist < Infimum von {...,y}.

3: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von {...,y}” und
aus 2“—o00 ist < Infimum von {...,y}”
folgt via 171-1: inf = —oo.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(inf = +00) V (inf = —o0).

f) VS gleich sup ist < _Supremum von {...,y}.
1: Via 169-8 gilt: {-. .y} ={—00,...,y}.
2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von {...,y}” und

aus 1“{...,y} ={—o0,...,y}”
folgt: sup ist < _Supremum von {—oo,...,y}.

: Aus 2“sup ist < Supremum von {—oo,...,y}”

folgt via des bereits bewiesenen b):
(sup = +00) V (sup = —o0) V (sup € Z).

]
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S’Z S?Z
194-5. Vorbereitend fiir die Ermittlung von ran (floor) und ran (ceil) wird die

nunmehrige, auch an sich interessente Aquivalenz bewiesen:

194-5(Satz)
Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:

i) p € {+o00,—0} UZ.

<
ii) (p,p) € floor.

<z
iii) (p,p) € ceil.
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Beweis 194-5 VS gleich p € {+00,—00} UZ.

1.1: Aus VS gleich “p € {+00, —c0} UZ”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p € {+00, —c0} UZ”
folgt via 94-8: (p=400)V(p=—00)V(p€Z).

2: Aus1.2“(p=+00)V (p=—00)V(peZ)”
folgt via 180-T7: p ist < _Supremum von {...,p}.

3: Aus 1.1“p Menge” und
aus 2“p ist < _Supremum von {...,p}”

<Z
folgt via 194-3: (p,p) € floor.
<Z
VS gleich (p,p) € floor.
<Z
1: Aus VS gleich “(p,p) € floor”
folgt via 194-3: (p Menge) A (p ist < _Supremum von {...,p}).
2: Aus 1“...pist < Supremum von {...,p}”
folgt via 180-7: (p=400)V(p=—00)V(p€Z).
3: Aus2“(p=+00)V(p=—0)V(pEZ)”
folgt via 180-4: p ist < Infimum von {p,...}.
4: Aus 1“p Menge...” und
aus 3“p ist < Infimum von {p,...}”
<Z
folgt via 194-3: (p,p) € ceil.
<z
S ) € i
<z
1: Aus VS gleich “(p,p) € ceil”
folgt via 194-3: p ist < Infimum von {p,...}.
2: Aus 1“p ist < Infimum von {p,...}”
folgt via 180-4: (p=+00)V(p=—o0)V(p€EZ).
3: Aus 2“(p=+4o0)V(p=—oc0)V(peZ)”
folgt via 94-8: p € {400, —0c0} UZ.

]
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<7 <,Z
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194-6. Bei floor, bei ceil, handelt es sich um eine Funktion mit Definitions-

Bereich= U und Bild-Bereich= {+o00, —0co} U Z:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

h)

194-6(Satz)

<z
dom (floor) = U.
<7
ran (floor) = {400, —o0} U Z.
<z
floor Funktion.
<z
floor : U — {400, —c0} U Z.
<z
dom (ceil) =U.
<z

ran (Eéil) = {400, —00} UZ.

S?Z
ceil Funktion.

<z
ceil : U — {+00,—0} UZ.

Beweis 194-6

<-Notation.
a)
S’Z S’Z
1.1: Via 185-6 gilt: dom (floor) = efl.
<z
1.2: Via 194-3 gilt: efl =U.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
<z

folgt:

dom (frdor) =U.
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Beweis 194-6 b)
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folgt via 7-7:

<7
3: Aus 2¢...(Q, ) € floor”
folgt via 194-3:

folgt via 94-8:

2: Aus Themal.1“a € ran (floor)”

a ist < _Supremum von {...,Q}.

4: Aus 3“« ist < _Supremum von {...,}
folgt via 193-4: (0 =400) V(= —00) V (x €Z).

5: Aus4“(a=+00)V(a=—-0o0)V (a€Z)”

<.Z
« € ran (floor).

<z

<,Z

3Q : (2, a) € floor.

7

a € {+o00, —o0} UZ.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va : (« € ran (ﬂ%ir)) = (a € {400, —0} UZ).

<z
Al‘ “ran (floor) C {400, —c0} UZ”

2: Aus Themal.2“«w € {400, —00} UZ"

folgt via 194-5:

<z
3: Aus 2“(a, ) € floor”

folgt via 7-5:

a € {+o00, —o0} UZ.

<z
(o, @) € floor.

<z
« € ran (floor).

Ergot Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € {+00, —00} UZ) = (a € ran (flgo?r)).

<Z
A2| “{+o00,—00} UZ C ran (floor)”
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Beweis 194-6 b) ...

1.3: Aus A1 gleich “ran (ﬂoor) C {+o0, oo} U Z” u

c)

d)

1.

1.

1.3:

e)

1.

1.

1:

2:

1:

2:

: Aus 2%floor : efl —

aus A2 gleich “{+o00, —oco} UZ C ran (floor) 7

folgt via Gleichheits Axiom:

folgt via 34-13:

: Aus 1“< antiSymmetrisch”

folgt via 185-7:

<.Z <.Z

folgt via 21-1(Def):

Via des bereits bewiesenen c) gilt:
Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

S?Z
: Aus 1.1%floor Funktion”

<z
aus 1.2“dom (floor) U” und

aus 1.3“ran (ﬂoor) = {400, —00}UZ”
folgt via 21-2:

Via 185-6 gilt:

Via 194-3 gilt:

: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt:

— (dom (<)) U (ran (<))”

477

nd

<z
ran (floor) = {400, —00} UZ.

: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in §”

< antiSymmetrisch.

<,Z

efl — (dom (<)) U (ran (<)).

<7Z
fioor Funktion.

<z
roor Funktion.

<,Z

dom (floor) Uu.

<z
ran (floor) = {+00, —00} U Z.

<z
floor : U — {400, —c0} U Z.

<z <z
dom (cell) ecl.
<
e

Z
cl=U.

<,Z

dom (ce||) Uu.
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Beweis 194-6 f)
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<z
a € ran (ceil).
<z
2: Aus Themal.1“« € ran(ceil)”
<z
folgt via 7-T7: 30 (Q, ) € ceil.
<2
3: Aus 2¢...(Q, ) € ceil”
folgt via 194-3: a ist < Infimum von {9, ...}.
4: Aus 3“« ist < Infimum von {Q,...}”
folgt via 193-4: (v =400)V (a=—00) V (x €Z).
: Aus 4“(a=+o00)V(a=—00)V(x€eZ)”
folgt via 94-8: a € {+o00, —o0} UZ.
Ergo Themal.1: Va : (a € ran (ceil)) = (a € {+00, —0} UZ).

Konsequenz via 0-2(Def):

<z
A1’ “ran (ceil) C {+00, —c0} UZ”

2: Aus Themal.2“«w € {400, —00} UZ"
folgt via 194-5:

S’Z
3: Aus 2“(a, ) € ceil”

folgt via 7-5:

a € {+o00, —o0} UZ.

§7Z

(a, @) € ceil.

SvZ

« € ran (ceil).

§7Z

Ergot Themal.?2: Va: (a € {+00,—00} UZ) = (a € ran (ceil)).

Konsequenz via 0-2(Def):

SvZ

A2| “{+00,—00} UZ C ran (ceil)”
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Beweis 194-6 ) ...

<z
1.3: Aus A1 gleich “ran(ceil) C {+00, —c0} UZ” und
<z
aus A2 gleich “{+o00, —00} UZ C ran (ceil)”

<z
folgt via GleichheitsAxiom: ran (ceil) = {+o00, —o0} U Z.
g)
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
2: Aus 1“ < antiSymmetrisch ”
S?Z S?Z
folgt via 185-7: ceil : efl - (dom (<)) U (ran (<)).
<z <Z
3: Aus 2“ceil : efl— (dom (<)) U (ran (X)) ”
<z
folgt via 21-1(Def): ceil Funktion.
h)
<z
1.1: Via des bereits bewiesenen g) gilt: ceil Funktion.
<
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: dom (ceil) = U.
<Z
1.3: Via des bereits bewiesenen f) gilt: ran (ceil) = {+o0, —0c0} U Z.
<z
2: Aus 1.1“ceil Funktion” ,
<7
aus 1.2“dom (ceil) =U” und
<2
aus 1.3“ran (ceil) = {+00, —c0} UZ”
<7
folgt via 21-2: ceil : U — {+00, —o0} UZ.

]
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<\Z <\Z
194-7. Da es sich via 194-6 bei floor und ceil um Funktionen hat, gelingt die nun

vorliegende Re-Formulierung von 194-5:

194-7(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) p € {400, -0} UZ.

<z
ii) p Fixpunkt von floor.

<Z
iii) p Fizpunkt von ceil.

Beweis 194-7 VS gleich p € {+00,—00} UZ.
1.1: Aus VS gleich “p € {+00, —o0} UZ”
folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “p € {+00, —c0} UZ”
<Z
folgt via 194-5: (p,p) € floor.
<Z
2: Aus 194-6“floor liu%lktion” und
aus 1.2%(p,p) € floor”
<Z
folgt via 18-20: p = floor (p).
3: Aus 2
<7
folgt: floor (p) = p.
4: Aus 1.1“p Menge” und
<7
aus 3“floor (p) = p”
<Z

folgt via 53-2: p Fixpunkt von floor.
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Beweis 194-7 VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

S?
: Aus 3“(p,p) € floor”

S7Z
Aus VS gleich “p Fixpunkt von floor’

folgt via 53-1(Def):

9

S7Z
Aus VS gleich “p Fixpunkt von floor’

folgt via 53-2:

J

<7
Aus 194-6“floor Funktion” und

<7
aus 1“p € dom (floor)...”
folgt via 18-22:

<z
Aus 1.1¢... floor (p) = p”

folgt via PaarAxiom I:

<Z

<Z <
: Aus 2.1%(p, floor (p)) € floor” und

<z
aus 2.2%(p, floor (p)) = (p,p)”
folgt:

Z

folgt via 194-5:

<z
: Aus 194-6“ ceil Funktion” und

<2
aus 4“(p,p) € ceil”
folgt via 18-20:

: Aus 5

folgt:

: Aus 1.2“p Menge” und

2

<z
aus 6“ceil (p) =p
folgt via 53-2:

481

<\Z
p Fixpunkt von floor.

(p € dom (flgoﬁr)) A (flgo?r (p) = p).

p Menge.

<,Z <,Z
(p, floor (p)) € floor.

(1. fioor (7)) = (p.p).

SvZ

(p,p) € floor.

<,Z
(p,p) € ceil.

<Z

ceil (p) = p.

S7Z
p Fixpunkt von ceil.
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Beweis 194-7 VS gleich

1:

2.1:

2.2:

S’Z
|7’

Aus VS gleich “p Fixpunkt von cei
folgt via 53-1(Def):

<7
Aus 194-6“ cell Euznktion” und
aus 1“p € dom (ceil)...”
folgt via 18-22:

<.Z

)

Aus 1“. .. ceil (p)=p

7

folgt via PaarAxiom I:

<Z <,z

: Aus 2.1%(p,ceil (p)) € ceil” und

S?Z

aus 2.2%(p, ceil (p)) = (p,p)”
folgt:

<z
: Aus 3“(p,p) € ceil”

folgt via 194-5:

ZAHLENTHEORIE #194

S7Z
p Fixpunkt von ceil.

<,Z <Z

=

(p € dom (ceil)) A (ceil (p) = p).

<z <z
(p, ceil (p)) € ceil.

(0,6l () = (p,).

§7Z

(p,p) € ceil.

p € {+00,—00} UZ.
[
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<Z

< <z
194-8. Fiir jede Menge p ist floor (p) das < _Supremum von {...,p}, ist ceil (p)
das < Infimum von {p,...}:

194-8(Satz)

<z
a) Aus “p Menge” folgt “floor (p) ist < _Supremum von {...,p}

2

<,Z

)

b) Aus “p Menge” folgt “ceil (p) ist < _Infimum von {p,...}”.

c) “p Menge”und “q ist < _Supremum von {...,p}”
<Z
genau dann, wenn “q Menge” und “q = floor (p)”.

d) “p Menge” und “q ist < _Infimum von {p,...}”
SvZ
genau dann, wenn “q Menge” und “q = ceil (p)”.

<\ <z
e) “floor (p) < p < ceil (p)” genau dann, wenn “p € S”.

<\Z
1) Aus “Z>1 <p”folgt “l <floor (p) < p”.

<z
g) Aus “p <l eZ”folgt “p < ceil (p) <1”.

<-Notation.
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Beweis 194-8 a) VS gleich p Menge.
1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 0-22: peEU.
<z
2: Aus 194-6“floor : U — {+00, —oc0} UZ” und
aus 1“pel”
<7 <z
folgt via 188-3: (p, floor (p)) € floor.
<z <z
3: Aus 2“(p, floor (p)) € floor”
<z
folgt via 194-3: floor (p) ist < _Supremum von {...,p}.
b) VS gleich p Menge.
1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 0-22: pelU.
<z
2: Aus 194-6“ceil : U — {400, —o0} U Z” und
aus 1“pel”
<z <z
folgt via 188-3: (p, ceil (p)) € ceil.
S?Z S7Z
3: Aus 2“(p, ceil (p)) € ceil”
<z
folgt via 194-3: ceil (p) ist < _Infimum von {p,...}.
c) VS gleich (p Menge) A (g ist < _Supremum von {...,p}).
1.1: Aus VS gleich “...q ist < _Supremum von {...,p}”
folgt via 36-4: q Menge.
1.2: Aus VS gleich “(p Menge) A (¢ ist < _Supremum von {...,p})”
<z
folgt via 194-3: (p, q) € floor.
<z
2: Aus 194-6 “floor liuzr;lktion” und
aus 1.2“(p,q) € floor”
<z
folgt via 18-20: q = floor (p).
3: Aus 1.1“g Menge” und

<
aus 2“q = floor (p)”

<z
folgt: (¢ Menge) A (g = floor (p)).
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Beweis 194-8 c) VS gleich

S7Z

(¢ Menge) A (g = floor (p)).

<Z
1: Aus VS gleich “...q = floor (p)” und
aus VS gleich “q Menge...”
<Z
folgt: floor (p) Menge.
<Z
2: Aus 1“floor (p) Menge”
<Z
folgt via 17-5: p € dom (floor).
<7
3: Aus 2“p € dom (floor)”
folgt via Element Axiom: p Menge.
4: Aus 3“p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a):
<Z
floor (p) ist < _Supremum von {...,p}.
<Z
5: Aus VS gleich “...q = floor (p)” und
<Z
aus 4 “floor (p) ist < _Supremum von {...,p}”
folgt: q ist < Supremum von {...,p}.
6: Aus 3“p Menge” und
aus 5“¢q ist < _Supremum von {...,p}”
folgt: (p Menge) A (g ist < _Supremum von {...,p}).
d) VS gleich (p Menge) A (¢ ist < _Infimum von {p,...}).
1.1: Aus VS gleich “...¢ ist < Infimum von {p,...}”
folgt via 36-3: q Menge.
1.2: Aus VS gleich “(p Menge) A (¢ ist < _Infimum von {p,...})”
<Z
folgt via 194-3: (p,q) € ceil.
<z
2: Aus 194-6“cell anktion” und
aus 1.2%(p, q) € ceil”
<Z
folgt via 18-20: q = ceil (p).

: Aus 1.1“¢g Menge” und
<z

aus 2“q = ceil (p)”

folgt: (¢ Menge) A (¢ = ceil (p)).
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<z
Beweis 194-8 d) VS gleich (¢ Menge) A (g = ceil (p)).
<z

1: Aus VS gleich “...q =ceil (p)” und

aus VS gleich “q Menge...”

<z
folgt: ceil (p) Menge.
<z
2: Aus 1“ceil (p) Menge”
<z
folgt via 17-5: p € dom (ceil).
<z

3: Aus 2“p € dom (ceil)”

folgt via Element Axiom: p Menge.
4: Aus 3“p Menge”

<z
folgt via des bereits bewiesenen b):  ceil (p) ist < _Infimum von {p,...}.
<z
5: Aus VS gleich “...q = ceil (p)” und
<z
aus 4“ceil (p) ist < Infimum von {p,...}”
folgt: q ist < Infimum von {p,...}.

6: Aus 3“p Menge” und
aus 5“¢ ist < Infimum von {p,...}”
folgt: (p Menge) A (¢q ist < Infimum von {p,...}).
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<,Z <,Z

Beweis 194-8 e) VS gleich floor (p) < p < ceil (p).
<z

Aus VS gleich “floor (p)<p...7

folgt via 107-3: p ES.

e) VS gleich p ES.

1.1: Aus AAVII“ < ist antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-14: dom (<) =S.
1.2: Aus AAVII“ < ist antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-14: ran (<) = S.
SZy, 194-2 2-17
2.1 (ran (<)) N efl=S N efl Snu S.
<z <z
2.2 (dom (<)) Nec2 SN ed£2snu*2"s

3.1: Aus VS gleich “pES” nd
aus 2.1“(ran (< ))r‘lefl S”

<
folgt: p € (ran (<)) N efl.
3.2: Aus VS gleich “p € S” und
<Z
aus 2.2“(dom (<)) Necl=S"
folgt: € (dom (<)) N ecI
<z
4.1: Aus 194-6“floor Funkt1on und
aus 3.1“p € (ran (<)) N efI 7
<7
folgt via 189-3: floor (p) < p.
4.2: Aus 194-6“ ce|| Funktion” und
aus 3.2“p € (dom (X)) ﬂecl”
<7
folgt via 189-3: p < ceil (p).
5: Aus 4.1 und
aus 4.2
<z <z

folgt: floor (p) < p < ceil (p).
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Beweis 194-8 £) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

: Aus 4“1 < floor (p)” und
S b

Aus VS gleich “...1 <p”
folgt via 30-2:

Aus VS gleich “...1 <p”
folgt via 107-3:

Aus 1.1“p Menge”
folgt via 0-22:

Aus 1.2“p e §”

folgt via des bereits bewiesenen e):

<z
: Aus 194-6 “floor : U — {+00, —o0} UZ” und

aus 2.1“pel”
folgt via 94-11:

<,Z
: Aus 194-6 “floor Funktion” ,

<z
aus 3“floor (p) Menge” und

aus VS gleich “Z > 1 <p”
folgt via 189-4:
<7

<,Z

aus 2.2 floor (p) <p

folgt:

ZAHLENTHEORIE #194
Z>1<p.

p Menge.

p ES.

peEU.
<z

floor (p) <p.

<z
floor (p) Menge.

<z
[ < floor (p).

<7
[ < floor (p) < p.



ZAHLENTHEORIE #194

Beweis 194-8 g) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “p <1[...”
folgt via 30-2:

Aus VS gleich “p <1[...”
folgt via 107-3:

Aus 1.1“p Menge”
folgt via 0-22:

Aus 1.2“p e §”

folgt via des bereits bewiesenen f):

<z
: Aus 194-6“ceil : U — {+00, —00} UZ" und

aus 2.1“peld”
folgt via 94-11:

<Z
: Aus 194-6“ceil Funktion” |

<z
aus 3“ceil (p) Menge” und

aus VS gleich “p <l e Z”
folgt via 189-5:

S’Z

: Aus 2.2%p < ceil (p)” und

<z
aus 4“ceil (p) <17

folgt:

489

p<lel.

p Menge.

p € S.

peEU.
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<,z <.Z
194-9. Im Prinzip wird floor (p) € Z und ceil (p) € Z erwartet. Hier wird fest
gestellt, dass beide Aussagen genau dann zutreffen, wenn p € R:

194-9(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) peR.

<z
ii) floor (p) € Z.

<z
iii) ceil (p) € Z.




ZAHLENTHEORIE #194 491

Beweis 194-9 VS gleich p € R

1.

1:

Aus VS gleich “p € R”
folgt via 95-17: (p # +00) A (p # —0o0).

: Aus VS gleich “p e R”

folgt via €SZ: pES.

: Via 169-4 gilt: {...,p} CZ.

: Aus 1.2“p € S” und

aus 1.1“...p# —o0”
folgt via 180-6: 0#{...,p}

: Aus 1.2“p e §”

folgt via 180-3: p obere < _Schranke von {...,p}.

: Aus 1.2“p e §”

folgt via Element Axiom: p Menge.

: Aus 2.1“0#{...,p}” und

aus 1.3“{...,p} CZ”
folgt: 0#4{....,p} CZ

: Aus 3“0#{...,p} CZ7,

aus 2.2“p obere < _Schranke von {...,p}” und
aus 1.1p # +o00...”
folgt via MMSZ: 3Q : (2 ist < Maximum von {...,p}) A (Q € Z).

: Aus 4¢...Qist < Maximum von {...,p}...”

folgt via 38-7: Q ist < _Supremum von {...,p}.

: Aus 2.3“p Menge” und

b

aus 5“2 ist < _Supremum von {...,p}
<7
folgt via 194-8: Q = floor (p).

: Aus 4¢“...Q€Z” und
<7

aus 6% () = floor (p)”
<z
folgt: floor (p) € Z.
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Beweis 194-9

VS gleich

<z
: Aus VS gleich “floor (p) € Z7

folgt via Element Axiom:

<,Z

. Aus 1“floor (p) Menge” und

S7Z —
aus “floor (p) = floor (p)”

folgt via 194-8:

folgt via 164-5:
<,Z

§7Z
aus 3“floor ¢ R”

folgt via 180-18:

: Aus4“p e R”

folgt via 95-17:

: Aus4“peR”

folgt via €SZ:

: Via 169-4 gilt:

: Aus 5.2“p e S” u
aus 5.1“p # 400

folgt via 180-5:

: Aus 5.2“p e S”

folgt via 180-2:

: Aus 6.1“0# {p,..

<Z

ZAHLENTHEORIE #194

<z
floor (p) € Z.

<z
floor (p) Menge.

(p Menge) A (floor (p) ist < Supremum von {...,p}).

<z
: Aus VS gleich “floor (p) € Z”

nd

2

}7 und

aus 5.3“{p,...} CZ”

folgt:

: Aus 7“0 #{p,...} CZ",
aus 6.2“p untere < _Schranke von {p, ..

aus 5.1%...p# —o0”

folgt via MMSZ.:

3Q : (Q ist < Minimum von {p, ..

<,Z

floor (p) € R.

: Aus 2%... fioor (p) ist < _Supremum von {...,p}” und

p e R

(0 # +00) A (p # —00)

p ES.
{p,...} CZ.
0#{p,...}.

p untere < _Schranke von {p,...}.

0#{p,...} CZ.

37 und

DA Qe
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<\Z

Beweis 194-9 VS gleich fioor (p) € Z.

9:

10:

11:

Aus 8“...Q ist < Minimum von {...,p}...”
folgt via 38-6: Q2 ist < Infimum von {p,...}.

Aus 2“p Menge...” und
aus 940 ist < Infimum von {p,...}”

(@)
3!

folgt via 194-8: Q=
Aus 8“...2€Z” und
<.z
aus 10“Q = ceil (p)”
<z
folgt: ceil (p) € Z.

<z
VS gleich ceil (p) € Z.

1:

<z
Aus VS gleich “ceil (p) € Z”

<z
folgt via Element Axiom: ceil (p) Menge.
<z
: Aus 1“ceil (p) Menge” und
<z <
aus “ceil (p) = ceil (p)”
<z
folgt via 194-8: (p Menge) A (ceil (p) ist < _Infimum von {p,...}).
<z
: Aus VS gleich “ceil (p) € Z”
<2
folgt via 164-5: ceil (p) € R.
<z
: Aus 2¢.. . ceil (p) ist < _Infimum von {p,...}” und
<z
aus 3“ceil € R”
folgt via 180-15: p € R.
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194-10. Nun werden Kriterien dafiir formuliert, dass +o0o und —oco als Funkti-
<Z <Z
onswerte von floor, von ceil, auftreten:

194-10(Satz)

<Z
a) “floor (p) = +00” genau dann, wenn “p = +o0”.

<z
b) “floor (p) = —c0”
genau dann, wenn “p = —oo” oder “(p Menge) A (p ¢ S)”.

¢) “ceil (p) = +o0”
genau dann, wenn “p = +oo” oder “(p Menge) A (p ¢ S)”.

<
d) “ceil (p) = —o0” genau dann, wenn “p = —oo0”.
<\Z
Beweis 194-10 a) VS gleich floor (p) = +o0.
<
1: Aus VS gleich “floor (p) = +00” und
aus 95-3“+o0o0 Menge”
<7
folgt: floor (p) Menge.
<Z
2: Aus 1“floor (p) Menge”
folgt via 17-3: p Menge.
3: Aus 2“p Menge”
<\Z
folgt via 194-8: floor (p) ist < _Supremum von {...,p}.
<Z
4: Aus 3“floor (p) ist < _Supremum von {...,p}” und
<7
aus VS gleich “floor (p) = +00”
folgt: +o00 ist < _Supremum von {...,p}.

5: Aus 4“+o0 ist < _Supremum von {...,p}”
folgt via 180-18: p = +00.
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Beweis 194-10 a) VS gleich p = +00.

1.1: Aus VS gleich “p=+00” und
aus 95-3“+o00 Menge”
folgt: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “p = 400"
folgt via 180-17: p ist < _Supremum von {...,p}.

2: Aus 1.1“p Menge” und

aus 1.2“p ist < Supremum von {...,p}”
<\Z
folgt via 194-8: p = floor (p).

3: Aus VS gleich “p = +00” und
<\Z
aus 2“p = floor (p)”

<z
folgt: floor (p) = +o0.
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<z
Beweis 194-10 b) VS gleich floor (p) = —o0.
<z

1: Aus VS gleich “floor (p) = —o0” und

aus 95-3“ —oo Menge”

<z
folgt: floor (p) Menge.
<z

2: Aus 1“floor (p) Menge”

folgt via 17-3: p Menge.
3: Aus 2“p Menge”

<z
folgt via 194-8: floor (p) ist < _Supremum von {...,p}.
S/
4: Aus 3“floor (p) ist < _Supremum von {...,p}” und
<7

aus VS gleich “floor (p) = —00”

folgt: —o0 ist < _Supremum von {...,p}.
5: Aus 4“—o0 ist < _Supremum von {...,p}”

folgt via 180-18: {...,p}=0.
6: Aus5“{...,p} =0"

folgt via 180-20: (peS)V(p=—o0).
7: Aus 2“p Menge” und

aus 6“(p ¢ S)V (p=—00)”

folgt: ((p Menge) A (p € S)) V (p = —o0).

: Aus 7

folgt: (p=—00) V ((p Menge) A (p ¢ S)).
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Beweis 194-10 b) VS gleich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

497

(p = —00) V ((p Menge) A (p £ S)).

(p=—00) V ((p Menge) A (p ¢S)).

2.1: Aus 95-3“ —oc0 Menge” und
aus 1.1.Fall“p = —o0”
folgt:

2.2: Aus1.1.Fall“p=—”
folgt via 180-20:

3: Aus2.24{...,p}=0"
folgt via 180-18:

4: Aus 2.1“p Menge” und

aus 3“ —oo ist < _Supremum von {...,p}”

p Menge.

{...,p}=0.

—o00 ist < Supremum von {...,p}.

2: Aus1.2.Fall“...p ¢S
folgt via 180-20:

3: Aus2“{...,p} =0"
folgt via 157-9:

4: Aus 1.2.Fall“p Menge” und

folgt via 194-8:
5: Aus 4
folgt:

<,z
folgt via 194-8: —o0 = floor (p).
5: Aus 4
<7
folgt: floor (p) = —o0.
1.2.Fall (p Menge) A (p ¢ S).

aus 3“ —o0 ist < _Supremum von {...,p}”

{...,p}=0.

—o0 ist < Supremum von {...,p}.
<z
—oo = floor (p).

<7
floor (p) = —o0c.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

<z
floor (p) = —o0.
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Beweis 194-10 ¢) VS gleich ceil (p) = +o0.

<z
1: Aus VS gleich “ceil (p) = +00” und

aus 95-3“+o0o Menge”
<z

folgt: ceil (p) Menge.
<z
2: Aus 1“ceil (p) Menge”
folgt via 17-3: p Menge.

3: Aus 2“p Menge”
<z
folgt via 194-8: ceil (p) ist < _Infimum von {p,...}.

<z
4: Aus 3“ceil (p) ist < Infimum von {p,...}” und
<z
aus VS gleich “ceil (p) = +o0”
folgt: +oo ist < _Infimum von {p,...}.

5: Aus 4“+o0 ist < Infimum von {p,...}”
folgt via 180-15: {p,...}=0.

6: Aus5“{p,...} =0"
folgt via 180-19: (p¢S)V(p=+0c0).

7: Aus 2“p Menge” und
aus 6“(p ¢ S) V (p = +00)”
folgt: ((p Menge) A (p ¢ S)) V (p = +00).

8: Aus 7
folgt: (p=+00) V ((p Menge) A (p ¢ S)).
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Beweis 194-10 ¢) VS gleich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘
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(p = +00) V ((p Menge) A (p £ S)).

(p = +00) V ((p Menge) A (p £ S)).

2.1: Aus 95-3“ 400 Menge” und
aus 1.1.Fall“p = 400"
folgt:

Aus 1.1.Fall“p = +o0”
folgt via 180-19:

3: Aus2.2%{p,...} =07
folgt via 157-9:

4: Aus 2.1“p Menge” und

2.2:

+o0 ist < Infimum von {p,...}.

2: Aus1.2.Fall“...p ¢S
folgt via 180-19:

3: Aus 2“{p,...} =07
folgt via 180-15:

4: Aus 1.2.Fall“p Menge” und

aus 3“+o00 ist < Infimum von {p,...}”
<z
folgt via 194-8: +oo = ceil (p)
5: Aus 4
<z
folgt: ceil (p) = +o0
1.2.Fall (p Menge) A (p ¢ S)

aus 3“+o00 ist < Infimum von {p, ..

+o0 ist < Infimum von {p,...}.

3

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

<7
folgt via 194-8: +oo = ceil (p)
5: Aus 4
<Z
folgt: ceil (p) = +o0
<,Z
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Beweis 194-10 d) VS gleich

<z
1: Aus VS gleich “ceil (p) = —c0”

aus 95-3“ —oo Menge”
folgt:

N

<z
: Aus 1“ceil (p) Menge”
folgt via 17-3:

3: Aus 2“p Menge”
folgt via 194-8:

SvZ

4: Aus 3“ceil (p) ist < Infimum von {p, ..

<z
aus VS gleich “ceil (p) = —oc0
folgt:

7

ZAHLENTHEORIE #194

§7Z

ceil (p) = —o0.

und

<,Z

p Menge.

<z

ceil (p) ist < _Infimum von {p, ..

37 und

—o0 ist < _Infimum von {p,...}.

5: Aus 4“—o0 ist < Infimum von {p,...}”

folgt via 180-15:

d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p = —o00” und
aus 95-3“ —oo Menge”
folgt:

1.2: Aus VS gleich “p = —o0”
folgt via 180-14:

2: Aus 1.1%“p Menge” und

p Menge.

p ist < Infimum von {p, ..

aus 1.2“p ist < Infimum von {p,...}”

folgt via 194-8:

3: Aus VS gleich “p=—00” und
<,z
aus 2“p = ceil (p)”

folgt:

ceil (p) Menge.

3.

3.
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