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2 Mengenlehre #300

Mengenlehre: {.}.cup_z.
Ui+n \ U, Unmenge, n [CNL

Ersterstellung: 24/06/14 Letzte Anderung: 25/06/14

300-1. Auf dem Weg zum Nachweis, dass es sich bei U, \U_14n, n [N, um
Unmengen handelt ist {.}.cup_z ein hilfreicher Begleiter.

300-1(Satz)
a) {.}.cup_r Relation.
b) {}.cup_z Funktion.
c) Aus “x Unmenge” folgt “{.}.cup.x =07.
d) Aus “x Menge” folgt “dom ({.}.cup.x) =U".
e) Aus “x Menge” folgt “ran ({.}.cup_z) = Usngitn ni LT
) Aus “x Menge” folgt “{.}.cup_z : U — Ugngitn ni LT

9) “({}cupx)(p) = {p} LT
genau dann, wenn “(p,r Menge) C({Ip} Cxl=U)”.

h) Aus “(p,q) C}.cup_x” folgt “q = {p} CxT.

Beweis 300-1 a)

Via 243-3 gilt: {.}.cup_z Relation.
b)

1.1: Via 27-14 gilt: {.} Funktion.
1.2: Via 298-4 qilt: cup Funktion.

2: Aus 1.1*{.} Funktion” und
aus 1.2“cup Funktion”
folgt via 243-7: {.}.cup_x Funktion.
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Beweis 300-1 c) VS gleich

x Unmenge.

a C{T}y.cup-z.
2: Aus Themal“ o [C{I}.cupx™
folgt via 243-2: @Y : ((P,2),¥) LCcup.

: Aus 2. .. ((P,z), V) Caip”

folgt via 9-15: (P, x) Menge.

- Aus 3“(®,z) Menge”

folgt via PaarAxiom I: x Menge.

- Es gilt 4z Menge ™.
Es gilt VS gleich “x Unmenge ™.

Ex falso quodlibet folgt: a [ {T}.cup_zx.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Lal: (o C{}.cupxr) C(adf{T}.cup_z).

{}.cup_x =0.



Beweis 300-1 d) VS gleich
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x Menge.

2.1: Via SingeltonAxiom gilt:

2.2: Aus Themal“ [CUOI”
folgt via 27-10:

2.3: Via 27-8(Def) gilt:

3.1: Aus 2.1*“{a} Menge” und
aus VS gleich “z Menge”

folgt via 298-3:

3.2: Aus 2.2 und
aus 2.3

folgt:

: Aus 3.2 (a, {a}) I} und

aus 3.1 (({a}, x),{a} ) Ccu
folgt via 243-2:

o Aus 4“ (o, {a} Cx) C{}.cupz”
folgt via 7-5:

o LUl
{a} Menge.

(a,{o}) L.

{}=1{he

({a},z),{o} Lz} Lcip.

(o, {o}) L}

"
(a,{o} Lz} [L}.cupz.

o [Cdom ({.}.cup_x).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

[al: (o CU) C(adlddm ({.}.cup_x)).
dom ({.}.cup_z) = U.
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Beweis 300-1 e) VS gleich

x Menge.

Themal.l o [Crdn ({.}.cup_x).
2: Aus Themal.l* « [rdn({.}.cup_z)”
folgt via 7-7: [Q6: (Q,«) [LT}.cup_x.

3: Aus 2“...(Q,«) {I}.cupx”
folgt via 243-2: [@I: ((Q,®) [} P, ), ) LCcup).

12 Aus 3. (Q,0) C{}...” und
aus 27-8(Def)“{} ={ }.”

folgt: (Q,®) Ty
.22 Aus 3“... ((®,x),a) Ccup”

folgt via 298-3: a=0 [zl
5: Aus 4.1“(Q, ®) {1}, ”

folgt via 27-10: (Q ) (@ ={Q}).
212 Aus 5“Q [CUIL...”

folgt via 27-3: {Q} Ulhgien-
.22 Aus 5*... o ={Q}” und

aus 4.2

folgt: a={Q} [zl

7: Aus 6.1{Q} [Ulgitn” und
aus VS gleich “x Menge”

folgt via 220-4: {Q} IIIII!;ngltn ni Lzl
8: Aus 6.2 und

aus 7

folgt: a [Ulhgitn ni Lzl

Ergo Themal.l:

Konsequenz via 0-2(Def):

Lal: (o Cran ({}.cup-z)) C(adUkngien ni Cz).

o
AlH‘ ran ({.}.cup_z) ClUdgitn ni Lz’
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Beweis 300-1 e) VS gleich x Menge.

Themal.2 « II!;ngltn ni L2l

2: Aus Themal.2“ o [CUlngin ni L2’
folgt via 220-4: [Q: (Q Mygien) [d = Q ).

3: Aus 2...Q gitn ...~
folgt via 27-6: [@]: (® Menge) (@ = {D}).

4.1: Aus 3“...Q ={®}” und
aus 2“...a=Q Lzl

folgt: a={d} [zl
4.2: Aus 3“...® Menge...”

folgt via 0-19: o
4.3: Via SingeltonAxiom gilt: {d} Menge.

5.1: Aus4.2*o [U”
folgt via 27-10: (o, {o}) H{I},.

5.2: Aus 4.3“{®} Menge” und
aus VS gleich “z Menge”
folgt via 298-3: ({®}, x), {0} ) LCcup.

6: Aus5.1% (o, {o}) LI}, und
aus 5.2 ({9}, z), {®} ) Ccip”

folgt via 243-2: (0, {0} C) LT}, .cup_z.
7: Aus 6 (®,{o} ) L}, .cupz”

folgt via 7-5: {o} Czllrdn ({ }y.cup_x).
8: Aus 4.1 und

aus 7

folgt: o [Crdn ({ }y.cup_x).

9: Aus 8“«a [ran({}y.cup_x)” und
aus 27-8(Def)“{} ={}.”
folgt: « [ran ({.}.cup_x).
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Beweis 300-1 e) VS gleich x Menge.

Ergo Themal.2: Lal: (o CUlhgitn ni Cz) C(adCrdn ({.}.cup_x)).
1

Konsequenz via 0-2(Def): AZH‘ Usngitn ni Lzl Cxah ({}.cup_z)”

1.3: Aus Al gleich “ran ({.}.cup_z) CUdgitn ni CzI” und
aus A2 gleich * Usngitn ni Lzl Crah ({.}.cup_z) ”

folgt via GleichheitsAxiom: ran ({.}.cup_z) = Usngitn ni Lzl
T) VS gleich x Menge.
1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {.}.cup_x Funktion.

1.2: Aus VS gleich “z Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): dom ({.}.cup_z) = U.

1.3: Aus VS gleich “z Menge”
folgt via des bereits bewiesenen e): ran ({.}.cup_z) = Usngitn ni L2

2: Aus 1.1*{.}.cup_x Funktion”,
aus 1.2“dom ({.}.cup.x) =U” und
aus 1.3"ran ({.}.cup_z) = Usngitn ni LT’
folgt via 21-2: {}.cup_r : U - Usngitn ni L2l



Beweis 300-1 g) @S gleich
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({.}.cup-z)(p) = {p} Lzl

1: Esgilt: (p, x Menge) [{d Unmenge) (4 Unmenge).
]Fallunterscheidung‘
1.1.Fall p, X Menge.
1.2 Fall p Unmenge.
2: Aus 1.2_Fall“p Unmenge”
folgt via 17-3: { }.cupx)(p) = U.
3: Aus 2 und
aus VS
folgt: {p} xXI=U.
1.3.Fall x Unmenge.
2: Aus 1.3.Fall“x Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen c): {}.cupx=0.
3: Aus 2 und
aus VS
folgt: 0(p) = {p} X1
4: Via 17-7 qilt: 0(p) = U.
5: Aus 3 und
aus 4
folgt: {p} xX1=U.

Ende Fal Iunterscheidung‘ In allen Fdllen gilt:

(p,  Menge) C{p} Czl= U).
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Beweis 300-1 g) @S gleich
1: Esgilt:

(p, x Menge) CL{p} Cxzl=U).

(p Cdom ({ }.cup-z)) LG F-ddm ({.}.cup_z)).

]Fallunterscheidung‘

2:

Aus 1.1_Fall“p Cdbm ({.}.cupx)”

folgt via 7-7:

: Aus 2“...(p, Q) I} .cupx”

4.1:

4.2:

folgt via 243-2:
Aus 3“...(p,®) I}...” und
aus 27-8(Def)“{} ={}”
folgt:

Aus 2 ... ((9,x),Q) Ccup”
folgt via 298-3:

- Aus 4.1%(p, ©) Ly ”

folgt via 27-10:

: Aus 4.2 und
aus 5
folgt:
: Aus 6“Q = {p} XTI’

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 7 und

. Via des bereits bewiesenen b) gilt:
10:

aus 2“...(p,Q) {T}.cupx”
folgt:

Aus 9 {.}.cup_x Funktion” und

aus 8% (p, {p} [x) [L}.cupx”
folgt via 18-20:

[@1: ((p, @) [LT}) LK, x), Q) [ciip).

p Cddm ({.}.cup-x).

Ql: (p, Q) [LI}.cupx.

(P, ®) .

Q=0 [x]

o = {p}.

Q={p} ]

(P. Q) = (p. {p} ).

(p, {p} [X) C{T}.cup-x.
{.}.cup_x Funktion.

({.}-cupx)(p) = {p} [
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Beweis 300-1 g) @S gleich (p, z Menge) Cdp} Czl= V).

|Fallunterscheidung]

p dbm ({.}.cup X).

2.1: Aus 1.2.Fall“p rdbm ({.}.cup_x)”
folgt via 17-4: {.}.cupx)(p) = U.

2.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt: dom ({.}.cup-x) = U.

3: Aus1.2.Fall und
aus 2.2
folgt: p Yl

4: Aus 3“p ru1”
folgt via 0-23: p Unmenge.

5: Aus 4 und
aus VS
folgt: {p} 1= U.

6: Aus 2.1 und
aus 5
folgt: ({-}-cup-x)(p) = {p} xI

Ende Fal Iunterscheidung‘ In beiden Fdllen gilt: ({.}.cup_z)(p) = {p} Lzl
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Beweis 300-1 h) VS gleich

1.1:
1.2:

1.3:
1.4:

2.1:

2.2:

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

Aus VS gleich “(p,q) CL}.cup_z”
folgt via 0-20:

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

Aus VS gleich “(p,q) CL}.cupz”
folgt via 9-15:

Aus 1.1“{ }.cup_z Funktion” und

aus VS gleich “(p,q) CLI}.cup_z”
folgt via 18-20:

Aus 1.2 und
aus 1.3
folgt:

- Aus 1.4%p Menge” und

aus 2.2%x Menge”

folgt via des bereits bewiesenen g):

- Aus 2.1 und

aus 3
folgt:

11

(p, q) LI}.cup_z.
{.}.cup_z Funktion.

08 {}cupx.
(z Unmenge) L ({k.cup_x =0).

p Menge.

q = ({.}-cup-z)(p)-

x Menge.

({.}-cup-z)(p) = {p} Lzl

q={p} [zl
0
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300-2. Falls p CzF¥ - also muss p im Speziellen eine Menge sein - und falls p 8 ¢
- hier kann ¢ eine Unmenge sein - dann folgt {p} Cz18 {¢} [zl

300-2(Satz)
a) Aus “p [z¥”und “p 8 q” folgt “{p} Cxd2 {q} CzT.
b) Aus “{p} I8 {q} LT folgt “p B q”.
c) Aus “p [z¥ " und “{p} Cxl= {¢} LT folgt “p=q”.

Beweis 300-2 a) VS gleich (p C=¥) L@ E q).
1: Es gilt: {p} L= {¢} () Cdp} LB {¢} (D).
|wiFal lunterscheidung |
1.1.Fall {p} 1= {q} <1
2.1: Aus VS gleich “p [xf...”
folgt via ElementAxiom: p Menge.
2.2: Aus VS gleich “p xF...”

folgt via 3-2: p rxi
3: Aus 2“p Menge”

folgt via 2-28: p b} X1
4: Aus 3 und

aus 1.1.Fall

folgt: p {4} [xI
5: Aus 4“p 4} XI” und

aus 2.2“p Ixr

folgt via 161-1: p CLG}.
6: Aus5“p (4}~

folgt via 1-6: p=q.
7: Esgqilt6“p=q”.

Es gilt VS gleich “...p8q”.

Ex falso quodlibet folgt: {r} X128 {q} 1

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fdllen gilt: {p} CxzI8 {¢} [zl




Mengenlehre #300 13

Beweis 300-2 b) VS gleich {p} CxIE {¢} [zl
1: Es gilt: (p=¢q) C@E Q).
| wiFal lunterscheidung
p=1
2: Ausl.1l.Fall“p=g”
folgt: {p} x1={q} 1

3: Esgilt 2« {p} 1= {q} XT".
Es gilt VS gleich “ {p} X128 {q} XT".
Ex falso quodlibet folgt: pEaq.

’Ende wfFal Iunterscheidung‘ In beiden Fdllen gilt: pEq.

c) VS gleich (p Cz¥) Cdp} Cal= {¢} [x).
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

((p Cz¥) CH E ¢)) TEA} 22 {q} [o).

2: Aus 1 und
aus VS
folgt: p=q.
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300-3. Da {.}.cup_z auf z€ injektiv ist, ist ({.}.cup_z)[E] eine Unmenge, wenn
E eine Unmenge mit £ [x9 ist.

300-3(Satz)
a) {}.cup_zx injektiv auf zC.

b) Aus “E Unmenge” und “E [z3”und “x Menge”
folgt “({.}.cup_x)[E] Unmenge” .

c) Aus “x Menge” folgt “({.}.cup_z)[z€] Unmenge”.
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Beweis 300-3 a)

15

1.1:

folgt via 0-20:

: Aus Themal“...a,y Xt~

folgt via ElementAxiom:

> Via 300-1 qilt:
> Via 300-1 gilt:
> Aus 1.1 und

aus 1.4
folgt:

> Aus Themal“(a,B)... C{}.cupx...

aus 1.3“{.}.cup_x Funktion”
folgt via 18-20:

> Aus Themal*...(y,B) ({}.cupx...”

aus 1.3“{.}.cup_x Funktion”
folgt via 18-20:

: Aus 1.2“a... Menge” und

aus 2.1“x Menge”
folgt via 300-1:

: Aus 1.2“...y Menge” und

aus 2.1“x Menge”
folgt via 300-1.:

: Aus 2.2 und

aus 2.3
folgt:

: Aus 3.1,

aus 3.2 und
aus 3.3
folgt:

- Aus VS gleich “...a... [xF” und

aus 4“{a} x1= {y} XTI’
folgt via 300-2:

(o, B), (v, B) T{Br.cupx) [(@,y CxF).
Aus Themal“...(y,B) C{I}.cupx.

08 {}.cupx.

a,y Menge.
{.}.cup_x Funktion.

(x Unmenge) L ({T.cup_x = 0).

X Menge.

und

B = ({.}.cupx)(a).

und

B = ({.}.cupx)(y).

({.}.cupx)(a) = {a} [x

({.}.cupx)(y) = {y} X

({-}.cupx)(a) = ({.}.cupx)(y).

{a} [x1={y} [xI

Ergp Themal:

[a] B3,y 1 (((o, B), (v, 8) CET}.cupx) A,y Cat)) [(ak= ).
Konsequenz via 299-1(Def):

{ }.cup_z injektiv auf z€.
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Beweis 300-3 b) VS gleich (£ Unmenge) C(X [x%) C(# Menge).
1.1: Via 300-1 gilt: {.}.cup_z Funktion.
1.2: Aus VS gleich “...x Menge”
folgt via 300-2 gilt: dom ({.}.cup_z) = U.
1.3: Via 0-18 gilt: E [
1.4: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {}.cup_z injektiv auf z€.
2: Aus VS gleich“...E [2%...” und
aus 1.3“F LUP
folgt via 2-12: FE x99 nU.
3: Aus 2 und
aus 1.3
folgt: E [z% ndom ({.}.cup_z).
4: Aus 1.1%“{.}.cup_r Funktion”,
aus 1.4“{}.cup_z injektiv auf 2,
uas 3“E [z% ndom ({.}.cup_z)” und
aus VS gleich “ £ Unmenge...”
folgt via 299-8: ({.}.cup_x)[E] Unmenge.
c) VS gleich x Menge.
1.1: Aus VS gleich “z Menge”
folgt via 3-6: % Unmenge.
1.2: Via 0-6 gilt: ¢ 9.
2: Aus 1.1“2¢ Unmenge”,

aus 1.2“2¢ Cz%” und
aus VS gleich “x Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): ({.}.cup_z)[z¢] Unmenge.

]
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300-4. Vorliegende Definition ebnet den Weg zu der Einsicht, dass U, \ U_14n
fur alle n NI nicht leer ist.

300-4(Definition)

300.00) ={w: (v CN) C(0 E Uy \U_140)}-
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300-5. Irgendwann nervt es, immer wieder 1+ (—1+n) = n fur naturliche Zahlen
n als Zwischenschritt in Induktions-Beweisen verifizieren zu mussen. Es ist Zeit,
diese Aussage an die Oberfldche zu holen. Andererseits ist 2+ (—1+2) =1+

universell verfligbar.

300-5(Satz)
a) “—1+ (1 +2x)=ua"genau dann, wenn “(xr Zahl) C{@d =U)".
b) “1+ (—1+x)=x"genau dann, wenn “(xr Zahl) C{d =U)".
) Aus “n CN folgt “1+ (=1+n)=n".

d)2+(—1+z)=1+uz.

Beweis 300-5 a) @s gleich -1+ (1+z) = =.
1: Via 95-6 gilt: (z Zahl) C(2 [A).
]Fallunterscheidung‘
x Zahl.
x [A
2: Aus 1.1.Fall“x rAr
folgt via 96-14: 1+x=U.
3: —1+@1+x)Z-1+U ="y,
4: Aus3“—=1+(1+x)=...=U” und
aus VS gleich “—1+ (1 +x) =x”
folgt: x=U
[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: (z Zahl) C(# = U).
a) @s gleich (x Zahl) (@ = V).
1: Aus VS gleich “(z Zahl) (& =U)”
folgt via FSAO: O+z=u.
2: 1+ Q+2) B (—1+D)+2 R0+ 20

3: Aus 2

folgt: -1+ (1+2z2)=u2.
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Beweis 300-5 b) @S gleich 1+ (—1+2)=uz.
Ir =1+ (@+a) 2 (1) +a 2 A+ () + 2 L+ (-1 + )
:1+(—1+:p)\§x.
2: Aus1“=1+(1+z)=...=2”
folgt via des bereits bewiesenen a): (x Zahl) (4 = V).
b) [[I1VS gleich (z Zahl) (@ = V).
1: Aus VS gleich “(z Zahl) C(# =U)”
folgt via des bereits bewiesenen a): —-1+(Q+2x)=
2: 1+ (-1+20) F A+ )+ F(ED + D+ () + A+ )
=—1+(1+x)—x.
3: Aus 2
folgt: 1+(—1+2x) ==z
c) VS gleich n NI
1: Aus VS gleich “n [CNI”
folgt via 159-11: n Zahl.
2: Aus 1“n Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen b): 1+(—1+n)=n
d)
1: 24+ (—1+2) 2+ (1)) +2 "L 145
2: Aus 1

folgt: 2+ (—1+zx)=1+rx.
O
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300-6. Fur die hier bengdtigten Aussagen reicht 296-12 nicht aus.

300-6(Satz)

Aus “n [N und “p 21 CUL\U_14n " und “p Menge”
folgt “{p} CxdUk+n \U,”.

Beweis 300-6 VS gleich (n ON) C(@ =1 UL\ U_1.n) C(d Menge).
1: Aus VS gleich “n [CNI”
folgt via 162-2: (n =0) (31 +n [CN).
’Fallunterscheidung‘
n=0.
2.1: Aus VS gleich “...p Menge”
folgt via 27-6: {p} kngitn.
2.2: Via 296-12 qilt: U1 \Ug = Usngitn.

2.3: Aus VS gleich “...x UL\ U—14n...” und
aus1.1.Fall“n=0"

folgt: X COh \U—1+9.
3.1: Aus?2.1und

aus 2.2

folgt: {p} UL\ Uo.
3.2: Aus 2.3“X [CUh\U_140”

folgt via 5-3: x [Cp.

4.1: Aus 3.1%“{p} U} \Up” und

aus +schola“1+0=1"

folgt: {p} .o \ Uo.
4.2: Aus 3.2“x [Tp” und

aus 240-2(RekParDef)“ Uy = {0}”

folgt: x {0}
5.1: Aus 4.1 und
aus 1.1_Fall
folgt: {p} T +n \ Upn.
5.2: Aus 4.2"x {0}~
folgt via 1-6: x=0.
6: {p} 0% {p} CO=" {p}.
7: Aus 6“{p} xI=...={p}” und
aus 5.1

folgt: {p} =AU} +n \ Up.
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Beweis 300-6 VS gleich (n CN) C(d

|Fallunterscheidung]

21

2 COh \U_1.,) [ Menge).

2: Aus VS gleich “n [NI...”
folgt via 300-5:

aus 2

4: Aus 1.2 Fall“—1+n [N,
aus 3“p IXICUL 4 (—1+n) \U—14+n 7 und
aus VS gleich “...p Menge”

3: Aus VS gleich “...p IXICOL\U_14n...” und

folgt: P IXICUL 4 (—14n) \U—14n.

folgt via 296-12: {p} CXICUb+ (—14n) \ Ui (—1+n)-
5: Via 300-5 gilt: 2+ (—1+n)=1+n.
6: Aus 4 und

aus 5

folgt: {p} EXICUh+n \Ug4(—1+n)-
7: Aus 6 und

aus 2

folgt: {p} =ICUh+n \Up.

—1+n [N

1+(—=1+n)=n.

Ende Fal Iunterscheidung‘ In beiden Fdllen gilt:

{p} CZ O \ Up.
O
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300-7. Uy \ U_14, ist fur alle n [N nichtleer.

300-7(Satz)

a) “‘p b :(w EN) LA E Uy \U_144)}”
genau dann, wenn “(p CN) [0 B Up \U_14p)”.

b) {w:(w [N) LAS Uy \U_1+0)} [NI
c) 0 b : (w [N) [LAE Uy \U_144)}).

d) Aus “n L3 (w [N) LA S Uy \U_144)})”
Jolgt “1+n X (w [N) LA E Uy \U_140)}) "

e) {w:(w [N) B U, \U_144¢)} =N.
) Aus “n LNV folgt “0 8 Uy \U_14n”.

{w: (w CN) {0 8 Uy \ U_144)} 300-4(Def)

Beweis 300-7 a) @s gleich p b (w N) [0 2 Uy, \U_144)}.
Aus VS
folgt: (p CN) @8 Up \U_14p).
a) @S gleich (p CN) (@ 8 Up \U_14p).
1: Aus VS gleich “p [CNI...”
folgt via ElementAxiom: p Menge.

22 Aus VS gleich “ (p CN) [0 & U\ U_14p)” und
aus 1“p Menge”

folgt: p b (w CN) CAE Uy, \U_144)}
b)
a b (w EN) LA 8 Uy \U_140)}-
Aus Themal“ o (b : (w CN) CAE Uy \U_14)}"
folgt: a [N
Ergo Themal: ol (o (b : (w CN) CAE Uy \U_144)}) C{adN).

Konsequenz via 0-2(Def): {w:(w N) CA@E U, \U_144,)} NI
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Beweis 300-7 ¢)
1.1: Via 1-5 gilt:

296—10(Def) 5-11

1.2: UQ\U,1+0 +s<£ola Uo\U,]_ Uo\o =

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

3: Via [schola gilt:

4: Aus 3“0 [CNI” und
aus 2“0 8 Up\U_14¢0”
folgt via des bereits bewiesenen a):

23

0 E {0}.

240—2(RekParDef)
Uo -

{0}.

08 Uy \U_140.
0 [N

0 b : (w [N) [ E Uy \U_140)}).
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Beweis 300-7 d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

2.3:

Mengenlehre #300

n b (w [N) LAE Uy \U_144)}).

Aus VS gleich “n [ : (w CN) [ E Uy \U_140)D) "

folgt:

Aus 1“n [NI...”
folgt via 159-10:

Aus 1“...0B8 Un \ U71+n ”
folgt via 0-20:

Aus 1“n [NI...”
folgt via 297-4:

D Aus 2.2“...Q CUL\U_14n"”

folgt via ElementAxiom:

> Aus 3“Q Menge”

folgt via 0-21:

Aus1“n [CNL...”,

aus 4“...o [QI”,

aus 2.2“...Q [CUL\U_14+n” und
aus 4“...® Menge...”

folgt via 300-6:

> Aus 5“{o} LA LU, \U,”

folgt via 0-20:

: Aus 6 und

aus 2.3
folgt:

 Aus2.1“1+n CNI” und

aus 70 8 Upn \U_1qaam) ™

folgt via des bereits bewiesenen a):

(n [N A E Un \U_14n).

1+n [N

[ (Q CUL\U_140).

=1+ (1+n)=n.

Q Menge.

[@]: (¢ Menge) (@ Q).

{0} [ [T \ Up.

0 g U1+n \Un.

O g U]_+n \ U_]_+(1+n).

1+n (4 (w CN) C{0 E Uy \U_140)}
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Beweis 300-7 e)
1.1: Via des bereits bewiesenen ¢) gilt: 0 [ : (w [CN) [0 E U, \U_140)}.
1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {w: (w CN) C(AE U,y,\U_14,)} [N

o b (w [N) [0 8 Uy \U_144)}-

Aus Themal.3*a [{b : (w CN) LA S Uy \U_144)}”
folgt via des bereits bewiesenen d):

1+a LW (w CN) LA E Uy \U_140)}-

ErgoThemal.3:

AlH‘ [al (o« W 1 (w CN) @ B Uy \U_144)})
COWo b (w N) CAOSE Uy \U_140)})”

2: Aus1.1%0 [ : (w CN) L E Uy \U_140)} ",
aus 1.2“{w : (w [N) (@ E U, \U_14,)} CNI’ und
aus Al gleich “ [al: (o (b : (w [CN) A B Uy, \U_144)})
LIk o LW : (w EN) [A@ B Uy, \U_144)})”
folgt via 236-5: {w:(w N [0 8 Uy \U_144)} = N.

T) VS gleich n NI

1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

{w:(w CN) A E Uy \U_144)} =N.

2: Aus VS und

aus 1

folgt: n b : (w CN) [ E Uy \U_140)}.
3: Aus 2

folgt: 0B U, \U_14n.

]
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300-8. Interessanter Weise ist auch Vorliegendes bislang nicht bewiesen worden.

300-8(Satz)
Aus “n LN folgt “1<1+n CN".

Beweis 300-8 VS gleich
1.1: Aus VS gleich “n [CNI”

folgt via 159-10:

1.2: Via [schola gilt:

2: Aus1.2“1 Z1” und
aus VS gleich “n NI

folgt via 166-2:

n [N

1+n [N

104

1<1+n
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300-9. Es ist gelegentlich hilfreich, die Aussage 1 < n [NIdquivalent formulieren

zu konnen.

300-9(Satz) Die Aussagen 1), k1), 1i1), 1V) sind dquivalent:
1) 1=n [N

i) 0 <n N

iii) 08n [N

iv) QL (Q [CN) C(d=1+Q).

<-Notation.

Beweis 300-9 || 1) L[11d|| VS gleich l1<n [N
1.1: Aus VS

folgt: n
1.2: Via <schola gilt: 0<1.

2: Aus1.2“0<1” und

aus VS gleich “1<n...”

folgt via 107-8: 0<n
[ii) Caid)] vs gleich 0<n [N
1.1: Aus VS

folgt: n [N
1.2: AusVSgleich“0<n...”

folgt via 41-3: 0En
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Beweis 300-9 VS gleich
1.1: Aus VS

folgt:

1.2: Aus VS gleich “...n [NI”
folgt via 162-2:

2: Aus 1.2 und
aus VS gleich “08n...”
folgt:

3: Aus 2“—-1+n [NI”
folgt:

4.1: Aus 3
folgt:

4.2: Aus VS gleich “...n NI
folgt via 300-5:

6: Aus 3“[Ql..”",
aus 3“...Q [CNI” und
aus 5“n=...=1+Q”
folgt:

liv) )| VS gleich

1: Aus VS gleich “...Q [NI...”
folgt via 300-8:

2: Aus 1und
aus VS gleich “...n=1+Q"”
folgt:

Mengenlehre #300

08n LN

n LN

(n =0) (31 +n [CN).

—1+n [N

[Q: (Q = —1+n) (@ [N).

Q=-1+n.

1+ (=1+n)=n.

nZl+(-1+n)E1+0.

[Q: (Q CN) [ =1+ Q).

[Q: (Q [N) [{d =1+ Q).

1<1+Q [N

1<=n [N
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300-10. Mit dem vorliegenden Resultat wird zundchst ein wichtiger Beweisschrit
fur die Verifikation, dass Uy+n \ U, flr jedes n [N eine Unmenge ist, vorweg-
genommen. Wie in 240-9 gesagt, ist U, fir 1 < n [N eine Unmenge. Nun
wird fest gestellt, dass auch Uy, \ Uy, n [N, eine Unmenge ist. Damit ist der
Nachweis erbracht, dass die Di [erenzklasse zweier Unmengen eine Unmenge sein
kann. Interessanter Weise ist hier kein Induktions-Beweis notwendig.

300-10(Satz)

a) Aus “n NI folgt “0 [U}+n \U,”.

b) Aus “n [(N”und “x CURL\U_14,”
folgt “({.}.cup_z)[z¢] CUden \ U, ”.

c) Aus “n [N folgt “Uien \ Uy Unmenge”.

d) Aus “1<n [N folgt “Uyn \U_14n Unmenge”.

Beweis 300-10 a) VS gleich n NI

1: Aus VS gleich “n [CNI”
folgt via 240-5: 0 [},

2: Aus 1“0 [LU}L”
folgt via 5-4: 0 [J+n \ Up.
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Beweis 300-10 b) VS gleich

Mengenlehre #300

(n CN) C(dt CURL\NU_14p).

2: Aus Themal“a C{.}.cup-x)[xC]”

o Cd.}.cupx)[xC].

folgt via 8-7: Q5 (Q xF) C({Q, o) CLI}.cup-x).
3.1: Aus2“...Q [xt...”

folgt via ElementAxiom: Q Menge.
3.2: Aus2“...Q [xF...”

folgt via 3-2: Q rxi
3.3: Aus 2“...(Q,a) T} .cupx”

folgt via 300-1:

4: Aus VS gleich “n [CN...",

aus 3.2“Q rx1,

aus VS gleich “...x O, \U—_141” und
aus 3.1“Q Menge”

folgt via 300-6:

5: Aus 3.3 und

aus 4
folgt:

{Q} X1+, \ Up.

a={Q} xi

o [(Jh4+n \ Un.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
c) VS gleich

1:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “n [CNI”
folgt via 300-7:

D Aus 1“0 8 Un \U 14 ”

folgt via 0-20:

Aus 2*...Q [CUL\U_1.n”
folgt via ElementAxiom:

Aus VS gleich “n [CNI” und
aus 2*...Q [CUL\U_14p”
folgt via des bereits bewiesenen b):

> Aus 3.1“Q Menge”

folgt via 300-3:

> Aus 4“ ({.}.cup_Q)[Q€] Unmenge” und

aus 3.2 ({ }.cup_Q)[Q°] [Ud:n \U,”
folgt via 0-7:

[od: (o T }.cup-z)[z€]) C(allUl+n \Up).

({}.cup_z)[z°] CUden \ Up.
n [N

0 g Un \ U71+n.

[QI: Q CUKL\U_14n.

Q Menge.

({}-cup-Q)[Q°] [Udn \ Uy

({.}.cup_Q)[Q€] Unmenge.

Ui+n \ Uy Unmenge.
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Beweis 300-10 d) VS gleich l1<n [N
1: Aus VS gleich “1<=n [CNI”
folgt via 300-9: [QI: (Q [N) [(d =1+Q).
2.1 Aus1“...Q [(N...”
folgt via 297-4: -1+(1+Q)=Q.
2.2 Aus1“...Q [N...”
folgt via des bereits bewiesenen c): Ui+o \ Ug Unmenge.
2.3: Aus 1l
folgt: n=1+Q.
3: Un \U_14n 2 Upio \U 1440y = Usea \ Ua.
4: Aus 3“Us\U_14n=...=Uiz0\Ug” und
aus 2.2
folgt: Un \U_14n Unmenge.

]
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Mengen . x Injektiv, wenn z eine sse_Kette injektiver Klassen ist.
[ —unktion, wenn x eine sse_Kette von Funktionen ist.
x Bijektion, wenn z eine sse_Kette von Bijektionen ist.

Ersterstellung: 02/07/14 Letzte Anderung: 02/07/14

301-1. Die generelle Frage der Fortsetzung von injektiven Mengen zu einer um-
fassenderen injektiven Menge erfahrt durch vorliegendes Resultat neue Belebung.
Die Voraussetzung “ [adf [Cd : (o« CB) (B [a) ist unschwer als “z ist
sse_Kette” erkennbar.

301-1(Satz) Es gelte:
) [k (o Cz) Cl{alinjektiv).
=) p (o, 8 L) [((d L) LE La)).
Dann folgt * T injehtiv”.
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Beweis 301-1
L1
(7:0) (¢,6) T,
L]
2.1: Aus VS gleich “(v,9)... 1z~
folgt via 1-12: [Ql: (v,9) [zl
: L]
2.2: Aus VS gleich “...(¢,0) [(1x”
folgt via 1-12: [DI: (e, 9) [zl
3.1: Aus 2.1*...Q [zI’" und
aus -)“ [al: (o Cx) C{adinjektiv)”
folgt: Q injektiv.
3.2: Aus 2.2...® [zI’" und
aus -)“ [al: (o Cx) C{adinjektiv)”
folgt: ® injektiv.
4: Aus 2.1*...Q [P und

aus 2.2“...® [z’ und

aus -)“ [l : (o, f Lz) (A LF) L@ La))”
folgt: (Q @) (@ [Q).

]Fallunterscheidung‘

33
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Beweis 301-1

1
(7,9), (e,0) T

Fallunterscheidung]

Q rol

5: Aus 2.1“...(y,9) [(Q...” und
aus4_.1_Fall“Q Cor
folgt via 0-4: (y,0) @

6: Aus 3.2“® injektiv”,

aus 5“(y,6) @) und
aus 2.2“...(C?d) @...”

folgt via 8-1(Def): y=04
4.2.Fall 0N O]

5: Aus 2.2“...(Ld) CA...” und
aus 4.2.Fall“o CQr
folgt via 0-4: (CH) AL

6: Aus 3.1“Q injektiv”,
aus 2.1“...(y,9) ...” und
aus 5“ (Cd) O~

folgt via 8-1(Def): y=04
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: v =e.
L1
Ergo Themal: o, € - ((7,9), (,0) [1x) (v e)
L1
Konsequenz via 8-1(Def): x Injektiv.

[]
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301-2. Die generelle Frage der Fortsetzung von Mengen, die Funktionen sind, zu
einer umfassenderen Funktion erfahrt durch vorliegendes Resultat neue Belebung.
Die Voraussetzung “ [adp [Cd : (o« [B) (B [a) ist unschwer als *“x ist
sse_Kette” erkennbar.

301-2(Satz) Es gelte:

_) [l (o CZ) C{adFunktion).

=) Laf:(o,f L) L LE) LF La)).
Dann folgt * 7 Funktion”.

Beweis 301-2

Themal.l [zl
o

2: Aus Themal.l*~ [zF’ und
aus -)“ [al: (o« Cx) [C(adFunktion)”

folgt: ~ Funktion.
3: Aus 2~ Funktion”
folgt via 18-18(Def): ~ Relation.
Ergo Themal.l: [~I (v Cz) C(«IRelation).

Konsequenz via 10-9: Al™*  z Relation”
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Beweis 301-2
L1
Themal.2 (7,6), (v,¢) 1.
. L]
2.1: Aus VS gleich “(~v,6)... [1z”
folgt via 1-12: [Ql: (v,9) [l

. L]
2.2: Aus VS gleich “...(y,¢) [1z”
folgt via 1-12: [DI: (v,¢€) [l

3.1: Aus2.1*“...Q [z’ und

aus )" Lal: (o Cz) [C(adFunktion)”
folgt: Q Funktion.

3.2: Aus2.2“...® [zI" und

aus -)“ Lal: (o Cz) [C{alFunktion)”
folgt: ® Funktion.

4: Aus 2.1“...Q [z’ und
aus 2.2“...® [xI" und
aus -)“[alfB:(a,8 Cx) C((d CB) (@ La))”
folgt: (Q @) (@ Q).

]Falluntersoheidung‘
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Beweis 301-2
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Themal.?2

Fallunterscheidung]

L1
(7,0), (v, €) Lz,

aus 4_.1_Fall“Q Cor
folgt via 0-4:

6: Aus 3.2“® Funktion”,
aus 5“(y,6) @) und

folgt via 18-18(Def):

5: Aus 2.1%...(y,5) [Q...”

aus 2.2%...(y, NC@...”

Q D]

und

(v,3) [

aus 4.2.Fall“o CQr
folgt via 0-4:

6: Aus 3.1“Q Funktion”,

aus 5 (y, D1 <1~
folgt via 18-18(Def):

5: Aus 2.2“...(y,D1C4@...”

aus 2.1%...(y,8) [Q...”

o Q]

und
((Zenmes

und

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: d=c¢

Ergo Themal.2:

H 1
AZH‘ [0, ¢ : ((7,0), (7,€) C1z) C@EE€)”

1
1.3: Aus Al gleich “ z Relation” und

aus A2 gleich “ []4, e : ((,6), (7, ¢€) I:Ix) C(OEe”

folgt via 18-18(Def):

1 ]
x Funktion.

]
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301-3. Wenn unter den Voraussetzungen und mi@p Notationen von 301-2 ein
p Cdom f mit f Czlvorliegt, dann gilt f(p) = ( x)(p).

301-3(Satz) Es gelte:
-) [l (o« Cx) C{adFunktion).
=) Ladf: (o, f L) L{d LE) (B La)).
=) p Cdém f.
=) f [zl

L1
Dann folgt “f(p) = ( x)(p)”

Beweis 301-3

1.1: Aus -)“f [zF und
aus VS gleich “ [al: (o« ) [C(adFunktion)”
folgt: f Funktion.

1.2: Aus -)“ [al: (o« Cx) [(adFunktion)” und

aus ~)* [l : (o, f () (@ CB) (B Ca))” 1
folgt via 301-2: x Funktion.

2: Aus 1.2“ f Funktion” und
aus —)“p LCdém f”

folgt via 18-22: (. f(p)) LA
3: Aus 2“(p, f(p)) TJT” und

aus -)“ f LxzP 1

folgt via 1-12: (p, f(p)) Cx.

1 )
4: Ausl.2“ =« Funl@” und

aus 3“(p, f(p)) C1x” 1
folgt via 18-20: f) = 2)(p).

]
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301-4. Wenn untﬁpn Voraussetzungen und mit den Notationen von 301-2 ein
plm_itlp [Cdbm( x) betrachtet wird, dann gibt es ein(e Funktion) Q [Cal mit

( 2)®) =Q@®.

301-4(Satz) Es gelte:
=) [l (o Cx) C{adFunktion).
=) (o, f L) LA L5 LG Lo)).
1
=) p Cddbm( ).
—1
Dann folgt “IQ: (Q Cz) T x)(p) = Q(p))”.

Beweis 301-4

1: Aus -)“ [al: (o« Cz) [C(adFunktion)” und

aus —)* [alB: (o, 8 () (@ CB) (@ Ca))” —
folgt via 301-2: x Funktion.

1 ]
2: Aus1“ =z Funkthﬁlund
aus -»)“p Cdom( =x)” ] 1
folgt via 18-22: (p,( x)(p)) Cdx.

—1 L]
3: Aus 2“(p,( z)(p)) C1z” 1
folgt via 1-12: [Ql: (p,( z)(p)) [l

4: Aus 3“...Q [z’ und

aus -)“ Lol (« ) [(alFunktion)”
folgt: Q Funktion.

5: Aus 4“Q Funlﬁtiinl” und
aus 3“...(p,( =)(p)) Q...” 1
folgt via 18-20: ( 2)( = Q).

6: Aus 3“ %Q 2P’ und
asu 5“( 2)(p)=Q(p)” -
folgt: [Q:(Q ) @ =)(p) =Q(p)).

]
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301-5. Aussagen 301-1,2 lassen sich zu einer Aussage Uber Bijektionen kombi-
nieren.

301-5(Satz) Es gelte:

) [ (o CZ) C{alBijektion).

=) p (o, 8 L) [((d LB LE La)).
Dann folgt * T Bijektion”.

Beweis 301-5

y [

2: Aus Themal.l1l“~ [z’ und
aus -)“ [al: (o Cx) [C(aldBijektion)”

folgt: ~ Bijektion.
3: Aus 2“~ Bijektion”
folgt via 22-4: ~ Funktion.
[
Ergo Themal.l: AlH‘ I (v Cx) C(adFunktion)”
Themal.?2 ~v [l

2: Aus Themal.2*~ [P’ und

aus -)“ [al: (o Cxz) [C(adBijektion)”

folgt: ~ Bijektion.
3: Aus 2“~ Bijektion”

folgt via 22-4. ~ injektiv.

=
Ergo Themal.2: AZE‘ [vL (v Cz) C(ydinjektiv)”
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Beweis 301-5

1.3: Aus Al gleich “ o1 (v Cx) [(adFunktion)” und
aus -)“ [alf: (o, 0 L) LA LB LF La))”

4 1] .
folgt via 301-2: x Funktion.
1.4: Aus A2 gleich “ oI (v [Cx) [(~dinjektiv)” und
aus -)“[alf : (o, [2) (@ CH) L(F Ca))” -
folgt via 301-1: x Injektiv.

1 .
2. Aus1.3“ I—d_fLLII:unkan ” und
aus 1.4z injektiv” 1
folgt via 22-4: x Bijektion.

]
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Mengenlehre: ¢_M _., ¢-rekursiv (mit Startwert {(p, ¢)}).

Ersterstellung: 02/07/14 Letzte Anderung: 02/07/14

302-1. Hier wird der abstrakte Grundstein zur Betrachtung “ rekursiv definierter
Klassen™ gelegt.

302-1(Definition)

1) “Rist c.M _., ¢-rekursiv” genau dann, wenn gilt:

Lal B, 7,0 : (((«, B), (v, 0) LH) LUc, o),~) L))
[ ((3,9) Lg).
2) “Rist c.M_., p-rekursiv mit Startwert (p, q)”

genau dann, wenn gilt:

el) R ist c_M_., ¢-rekursiv.
e2) (p,q) CA
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302-2. Ohne viel Federlesens wird die *“ maximale Fortsetzbarkeit” von ¢_M _., ¢-

rekursivem R vorbereitet.

302-2(Satz) Es gelte:
=) [al (o Cx) C{alist c.M _., ¢-rekursiv).

=) [a]fi(e,f L) L4 LE) L La)).
Dann folgt “ I%st c_M_., p—rekursiv” .

Beweis 302-2
L1
((6,€), (&, ) CIx) [, 8), &) CM).

L1
2.1: Aus Themal“(d,¢)... Cd1x...”

folgt via 1-12: [Ql: (0, ¢€) [l

L1
2.2: Aus Themal®...(&,n) Cdx”

folgt via 1-12: [@I: (&, 7n) [l

3.1: Aus 2.1*...Q [P und
aus -)“ [al: (o ) C{alist c_M _., p-rekursiv) ”

folgt: Q ist c_M _—, ¢-rekursiv.

3.2: Aus 2.2*...® [zI" und
aus -)“ [al: (o ) C{alist c_M _., p-rekursiv) ”

folgt: ® ist c. M _—, ¢-rekursiv.

4: Aus 2.1“...Q [zI" und
aus 2.2“...® [z’ und

aus -)“ [a]f: (o, f [z) LUd L) LG La))”

folgt: (Q [@) (@ [Q).

]Fallunterscheidung‘
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Beweis 302-2
L1
((0,6), (€, n) T1z) {Uc, 0), &) LM).
Fallunterscheidung]
4_1.Fall Q @]

5: Aus 2.1*...(5,DICQA...” und

aus 4.1_Fall“Q C@r

folgt via 0-4: (o, DIl
6: Aus 3.2“® ist c_.M_., @-rekursiv”,

aus 5“ (8, D1 D,

aus 2.2“...(&n) @...” und

aus Themal“...((c,d),§) (M~

folgt via 302-1(Def): (Ch) Cal

4.2.Fall o

5: Aus 2.2“...(&n) C@...” und

aus 4.2_Fall“o CQr

folgt via 0-4: &n)
6: Aus 3.1“Q ist c.M_., @-rekursiv”’,

aus 2.1“...(6,nCQ...",

aus 5“(&,n) <I” und

aus Themal®“...((c,d),§) (M~

folgt via 302-1(Def): (C1h) Cal

]Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: (e,6) Al

Ergo Themal:

Konsequenz via 302-1(Def):

L1
Lale, & n 2 (((0;€), (5, n) Ldx) LUc,0),§) L)) L{dn) Li)

1 .
x Ist c_.M _., ¢-rekursiv.
O
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302-3. Es ist auch eine “Version mit Startwert” von 302-2 verfligbar.

302-3(Satz) FEs gelte:

-) 0B z.
=) [al (o Cx) C{aldist c.M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)).

=) ] i(e,f L) L4 LE) LHE [a)).
1
Dann folgt “  x ist c_M _., p—rekursiv mit Startwert (p,q)” .

Beweis 302-3

1:

Aus -)“ [al: (o Cx) C(adist c.M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q))”
folgt via 302-1(Def): Lol (o Cx) C(adist c_M _., ¢-rekursiv ).

> Aus 1% [al: (o ) C(adist ¢ M ., ¢-rekursiv )™ und

aus ~)“ [@f : (o, f [ (@ CA) @ Ca))j—
folgt via 302-2: x Ist c_.M _., ¢-rekursiv.

D Aus )08

folgt via 0-20: [Ql: Q [zl

: Aus 3“...Q [z’ und

aus -)“ [al: (o« C) C(aldist c.M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q¢))”
folgt: Q ist ¢c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p, q).

o Aus 4 Q ist ¢c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p, q)”

folgt via 302-1(Def): (p,q) QA

> Aus 5% (p,q) CI” und

asu 3“...Q [zP 1
folgt via 1-12: (p,q) [ 1x.

L] .
: Aus 2¥  zxist %.ﬁ-rekursw” und

aus 6“ (p,q) 12~ 1
folgt via 302-1(Def): x Ist c_.M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

]
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302-4. Es gibt “ Uiblicher Weise” sehr viele, auch: *“exotische”, c_M _., ¢p-rekursive
Klassen (mit Startwert (p, ¢)). Hiervon soll Vorliegendes einen Eindruck vermit-
teln.

302-4(Satz)
a) 0 ist c_M_., ¢p-rekursiv.
b) Aus “x [CRlist c_M _., ¢-rekursiv” folgt “x ist c_M _., p-rekursiv”.
c) Aus “(dom R) n (ran(dom M)) = 07 folgt “R ist c_M _., ¢p-rekursiv” .
d) Aus “(domR) n (ran M) = 07 folgt “R ist c_M _., p-rekursiv”.
e) Aus “((c,p),p) [EM” folgt “{(p,q)} ist c-M ., p-rekursiv”.

) Aus “p,q Menge” und “((c,p),p) [ M”
folgt “{(p, @)} ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

9) Aus “(p,q) Caxl CRlist c_M _., p-rekursiv”
folgt “x ist c_M _., ¢p-rekursiv mit Startwert (p,q)”.

h) Aus “(p,q) A" und “(dom R) n (ran (dom M)) = 0"
folgt “R ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

i) Aus “(p,q) CRA”und “(domR) n (ran M) =0"
folgt “R ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

Beweis 302-4 a)

(o, ), (7,0) [Q) Lc, ), ) CM).
Es gilt Themal® («, 8) ... QT .

Via 0-19 gilt “ (o, 8) [OT.

Ex falso quodlibet folgt: (B,6) Lal

Ergo Themal: [alf,v,0: (((«, B), (v, 0) LO) L{(c, @), ) L)) LL((A,0) Lg).
Konsequenz via 302-1(Def): 0 ist c_M _., ¢-rekursiv.
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Beweis 302-4 b) VS gleich x [CRIlist ¢c.M _., ¢-rekursiv.
((a, 8), (7,0) [z) e, @), ) LM).

2: Aus Themal“ (a, ), (v,0) [zl ..” und
aus VS gleich “z [CRl..”

folgt via 0-6: (o, 8), (v,0) LA

3: Aus VS gleich “... R ist c_M _., ¢-rekursiv ™,
aus 2“ («, 5), (v,9) CA” und

aus VS gleich “... ((¢,a),~) Cal’
folgt via 302-1(Def): (B,6) Lal

Ergo Themal: [alfs,v,6 : (((«, 5), (7,9) [x) Lll(c, @), v) L)) LL((A,0) Lg).
Konsequenz via 302-1(Def): x ist c_M _., ¢-rekursiv.
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Beweis 302-4 c) VS gleich (dom R) n (ran (dom M)) = 0.
(@, ), (7,6) CH) CUe, a),7) ).
2.1: Aus Themal“(«,5)... CA...”
folgt via 7-5: o [Cdom R.

2.2: Aus Themal“...((c,a),y) CM”
folgt via 7-5: (¢, ) Cddm M.

3: Aus 2.2 (¢, ) Cddm M
folgt via 7-5: « [rdn (dom M).

4: Aus 2.1%« Cddbm R” und
aus 3“« [rdn (dom M) ”

folgt via 2-2: a [(dom R) n (ran (dom MM)).
5: Aus 4 und

aus VS

folgt: o [0l

6: Esgilt 5« [OT.
Via 0-19 gilt “« [OT.
Ex falso quodlibet folgt (B,6) Lal

Ergo Themal: [alf,~,0: (((or, ), (7,9) Lz} [{U(c, o), ) M) LL((A,0) ).
Konsequenz via 302-1(Def): x ist c_.M _., ¢-rekursiv.
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Beweis 302-4 d) VS gleich (dom R) n (ran M) = 0.
(@, ), (7,6) CH) CUe, a),7) ).
2.1: Aus Themal“(v,0) CA...”
folgt via 7-5: ~ [ddém R.

2.2: Aus Themal“...((c,a),y) CM”
folgt via 7-5: ~ Crdn M.

3: Aus 2.1*~ [Cddm R” und
aus 2.2y LrAnM”

folgt via 2-2: ~ [(dom R) n (ran M).
4: Aus 3 und

aus VS

folgt: ~ [0l

5: Esgilt 4“~ [OT.
Via 0-19 gilt “~ [OT.
Ex falso quodlibet folgt (B,6) Lal

Ergo Themal: [alf,~,0: (((«er, 5), (7,9) Lz} e, o), v) M) LL((A,6) ).
Konsequenz via 302-1(Def): x ist c_.M _., ¢-rekursiv.
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Beweis 302-4 e) VS gleich ((¢,p),p) M.
((a, ), (v,0) Lp; 9)}) Ll(c, o), ) LM).
2.1: Aus Themal“ («, 5), (v,0) Cp,¢)}...”
folgt via 1-6: (o, B), (7,9) = (p, Q).
2.2: Aus Themal“ («, 5), (v,0) Cp,¢)}...”
folgt via ElementAxiom: (o, B), (v,9) Menge.

3.1: Aus 2.1%(, B) ... = (p,q¢)” und
aus 2.2 (a, 5) ... Menge”
folgt via IGP: o

Il
=

3.2: Aus 2.1%...(v,9) = (p,q¢)” und
aus 2.2“...(v,9) Menge”
folgt via IGP: y

Il
=

4: Aus3.1"a=p”
folgt via PaarAxiom I: (c,a) = (¢, p).

5: Aus 4“(c,a) = (¢,p)” und
aus 3.2“y=p”
folgt via PaarAxiom I: ((c,@),v) = (¢, p), p)-

6: Aus 5 und
aus Themal“...((c,a),y) CM”

folgt: ((c,p),p) LM.

7: Es gilt 6 ((c, p), p) T .

Es gilt VS gleich “ ((¢,p),p) M ™.
Ex falso quodlibet folgt (B,6) Lal

Ergo Themal:
Lad 3,7, 0 : (((a, B), (v, 0) Lp, 9)}) Lllc, @), 7) LM)) L((A,0) Lg).

Konsequenz via 302-1(Def): {(p, @)} ist c_M _., p-rekursiv.
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Beweis 302-4 ) VS gleich (p,q Menge) CL({c, p),p) [M).
1.1: Aus VS gleich “p, g Menge...”

folgt via PaarAxiom I: (p, @) Menge.
1.2: Aus VS gleich “...((¢,p),p) M ”

folgt via des bereits bewiesenen e): {(p, )} ist c_M _., p-rekursiv.

2: Aus 1.1 (p,q) Menge”
folgt via 1-3: (r,9) L, 9)}-

3: Aus 1.2*{(p,q)} ist c_.M _., ¢-rekursiv” und

aus 2“ (p,q) Lp, 9)}”
folgt via 302-1(Def):  {(p,q)} ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p, q).

g) VS gleich (p,q) Lzl CRIlist ¢c_M ., ¢-rekursiv.

1: Aus VS gleich “...z [CRlist ¢c_M _., ¢-rekursiv”
folgt via des bereits bewiesenen b): x ist c_M _., ¢-rekursiv.

2: Aus VS gleich “(p,q) Cxl..” und
aus 1“z ist c_M _., p-rekursiv”
folgt via 302-1(Def): x ist c_.M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

h) VS gleich ((p,q) CA) CL(dom R) n (ran (dom M)) = 0).

1: Aus VS gleich “...(dom R) n (ran(dom M)) =0"
folgt via des bereits bewiesenen c): R ist c_M _., ¢-rekursiv.

2- Aus VS gleich “(p,q) CA...” und
aus 1* R ist ¢_M _., ¢-rekursiv”
folgt via 302-1(Def): R ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

i) VS gleich ((p, q) CR) C(om R) n (ran M) = 0).

1: Aus VS gleich “...(domR) n (ranM) =0"
folgt via des bereits bewiesenen d): R ist c_M _., ¢-rekursiv.

2: Aus VS gleich “(p,q) CA...” und
aus 1“ R ist c.M _., ¢-rekursiv”
folgt via 302-1(Def): R ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

[]
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302-5. Anhand der Impressionen von 302-4 erscheint es wenig zielfuhrend allge-
mein nach *“ C=mbximalen” c_M _., ¢-rekursiven Klassen zu suchen. Wird jedoch
die Klasse der in Frage kommenden c_M _., ¢-rekursiven Klassen - eigentlich: Men-
gen - eingeschrankt, so ist die Ausgangslage Uberschaubarer.

302-5(Definition)

1) 302.0(z,y, z,u) ={w: (wist x_y_., z-rekursiv}) [{d [Cw)}.

2) 302.1(x,y, z,u,v)
={w: (wist z_y_., z-rekursiv}) C{ CwlCow)}.
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302-6. Entweder ich habe etwas Uibersehen oder Vorliegendes ist tatsdchlich noch
nicht in Suite | bewiesen worden.

302-6(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
-) sse InklusionsRelation in z.
... sind die Aussagen 1), I1) dquivalent:

1) K ist sse_Kette.

i) “K [2dund “Ladf: (o, CH) LA CB) [(# Ca))”.

Beweis 302-6 || 1) [11) || VS gleich K ist sse_Kette.

1: Aus -)“sse InklusionsRelation in z”
folgt via 68-6: sse ist antiSymmetrische Halbordnung in z.

2: Aus 1“ sse ist antiSymmetrische Halbordnung in z”
folgt via 30-79(Def): sse Relation in z.

3: Aus 2“ sse Relation in z” und
aus VS gleich “ K ist sse_Kette”

folgt via 34-4: K =1
a,f CH.

5: Aus VS gleich “ K ist sse_Kette” und
aus Themad“ o, g CH”
folgt via 30-68(Def): (a_sse_B) [(B_sse_a).

6: Aus -)“sse InklusionsRelation in z” und

aus 5“ (a_sse_f) [{B_sse_a)”
folgt via 68-4: (o CB) (B Ca).

Ergo Themad: L] (o, f LH) L({d LE) (B [a))
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VS gleich (K LA L]S: (o, 5 LH) LA LE) LF La))).
7.6 CA.

2.1: Aus Themal*~,s K™ und
aus VS gleich “ K [=1..”
folgt via 0-4:

2.2: Aus Themal“~,s K™ und
aus VS gleich “... [ B : (o, 5 [CH)

v,0 [zl

folgt:

aus 2.2 (v I (A ) und
aus 2.1“~,0 [zI

[L{d L5 L@ L))"

3: Aus -)*“sse InklusionsRelation in 2™,

(v Lo L LA

folgt via 68-4: (y_sse_d) [(A_sse_).
Ergo Themal: [~]0 : (v, 0 CH) C((A.ssed) C(A_sse_gmm)).

Konsequenz via 30-68(Def):

K ist sse_Kette.
Il
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302-7(AC). Ist u eine Menge, so gibt es in {w : (w ist z_y_., z-rekursiv}) (& 1
u)} ein *“ [=mhkximales Element”.

302-7(AC)(Satz)

Aus “u Menge” folgt “IQl: (Q ist c.M _., ¢p-rekursiv) (R [Cu)
LB ((« ist c-M _., p-rekursiv) C{Q CallCw)) C(al= Q))”.

Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [{d )} 302-5(Def)

o [ (wist c_M_., ¢-rekursiv}y) [{d )}
Aus Themal.l* o [{b : (w ist c.M _., p-rekursiv}) [(d Cu)}”
folgt: o Cal

Ergo Themal.l:

ol (o (b : (wist c M _., p-rekursiv}) [{d Cuw)}) C(ad )

o
Konsequenz via 0-29: Alg‘ {w: (wist c.M _., ¢-rekursiv}) (@ Cu)} CPLu)”

1.2: Aus VS gleich “u Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P (u) Menge.

2: Aus Al gleich “{w : (w ist c_M _., p-rekursiv}) [{d )} CPIu)” und
aus 1.2 P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

AZE‘ {w: (wist c_M_., p-rekursiv}) [{d L)} Menge”

3: Via 68-2:
[P1: W InklusionsRelation in {w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv}) [{d [Cw)}.
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Beweis 302-7(AC) VS gleich

5.2:

6.1:

6.2:

7.1:

7.2:

Thema4.1 « ist W_Kette.

5.1:

Aus 3“ ... W InklusionsRelation in

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) C(d )}’ und
aus Themad .1“ o ist W_Kette”

folgt via 302-6:
a [d: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) (b [}

Aus 3“ ... W InklusionsRelation in

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [(d )}’ und
aus Thema4.1“ « ist W_Kette”

folgt via 302-6:
[Bly: (8, La) (@A L) LE LA)).
Aus 5.1%a [{d: (w ist c_M _., p-rekursiv})

[ [} und
aus A2 gleich “{w : (w ist c_.M _., ¢p-rekursiv})

[{d L)} Menge™
folgt via TeilMengenAxiom: « Menge.
Aus 5.1%a [{d : (wist c_M _., ¢-rekursiv})

[(d L)} und
aus Al gleich “{w : (w ist c_.M _., ¢-rekursiv})

L L)} CPTw)”
folgt via 0-6: a [CPTu).
Aus 6.1“ﬂenge” -
folgt via Axiom: a Menge.
Aus 6.2%a [Plu)” .

folgt via 1-19: a [l

u Menge.
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Beweis 302-7(AC) VS gleich

10: Aus 9
folgt:

9: Aus Thema8.1“9 [al” und
aus 5.1%a [Ld : (w ist c.M _., p-rekursiv})

folgt via 0-4:
60 b : (wist c_M_., ¢-rekursiv}) (& ]

Thema4.1 « ist W_Kette.
Thema8.1 0 Cal

[ Cay

 ist c_.M _., ¢-rekursiv.

Ergo Thema8.1:

A3E‘ [0t (6 Ca) [ (adst c.M_., p-rekursiv)”

8.2: Aus A3 gleich “ [A1 (6§ Ca)

[ (adst c_M _., ¢-rekursiv)” und

aus 5.2 [Aly: (B,y La) LA ERx LE LA)”

folgt via 302-2: a ISt c_M _., ¢-rekursiv.
9: Aus 8.2% ist c_.M _., ¢-rekursiv”,

aus 7.2% CuT und

aus 7.1 Menge

folgt: a b : (wist c.M_., ¢-rekursiv}) (W [}

Ergo Thema4.1:

57

u Menge.

A4E‘ [al: (« ist LIJ,Ke%
[C(Jo [ : (wist .M _., ¢-rekursivy) [ Cu)})”
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Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

4.2: Aus 3*... ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist ¢c_M _., ¢-rekursiv})
@ cay”,
aus 2“{w : (wist c_.M_., ¢-rekursiv}) [C(d [Cu)} Menge” und
aus A4 gleich “ [al: (« is‘[—k_Ptf<ette)
CCla (b : (wist c.M_., ¢-rekursiv}) (W Cw)})”
folgt via Lemma von Zorn |, TeilMengenVersion:
[Ql: Q ist Y_maximales Element von

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [{d [Cw)}.

5: Aus 4.2*...Q ist ¥Y_maximales Element von

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [{d Cw)}”
folgt via 39-1(Def): Q [ : (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) [{d [Ca)}.

6: Aus 5“Q [ : (wist c_.M_., ¢-rekursiv}) C{d Cau)}”
folgt:
(Qist c_M _., p-rekursiv) C(Q [l
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Beweis 302-7(AC) VS gleich

Thema7.1 (avist c_M _., ¢-rekursiv) L(@ Callu)
8: Aus Thema7.1“...« [T und

10:

11:

12:

13:

aus VS gleich “u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

- Aus Thema7.1“ (aist c_M _., ¢-rekursiv) L(J. o [Cu)” und

aus 8“« Menge”

folgt: a b (wist c M _., p-rekursiv}) [{d [Cuw)}.

Aus 3“ ... W InklusionsRelation in

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) C(d Cu)}”,
aus Thema7.1“...Q [al..”,
aus 5“Q [ : (wist c_.M _., ¢-rekursiv}) [{d )} und

aus 9“a [ : (wist c_M_., ¢-rekursiv}) [{d [C)}”
folgt via 68-4: QY a.

Aus 4.2 ... Q ist Y_maximales Element von

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) C(d Cu)}”,

aus 9“a [ : (w ist c_.M_., ¢-rekursiv}) C{d )} und
aus 10“Q W a”

folgt via 39-1(Def): a W Q.

Aus 3“ ... W InklusionsRelation in

{w: (wist c.M _., ¢-rekursiv}) (& )}’ und
aus 11“a W_Q”
folgt via 68-4. o Q]

Aus 12* « [CQF und
aus Thema7.1“...Q [Cal..”
folgt via GleichheitsAxiom: a=Q.

Ergo Thema7.1:

59

u Menge.

ASE‘ Lal: ((avist c.M ., ¢-rekursiv) (@ Callw)) [C{al=Q)”
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Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

7.2: Aus 4.2“[Ql..”,
aus 6“ (Q ist ¢c.M _., p-rekursiv) (@ [u)” und
aus A5 gleich “ Lal: ((« ist ¢_M _., ¢-rekursiv) (@ CallCw)) C(al=Q)”

folgt: [Ql: (Q ist c.M _., ¢-rekursiv) [{@ [l
LR ((«ist c_M _., ¢-rekursiv) C(Q Caldlw)) [C{al= Q)).

]
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302-8(AC). Vermutlich ist die “ & 0-Version” vom Lemma von Zorn | deswe-
gen nicht in Suite | zu finden, weil mir dort diese Folgerung als zu o [edsichtlich
erschien.

302-8(AC)(Satz) (Lemma von Zorn I*)

Es gelte:
=) [CHulbordnung in z.
=) 08 z Menge.
=) [al (0 8 a ist [_Hette) L(IMI: Q obere [ _dchranke von «).

Dann folgt “[Wl: W ist [ _shaximales Element von z”.
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Beweis 302-8(AC)

Themal.l 5 ist [Hette.
2: Esgilt: (=0 @E pH).
]Fallunterscheidung‘
B=0.
3.1: Aus -)“0Bz”
folgt via 0-20: [Ql: Q [zl

3.2: Aus -)“ [CHhlbordnung inz”
folgt via 30-79(Def):
( CRelation in z) (I reflexiv in z).

4: Aus 3.2 ( CRElation in z) C(1_rdflexiv in z)” und
aus 3.1*...Q [zr

folgt via 43-5: Q obere [Schranke von 0.
5: Aus 4 und

aus 2.1.Fall

folgt: Q obere [Schranke von 3.

6: Aus 3.1“[Ql..” und
aus 5“ Q obere [Schranke von (3

folgt: [Ql: Q obere [Schranke von f3.
2.2 Fall 08 B.

Aus 2.2 _Fall“0& B”und
aus Themal.1l“ [ ist [Hette”,
aus —)“ [al: (0 B a ist [Kette)
[(I®I: Q obere [—Schranke von a)”
folgt: [Ql: Q obere [—Schranke von 3.

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fllen gilt:
[Ql: Q obere [Schranke von 3.

Ergo Themal.l:

Alg‘ [ (B ist [Kette) [ (I®I: Q obere [Schranke von 5)”
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Beweis 302-8(AC) ...

1.2: Aus -)“ [CHhalbordnung in z”,
aus -»)*“...z Menge” und

aus Al gleich “ [Z1: (B ist [Hette) [(I®I: Q obere [_Schranke von 3)”
folgt via Lemma von Zorn I:

[(P1: Y ist [_nhaximales Element von z.

[]



64 Mengenlehre #302

302-9(AC). Auch die “& 0-Version”vom Lemma von Zorn I, TeilMengen-
Version erscheint nicht in Suite 1. Vermutlich aus den gleichen Griinden, die
vorab zu 302-8(AC) angeflihrt sind.

302-9(AC)(Satz) (Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion)

Es gelte:
-) sse InklusionsRelation in z.
-) 08 2z Menge.
L1
=) [al (0 8 « ist sse_Kette) (o [Z).

Dann folgt “[Pl. ¥ ist sse_maximales Element von z”.
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Beweis 302-9(AC)

1:

3.2:

Aus -)“sse InklusionsRelation in z”
folgt via 68-6: sse antiSymmetrische Halbordnung in z.

- Aus 1“ sse antiSymmetrische Halbordnung in z”

folgt via 34-13: (sse Halbordnung in z) [(dse Relation in z).
Thema3.1 0 B 3 ist sse_Kette.

4.1: Aus Thema3.1“...[ ist sse_Kette” und
aus 2“...sse Relation in z”
folgt via 34-4: 6 Czl1
4.2: Aus Thema3.1“0 B j ist sse_Kette” u
aus -»)“ [al: (0 8 « ist sse_Kette) (1o [}~ 1l
folgt: 5 Lzl
5: Aus a)“ﬁﬂnklusionsRelation inz”,
aus 4.2 [ [=I" und

aus 4.1“ 5 =T ]
folgt via 68-15: [ obere sse_Schranke von S.
6: Aus Thema3.1“...[ ist sse_Kette” -
folgt: [Q:Q= gz
]
7: Aus6“...Q= (3”7 und
aus 5
folgt: Q obere sse_Schranke von .

8: Aus 6 [Ql...” und
aus 7 Q obere sse_Schranke von 3~
folgt: [Ql: Q obere sse_Schranke von f.

Ergo Thema3.1:
Al%‘ [31: (0 B § ist sse_Kette) [(T®I: Q obere sse_Schranke von g3)”

Aus 2% sse Halbordnung in z...”,
aus -)“08 z Menge” und
aus Al gleich “ [31: (0 B B ist sse_Kette)
[(1®@I: Q obere sse_Schranke von 3)”
folgt via Lemma von Zorn I*:
[PI: ¥ ist sse_maximales Element von z.

]
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302-10(AC). Falls v Uberhaupt eine c_M _., ¢-rekursive Fortsetzung R mit (v [_1
)R [ lu Menge, hat, so gibtes in {w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv}) [{d Cwlu)}
ein “ [-mbhximales Element”, also eine *“ [=mbximale” c_M _., ¢p-Fortsetzung von

v, die eine TeilKlasse von u ist.

302-10(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “v TRl CuTund “R ist c M _., ¢p-rekursiv”
folgt “ QL. (Q ist c_M _., ¢p-rekursiv) L QI [
L ((« ist e M _., p-rekursiv) LR Cadlw)) C{ad= Q))”.

Beweis 302-10(AC)
VS gleich (u Menge) [(d Rl ) CCR ist ¢c_M _., ¢p-rekursiv).

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [(d Cwllw)} 302-5(Def)

1.1: Aus VS gleich*“...R [Cul..” und
aus VS gleich “u« Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: R Menge.

2: Aus VS gleich “... Rist c_M _., ¢-rekursiv”,
aus VS gleich “...v Rl [Cal..” und
aus 1.1 R Menge”

folgt: R b : (wist c.M _., ¢p-rekursiv}) [(d Cwlw)}.

3: Aus 2“R [ : (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [(d Ceol Ca)}”
folgt via 0-20: AlH‘ 08 {w: (wistc.M_., ¢-rekursiv}) C( Cwllu)}”

Themal.2| o b : (wist c.M _., ¢-rekursiv}) C(d Tl Caw)i}.
Aus Themal.?2 folgt: a [l

Ergo Themal.2:
Lol (o (b : (wist c.M _., ¢-rekursiv}) [ CwolCau)}) (ol

Konsequenz via_0-29:
AZH‘ {w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) @ CwllCw)} CP{u)”
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Beweis 302-10(AC)
VS gleich (u Menge) [(d Rl Cu) C(R ist ¢c_M _., ¢p-rekursiv).

1.3: Aus VS gleich “u Menge”

folgt via PotenzMengenAxiom: P (u) Menge.
2: Aus A2 gleich “{w : (wist c.M _., ¢p-rekursiv}) @ Cwl Cu)} CP(u)”
und

aus 1.3“P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

A3E‘ {w: (wist c.M_., p-rekursiv}) [C(d Cwllu)} Menge”

3: Via 68-2:
[P1: W InklusionsRelation in {w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv})
Ll Lol T}
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich

5.2:

5.3:

6.1:

6.2:

6.3:

6.4:

Thema4.1 0 8 « ist W_Kette.

5.1:

Aus Thema4.1“0 8 «...”
folgt via 0-20: [Ql: Q [Cal

Aus 3“ ... ¥ InklusionsRelation in

{w: (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) [(d Cwll2)}”und
aus Thema4.1“ ... « ist Y_Kette”
folgt via 302-6:

a [Ld: (wist c.M _., p-rekursiv}) [(d Cwl )},

Aus 3“... W InklusionsRelation in

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) [ Cwll )}’ und
aus Themad.1“ ...« ist W_Kette”
folgt via 302-6:

[Bly: (8,7 La) LA ) LE LA)).

Aus 5..1“...Q Cal” 1
folgt via 1-15: Q [la.

Aus 5.1“Q [al” und
aus 5.2 a [{d : (w ist c_M _., p-rekursiv})

Lol Lol Lo}
folgt via 0-4:

Q [ : (wist c_.M_., p-rekursiv}) [ Ceod o)},

Aus 5.2 [{d : (w ist c_M _., p-rekursiv})
(2l Cwl )}’ und

aus A3 gleich “{w : (w ist c_.M _., ¢-rekursiv})
C(al Cwl Cu)} Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: « Menge.

Aus 5.2 a [{d : (w ist c_.M _., ¢-rekursiv})
C(ul Cwl Ca)}’ und

aus A2 gleich “{w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})
Ll CwolCuw)} CPTuw)”
folgt via 0-6: a [CPTu).

(u Menge) [(d R ) C(R ist c_M _., ¢p-rekursiv).
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich (u Menge) [(d Rl Cu) C(R ist ¢c_M _., ¢p-rekursiv).
Thema4.1 0 B « ist W_Kette.
7.1 Aus 6.2%Q b : (w ist c.M _., p-rekursiv})
Ll Lol L)}
folgt: v [Ql
7.2: Aus 6._3“ﬁe_3nge” 1l
folgt via Axiom: a Menge.
7.3: Aus 6._4“a Plu)” -
folgt via 1-19: a [l
Thema8.1 0 Lol

9: Aus Thema8.1“9 [al” und
aus 5.2“a [{d : (w ist c_M_., p-rekursiv})

[l Lol L)}
folgt via 0-4:
0 [ : (wist c.M _., ¢-rekursiv})
[() Cwl )},
10: Aus 9
folgt: 0 ist c.M _., ¢-rekursiv.

Ergo Thema8.1,
A4E‘ [0t (6 Ca) C(adst c.M_., ¢-rekursiv)”
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich (u Menge) [(d Rl L) C(R ist c_M _., ¢p-rekursiv).
Thema4.1 0 B « ist W_Kette.

8.2: Aus A4 gleich “ [21 (0 [Ca)
C(adst c_M _., p-rekursiv)” und

aus 5.3“ [}y : (8,7 Ca) (A= 3 LAY~
folgt via 302-2: a ISt ¢_M _., ¢-rekursiv.

8.3: Aus7.1%v %md
aus 6.1“Q [ la”
folgt via 0-6: v [ la.

L1 .
9: Aus 8.2 « I|ﬁ,M,.,gb-rekur3|v
aus 8.3y 1a”,
aus 7.3 eqlul und
aus 7.2 «a Menge”

folgt: 1
a [ (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) (@ Cwla)}.

Ergo Thema4.1:
ASE‘ [al: (0 B « %J,Kette)
CCla b (wist c. M _., ¢-rekursiv}) C(d Cwllu)})”

4.2: Aus 3“...W InklusionsRelation in {w : (w ist c_.M _., ¢-rekursiv})
aus Al gleich “0 8 {w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv}) [(d Col )},
aus A3 gleich “{w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv}) [(d Cwll—u)} Menge” und
aus A5 gleich “ [a: qgflo‘ ist ¥_Kette)
CCla (b : (wist c. M _., ¢-rekursiv}) [ Cwllu)})”
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
[Ql: Q ist Y_maximales Element von

{w: (wist c.M _., ¢-rekursiv}) [(d Cwll )},
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich

(u Menge) [(d R ) C(R ist c_M _., ¢-rekursiv).

5: Aus 4.2“...Q ist ¥Y_maximales Element von

folgt via 39-1(Def):

{w: (wist c.M _., ¢-rekursiv}) [(d Cwol )}
Q [ : (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) [(d Cwol )},

6: Aus 5“Q [ : (wist c_.M _., ¢-rekursiv}) C( CwllCu)}”

folgt: (Qist c_M _., p-rekursiv) C(d QI ).
Thema7.1 (aist .M _., ¢-rekursiv) [C(Q Callu)
8.1: Aus 6“...v [Ql..” und

8.2:

9:

10:

aus Thema7.1“...Q [Cal..”
folgt via 0-6: v [Cal

Aus Thema7.1* ...« [Cud und
aus VS gleich “u Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

Aus Thema7.1" « ist c_M _., ¢-rekursiv... ”,
aus 8.1%“v [aTl,

aus Thema7.1“...o ¥ und

aus 8.2 a Menge”

folgt: o [ : (wist c.M _., ¢-rekursiv}) C(d Cwl )}
Aus 3“... W InklusionsRelation in

{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) (@ )},
aus Thema7.1“...Q [al..”,
aus 5 Q [ : (wist c.M _., ¢-rekursiv}) C(d )} und

aus 9“a [ : (w ist c_M_., p-rekursiv}) C(d Cw)}”
folgt via 68-4: QY a.
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich (u Menge) [(d Rl L) C(R ist c_M _., ¢p-rekursiv).
(a ist c_M _., ¢-rekursiv) (@ Call )

11: Aus 4.2“...Q ist WY_maximales Element von

{w: (wist c.M_., p-rekursiv}) [C(d Ll )},
aus 9“a [ : (w ist c_M _., p-rekursiv})

C(ul Cwl )} und
aus 10“Q W «”

folgt via 39-1(Def): a W Q.

12: Aus 3“...W¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) C@ Cwol )}’ und
aus 11“a W Q”
folgt via 68-4: o Q]

13: Aus 12“« QT und
aus Thema7.1“...Q Cad..”
folgt via GleichheitsAxiom: a=Q.

Ergo Thema7.1:
A6E‘ Lad: ((avist c.M ., ¢-rekursiv) [({Q Callw)) C{al=Q)”

7.2: Aus 4.2“[Ql..”,
aus 6“ (Q ist ¢c.M _., p-rekursiv) C(d Q) und
aus A6 gleich “ Lal: ((« ist ¢ M _., ¢-rekursiv) (@ CallCw)) C(ad=Q)”
folgt: [Ql: (Q ist ¢c.M _., ¢-rekursiv) C(d QI [

LR ((«ist c_M _., ¢-rekursiv) C(Q Caldlw)) [C(al= Q)).
O
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302-11(AC). Durch Spezialisierung auf « = R ergibt sich aus 302-10(AC) der
angekundigte “ [=mkximale Erweiterungssatz fur c_M _., ¢-rekursive Klassen.

302-11(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “R LuXund “R ist c.M _., p-rekursiv”
folgt “IQL: (Q ist c.M _., ¢p-rekursiv) TR QI [l
[ ((« ist .M _., p-rekursiv) LR CadlCw)) [C{ad= Q))”.

Beweis 302-11(AC) VS gleich (u Menge) (R [Cu) C(R ist c_M ., ¢-rekursiv).

1: Via 0-6 gilt: R LRIl

2: Aus VS gleich “u Menge...”,
aus 1“ R [CRFP’ und
aus VS gleich “... (R Cu) C(R ist c_M _., ¢-rekursiv) ”
folgt via 302-10(AC): [Ql: (Q ist ¢c_M _., p-rekursiv) C(R Q1)
LRI ((«ist c.M _., ¢-rekursiv) (@ CallCw)) C{al= Q)).

]
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302-12(AC). Mit ein wenig Geschick ergibt sich aus 302-10(AC) in weite-
rer Folge ein *“ [-mkximaler” Erweiterungssatz fur c_M _., ¢-rekursive Klassen mit
Startwert (p, ¢). Zundchst wird Vorliegendes notiert.

302-12(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “(p,q) Tl CRl Cudund “R ist ¢ M _., p-rekursiv”
folgt “[QA: (Q ist c_M _., p-rekursiv mit Starwert (p,q)) T QI )

L ((a ist e M _., p-rekursiv) LR Cadlw)) [C{ad= Q))”.

Beweis 302-12(AC)
VS gleich (u Menge) [((p, q) Tl TR Cu) C(R ist c_M ., ¢-rekursiv).

1: Aus VS gleich “u Menge... ™,
aus VS gleich “...v Rl Cad..” und
aus VS gleich “... R ist c.M _., ¢-rekursiv”
folgt via 302-10(AC): [Ql: (Q ist ¢ M _., ¢-rekursiv) C(d Q1)
LR ((«ist c_M _., ¢-rekursiv) C(Q Cadlw)) [C{al= Q)).

2: Aus VS gleich “...(p,q) Cul..” und
aus 1“...v [LQ1..”
folgt via 0-4: (p,q) QA

3: Aus 1“...Q st ¢c.M _., ¢-rekursiv...” und
aus 2“ (p,q) CQ”
folgt via 302-1(Def): Q ist ¢c_.M _., p-rekursiv mit Startwert (p, q).

4: Aus 1“[Ql...7,
aus 3“Q ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q) ”,
aus 1“...v CQI[ad..” und

aus 1* ... [al: ((« ist c.M _., ¢-rekursiv) [(@ Caollw)) C(ad=Q)”
folgt: [Ql: (Q ist ¢c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)) [ QI Cw)

LR ((aist c.M _., ¢-rekursiv) C(Q Caldlw)) [C(al= Q)).
O
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302-13(AC). Der Satz Uber die “ [=mbximale” Erweiterung einer c_M _., ¢-re-
kursiven Klasse R mit Startwert (p, ¢) ergibt sich als Folgerung von 302-12(AC).

302-13(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “R [uT
und “R ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt “[QA: (Q ist c_M _., p-rekursiv mit Starwert (p,q)) TR Q1 Cw)

L ((a ist e M _., p-rekursiv) LR Cadlw)) [C{ad= Q))”.

Beweis 302-13(AC)
VS gleich  (u Menge) (R [w) C(R ist c.M _., ¢p-rekursiv mit Startwert(p, q)).

1.1: Aus VS gleich “... R ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (R ist c_.M _., ¢-rekursiv) [{(p, q) [H).

1.2: Via 0-6 gilt; R A

2: Aus VS gleich “u Menge...”,
aus1.1“...(p,q) LA™,
aus 1.2 R LRI,
aus VS gleich “... R [ul..” und
aus 1.1“ R ist c_.M _., ¢-rekursiv. .. ”
folgt via 302-12(AC):
[Ql: (Q ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, ¢)) (R CQI[w)
LB ((«ist c.M _., ¢-rekursiv) [(Q Callw)) [C({al= Q)).

]
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EK: 22 + 2cxy + y> = 1 mit ¢ (1R 1|11

Ersterstellung: 10/07/14 Letzte Anderung: 10/07/14

Ziel. Fur die Gleichung 22 + 2cxy + y? = 1 mit ¢ (113 1|1 Csbllen “ Losungskur-
ven” [ : R - R? gefunden werden, so dass gilt:

1) Furallet “erfullen i1(t), l»(t) die Gleichung 22+ 2cxy+73?> =17, i.e. es
soll
B +2ch(L)+ 5 =1, ¢ [R

gelten.

2) Es soll festgestellt werden, dass es zu jedem (z,y) CRPF mit 22+2czy+y? =
(wenigstens) ein 7* gibt, so dass

(™) = (z,y), ie. z=4L(r"), y=10L(FT").
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Der Fall ¢ =0. In diesem Fall ist die “ Kreisgleichung”

zu untersuchen. Mit Hilfe des Formelwissens
cos?t +sin’t =1, t [R]

liegt es nahe,
I1(t) =cost, [(t) =sint, t [R

zu setzen. Dann ist jedenfalls 1) erfullt. Zum Nachweis von 2) sei (z,y) [R?
mit 22 + 42 = 1. Dann gilt auf jeden Fall 22, y?> < 1 und es folgt ||, |y| < 1. Also
gibt es - auler im Fall x = £1 - im Intervall [QRx [denau zwei Zahlen 7% mit
cos 7" = x, namlich

7" = arccosx, oder 7" =27 — arccosz,

im Fall x = 1 gibt es genau ein 7 [IDR7 it cost* = x, namlich 7* = 0,
im Fall z = —1 gibt es genau ein 7 LIORx it cos7* = x, ndmlich 7* = 7.
Falls nun = 8 %1, so muss wegen z? + y? = 1 die Aussage 0 & y gelten und das
Vorzeichen von y entscheidet Uber die richtige Wahl von 7*:

a) rBx1und0<y: 7" =arccosx IO []

b) x8 xlund y <0: 7% =27 —arccosz [ )27 []
c) =1 7=0.

d) x=-171=m.

v__ v__
In jedem Fall muss y =+ 1—22 =% 1-—cos?7* = %|sin7*| gelten. Entspre-

chend der Berlicksichtigung des Vorzeichens von y bei der Wahl von 7 und weil
sin auf [ Cgositiv und auf [m)2m Cdegativ ist, ergibt sich y = sin7*.

Konsequenz: Zu jedem (z,y) [R? mit 22 + y> = 1 gibt es ein 7 [R mit
x =Cc0S7T" = l1(7%), y =sinT* = I,(7%).
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Der “allgemeine ” Fall ¢ I3 1|1 Hier ist ¢ = 0 miteingeschlossen. Bei
der Diskussion wird von den Erkenntnissen des vorab untersuchten Falls ¢ = 0
Gebrauch gemacht. Um uberhaupt eine Idee fir die Vorgehensweise zu kriegen
wird zundchst von (z,y) [CRP mit 22 + 2cxy + 3> = 1 ausgegangen und es wird
die (in der Linearen Algebra zu besprechende Hauptachsen-) Transformation

r=ut+v, yYy=u-—uv,

betrachtet. Es gilt
u=(+y):2, v=(—y):2

und es folgt

1= 22+2cxy+y? = (u+v)*+2c(u+v)(u—0)+(u—0)> = 2u?+ 20+ 2c(u? —v?)
=2(1+ )u® +2(1 — )?,

wobei wir
0<lxc<?,

1 )
fest stellen, woraus 2(1 +¢) = ( 2(1 % ¢))? folgt. Wir erhalten
L1 L1
1=20+)u®+2(1—c)v*=( 21 +c)uw)?+( 2(1—c)v)?

so dass es entsprechend der Untersuchungen im Fall ¢ =0 ein 7 mit

L1 L1
2(1+c) u=cos, 2(1—c) v =sinT,
glbt Es f0|gt 1. 1
x=(cos7t): 2(L+c)+(sinT): 2(1—o0),
und

—1 —1
y=(ost): 2(L+c)—(sinT): 2(1—¢),

und damit ist zumindest ein Ansatz fur eine “Ldsungsformel” gefunden. Jedoch
ist es nicht zufrieden stellend, dass hier im Fall ¢ = 0 nicht die vorab besprochene
Darstellung erscheint. Die Formeln

cos(a+ ) =cosa cosf—sina sing, sin(a+ B) =cosa sin S +sina cos 5,
geben einen Hinweis. Zundchst berechnen wir
C—1 C—1
( 20+ +( 21— =21+c)+21—c) =4,
schlieen hieraus

—1 —1
( A+0):2%+( (1—-0:2*=AQ+c¢):2+(1—¢):2=1,



EK #303 79

und erkennen, dass es
0. (R,

mit 1 I |
cosoc= (L+c¢):2, sinée= (Q—c):2,
geben muss. Wegen der Positivitdt von 1 % ¢ kann etwa

1
0o =arctan (1—c¢): (1+¢) IO : 21
gewdhlt werden. O [edbar gilt

(50 =74
Es folgt
x =(cosT):(2cosd;) + (sinT): (2sind)
= (cos 7sin . + SiN7C0S d¢) : (25SiN d. COS d¢)
=sin(t+6):(2 (1—¢):2 (L+¢):2)=sin(T+0d): A,

wobei V
A= 1—c32

mit

Auf dhnliche Weise ergibt sich
y =sin(r — &) : Ac.

Noch immer ist die Form fuir ¢ = 0 nicht direkt sichtbar. Es soll versucht werden,
0o = 7 : 4 auszunUtzen. Wir setzen

6(;25(;_77_:47

woraus im Speziellen
€0 — 0,

folgt. Nun wird gerechnet:
x=sin(t+0d) : A, = sin(%+w D)+ (0e—m 1 4) A =sin((t+7 4)+I_i.,1) AV
= cos(r+m:4)-sine. +sin(r +m:4) coSe. A,
und dhnlich folgt
] _ _ ]
y= —cos(r—m:4)-sine.+sin(r —7m:4)-cose. L,
woraus sich im Fall ¢ = 0 die Darstellung

x=sin(tr+mn:4), y=sin(r—mx:4)



80 EK #303

ergibt und es scheint an der Zeit, von
sina = cos(a — 7 : 2),
cos(a+ 7 :2)=—sina,
Gebrauch zu machen. Es folgt im Speziellen
sin(t + 7 :4) =cos(r — 7 : 4),
cos(t +m:4)=—sin(r —x:4),
und somit
1] _ oo
x= cos(r—m:4) -cose.—sSin(r —m:4)-sine. : A,
L] -
y= sin(t —m:4)-cose.—cos(r —m:4)-sine : A
Hieraus folgt
x=(cos(r—m:d+e)): A, y=6in(r—m:4—¢)): L,

woraus sich mit
T"=71—m:4,

die Darstellung
x=(cos(T +¢€)): D, y=(6IN(T"—¢€)): A,
ergibt. Diese Voruntersuchungen legen es nahe, die Kurve I; = (l1 ¢, l2.c) mit
lic(t) = (cos(t +€)) : A, L) =GNt —¢€)) A, t[R

genauer zu untersuchen. GemaR des bisher Gefundenen gibt es jedenfalls zu jedem
(z,y) [CR? mit 22 + 2czy + y?> = 1 (wenigstens) ein 7* R mit I(7%) = (z,v).
Dies erledigt 2). Zum Nachweis von 1) stellen wir zunachst

CoS €, = €0S(d¢ —\7}_ 4) = c0Ss 9, cos(r : 4) + sin i, sin(w\:/4)
=1: 2-( 1l+0):2+ (Q1—0:2)=( 1+c+ 1—¢):2,

und
sine, =sin(o, — w : 4) :&l_n dc cos(m :4) — cosiéc) sin(w : 4)
=@@: 2)( 1—-¢):2- (1+c)\:/2)
=( 1+c— 1-¢):2,

fest, woraus ohne viel Weiteres
H -\/— 2 \/— 2
cose. Sinec=(( 1+e)*—( 1—0)):4d=1+c—1+c¢):d4=c:2,

folgt. Nun wird fur ¢ gerechnet: ...
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13 () + 2cly (1) oo (1) + 15 (1)
= (Cos?(t + €¢)) : AN + 2c(cos(t + €0))(Sin(t — e¢)) : AZ + (Sin?(t — ¢.)) : A2
L] . :
= (1:A2)- (cost-cose.—sint - sine)?
+ 2¢(cost cos e — sint sin €)(Sin ¢ cos e, — COSt Sin e¢) + (SiN ¢ COS e, — COS % SiN e¢)?

2 I:I 2 2 H H A2 2
=(1:A.)°- Cc0S“tCos” e, — 2C0StSINtCOSe.SIN e + SiN“¢SIN° ¢
+ 2¢(cos t sint cos? e, — COS? ¢ COS € SiN € — SiN% ¢ COS € SiN ¢ + coslt:slin tsin? e)
+sin? t c0s% e, — 2 COS ¢ SiN ¢ COS €, SiN e¢ + COS? ¢ SiN? e,

— - 2_|:I 2 L2 . . o . L]
=(1:Af) cos”e.+SiN" e —4C0StSINECOS e SiN e +2¢(COS t SiNt —COS € SiN €¢)

L1
=(1:02): 1— (4c:2)costsint +2ccostsint —2c- (c: 2)
=1:1=-A) - 1-A)=1,

so dass auch 1) erfullt ist.

Der Grenzubergang ¢ t 1. Wird in der Gleichung z? + 2cxy + 32> = 1 der
Grenziibergang ¢ t 1 durchgefuhrt, so folgt (z + 3)? = 1, also = + y = *1. Wird
hingegen der Grenziibergang ¢ 1 1 in [¢(t), t [R], betrachtet, so folgt wegen

A, -0 fur c11l,
die Aussage
[lic(t)] » +oo oder |ipc(t)] » +oo flr ct1,

so dass [:(t) nicht geeignet ist, die Grenzgleichung zu parametrisieren. Nichtsde-
stotrotz berechnen wir fur alle ¢t [CR],

l1c(t) + loc(t) = (cos(t +ec) +sin(t —€)) : A
= (costcose, —sintsine, + SiNtCoSe. — COStSiNe) @ A
] ] ] ] ]
= cost-(cose. —sine) +sint(cose; —sSiney) 4\
= (cost +sint) - (cose. —siney) : A
] v ) v
= (cost+sint): 1—c:A,=(cost+sint): l+c¢

Y

so dass

V_
lic(t) + lc(t) - (cost+sint): 2 IR 1|1 0fur c1 1,



82 EK #303

und demnach I .(¢) + [, (t) je nach der Wahl von ¢ gegen einen Wert im Intervall
[ 1|1 CSkrebt. Interessanter Weise folgt aus diesem Resultat ohne jede weitere
Rechnung wegen

[l1c(t)] - +oo oder |lpc(t)] - +oo fur c 11,

sogar
llic(t)] > +o0 und |lpc(t)] - +oo fur ct1,

Ahnliche Untersuchungen flir den Grenziibergang ¢ | —1 bleiben den Lesern
uberlassen.
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Mengenlehre: R ist c_E_., ¢-rekursiv und E Algebra in A.
Rist c_E_., ¢-rekursiv und ¢ Funktion.
fist c_.E_., ¢-rekursiv und f Funktion.

Ersterstellung: 11/07/14 Letzte Anderung: 16/07/14

304-1. Falls f eine Funktion ist und falls f(p) eine Menge ist, so gilt (p, f(p)) LA

304-1(Satz)

a) Aus “f Funktion” und “f(p) Menge” folgt “(p, f(p)) LT .

b) Aus “ [Algebra in A”und “p_L_glMenge”
folgt “((p, q),p-g) LI

ALG-Notation.

Beweis 304-1 a) VS gleich (f Funktion) C(A(p) Menge).
1: Aus VS gleich “... f(p) Menge”
folgt via 17-5: p Cdom f.
2: Aus VS gleich * f Funktion” und
aus 1“p Cdom [~
folgt via 18-22: (p, f(p)) LA
b) VS gleich (CAlgebra in A) (- [gIMenge).
1: Aus VS gleich “...p_[gIMenge”
folgt: [{plg) Menge.
2: Aus VS gleich *“ [CAlgebrain A...”
folgt via 93-6: [Flinktion.

3: Aus 2“ [CHlnktion” und
aus 2“ [(plq) Menge”

folgt via des bereits bewiesenen a): ((p, ), tplg)) 111
4: Aus “ Liplg) =p- L

folgt via PaarAxiom I: (v, 9), LERIq)) = ((p, 9), p-Lg).
5: Aus 4 und

aus 3

folgt: ((r.9),p-Lg) LTI

]
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304-2. In einigen interessanten Fdllen ist bei c_E_., p—rekursiven Klassen die
Klasse E eine Algebra in A.

304-2(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
=) [CAlgebra in A.
... sind die Aussagen 1), 11) dquivalent:

1) R ist c. L__-rekursiv.
1) LB, v (o, B), (c-Caly) CH) LA ) L),

ALG-Notation.

Beweis 304-2 [[1) [11D|| VS gleich R ist c_ [ W-rekursiv.
(@, B). (c-Caly) CA.
2: Aus Themal“...(c.[alv) CR”
folgt via 9-15: c_ alMenge.

3: Aus -)“ [CAlgebrain A” und
aus 2“c_[_alMenge”
folgt via 304-1: (¢, ), c. o) 111

4: Aus VS gleich “ R ist ¢ __I-rekursiv”,
aus Themal“ («, ), (c. Laly) CCR” und
aus 3“ ((c, ), c. o) 11
folgt via 302-1(Def): (B,7) Lal
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Beweis 304-2 ||ii) D)

VS gleich Ll 3,71 ((a, B), (c- Caly) CH) LA, ~) L4).
((6,€), (n, &) CH) L(Wc,6),n) CI)]
2: Aus -)“ [CAlgebrain A”
folgt via 93-6: [Funktion.

folgt:

3: Aus 2“ [CHinktion” und
aus Themal“...((c,9),n) I

folgt via 18-20: n = L{c))).
4: Aus 3

folgt: n=c_L2al
5: Aus 4“n =c_ [T

folgt via PaarAxiom I: (n, &) = (c_ 8)E).
6: Aus Themal“...(n, &) [CA...” und

aus 5

folgt: (c.[2)) CA

7: Aus Themal“ (d,¢)... [CA...”,
aus 6 (c_

aus VS gleich “ Lal §,~ : ((a, B), (c- Lady) LH)

[31€) CA” und

L ((34,v) Ca)”
(e, Cal

Ergo Themal:

LaJe, n, & (((0,€), (0, &) LA Lllc,0),n) LINIL({AE) LA).

Konsequenz via 302-1(Def): R ist c_ [ W-rekursiv.

[]
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304-3. Mitunter ist ¢ eine Funktion und es wird eine c_E_., ¢—rekursive Klasse
betrachtet.

304-3(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
=) ¢ Funktion.

... sind die Aussagen 1), 1) dquivalent:

1) R ist c_E_., p-rekursiv.
1) [adf,v,0:(((a, 5), (v,0) LH) Lllc,v),~) LHE)) LLEEF o(5)).

Beweis 304-3 |[i) [_iil| VS gleich Rist c_E_., ¢-rekursiv.
(o, 8). (7,0) EH) (e, 0),7) CH).

2: Aus VS gleich “ R ist c_E_., ¢-rekursiv”’ und
aus Themal((c, 5), (v,0) LH) L{Uc, «),~) LH)

folgt via 302-1(Def): (B,6) Lal
3: Aus -)“¢ Funktion” und

aus 2(6,0) Lar

folgt via 18-20: 0 = ¢(p).

Ergo Themal: [alf,v,d: (((e, ), (v,0) LH) Llc,),~) LH)) LLQF ¢(5)).
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Beweis 304-3 ||ii) [
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VS gleich L] 5, 7,0 0 (((e, ), (7,0) LA Lc, ),v) LHD)
L OF ¢(5)).
((p, ), (1,€) CH) CWc, p),n) CH).
2: Aus Themal“ ((p,¢€),(n,&) CH) [L{(Uc, p),n) CE)” und
aus VS gleich
“Lalp,v, 6 (((e, ), (7,0) CH) L(Uc, ), 7) L))
LOF ¢(5))”
folgt: & = ¢(e).
3: Aus Themal®“...(n,&) CA...”
folgt via 9-15: ¢ Menge.
4: Aus 3 und
aus 2
folgt: o(e) Menge.
5: Aus -)“¢ Funktion” und
aus 4 ¢(¢) Menge”
folgt via 304-1: (e, 9(e)) Ll
6: Aus 2“¢ = ¢(e)”
folgt via PaarAxiom I: (,8) = (¢, 9(e)).
7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (e,¢) Lal

Ergo Themal:
Konsequenz via 302-1(Def):

Lede,n, € 0 (((p, €), (n, &) LH) L{lc, p),n) LH)) L{dE) La).
Rist c_E_., ¢-rekursiv.

]
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304-4. In nicht wenigen Fdllen ist [eihe Algebra in A und ¢ ist eine Funktion,
wenn c_ [__b—rekursive Klassen betrachtet werden.

304-4(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..
=) [CAlgebra in A.
-) ¢ Funktion.

... sind die Aussagen 1), 11) dquivalent:

1) R ist c. L I-rekursiv.
1) [adf,y: (o, B), (c-Caly) CH) LG o(6)).

ALG-Notation.

Beweis 304-4 VS gleich R ist c- [ W-rekursiv.

1: Aus -)*“ [CAlgebrain A” und
aus VS gleich “ R ist c_ [__I-rekursiv”

folgt via 304-2: LaJe, n 2 ((0,€), (c-[aMy) LH) L((dn) L.
(@, ), (c-Caly) LA

2: Aus Themal“ (a, 5), (c. Calv) [CR” und
aus 1% [aJe, n : ((9,€), (c- Laky) LH) L{dn) La)” ™

folgt: (8,7 Lal
3: Aus -)“¢ Funktion” und

aus 2“(3,7) Lar

folgt via 18-20: v = ¢(f).

Ergo Themal: Lol 5,7 1 ((a, B), (c- Lady) LH) L= ¢(5)).
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Beweis 304-4 ||ii) D)

VS gleich (18,7 : (. B), (c- Caly) CRH) L 6(8)).
((6,6), (n,€) CH) W, 5),n) CI)]
2.1: Aus Themal*...(n,&) CA...”

folgt via 9-15: ¢ Menge.

2.2 Aus -)* [CAlgebrain A”

folgt via 93-6: [Flinktion.
3: Aus 2.2 [CHunktion” und

aus VS gleich “...((c,9),n) 11

folgt via 18-20: n = L{c))).
4: Aus 3

folgt: n=-c_L24l
5: Aus 4“n = c_ [T

folgt via PaarAxiom I: (n, &) = (c_8JE).
6: Aus 5 und

aus Themal“...(n, &) CA...”

folgt: (c. )6 CA
7: Aus Themal“ (d,¢)... CR”,

aus 6 (c_.[a)¢) CRA” und

aus VS gleich “ Lal 5,7 1 ((ov, 8), (c- Caly) CH)

LG o(6)”

folgt: £ = ¢(e).
8: Aus 2.1 und

aus 7

folgt: o(e) Menge.
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Beweis 304-4 ||ii) D)

VS gleich (18,7 : (@ B), (c- Caly) CH) TEI= ¢(8)).
(©0.), (1,€) CH) CWUc, ), ) CI)]

9: Aus -)“¢ Funktion” und
aus 8“ ¢(¢) Menge”

folgt via 304-1: (e, 0(¢)) Lol
10: Aus 7“¢ = ¢(e)

folgt via PaarAxiom I: (6,6) = (¢, o(€)).
11: Aus 9 und

aus 10

folgt: (.6 Lal

Ergo Themal: LaJe, n, & 2 ((0,€), (n,€) LH) L{WUc,0),n) LI T ((dE) L.

Konsequenz via 302-1(Def): R ist c_ [ W-rekursiv.
O
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304-5. Ist R eine c_E_., p—rekursive Klasse, so ist R nicht notwendiger Weise
eine Funktion - R muss nicht einmal eine Relation sein. Gelegentlich ist es von

Interesse, c_E_, p—rekursive Funktionen zu untersuchen.

304-5(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

=) [ Funktion.

... sind die Aussagen 1), 1) dquivalent:

1) f st c E_., ¢-rekursiv.

1) [ ((a,p Ldom f) Lc, o), 5) LH)) LLA(w), f(5)) La).

2.2:

Beweis 304-5 || 1) L[11d|| VS gleich fist c_E_., p-rekursiv.
(o, 8 Lddm f) L{Kc, @), ) LED.
2.1: Aus -)“ f Funktion” und

aus Themal“«... Cddm f”
folgt via 18-22: (o, f(a)) A

Aus -)“ f Funktion” und
aus Themal®.../s [Cdém f”

folgt via 18-22: (8, f(B)) LA

- Aus VS gleich *“ fist c_E_., ¢-rekursiv”,

aus 2.1 (a, f()) CFT,
aus 2.2 (3, f(#)) L und
aus Themal“...((c,«),5) CE)”

folgt via 302-1(Def): (f (), (B)) Lal
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VS gleich L] ((o, 6 Cdom f) Llc, o), 5) TH)) L), f(5)) L)
(6,9, (n.&) L e, 6),n) LH).
2.1: Aus Themal* (d,¢)... [f1...”
folgt via 7-5: 0 [dom f.
2.2: Aus Themal®...(n,&) Lf...”
folgt via 7-5: n Cdém f.
2.3: Aus -)* f Funktion” und

2.4:

aus Themal“ (d,¢)... [f1...”
folgt via 18-20: e = f(9).

Aus -)*“ f Funktion” und

aus Themal“...(n,&) Cf...”
folgt via 18-20: E=f(n).

- Aus 2.1%5 Cdom f”,

aus 2.2%n [dém [,
aus Themal“...((c,6),n) CH” und
aus VS gleich “ [a] 5 : ((«, p [ddm f)
L({c, o), 5) LH)) L), f(5) LE)”
folgt: (f(9), f(n)) Ll

: Aus 2.3“¢ = f(0)” und

aus 2.4“¢ = f(n)”

folgt via PaarAxiom I: (6,8 = (f(©6), f(m).
- Aus 3 und

aus 4

folgt: (6,6) Lol

Ergo Themal:
Konsequenz via 302-1(Def):

Ldle, . & (((6,€), (n,§) L Ll(c,9),n) LH)) LLAE) L.
fist c_E_., ¢-rekursiv.

]
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304-6. Gelegentlich ist f eine c. [__— rekursive Funktion und L[ist eine Algebra
in A.

304-6(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..
=) f Funktion.
-) [CAlgebra in A.
... sind die Aussagen 1), 11) dquivalent:
1) f ist c. __W-rekursiv.
1) Lok (o, c. Lol Cddm f) L((A(a), f(c-[a)) [4).

ALG-Notation.

Beweis 304-6 || 1) [11D|| VS gleich fist c. L I-rekursiv.
a, c. ol Cdodm f.
2: Aus Themal®...c_[alCddm f”
folgt via ElementAxiom: c_alMenge.

3: Aus -)“ [CAlgebra in A” und
aus 2“c_[_alMenge”
folgt via 304-1: (¢, ), c. o) 111

4: Aus -)* f Funktion™,
aus VS gleich “ f ist c. [ }-rekursiv”,
aus Themal“ «, c_ [Cal [Cddm f” und
aus 3“ ((c, @), c_. o) 111
folgt via 304-5: (f(a), f(c.Ca)) Cal

Ergo Themal: [al: (a,c. Cal ) C((A(a), f(c.[Ca)) [a).
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Beweis 304-6 || ii) [

VS gleich Lal: (o, c. Cal ) C((A(), f(c- Ca)) [4).
(8,y Cddm f) e, B), ) 1)
2: Aus -)“ [CAlgebrain A”
folgt via 96-3: [Funktion.

3: Aus 2“ [CHinktion” und
aus Themal“...((c, 5),~) 111

folgt via 18-20: v = Le)p).
4: Aus 3

folgt: v=c. LAl
5: Aus 4 und

aus Themal.1*...~ Cdébm f...”

folgt: c_ G Cdom f.

6: Aus Themal.1l“pg... Cdém f”,
aus 5“ c_ g1 Cddém f und
aus VS gleich “ [al: (o, c. Cal °F)
C(CA(), f(c- o)) L)~
folgt: (f(B), f(c-LB)) Ll

Ergo Themal.l:
P8 [ - (((8.) b ) CQe. 9). ) CINCIAE), (e CH) [2)”

1.2: Aus -)“ f Funktion” und

aus Al gleich “ LA]y : (((3,~) Ldém f) L{c, 5),~) LI

L(CAB), f(c-LLH)) Lg)”
folgt via 304-5: fist c. [ b-rekursiv.

[]
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304-7. Es kann auch vorkommen, dass f eine c_E_., p—rekursive Funktion und ¢
eine Funktion ist.

304-7(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..
=) f Funktion.
=) ¢ Funktion.

... sind die Aussagen 1), 11) dquivalent:

1) f ist c_E_., ¢-rekursiv.
1) [alp: ((a, 8 Cddm f) L(Uc, o), 5) CH)) LCHB) = o(f ().

Beweis 304-7 VS gleich f ist c_E_., ¢-rekursiv.
(a, f Lddm f) Lc, a), 5) CH).

2: Aus -)“ f Funktion”,
aus VS gleich “ f ist c_E_., ¢-rekursiv” und
aus Themal” («, g Cdom f) C({c, o), 5) CE)”
folgt via 304-5: (f(a), f(B)) Cal

3: Aus -)“¢ Funktion” und

aus 2 (f(o), f(8)) gl
folgt via 18-20: f(B) = o(f()).

Ergo Themal:  [alf: ((a, 8 Cddm f) L{l(c, o), 5) LH) LLHB) = ¢(f()).
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Beweis 304-7 ||ii) )

VS gleich La]p: (o, 6 Tddm f) L{l(c, ), B) TE)) LLF5) = o(f()))-
(7,0 Lddm f) [{c,),0) LH).

2: Aus Themal.l1* (v, Cdom f) [{Uc,~),d) CE)” und
aus VS gleich * [al 8 1 ((o, 8 Lddm f) LXc, o), ) LH))
LCAB) = o(f(o)))”

folgt: f(6) = o(f ().
3: Aus Themal.l*...6 Cddém f...”

folgt via 17-5: f(6) Menge.
4: Aus 3 und

aus 2

folgt: o(f (7)) Menge.

5: Aus -)“¢ Funktion” und

aus 4“ ¢(f (7)) Menge”
folgt via 304-1: (S, o(f (M) LAl

6: Aus 2“ f(0) = o(f(7))”
folgt via PaarAxiom 11 (f(v), f(9)) = (f(7), o(f(N)).

7: Aus 6 und
aus 5

folgt: (f(7), f(6)) Lal

Ergo Themal 1:
A8 B35 (7.6 Cdbm f) Ce. ), 8) CH) C(QAG). £()) )"

1.2: Aus -)*“ f Funktion” und

aus Al gleich “ =6 : ((v,0 Cddm ) [{Uc,),9) [CE))

L(CA00), (7)) &)~
folgt via 304-5: fist c_.E_., ¢-rekursiv.

O
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304-8. Ist f eine c. [ b—rekursive Funktion, wobei [eihe Algebra in A und ¢
eine Funktion ist, so nimmt 304-1(Def) eine recht vertraute Form an.

304-8(Satz) Unter den Voraussetzungen . . .
=) [ Funktion.
-) [Algebra in A.
=) ¢ Funktion.
... sind die Aussagen 1), 1) dquivalent:
1) f ist c. __W-rekursiv.
1) Lol (a,c.Calldom f) L(He-La) = o(f())).

ALG-Notation.

Beweis 304-8 ||1) [11D|| VS gleich fist c_ C__I-rekursiv.
a,c. ol Cddm f.

2: Aus -)* f Funktion™,
aus —)“ [CAlgebrain A”,
aus VS gleich “ f ist ¢ [__Ip-rekursiv”’ und
aus Themal“ o, c_ [Cal Cddm f”

folgt via 304-6: (f(@), f(c-Ca)) Cal

3: Aus -)“¢ Funktion” und

aus 2 (f(a), f(c- o)) Lol
folgt via 18-20: flc- ) = o(f ().

Ergo Themal: Lal: (o, c. Cad Cddm f) T (flc. [a) = o(f(x))).



98 Mengenlehre #304

Beweis 304-8 ||ii) L)

VS gleich [al: (o, c. Cal Cddm ) C(Fe. Ca) = 6(f(a))).
B, c. B Cddm f.

2: Aus Themal.l“ g, c_ g1 Cddém f und
aus VS gleich “ Lal: (a, c_ [—ad Cddm f)

L (Flc-La) = o(f(a)))”

folgt: fle-28) = o(f(B)).
3: Aus Themal.l“...c_[gl1Cdém f”

folgt via 17-5: f(c_[B) Menge.
4: Aus 3 und

aus 2

folgt: o(f(8)) Menge.

5: Aus -)“¢ Funktion” und

aus 4“ ¢(f(5)) Menge”
folgt via 304-1: (f(8), 0(f(p))) Ll

6: Aus 2“ f(c-CB) = ¢(f(B) "

folgt via PaarAxiom I:

(f(B), f(c-L8)) = (f(B), o(f (P)))-

7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (f(B), f(c-L5)) Ll
Ergo Themal: aH 51 (8, c- CRCddm f) C(CAB), f(c-CR)) Ca)”

1.2: Aus -)“ f Funktion™,
aus -)*“ [CAlgebra in A” und

aus Al gleich * [31: (3, c- LA Lddm f) L(CA(B), f(c-[CH)) @)™
folgt via 304-6: fist c. [ h-rekursiv.

]
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304-9. c_E_., p—rekursive Funktionen sind von besonderem Interesse. Ihnen sind
die weiteren Untersuchungen dieses Essays gewidmet.

304-9(Definition)

1) 304.0(z,y, z,u)
={w: (wist z_y_., z-rekursiv) [(d Funktion) (& [Cu)}.
2) 304.1(x,y, z,u,v)
={w: (wist z_y_., z-rekursiv) [{d Funktion) [(d Cwll2)}.




100 Mengenlehre #304

304-10(AC). Ist u eine Menge, so gibt es eine “ [mdximale Funktion™, die eine
Teilmenge von « und c_E_., p—rekursiv ist.

304-10(AC)(Satz)

Aus “u Menge”
folgt “1QL: (Q ist c_E_., ¢p-rekursiv) (R Funktion) (R [l
LR ((« ist c_E ., ¢p-rekursiv) L{d Funktion) [{Q [Call—w))
[ (al=Q))”".

Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) C(d Funktion) C(d )} 304-9(Def)

Themal.l

a [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) [(d [Cw)}.
Aus Themal.l

folgt: a [l

Ergo Themal.l:
Lol (o (b : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(d Cw)}) C(adCw)

Konsequenz-yia 0-29:
AlE‘ {w: (wist c_.E_., ¢-rekursiv) (b Funktion) (b o)} CPw)”

1.2: Aus VS gleich “u Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P (u) Menge.

2: Aus Al gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[d L)y CPTu)” und
aus 1.2 P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

AZH‘ {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) C(d )} Menge”

3: Via 68-1(Def):
[(P1: W InklusionsRelation in

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(d [Cu)}.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich

5.2:

6.1:

6.2:

7.1:

7.2:

Thema4.1 « ist W_Kette.

5.1:

Aus 3“ ... W InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion)

[ C)}” und
aus Themad.1“ « ist W_Kette”

folgt via 302-6:
a [{d: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

@ Ca}.

Aus 3“ ... W InklusionsRelation in
{w : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[(d o)} und
aus Themad .1“ o ist W_Kette”

folgt via 302-6:
[Bly: (8,7 Co) (@A ) [F [CH)).

Aus 5.1%a [{d : (wist c_E_., p-rekursiv)

[(cd Funktion) (& [Cw)}”und
aus A2 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

[(d Funktion) C(&d Cu)} Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: o Menge.

Aus 5.1%a [Ld: (w ist c_E_., p-rekursiv)

[(d Funktion) (& )} und
aus Al gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

[(d Funktion) (& Cw)} [CPlw)”

folgt via 0-6: a [CPTu).
Aus 6-1“ﬂenge” .

folgt via Axiom: « Menge.
Aus 6.2 o [CPIu)” .

folgt via 1-19: a [l

101

u Menge.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.
Thema4.1 a ist W_Kette.
Thema8.1 0 Cal

9: Aus Thema8.1“9 [al” und
aus 5.1%a [{d : (w ist c_E_., ¢p-rekursiv)

[(d Funktion) [{d [Cw)}”

folgt via 0-4:
0 [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) (b )}
10: Aus 9
folgt: 0 ist c_E_., ¢-rekursiv.

n
Ergo Thema8.1: ABE‘ 01 (6 Ca) C(adst c_E_., ¢-rekursiv)”

8.2: Aus A3 gleich “ [d1 (0 [a)
[C(adst c_E_., ¢-rekursiv)” und

aus 5.2 [3]y : (7 o) LA 9 03 LA™
folgt via 302-2: a Ist c_F_., ¢-rekursiv.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.
Thema4.1 a ist W_Kette.
Thema8.3 0 Cal

9: Aus Thema8.3“9 [al” und
aus 5.1%a [{d : (w ist c_E_., ¢p-rekursiv)

[(d Funktion) [{d [Cw)}”

folgt via 0-4:
0 [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) (b )}
10: Aus 9
folgt: 0 Funktion.
]
Ergo Thema8. 1: A4E‘ o1 (0 Ca) C(aFunktion)”

o
8.4: Aus A4H‘ [o1 (0 Ca) C(aFunktion)” |und

aus 5.2 [3]y: (6,7 Ca) (@ DA EBR”
folgt via 301-2: « Funktion.

] .
9: Aus 8.2% egist B, ¢-rekursiv”,
aus 8.4 —unktion ™,
aus 7.2 eq[uT und
aus 7.1“  « Menge” 1 _ _
folgt: a b : (wist c_E_., ¢p-rekursiv)
[( Funktion) (& [C)}.

Ergo Thema4.1:
ASH‘ @I:_—(Ll)é ist ¥_Kette)
(o (b : (wist c_E_., ¢p-rekursiv) [{d Funktion) (& Cu)})”
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.

4.2: Aus 3“... W InklusionsRelation in {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) C(d [C)}”,
aus 2“{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

[{d punktion) [( )} Menge®und
aus A5 gleich “ [al: (« ist W_Kette) L (la [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)

[(dd Funktion) (& [Cw)})”

folgt via Lemma von Zorn I, TeilMengenVersion:
[QI: Q ist Y_maximales Element von

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [C(d Funktion) C(d [Cu)}.

5: Aus4.2“...Q ist ¥Y_maximales Element von

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) (& [Cw)}”
folgt via 39-1(Def):
Q [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [({d Funktion) [({d [)}.

6: Aus 5“Q [{b : (wist c_E_., ¢-rekursiv) C(@d Cw)}”
folgt:
(Qist c_E_., ¢p-rekursiv) (@ Funktion) [(Q [wu).
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Beweis 304-10(AC) VS gleich

10:

11:

12:

13:

(v ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) (@ Callu)

: Aus Thema7.1“...a [T und

aus VS gleich “« Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

> Aus Thema7.1* (« ist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[(].« Cwy’und
aus 8“a Menge”

folgt: a [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) (& [z)}.

Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in

{w: (wist c_E_., ¢p-rekursiv) (& Funktion) (&b )},
aus Thema7.1*...Q [al..”,

aus 5“Q [ : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion)

[(d L)} und

aus 9“a [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion)
(@ Cu)y”
folgt via 68-4: QY a.

Aus 4.2 ... Q ist Y_maximales Element von

{w: (wist c_E_., ¢p-rekursiv) (& Funktion) (b )},
aus 9“a [{b : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) (b Funktion)

[{d Cu)}”und
aus 10“Q W «”

folgt via 39-1(Def): a W Q.

Aus 3“...W InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[(d L)} und
aus 11“a 9 Q”
folgt via 68-4: o Q]

Aus 12“« CQF und
aus Thema7.1“...Q [al..”
folgt via GleichheitsAxiom: a=Q.

105

u Menge.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.

Ergo Thema7.1:

AGH‘ Lal: ((«v ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(Q [Callw))
C(ak=0)”

7.2: Aus4.2*[Ql..”,
aus 6 (Q ist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) [{® [z)” und
aus A6 gleich “ Lal: ((« ist c_E _., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[Q Collw)) C{al=Q)”
folgt: [Ql: (Q ist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) [{@ [Cz)
LR ((«ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(Q [Call“w))

[ (al= Q)).
O
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304-11(AC). Falls v Uiberhaupt eine c_E _., ¢-rekursive Funktion f mit (v DF1LC_1
u, u Menge, als Fortsetzung hat, so gibt es in

{w: (wist x_y_., z-rekursiv}) C(d Funktion) C(d [Cwllu)}

ein “ [Cmadximales Element”, also eine “ [mdximale” c_FE _., ¢p-Fortsetzung von v,
die eine Funktion und eine TeilKlasse von w ist.

304-11(AC)(Satz)

Aus “v LfALCulMenge” und “f ist c_E_., p-rekursiv”
und “f Funktion”
folgt “IQL: (Q ist c_E_., ¢p-rekursiv) [{Q Funktion) [{d Q1w
LB ((« ist c_E_., p-rekursiv) [{d Funktion) C(Q Call“w))
(o= Q))”.
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v CALCuIMenge) LA ist c_E_., ¢-rekursiv) C(f Funktion).

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) C(d Cwlw)} 304-9(Def)

1.1: Aus VS gleich “... f [Cul..” und
aus VS gleich “u Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: f Menge.

2: Aus VS gleich “...(f ist c_E_., ¢-rekursiv) C(J Funktion)”,
aus VS gleich “...v [ f1Cu]..” und
aus 1.1* f Menge”

folgt: f b (wist c.E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) [(d ol )}

3: Aus 2 f [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion) [(d Cwllu)}”
folgtvia 0-20:

Alg‘o B {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

Lol Ead T}

Themal.?2 a b (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[l Lol T}
Aus Themal.2 folgt: a [Cal

Ergo Themal.2:

Lol (o (b : (wist c_E _., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(d Cwllw)})
L (ol

Konseguenz via 0-29:
AZE‘ {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) [C(d Cwlu)}
[Plu)”
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v CAACuMenge) (I Funktion) C(J ist c_E_., ¢-rekursiv).

1.3: Aus VS gleich “...u Menge...”
folgt via PotenzMengenAxiom: P (u) Menge.

2: Aus A2 gleich “{w : (w ist c_E_., p-rekursiv) (& Funktion) [(d CwlCu)}
[P1u)” und
aus 1.3“P(u) Menge”
folgtvia TeilMengenAxiom:

ASE‘ {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) [C(d Cwlu)}
Menge”

3: Via 68-1(Def): [PI: W InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) [(d Cwllu)}.
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Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v CAACuMenge) (I Funktion) C(J ist c_E_., ¢-rekursiv).
Thema4.1 0 B « ist Y_Kette.
5.1: Aus Thema4.1“08 «...”
folgt via 0-20: [Ql: Q [al

5.2: Aus 3*“...W¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[(] Cwl )} und
aus Themad.1“... « ist W_Kette”
folgt via 302-6:
a [ : (wist c_E_., ¢p-rekursiv) [{d Funktion)

[l o -

5.3: Aus 3“...W¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., p-rekursiv) [C(d Funktion)
C(ul Cwl )}’ und
aus Themad.1* ...« ist W_Kette”
folgt via 302-6:

[Bly: (8,7 La) (A ) LEF LH)).

6.1: Aus 5._1“...Q Lal” 1
folgt via 1-15: Q Lo

6.2: 5.1“...Q [al” und
aus 5.2“a [{d : (w ist c_F_., ¢-rekursiv)

[(cd Funktion) [(d CwolCau)}”
folgt via 0-4:

Q [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion)
C(l Cwol o)}

6.3: Aus 5.2%a [L{d: (wist c_E_., ¢-rekursiv)

[(dd Funktion) [C(d CwllC )}’ und
aus A3 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

[(dd Funktion) [C(d Cwlw)} Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: « Menge.
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v CALCuIMenge) (I Funktion) (] ist c_E_., p-rekursiv).

Thema4.1 0 B o ist W_Kette.

6.4: Aus 5.2« [{d: (wist c_E_., ¢-rekursiv)

[({dd Funktion) C(d Cwll2)}” und

aus A2 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

[(dd Funktion) [C(d CwlCu)}
folgt via 0-6: o

7.1: Aus 6.2°Q [L{d : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

[(dd Funktion) C(d CwolCw)}”

folgt: v [
7.2 Aus 6.3 p-Menge” 1
folgt via Axiom: a Menge.
7.3: Aus 6.4 [Plw)” '
folgt via 1-19: a [l
Thema8.1 0 Lol

9: Aus Thema8.1“9 [al” und
aus 5.1%a [{d : (w ist c_F_., ¢-rekursiv)

[(d Funktion) C(d ColCw)}”

folgt via 0-4:
0 [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(cd Funktion) [C(d ol o)}
10: Aus 9
folgt: 0 ist c_E_., ¢-rekursiv.

Ergo Thema8. 1

A4H‘ 01 (6 Ca) C(adst c_E_., ¢-rekursiv)”
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Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v CAACuMenge) (I Funktion) C(J ist c_E_., ¢-rekursiv).
Thema4.1 0 B « ist Y_Kette.

8.2: Aus A4 gleich “ [21 (0 [Ca)
C(adst c_E_., ¢p-rekursiv)” und

aus 5.3 [Aly : (6,7 o) LA =3 L3 LE) ™

folgt via 302-2: a Ist c_E_., ¢-rekursiv.
8.3: Aus 7.1%v %md
aus 6-_1“Q [ la” 1
folgt via 0-6: v [a.
Thema8.4 0 Lal

9: Aus Thema8.4*“ 9 [al” und
aus 5.1%a [{d : (w ist c_F_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) C(d ColCw)}”

folgt via 0-4:
0 [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(cd Funktion) [C(d ol o)}
10: Aus 9
folgt: 0 Funktion.
1
Ergo Thema8.4: ASE‘ 01 (6 Ca) C(aFunktion)”

8.5: Aus A5 gleich “ [21 (0 [Ca) [(dFunktion)” und

aus 5.3" [3ly : (3,7 Ca) (@ ) CA 2R
folgt via 301-2: « Funktion.




Mengenlehre #304 113

Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v CAACuIMenge) (I Funktion) C(J ist c_E_., ¢p-rekursiv).
Thema4.1 0 B « ist Y_Kette.

1 .
9: Aus 8.2“ eist c-E-, o-rekursiv”,

aus 8.5“ « I@tion

aus 8.3% ¢t 1a”™,

aus 7.3 —eq[uT und

aus 7.2 «a Menge” 1 _ _

folgt: a b : (wist c_E_., ¢p-rekursiv)
[(cd Funktion) [(d [l )},

Ergo Thema4.1:
AGH‘ [al: (0 B o ist W_Kette
(0 o ist W Kette)

C(Cla (b : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion)
Ll Lol Cu)}) ™

4.2: Aus 3“...W InklusionsRelation in {w : (w ist c_E _., ¢-rekursiv)

[(cd Funktion) C(d Cwllau)}”,

aus Al gleich “0 B {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) [(d Cwllw)}”,
aus A3 gleich “{w : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) [(d Cwllw)}
Menge” und

aus A6lgﬂfh “L[al: (0 B a ist W_Kette)
CCla b : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) C(d CwllCu)})”

folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
[QI: Q ist Y_maximales Element von

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(d ol )},
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v CAACuMenge) (I Funktion) C(J ist c_E_., ¢-rekursiv).

5: Aus 4.2*...Q ist W_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(d CwlCuw)}”
folgt via 39-1(Def):
Q [ : (wist c_E_., ¢p-rekursiv) [ Funktion) C(d [Cwllu)}.

6: Aus 5“Q [{b : (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion) [(d CwlCw)}”
folgt: (Qist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) [C(d QI

Thema7.1
(aist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) [(Q® Callu)

8.1: Aus6“...v [Ql..” und

aus Themal.7“...Q Cal..”

folgt via 0-6: v [Cal
8.2: Aus Thema7.1“...a [T und

aus VS gleich “...u Menge...”

folgt via TeilMengenAxiom: o Menge.
9: Aus Thema7.1* (« ist c_E_., ¢-rekursiv [{al Funktion)... ”,
aus 8.1“v Lal,

aus Thema7.1*...a [uT und
aus 8.2« Menge”
folgt: a [ (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(dd Funktion) C(d [Cwol )},
10: Aus 3“...W InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) (& [Cw)}”,
aus Thema7.1*...Q [Cal..”,
aus 5“Q [{b : (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion)

[ Cw)}”und
aus 9“a [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv) (& Funktion)

[ld Cu)}
folgt via 68-4: QY a.
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v CAACuIMenge) (I Funktion) C(J ist c_E_., ¢p-rekursiv).

(aist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) [(Q [Collw)

11: Aus 4.2*...Q ist W_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
aus 9“a [ : (wist c_E_., ¢-rekursiv)
[(d Funktion) [C(d o)}’ und
aus 10“Q ¥ o

folgt via 39-1(Def): aWQ.

12: Aus 3“...W¥ InklusionsRelation in
{w : (wist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

(] Ceod )y und
aus 11“a W Q”
folgt via 68-4: o [
13: Aus 12« [CQF und
aus Thema7.1“...Q LCal..”
folgt via GleichheitsAxiom: a=Q.

Ergo Thema7.1:
A7H‘ Lal: ((«vist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(Q [allw))
(o= Q)"

7.2: Aus4.2*[Ql..”,
aus 6 (Q ist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) [(d CQI[C2w)” und
aus A6“ Lal: ((« ist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) (@ [Cadlw))

[{al= Q)

folgt: [Ql: (Q ist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) [(d Q1)
LR ((«ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(Q [Call“w))

[ (al= Q)).

]
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304-12(AC). Durch Spezialisierung auf « = f ergibt sich aus 304-11(AC) ein
“ Cmdximaler Erweiterungssatz fur c_E_., ¢-rekursive Funktionen.

304-12(AC)(Satz)

Aus “f LwlMenge” und “f Funktion” und “f ist c_E_., ¢-rekursiv”
folgt “IQA: (Q ist c_E_., p-rekursiv) [{Q Funktion) LI QI L)
LR ((« ist c_E ., ¢p-rekursiv) L{d Funktion) (R [Call—w))

(o= Q))”.
Beweis 304-12(AC)
VS gleich (f CuMenge) L Funktion) (A ist c_E_., ¢-rekursiv).
1: Via 0-6 gilt: f LAl

2: Aus 1“ f [T und
aus VS gleich “. .. (f [w) A Funktion) (A ist c_E_., ¢-rekursiv) ”
folgt via 304-11(AC):
[Ql: (Q ist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) [C(f QL)
LR ((«ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(Q [Call—w))
[ (al= Q)).

]
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304-13(AC). Mit ein wenig Geschick ergibt sich aus 304-11(AC) in weiterer
Folge ein *“ Cmadximaler” Erweiterungssatz fur c_E_., ¢-rekursive Funktionen mit
Startwert (p, ¢). Zundchst wird Vorliegendes notiert.

304-13(AC)(Satz)

Aus “(p,q) Cod AL ulMenge” und “f Funktion”
und “f ist c_E_., ¢-rekursiv”

folgt “IQL: (Q ist c_E_., ¢-rekursiv mit Starwert (p,q)) LR Funktion)

[l L1 L)
LB ((« ist c_E_., p-rekursiv) [{d Funktion) LR Call—w))
(o= Q))”.

Beweis 304-13(AC)

VS gleich  ((p,q) [l AL wMenge) L Funktion) C(f ist c_E_., ¢-rekursiv).

1:

4:

Aus VS gleich “...v [f1uIMenge) [L(f Funktion)” und
aus VS gleich “... f ist c_E_., ¢-rekursiv”
folgt via 304-11(AC):
[Ql: (Q ist c_E_., ¢-rekursiv) [{@ Funktion) [(d CQICw)
LR ((«ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) C(Q [Call“w))

[C(al= Q)).
> Aus VS gleich “...(p,q) Cxl..” und
aus 1“...v LQl..”
folgt via 0-4: (p,q) CA
D Aus 1“...Qist c_E_., ¢-rekursiv... ” und
aus 2 (p,q) .~
folgt via 302-1(Def): Q ist c_F_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

Aus 1% [QLI...”7,

aus 1“...Q Funktion...”,

aus 3“Q ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”,

aus 1*...v CQICwd..” und

aus 1* ... [al: ((« ist c_E_., ¢-rekursiv) [(d Funktion) (@ [Callw))

[k Q)"

[Ql: (Q ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, ¢)) (@ Funktion)
[l Q1 L)

LRI ((«ist c_E_., ¢-rekursiv) (@ Funktion) (@ [Call w))
(o= Q).

]

folgt:
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304-14(AC). Es gibt eine *“ [Cmdximale” Erweiterung einer c_E_., ¢-rekursiven
Funktion f mit Startwert (p, q).

304-14(AC)(Satz)

Aus “f LwulMenge” und “f Funktion”
und “f ist c_E_., ¢p-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt “[QA: (Q ist c_E_., ¢p-rekursiv mit Starwert (p,q)) LR Funktion)

LCA LI Cw)
LR ((« ist c_E_., p-rekursiv) L{d Funktion) [C{Q [Call—w))
[ (al=Q))”".
Beweis 304-14(AC) VS gleich (f CuMenge) (I Funktion)

L(Aist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert(p, q)).

1.1: Aus VS gleich “... f ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”

folgt via 302-1(Def): (f ist c_E_., ¢-rekursiv) (b, q) ).
1.2: Via 0-6 gilt: f Al
2: Aus 1.1*...(p,q) LJT",
aus 1.2“ f Lf7T,

aus VS gleich “ (f CwuIMenge) C.(J Funktion)...” und
aus 1.1“ f ist c_E _., ¢-rekursiv. .. ”
folgt via 304-13(AC):
[Ql: (Q ist c_E_., p-rekursiv mit Startwert (p, ¢)) (@ Funktion)
LCA LOI L w)
LRI ((« ist c_E_., ¢-rekursiv) [{d Funktion) C(@ [Call—w))
[ (al= Q)).

]
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304-15. Ist f eine c_E_., p—rekursive Funktion mit Startwert (p, q), so gilt f(p) =
q.

304-15(Satz) Es gelte:

=) fist c_E_., ¢p-rekursiv mit Startwert (p, q).
=) [ Funktion.

Dann folgt “f(p) =q”.

Beweis 304-15

1: Aus -)“ fist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”

folgt via 302-1: (p,q) LA
2: Aus -)“ f Funktion” und

aus 1 (p, ¢q) LJI"

folgt via 18-20: q= f(p).
3: Aus 2

folgt: fp) =q.
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Analysis: 1 + ., ¢-rekursive Klassen mit Definitions-Bereich [Nl oder = N (und
Startwert (p, q)).
1+ ., ¢-rekursive Funktionen mit Definitions-Bereich oder = N (und
Startwert (p, q)).
Archimedes I11.

Ersterstellung: 16/07/14 Letzte Anderung: 23/07/14

305-1. Ein wichtiger Spezialfall c_E_., p—rekursiver Funktionen mit Startwert
(p, q) liegt vor, wenn ¢ =1, E = A, ¢ eine Funktion ist und p = 0 gilt. In diesen
Lagen sind Existenz- und Eindeutigkeits-Aussagen verfluigbar. Als Vorbereitung
wird eine auch an sich bemerkenswerte Klasse in die Essays eingebracht.

305-1(Definition)

305.0(x,y) ={w: (w Cddmz) [({#(w) E y(w))}.
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305-2. Hier werden Eigenschaften von {w : (w Cdbmz) C(ad(w) B y(w))} nach-
gewiesen.

305-2(Satz)

a) “p W (w Cddmz) [ (w) B y(w))}”
genau dann, wenn “(p Cdomx) C(@(p) E y(p))”.

b) “p b : (w Lddmz) [{Hw) E y(w))}”.
genau dann, wenn “(p [-ddmz) C(@(p) = y(p))”.

¢) {w: (w ddmz) (A (w) B y(w))} Cddmzx.

d) w:(w Cddmz) [(d(w) B y(w))} =07
genau dann, wenn “L[al: (o Cddmz) [C(zla) = y(a))”.

e) Aus “f, g Funktion” und “{w : (w Cddm f) C(f(w) B g(w))} =07
folgt “f Lg7.

{w: (w Cddmz) C(w) B y(w))} 305-1(Def)

Beweis 305-2 a) @S gleich p b (w Cddmz) C@(w) 8 y(w))}.
Aus VS

folgt: (p Cddmz) L@ (p) E y(p)).
(TS gleich (p Cddmz) C(d(p) B y(p)).

1: Aus VS gleich “p Cddémz...”
folgt via ElementAxiom: p Menge.

2: Aus VS gleich “(p Cddmz) C(a(p) E y(p))” und
aus 1“p Menge”

folgt: p b (w Cddmz) C(w) B y(w))}.

b)
Via des bereits bewiesenen a) gilt: (r [{b: (w Cddmz) C@H(w) B z(w))})
= ((p Fddmz) C(d(p) = y(p))).
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Beweis 305-2 ¢)

o b (v Cddma) CEW) & y(w)}
Aus Themal
folgt: o [Cddm x.

Ergo Themal: ol (o (b : (w Cddmzx) [ (w) B y(w))}) C{adlddm z).

Konsequenz via 0-2(Def): {w: (w Cddmz) (A (w) B y(w))} Cddm z.
d) @S gleich {w: (w Cddmz) C(H(w) B y(w))} =0.
1: Esgilt: (Lad: (o Cddmz) C(zla) = y(«)))

LK (Q Cddmz) L(H(Q) B y(Q))).

|wfFallunterscheidung|

[Ql: (Q Cdbmx) [(H(Q) 8 y(Q)).
2: Aus1.1.Fall“...(Q Cdbmx) COX(Q) B y(Q))”
folgt via des bereits bewiesenen a):
Q b : (0 Cddmx) LR(w) E y(w))}-
3: Aus 2°Q b : (w Cddmx) [ (w) B y(w))}”
folgt via 0-20: 08 {w: (v Cddmx) CX(w) E y(w)}
4: Esqilt 3“0 8 {0 : (0w Cddmx) CHA(w) B y(w))}”.
Es gilt VS gleich “{w : (0 Cddmx) [(A(w) E y(w))}=0".
Ex falso quodlibet folgt: [al: (a Cddmx) Cxqa) =y(a)).

Ende WfFaIIunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:
Lol (o Cddmx) [C(zla) = y(a)).
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Beweis 305-2 d) @S gleich [l (o Cddmz) [C{zde) = y(a)).
f b (w Cddmz) LH(w) B y(w))}-

2: Aus Themal” g [{b : (w Cddmz) C@H(w) E y(w))}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(5 Cddmz) L(A(P) 8 y(5)).

3: Aus 2“5 [Cddbmz...” und
aus VS

folgt: z(B) = y(B).

4: Es gilt 3*x(8) = y(B) .
Es gilt 2“...x(8) B y(6)”.
Ex falso quodlibet folgt:

AW (w Lddm ) [(w) & y(w))}-

Ergo Themal: 51 ([ : (w Cddmz) Cal(w) 8 y(w))})
LAY (w Cddmz) CHw) B y(w))D).

Konsequenz via 0-19: {w: (w Cddmzx) [((H(w) B y(w))} =0.

e)

VS gleich (f, g Funktion) [(Jw : (w Cdom /) C(H(w) 8 g(w))} = 0).

1: Aus VS gleich “.. . {w: (w Cddm ) C(H(w) B g(w))}”
folgt via des bereits bewiesenen d):

Lol (o Lddm /) L (Ha) = g(a)).

2: Aus VS gleich * f, g Funktion...” und

aus 1“ [al: (o Cddm f) C(Fflo) = g(a))”
folgt via 18-43: f gl

]
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305-3. Die natirlichen Zahlen sind so tiberschaubar strukturiert, dass tiber n\ A
fur n CNlund A [CnMorliegendes zur Verfiigung steht.

305-3(Satz) Es gelte:
) 08 A [CallN,
-) 0 A
Dann gilt “IA: (Q,1+Q [n) (@ [A) CA+Q CA)”.

Beweis 305-3

<-Notation.

1: Aus -)“...n NI
folgt via 197-4: n NI

2: Aus -)“...A [nl..” und
aus 1“n LNF
folgt via 0-6: A [N

3: Aus -)“08 A...” und
aus 2“ A [NF
folgt via MMSN: [®]: ® ist < _Minimum von A.

4.1: Aus 3“...d ist < _Minimum von A”
folgt via 38-1(Def): o A

4.2: Aus 3“...® ist < _Minimum von A”
folgt via 38-1(Def): ® untere < _Schranke von A.

5.1: Aus4.1“® [CA” und
aus 2“ A [NF
folgt via 0-4: ® [N

5.2: Aus4.1*® [CA” und

aus -)“0 [A”
folgt via 0-1: o 80.

5.3: Aus4.1“® [CA” und
aus »)“... A [nl..”
folgt via 0-4: ® [Cnl
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Beweis 305-3 ...

6.1: Aus5.2“®E0” und
aus 5.1“o [NI”
folgt via 300-9: [Ql: (Q [N [(®=1+0Q).

6.2: Aus -)“...n [(NI”,
aus 5.1“¢® [CNI” und
aus 5.3“0 [nl”
folgt via 197-5: d < n.

7.1 Aus6.1“...Q [NI...”
folgt via 239-5: Q<1+0Q.

7.2: Aus4.1 und
aus 6.1“...d=1+Q”

folgt: 1+Q [A
8.1: Aus6.1“...o=1+Q” und

aus 7.1

folgt: Q<.

8.2: Aus7.2“1+Q [A” und
aus -»)“...A [nl..”

folgt via 0-4: 1+Q [Cnl
9.1: Aus 4.2 ® untere < _Schranke von A” und

aus 8.1"Q < o~

folgt via 297-4: Q [A

9.2: Aus8.1“Q < ®” und
aus 6.2“® <n”
folgt via 107-8: Q < n.

10: Aus6.1%...Q [NI...",
aus -)“...n CNI” und
aus 9.2“Q <n”
folgt via 197-5: Q [nl
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Beweis 305-3 ...

11: Aus6.1“[Ql...”,
aus 10“Q [nl”,
aus 8.2“1+ Q [nl”,
aus 9.1“Q [A” und
aus 7.2“1+ Q A"~

folgt: QL (Q,1+Q [n) (@ [A) CA+Q [CA.
O
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305-4. Es ist auch eine “N an Stelle von n NI’ -Version von 305-3 verfligbar.

305-4(Satz) Es gelte:
-) 0B A [N
-) 0 A
Dann gilt “IQ1: (Q,1+Q [CN) (@ [A) CA+Q CA)”.

Beweis 305-4

1: Aus -)“0E8 A NP

<-Notation.

folgt via MMSN: [®]: (¢ [N) [(P ist < _Minimum von A).

2.1: Aus 1“...® ist < _Minimum von A”
folgt via 38-1(Def):

2.2: Aus 1“...® ist < _Minimum von A”

o A

folgt via 38-1(Def): ® untere < _Schranke von A.

3: Aus 2.1“® [CA” und
aus -)“0 [CA”
folgt via 0-1:

4: Aus 3“dE0” und
aus 1“...® [NI...”

OR=30}

folgt via 300-9: [Ql: (Q [N [{(®=1+Q).

5.1: Aus4“...Q [NI...”
folgt via 159-10:

5.2: Aus4*...Q [N...”
folgt via 239-5:

6.1: Aus 2.1 und
aus4“...o=1+Q”
folgt:

6.2: Aus4“..o=1+Q” und
aus 5.2
folgt:

1+Q [N

Q<1+Q.

1+Q A

Q<o
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Beweis 305-4 ...

7: Aus 2.2“® untere < _Schranke von A” und
aus 6.2“Q < @”
folgt via 297-4: Q A

8: Aus4“[Ql: Q [NI...”,
aus 5.1“1+Q [CNI”,
aus 7Q [A” und
aus 6.1“1+Q A~

folgt: QL (Q,1+Q [n) (@ [A) CA+ Q [CA.
O
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305-5. Nun wird das erste “Eindeutigkeits-Resultat” tiber 1 + ., ¢— rekursive
Funktionen mit Definitions-Bereich [Nl fur Funktionen ¢ bewiesen.

305-5(Satz) Es gelte:
=) f,g ist L+ . ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
=) f,q,¢ Funktion.
-) dom f [N
—-) dom f [Cddmg.

Dann folgt “f [g1.

Beweis 305-5

{w: (v Cddm f) CU(W) E g(w))} 305-1(Def)

1: Esqgilt: 08 {w: (w ddm f) [((J(w) B g(w))})
[JL : (w Cdom f) LCH(w) & g(w))} = 0).

|wiFal lunterscheidung |

08 {v: (o Cddmf) [(H() 8 g(w))}-

2.1: Aus -)“f,g Funktion” und
aus —-)“f,qg ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt via 304-15: (f(0) = q) (d(0) = q).
2.2: Via 305-2 qilt: {0: (v Cddmf) CA(w) B g(w))} Cddm f.
2.3: Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt via 302-1(Def): f,g ist 1 + ., @-rekursiv.
3: Aus 2.1
folgt: T(0) = g(0).
4: Aus 3“f(0) =g(0)”
folgt via 305-2: 0 I ib: (w Cddmf) [[(H(w) E g(w))}.

5: Aus 1.1.Fall“0 &8 {0 : (v Cddbmf) C(H(w) E g(w))}”,
aus 2.2“{w : (w Cdom f) [(#(w) E g(w))} Cddm T,
aus -)“domf [CNI” und
aus 4“0 b : (v Cdom ) C(H(w) B g(w)}”
folgt via 305-3: [ (Q,1+Q [Cdbm¥)
[Q L : (0 Cdomf) L (0) Eg9(w))})
[+ Q b : (w Cddm f) [(H(w) & g(w))}).
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Beweis 305-5

| wiFal lunterscheidung

Analysis #305

10:

1.1.Fall 08 {w: (0w Cddmf) C(H(w) B g(w))}.
6.1: Aus5“...Q,1+Q [Cdbmf...” und

aus —)“domf [ddmg”

folgt via 0-4: Q,1+Q [Cdbmg.

D Aus5“...Q I{h : (w Cddbm ) C(H(w) E g(w))}”
folgt via 305-2: (Q rdbmf) C(H(Q) = g(Q)).

D Aus 5. 1+Q b (0w Cddm ) CH(w) E g(w))}”
folgt: f1+Q)Eg(1l+Q).

: Aus -)“f... Funktion”,

aus -)“... Funktion”,

aus 2.3“f...ist 1+ ., @-rekursiv”,
aus AALI“A Algebra in A”und

aus 5“...Q,1+Q Cdbm*f...”

folgt via 304-8: f(1+Q)=oe(f(Q).
: Aus 5“...Q... Cddmf” und

aus 6.2

folgt: T(Q) = g(Q).

: Aus -)“...g,0 Funktion”,

aus 2.3“...gist 1+ ., @-rekursiv”,
aus AALI*“ A Algebra in A”und
aus 6.1“Q,1+ Q [Cdbmg”

folgt via 304-8: 9(1 + Q) = 9(9(Q)).

: Aus 7.1
folgt: o(f(Q) = 0(9(Q)).
: Aus 7.2 und

aus 8

folgt: o(fF(Q) =91+ Q).

Aus 9 und
aus 6.4

folgt: f(1+Q)=g(1+Q).
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Beweis 305-5

| wiFal lunterscheidung

08 {v: (o Cddmf) [(H() 8 g(@))}-

11: Esgilt 10“fQ1+Q)=g(1+Q)".
Esqilt 6.3“F(1+Q)Bg(1l+Q)”.
Ex falso quodlibet folgt: {w: (v Cdomf) CH(w) E g(w))} =0.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

At o (v Cddm f) COI) 8 g(w)} =07

1.2: Aus -)“ f,g... Funktion” und
aus Al gleich “{w : (w ddm f) [((J(w) B g(w))} =0~
folgt via 305-2: f gl



132 Analysis #305

305-6. Es ist auch eine “dom f = N-Version” von 305-5 verfuigbar. Der Beweis
verlduft bis auf ein Detail sehr dhnlich zu 305-5. Da sind die Augenblicke, in
denen ich wiinsche, Meta-Mathematisches in den Essays zuzulassen.

305-6(Satz) Es gelte:
=) f,g ist L+ . ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
=) f,g9,¢ Funktion.
—-) dom f =N [ddmg.

Dann folgt “f [gT.

Beweis 305-6

{w: (v Cddm f) CU(W) E g(w))} 305-1(Def)

1: Es gilt: O E8{w: (w Cddom /) CH(w) B g(w)})
L : (w Cdom f) LCHw) B g(w))} = 0).

| wiFal lunterscheidung|

08 {v: (o Cddmf) [(H() 8 g())}-

2.1: Aus -)“f,g Funktion” und
aus -)“f,g ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt via 304-15: (F(0) = q) LG(0) = ).
2.2: Via 305-2 gilt: {w: (0 Cddmf) C(F(w) E g(w))} CddmT.
2.3: Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt via 302-1(Def): f,g ist 1 + ., @-rekursiv.
3.1: Aus 2.1

folgt: £(0) = g(0).

3.2: Aus 2.2 und
aus —)“domf =N"
folgt: {w: (v Cddmf) C(FH(w) E g(w))} [N

4: Aus 3.1“f(0) =g(0)”
folgt via 305-2: 0 /{b: (w Cddmf) [C(H(w) E g(w))}.
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Beweis 305-6

| wiFal lunterscheidung

08 {v: (o Cddmf) [(H() 8 g(@))}-

5: Aus 1.1.Fall“0 & {w: (0 Cddbmf) C(H(w) B g(w))}”,
aus 3.2“{w : (v Cddomf) [(H(w) 8 g(w))} CNF" und
aus 4“0 r{o : (w Cdom ) [C(H(w) E g(w))}”
folgt via 305-4: [@Q:(Q,1+Q [N
QL : (0 Cdomf) C(H(w) E 9(w))})
LA+ Q b : (w Cddm F) L (w) E g(w))}).

6.1: Aus5“...Q,1+Q [N...” und
aus -»)“...N [Cddmg”
folgt via 0-4: Q,1+Q [Cdbmg.

6.2: Aus5“...Q I{b : (v Cddbmf) [C(H(w) E g(w))}”
folgt via 305-2: (Q rdomf) CH(Q) = g(Q)).

6.3: Aus5“...1+Q [{b: (0 Cddom ) C(H(w) E g(w))}”
folgt: f1+Q)Eg(l+Q).

6.4: Aus5“...Q,1+Q [N...” und
aus -»)“domf =N...”
folgt: Q,1+Q [Cdbmf.

7.1: Aus -)“f... Funktion”,
aus -)“...o Funktion”,
aus 2.3“f...ist 1 + ., @-rekursiv”,
aus AATI* A Algebra in A” und
aus 6.4“Q,1+Q [Cdbmf”
folgt via 304-8: f(1+ Q) =oe(f(Q).

7.2: Aus -)*...d,¢ Funktion™,
aus 2.3“...g ist 1 + ., @-rekursiv”,
aus AATI* A Algebra in A”und
aus 6.1“Q,1+Q [Cdbmg”
folgt via 304-8: g1+ Q) = o(g(Q).

7.3: Aus 6.4“Q... Cddomf” und
aus 6.2
folgt: f(Q) =g(Q).
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Beweis 305-6

| wiFal lunterscheidung

08 {v: (o Cddmf) [(H(w) 8 g(@))}-

8: Aus7.3
folgt: P(f(Q) = 0(3(Q).
9: Aus 7.2 und
aus 8
folgt: o(f(Q) =g(1+ Q).
10: Aus 9 und
aus 7.1
folgt: f1+Q) =91+ Q).
11: Esgilt 10“f(1+Q)=g(1+Q)".
Esqilt 6.3“fF(1+Q)Eg(1+Q)”.
Ex falso quodlibet folgt: {w: (v Cdomf) CH(w) E g(w))} =0.

Ende WfFaIIunterscheidung‘ In beic'i_eln Fdllen gilt:

At (v Cddm f) CO) 8 g(w)} =07

1.2: Aus -)“ f,g... Funktion” und
aus Al gleich “{w : (w Cdom f) ((J(w) B g(w))}=0"
folgt via 305-2: f gl
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305-7. N ist eine [ =Kette.

135

305-7(Satz)
a) Aus “n,m [N folgt “(n Cml) Cth Cn)”.
b) ((1,0),0) Al

Beweis 305-7
RECH-Notation.
a) VS gleich n,m [N
1: Aus VS gleich “n,m [CNI”
folgt via 159-11: n,m [S]
2: Aus 1“n,m LSP
folgt via 107-14: (n = m) [{zh < n).
Fallunterscheidung‘
nsm
Aus VS gleich “n,m CNI” und
aus 2.1.Fall“n=m”
folgt via 197-6: n Cml
2.2 Fall m=n
Aus VS gleich “n,m CNI” und
aus 2.2.Fall“m=n~
folgt via 197-6: m [nl

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

(n Lm) L(h Lol
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Beweis 305-7 b)

1: Esgilt: (((1,0),0) CA) [(X1,0),0) [-A).

|wiFal lunterscheidung |

((1,0),0) CAL

2: Aus 96-1“ A Funktion” und
aus 1.1_Fall“((1,0),0) CAr

folgt via 18-20: 0=A((1,0)).
3: Aus 2

folgt: 0=1+0.
4: Via +schola gilt: 1+0=1.
5: Via Bschola gilt: 08 1.
6: Aus 3 und

aus 4

folgt: 1+081+0.

7: Esqilt“1+0=1+0".
Esgilt6“1+081+0".
Ex falso quodlibet folgt: ((1,0),0) Al

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fdllen gilt: ((1,0),0) [FAl

[]
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305-8. Unter den ersten beiden Bedingungen von 305-5,6 und unter “nattirli-
chen ” Zusatz-Bedingungen an dom f, dom g entsteht eine [=Kktte.

305-8(Satz) Es gelte:
=) f,g ist L+ . ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
-) f,9,¢ Funktion.
-) (dom f [CN)) C(dom f = N).
=) (domg [N) [{domg = N).
Dann folgt “(f T L{d LF)”.
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Beweis 305-8

1: Nach -) gilt: (dom f,dom g [N
L((dom f [N) [(domg = N))
L((gom f = N) [(domg [ND)

[(dbm f,dom g = N).
Fallunterscheidung]
1.1.Fall domf,domg [N
2: Aus1.1_Fall“domf,domg NI’
folgt via 305-7: (domf [Cddmg) [(domg [ddmf).
| Fallunterscheidung |
2.1.Fall domf [ddmg.

Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q) ",
aus -)“f, g, Funktion”,

aus 1.1.Fall“domf... CNF"und

aus 2.1.Fall“domf [Cddmg”

folgt via 305-5: f gl
domg [Cddmf.
3.1: Aus -)“f,g ist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt: g, T ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0, q).
3.2: Aus -)“f,g,0 Funktion”
folgt: g, f, @ Funktion.

4: Aus 3.1%g, T ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 3.2.Fall“g, f, ¢ Funktion”,
aus 1.1.Fall“...domg [CNF"und
aus 2.2.Fall“domg [Cddmf”
folgt via 305-5: g Tl

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(f Loy L@ CH).
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Beweis 305-8

|Fallunterscheidung]

2:

1.2.Fall (domf [NI) [C{domg = N).

Aus 1.2.Fall“domf [CN...”
folgt via 197-4: domf [CNI

: Aus 2 und

aus 1.2.Fall“...domg =N"
folgt: domf [Cddmg.

: Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q) ”,

aus -)“f,g, ¢ Funktion™,

aus 1.2.Fall“domf [NI...”und

aus 3“domf [Cddmg”

folgt via 305-5: f gl

2.1:

2.2:

2.3:

1.3.Fall (domf = N) [C{domg M.

Aus -)“f, g ist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt: g, f ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0, q).

Aus -)“f, g, Funktion”
folgt: g, f, @ Funktion.

Aus 1.3.Fall“...domg NI
folgt via 197-4: domg [N

: Aus 2.3 und

aus 1.3.Fall“domf =N...”
folgt: domg [Cddmf.

: Aus 2.1%g, f ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0,q) ",

aus 2.2*g, f, 0 Funktion”,

aus 1.3.Fall“...domg NP und

aus 3“domg [Cddmf”

folgt via 305-5: g Tl

139
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Beweis 305-8

|Fallunterscheidung]

1.4 Fall domf,domg = N.
2: Via 0-6 gilt: N NI

3: Aus 2“N [CNF und
aus 1.4_Fall“...domg=N”"
folgt: N [Cddmg.

4: Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q) ",
aus -)“f,g,0 Funktion”,
aus 1.4_Fall“domf...=N"und
aus 3“N [Cddmg”
folgt via 305-6: f gl

Ende Fallunterscheidung]In allen Féllen gilt: (f C LY AL
L]
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305-9. Unter Einschrankung der Definitions-Bereiche auf n [Nl oder N steht ein
Eindeutigkeits-Resultat zur Verfligung.

305-9(Satz) Es gelte:
=) f,g ist L+ . ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
=) f, 9,0 Funktion.
-) (dom f [CN)) C(dom f = N).
-) dom f =domg.

Dann folgt “f =¢g”.
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Beweis 305-9
1: Nach -) gilt: (dom f [CNI) [{dom f = N).
]Fallunterscheidung‘

1.1.Fall domf [N

2.1: Aus -)“domf =domg”
folgt via 0-6: domf [Cddmg.

2.2: Aus -)“domf =domg”
folgt via 0-6: domg [Cddmf.

2.3: Aus1l.1.Fall und
aus —)“domf =domg”
folgt: domg [N

2.4: Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt: g, T ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0, q).

2.5: Aus -)“f,g, 0 Funktion”
folgt: g, f, @ Funktion.

3.1: Aus -)“f,g ist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus —)“f, g, Funktion”,
aus 1.1_Fall“domf [CNF’und
aus 2.1*domf [ddmg”
folgt via 305-5: f gl

3.2: Aus 2.4*g, T ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0,q) ",
aus 2.5“g, f, @ Funktion”,
aus 2.3“domg [CNI” und
aus 2.2“domg [Cddmf”
folgt via 305-5: g Tl

4: Aus 3.1“f [gT und
aus 3.2“g CTT
folgt via GleichheitsAxiom: f=g.
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Beweis 305-9

|Fallunterscheidung]

1.2 Fall domf = N.
2.1: Aus -)“domf =domg”

folgt via 0-6: domf [Cddmg.
2.2: Aus -)“domf =domg”

folgt via 0-6: domg [Cddmf.

2.3: Aus1.2.Fall und
aus -)“domf =domg”

folgt: domg = N.
2.4: Aus -)“f,gist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt: g, f ist 1 + ., @-rekursiv mit Startwert (0, q).
2.5: Aus -)“f,g,0 Funktion”

folgt: g, T, ¢ Funktion.
3.1: Aus1.2.Fall und

aus 2.1

folgt: N [Cddmg.
3.2: Aus 2.3 und

aus 2.2

folgt: N [Cddmf.

4.1: Aus -)“f,gist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus -)“f, g, Funktion”,
aus 1.2_Fall*“domf = N”und
aus 3.1“N [Cddmg”
folgt via 305-6: f gl

4.2: Aus 2.4*g,f ist 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 2.5“g, f, @ Funktion™,
aus 2.3“domg=N" und
aus 3.2“N Cddmf”

folgt via 305-6: g CFl
5: Aus4.1“f [gT und
aus 4.2*g CET
folgt via GleichheitsAxiom: f=g.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: f=

O«
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305-10. Ergdnzend zu den Untersuchungen von #302 wird zundchst ganz allge-
mein Hinreichendes dafiir formuliert, dass {(p, ¢)} eine c_E_., p—rekursive Klas-
se ist. Hieraus folgt ohne viel Muhe, dass {(0,¢)} fur jede Menge q eine 1 +
., o—rekursive Klasse ist.

305-10(Satz)

a) Aus “(p,q) Menge” und “((c,p),p) [—E”
folgt “{(p, q)} ist c_E_., p-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

b) Aus “q Menge”
folgt “{(0,q)} ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”.

Beweis 305-10 a) VS gleich ((p, @) Menge) Lc, p), p) [-HD).
1: Aus VS gleich “(p,q) Menge...”
folgt via PaarAxiom I: p, g Menge.

2: Aus 1“p,q Menge” und

aus VS gleich “... ((¢,p),p) [EH1”
folgt via 302-4:

{(p, @)} ist c_E_., ¢-rekursiv mit Starwert (p, q).

b) VS gleich g Menge.

1.1: Aus OUAXxiom*“0 Menge” und
aus VS gleich “¢ Menge”
folgt: 0, ¢ Menge.

1.2: Via 305-7 gilt: ((1,0),0) [Al

2: Aus 1.1*0,q Menge” und
aus 1.2 ((1,0),0) [FA”

folgt via des bereits bewiesenen a):
{(0,q)} ist 1. A_., p-rekursiv mit Startwert (0, q).

3: Aus 2
folgt: {(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).

]
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305-11. Bei der Untersuchung von 1+., ¢—rekursiven Klassen f (mit Funktionen
¢) sind die Falle dom f oder dom f = N gelegentlich besonders interessant.

305-11(Definition)

a) 305.1(z,y,2) ={w: (wist 1+ . x-rekursiv)
[(((domw [CN) [(domw = N)) (@ Cwl )}
b) 305.2(z,y,z) ={w: (wist 1+ . z-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N) [(domw =N)) (g Cwll .
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305-12. Einem “Murphy-artigen Gesetz” folgend wird beim theoretischen Vor-
ausarbeiten mit ziemlicher Sicherheit jene Formulierung getrolen, die spater
haargenau nicht einsetzbar ist.

305-12(Satz) (Archimedes I11)

Aus “x CR” folgt “[Q: (Q [N) [3FQ <z < Q).

Beweis 305-12 VS gleich x (R

1: Aus VS gleich “x [RI”
folgt via [SZ: x [S]

2: Aus 1%z [LSF
folgt via 107-18: (r=0) A< x).
]Fallunterscheidung‘

2.1.Fall x<0.

3: Aus VS gleich “x [R” und
aus 2.1.Fall“x=0"
folgt via Archimedes I1I: [Q: (Q [(N) (FQ < X).

4: Aus 3“...— Q< x” und
aus 2.1.Fall“x<0”
folgt via 107-8: -Q<0.

5: Aus4“—Q <0~

folgt via 109-16: 0<Q.
6: Aus2.1.Fall“x<0"und

aus 5“0<Q”

folgt via 107-8: X <Q.
7: Aus 3“ [QI: (Q [N) CL(+Q <x)” und

aus 6“x<Q”

folgt: [Q:QN) [(FQ<x<Q).
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Beweis 305-12 VS gleich r [RL
2.2 _Fall 0=x

3: Aus 2.2.Fall“0 =< x"und

aus VS gleich “x CRI”

folgt via Archimedes I1: [Q: (Q N) (X < Q).
4: Aus 2.2.Fall“0=x"und

aus 3“...x<Q”

folgt via 107-8: 0<qQ.
5: Aus4“0<Q”

folgt via 109-16: -0 <0.
6: Aus5“—Q <0” und

aus 2.2.Fall“0 <= x”

folgt via 107-8: —Q <x.
7: Aus 3“ [QI (Q [N) (X <Q)” und

aus 6“—-Q < x”

folgt: [Q: (Q [N) [(FQ <x<Q).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

[Q: (Q [N) [(FQ <z < Q).
O
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305-13. Nichtleere Teilmengen von R haben “ klassische” < Suprema/< _Infima.

305-13(Satz)

<
a) Aus “08 x [RT folgt “inf x < +00”.
b) Aus “08 x [RYT folgt “—oo < Sﬁp x”.
<
c) Aus “inf x = —oo” folgt “0 8 x”.

d) Aus “SLSJp x = +oo” folgt “0B z”.

<-Notation.

Beweis 305-13 a) VS gleich 082 K1
1.1: Aus VS gleich “...z [CRF und

aus [SA“R L1

folgt: x [S1
1.2: AusVSgleich“08x...”

folgt via 0-20: [Q: Q [zl
2.1: Aus 1.1%z ST

<

folgt via 190-3: inf 2 ist < _Infimum von z.
2.2: Aus 1.2*...Q [P und

aus VS gleich “. ..z [RF

folgt via 0-4: Q R

<

3.1: Aus 2.1%inf x ist < _Infimum von z” und

aus 1.2...Q [xPl §

folgt via 36-3: inf z < Q.
3.2: Aus 2.2“Q [RI”

folgt via AAVII: Q < +oo,

<
4: Aus 3.1%infz <Q” und
aus 3.2“Q < 4+oo0”

folgt via 107-8: inf 2 < +o0.
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Beweis 305-13 b) VS gleich 0Bz [KRI

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “... 2 CRF und
aus [S4“R [S]
folgt: x Sl

Aus VS gleich “08 z...”
folgt via 0-20: [Ql: Q [zl

Aus 1.1%x [CST
folgt via 190-3: s&p x ist < _Supremum von z.

Aus 1.2*...Q [xP’ und
aus VS gleich ...z [RT
folgt via 0-4: Q R

Aus 2.1“s§p x ist < _Supremum von z” und
aus 1.2...Q [zl

folgt via 36-4: Q < sp .

Aus 2.2“Q [RI”
folgt via AAVII: —oo < Q.

: Aus 3.2“—o0 < Q" und

aus 3.1“Q < sﬁp x”
folgt via 107-8: —0o < sﬁp x.

<

c) VS gleich inf x = —oo.

1:

Es gilt: (x=0) LA E x).
wfFal lunterscheidung

x=0.

2: Aus1l.1.Fall“x=0"und

aus 297-9“ iﬁf 0 = +o0”

folgt: inf X = +oo.
3: Aus 2 und

aus VS
folgt: +00 = —oo,

4: Esgilt 3“+oco = —c0”.
Via 107-6 gilt “+oco B —oco”.
Ex falso quodlibet folgt: x =0.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fdllen gilt: x =0.
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Beweis 305-13 d) VS gleich

Analysis #305

<
sup z = +oo,

1: Esgilt: (z=0) LA E x).
wfFal lunterscheidung
1.1.Fall x=0
2: Ausl.1.Fall“x=0"und
aus 297-9“sup 0 = —oo”
folgt: sﬁp X = —oo,
3: Aus 2 und
aus VS
folgt: —oo = +o00,
4: Esgilt 3* —co = +00”,
Via 107-6 gilt “—oco B +o00”.
Ex falso quodlibet folgt: x=0
Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fdllen gilt: x=0.
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<
305-14. Es gilt inf x = —co mit z [CRlunter anderem genau dann, wenn 0 8 =
und jedes o [_zldurch eine relle Zahl untertro [ed wird.

305-14(Satz) Die Aussagen 1), 1), 111) sind dquivalent:

1) “z CRTund “iﬁfx:—OO”.
i) ‘0Bz [(RTund “Lal (o« [R) C(ID: (Q [2) (@ < a))”.
ii) “08 2 [CRTNund “Llal (o« CN) @ (Q ) Q@ < —a))”.

<-Notation.

Beweis 305-14 ||i) [i1d|| VS gleich

1.1: Aus VS
folgt:

1.2: Aus VS gleich “x [CR1..” und
aus [SA“R LS1

folgt via 0-6:

1.3: Aus 107-6“ +oco B —oo” und
aus VS gleich . .. il‘Slf r=—00”
folgt:

2: Aus 1.2*z ST
folgt via 190-3:

<
3: Aus 2“inf z ist < _Infimum von z

<
aus 1.3“infz B +oc0”

folgt via 175-5:

(x CR) [t o = —oo),

z [R1

xz Sl

<
inf z B8 +oo.

<
inf z ist < _Infimum von z.

08 =z
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Beweis 305-14 ||1) [11d||VS gleich (zx [R) IZ{ItS\f T = —o0),
4.1: Es gilt: [@: (¢ [R) LS (8 L) (=6 < D))

(IR (o [R) CI0E (Q Cz) @ < a))).

| wiFal lunterscheidung|

[@1: (¢ [R) CRL (B [X) [(=B < P))).
y £

6: Aus Thema5.1"y [xI" und
aus4.1.1.Fall“... B (B [X) (=B < ®))”

folgt: =(y < D).
7.1: Aus4.1.1 Fall“...o [R...”
folgt via [SZ: ® [S]

7.2: Aus Thema5.1“y XTI’ und
aus VS gleich “x [R1..”

folgt via 0-4: y (R
8: Aus 7.2y [RI”
folgt via [SZ: y [S]

9: Aus 7.1“® [SF,
aus 8“y [SP” und
aus 6“—=(y <o)~
folgt via 178-1: d=<y.

Ergo Thema5. 1: Alg‘ vl (y ) [(@=<y)”
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Beweis 305-14

) L)

|wiFal lunterscheidung |
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VS gleich (zx [R) IZ{ItS\f T = —o0),

aus 8

folgt:

4.1.1.Fall

5.2: Aus4.1.1.Fall“...o [R...”
folgt via [SZ:

6: Aus5.2“® [SI’ und

aus Al gleich “ Iyl (y X) C(@I<vy)”
folgt via 157-7:

=

7: Aus 2“inf x ist =< _Infimum von x” und
aus 6“ @ untere < _Schranke von x”
folgt via 36-1(Def):

8: Aus4.1.1 Fall“...o [R...”
folgt via AAVII:

9: Aus 7 und

folgt via 107-8:

10: Aus VS gleich “...inf x = —co” und

=
aus 9“ —oo < inf x”

11: Es gilt 10" —oco < —oco0 ™.
Via 41-5 gilt “ —(—o0c0 < —c0)”.
Ex falso quodlibet folgt:

[@l: (¢ [R) CARE (B [X) LB < ®))).

@ untere < _Schranke von Xx.

=
® < inf x.

—oo < @,

=
—oo < inf X.

—00 < —00,

[ (o CR) (W (Q [X) C(@ < q)).

Ende WfFaIIunterscheidung‘ In beiden Fdllen gilt:

[l (o [R) COW: (Q [2) [(@ < a))
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Beweis 305-14

VS gleich (08 [R) [al: (o« [R) (1D (Q [2) (@ < a))).
1.1: Aus VS folgt: 08z [RI
8 [N
2: Aus Aus VS gleich “ 5 [CNI”
folgt via 164-6: -5
3: Aus 2“—p5 4~
folgt via 164-5: -5 R

4: Aus 3“—p [RI” und
aus VS gleich “ [al: (o« [(R) L@ (Q [z) (D < «a))”

folgt: [Ql: (Q ) (D@ < —p).
Ergo Themal.2: 31 (4 CN) (O (Q [z) LD < —f)).
Konsequenz: [al: (o [(N) (D (Q ) [{(D < —a))
ADN="
VS gleich 0Bz [R) [(al: (o [N) (1D (Q [2) [(@ < —))).
1.1: Aus VS
folgt: x Rl

1.2: AusVSgleich“08z [RL..”
folgt via 305-13: inf 2 < +o0.

1.3: Aus VS gleich “...x [Rl..” und
aus [SA“R LS1
folgt via 0-6: x [S1
2: Aus 1.3z ST
<
folgt via 190-3: inf x ist < _Infimum von z.
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Beweis 305-14 |[iii) i)l
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VS gleich 0 E» [R) [l (« N) LD (Q ) (D < —))).

<
3: Aus 1.2“inf x < +00”

< <
folgt via 107-11; (inf  CR) CQhf 2 = —oo).

Fallunterscheidung]

4: Aus 3.1.Fall“inf x (R
folgt via Archimedes I11I:
5: Aus4“...® [N...” und

6: Aus5“Q<—0" und
aus4“...— o< iﬁfx”
folgt via 107-8:
7: Aus 2 iﬁf X ist = _Infimum von x” und
aus 5“...Q [xl...”
folgt via 36-3:

8: Aus 6“Q < inf x” und
=

aus 7¢inf x < Q”
folgt via 107-8:

9: Esgilt8“Q<Q”.
Via 41-5 gilt “~(Q < Q)”.

Ex falso quodlibet folgt:

=
inf x (Rl

[@: (¢ [N) [((FP < iﬁf X).

aus VS gleich “... [al: (a [(N) (1@ (Q [X) (@ < —a))”
folgt: [Q: (Q X)) [(@ < —D).

Q < inf x.

inf x < Q.

Q<Q.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fllen gilt:
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305-15. Es gilt sﬁp x = +oo mit x [CRlunter anderem genau dann, wenn 0 & z
und jedes o [zldurch eine natiirliche Zahl Ubertro [ed wird.

305-15(Satz) Die Aussagen 1), i), K11) sind dquivalent:

1) “z CRTund “Sépx:+00”.
i) “0Bz [(RTund “[al: (o« [R) [C(1I®: (Q [x) [{d <Q))”.
i) ‘08z [RTund “[al (o CN) C(1Q: (Q ) [(d < Q))”.

<-Notation.

Beweis 305-15 ||1) L[11) || VS gleich (z CR) Ijﬁﬁp x = +00),
1.1: Aus VS

folgt: z Rl
1.2: Aus VS gleich “z [R1..” und

aus [SA“R LS1

folgt via 0-6: x [S1
1.3: Aus 107-6" +oco B —oo” und

aus VS gleich ... sﬁp xr = +oo”

folgt: sﬁp x B —oo,

2: Aus 1.2z ST
folgt via 190-3: s&p x ist < _Supremum von z.

3: Aus 2“s§p x ist < _Supremum von z” und
aus 1.3% sﬁp r B —o0”

folgt via 175-5: 08 =x
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Beweis 305-15 |[i) [ ii)||VS gleich (+ [R) [(@ip & = +o0).
4.1: Esqgilt: [@]: (¢ [(R) CABL (B L) (=P < H)))

IR (o CR) LI (Q [Z) [{d < Q))).

|wfFallunterscheidung|

[@1: (¢ [R) CRL (B [X) [(=[0 < B))).
y [

6: Aus Thema5.1“y [XI" und
aus4.1.1.Fall“... B (B [X) C(=(® <p))”

folgt: (P <vy).
7.1: Aus4.1.1.Fall“...¢ [R...”
folgt via [SZ: ¢ [S]

7.2: Aus Thema5.1“y XTI’ und
aus VS gleich “x [R1..”

folgt via 0-4: y (R
8: Aus 7.2%y [RI”
folgt via [SZ: y [S]

9: Aus 8“y [SI’,
aus 7.1“® [SP’ und
aus 6“—(d<y)”
folgt via 178-1: y < 0.

Ergo Thema5.1: b v (v [X) [y )~




158

Analysis #305

Beweis 305-15 |[i) [ ii)|| VS gleich (+ [R) [(@ip z = +o0).

| wFal lunterscheidung|

5.2:

10:

11:

[@1: (¢ [R) CRL (B [X) =0 < B))).

Aus4.1.1_ Fall“...0o [R...”
folgt via [SZ: ® [S]

: Aus 5.2“® [SP’ und

aus Al gleich “ Oyt (y [X) [y ®)”

folgt via 157-7: ® obere = _Schranke von x.

: Aus 2¢ sﬁp X ist < _Supremum von x” und

aus 6“ @ obere < _Schranke von x”
folgt via 36-1(Def): sup X < @.

: Aus4. 1.1 Fall“...0o [R...”

folgt via AAVII: P < +oo,

: Aus 7 und

aus 8
folgt via 107-8: sup X < +oo,

Aus VS gleich “. .. sﬁp X = +o0” und

=
aus 9“sup X < +oo”
folgt: +00 < +o00.

Es gilt 10 +00 < +00 ™.,
Via 41-5 gilt “ —(+00 < +00)”.
Ex falso quodlibet folgt:
[al: (o [R) (W (Q [X) [(d < Q)).

Ende WfFaIIunterscheidung‘ In beiden Fdllen gilt:

[al: (o« [(R) D (Q )

[{d <Q))
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Beweis 305-15

VS gleich (082 [R) [al (o« [(R) D (Q ) C(d < Q))).
1.1: Aus VS folgt: 08z [KI
Themal.?2 5 [N
2: Aus Themal.2" s [CNI”
folgt via 159-11.: 6 R

3: Aus 2“3 [RI” und
aus VS gleich “ [al: (o« [(R) L@ (Q [Cx) [{d < Q))”

folgt: [QI: (Q ) L@ < Q).
Ergo Themal.2: B (p [N) (1@ (Q [x) (& < Q)).
Konsequenz: ol (o« [(N) @ (Q ) [(d < Q)
i) LD
VS gleich (082 [R) [{al (« [N) (0@ (Q ) C(d < Q))).
1.1: Aus VS
folgt: x Rl
1.2: AusVSgleich“0B x» [(RL..”
folgt via 305-13: —00 < sﬁp x.
1.3: Aus VS gleich “...x [Rl..” und
aus [SA“R LS1
folgt via 0-6: x [Sl1
2: Aus 1.3“z ST
folgt via 190-3: sﬁp x Ist < _Supremum von z.
32 Aus 1.2%—oo < s&p x”

folgt via 107-10: (sﬁp x R IZEEp x = +00),
]Fallunterscheidung‘
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Beweis 305-15 |[iii) i)l
VS gleich 0Bz [R) [{al: (« CN) (1D (Q ) [(d < Q))).

Fallunterscheidung]

3.1.Fall sﬁpx (R
4: Aus 3.1.Fall“s§px [Rr
folgt via Archimedes I11: [@: (¢ [N Iifpx < 0).

5: Aus4“...® [N...” und
aus VS gleich “... [al: (a [CN) C(0®W: (Q X) [(d < Q))”
folgt: Q5 (Q [X) (@ < Q).

6: Aus 4“...sﬁpx<¢” und
ausb“... 0 <Q”

folgt via 107-8: sﬁp X <Q.

7: Aus 2 sﬁp X ist < _Supremum von x” und
aus 5*...Q [x1...”

folgt via 36-4: Q=< sﬁp X.

8: Aus 6“ sﬁp X <Q” und
aus 7“Q < sﬁp X"
folgt via 107-8: sﬁp X< sﬁp X.

9: Esgilt 8“sﬁp X< sﬁp X7,
Via 41-5 qilt “ —l(sﬁp X< sﬁp X)”.

Ex falso quodlibet folgt: sﬁp X = +o00,
3.2.Fall sﬁpx:+oo.
. . <

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: SUp x = +oo
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305-16. Als Zwischenschritt wird ein auch an sich interessantes Resultat Uber
die Vereinigung von Teilmengen von N erwahnt.

305-16(Satz)

L1
a) Aus “x=07folgt « x CNI".

<
b) Aus “08 x NI und s8Rz < +00”
folgt “ x wst < _Mazimum von x”und “ x [NI".

< L1
c) Aus “x CNFund “sUp x = +oo” folgt “ = =N".

d) Aus “Lal (o [z) I:(IHENDE@=N))”|:| 1
folgt “( = CN) C x =N)”.

<-Notation.
Beweis 305-16 a) VS gleich x =0.
1: ks bodaeg
2: Via [schola gilt: 0 [N
—1
3: Aus1“ z=...=0” und
aus 2 —1

folgt: x [CNL
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Beweis 305-16 b) VS gleich (082 [CN) [(dip z < +oo).

1.1:

1.2:

5.1:

< . ,
> Aus 2%slp x Ist < _Supremum von x

Aus VS gleich “...z [CNl..” und
aus 159-10“N L1

folgt via 0-6: x Sl
Aus VS gleich ... sﬁp r < +o00”
folgt via 41-3: sép x 8 +oo,

: Aus 1.1z ST

folgt via 190-3: sép x ist < _Supremum von z.

folgt via 36-1(Def): sﬁp x obere < _Schranke von z.

> Aus VS gleich “08 = [CNIL..”,

<
aus 4*“sup = obere < Schranke von z” und

aus 2.2 sﬁp x 8 +o00”
folgt via MMSN: [Ql: (Q ist < Maximum von z) [(Q [NI).

Aus 4“ ... Qist < _Maximumvon z...”
folgt via 38-1(Def): Q [zl
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Beweis 305-16 b) VS gleich (082 [CN) [(3lp z < +o0).
L1
Themab.2 a .
L1
6: Aus Thema5.2"« [1x”
folgt via 1-12: [@]: « [l

7.1: Aus 6“...® [zl und
aus VS gleich “z [CN1..”
folgt via 0-4: ® [N

7.2 Aus6“...® [zI" und
aus 4“...Q ist < Maximum von z . ..
folgt via 38-4: ®=<Q.

8: Aus7.1“d NI,
aus 4“...Q CNI” und

aus 8.2 <Q”
folgt via 197-6: ® [Ql
9: Aus 6“...a [@...” und
aus 8“o LQr
folgt via 0-4: a QL
L 1
Ergo Thema5.2: Lol (o [ 1x) C{adQ).
| 5

Konsequenz via 0-2(Def): Al o [CQF

6: Aus 5._1“Q CzP 1
folgt via 1-15: Q [ lzx.

. 1
7: Aus Al glelcpil x [QF und
aus 6“Q [ 1z”
folgt via GleichheitsAxiom: x

I
O
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Beweis 305-16 b) VS gleich (082 [CN) [(3lp z < +o0).

8.1: Aus 7 und
aus 4“...Q ist < _Maximum von z. ..

L] :
folgt: x Ist =< _Maximum von z

8.2: Aus 7 und

aus 4“...Q [NI”
1
folgt: x
c) VS gleich (z CN) [(Blp z = +o0).

1: Aus VS gleich “2 [CNL..” und
aus 159-10“N [RY
folgt via 0-6: x [RI]

2: Aus 1“z [CRT und
aus VS gleich “. .. sﬁp xr = +o0”

folgt via 305-15: ol (o« [N) @ (Q L) [(d < Q)).
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Beweis 305-16 c) VS gleich
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(¢ TN) [(3lp = = +oo),

Thema3.1

4: Aus Thema3.1“ 3 [CNI” und
aus 2
folgt:

5: Aus4“...Q [Cxzl..” und
aus VS gleich “z [CN1..”
folgt via 0-4:

6: Aus Thema3.l1“p [NI”,
aus 5“Q [CNI” und
aus 4“...0<Q”
folgt via 197-5:

7: Aus 6“3 [CQ1” und
aus 4“...Q [Cxzl..”
folgt via 1-12:

lm)!

[Q: (Q [z) [ < Q).

Q [N

el mol

L1
g L.

Ergo Thema3.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

[
(AL (6 LN) LA 1),

5 1
amHN O
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Beweis 305-16 c) VS gleich (+ [N) [(30p x = +oo).
L1
Thema3.2 5 Cdx.
L1
4: Aus Thema3.2“pg [1x”
folgt via 1-12: [Ql: g [l

5: Aus 4“...Q [zI" und
aus VS gleich “z [CN1..”

folgt via 0-4: Q [N
6: Aus5“Q [CNI”
folgt via 197-4: Q [NI
7: Aus 4“... 5 CA...” und
aus 6“Q L[NF
folgt via 0-4: g [N
L1
Ergo Thema3.2: [B1 (8 Cdz) C(Z1CN).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 o NP

. 1
3.3: Aus A2 gleich “ = ERNE’ und
aus Al gleich “N [1z” 1
folgt via GleichheitsAxiom: x

I
<
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Beweis 305-16 d) VS gleich

167

Lol (o [x) L((d [N) L{d = N)).

1: Esgilt: (N Cz) Y [=).
|Fallunterscheidung]
1.1.Fall N
2: Aus 1._1.Fa||“N xr 1
folgt via 1-15: N [Ix.
L1
- p %
4: Aus Thema3.1“pB [Ix”
folgt via 1-12: @B x1
5.1: Aus 4“...® [XI" und
aus VS
folgt: (® CN) L@ = N).
|Fallunterscheidung]
5.1.1.Fall o [N
Aus5.1.1_Fall“o NP
folgt via 197-4: ¢ [N
5.1.2_Fall ®=N.
Aus5.1.2_Fall“® =N~
folgt via 0-6: ® [N
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:
1
Al%‘qb NP
5.2: Aus4“...3 [@...” und
aus Al gleich “® [CNF’
folgt via 0-4: GV

Ergo Thema3.1:

Konsequenz via 0-2(Def):
. —1
6: Aus A2 gle|c|qiI x NP und
aus 2“N [Ix”
folgt via GleichheitsAxiom:

[
[(BI: (B LX) [L(BICN).

H 1T 1
a2 Sl
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Beweis 305-16 d) VS gleich

|Fallunterscheidung]

Analysis #305

Lol (o L) L((d [N) L{d = N)).

N Fxl

3.1: Aus Thema2.1“[ XTI’ und
aus 1.2_Fall“N rxr
folgt via 0-1:

3.2: Aus Thema2.1“p XTI’ und
aus VS
folt:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

B X

BEN.

(B CN) LB =N).

B [N

Ergo Thema2.1:

2.2: Esqilt:

[B1 (B ) C(RBICN).

1
Konsequenz via 0-2(Def): AIE‘X NP
(x=0) [[@ & x).
Fallunterscheidung]
2.2.1_Fall x=0
Au52..2.l.FaII. x=0_ T
folgt via des bereits bewiesenen a): x [N
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Beweis 305-16 d) VS gleich Lol (o Cx) C((d CN) [(d = N)).

|Fallunterscheidung]

N £x1

]Fallunterscheidung‘

2.2.2.Fall 08 x.

3: Aus Al gleich “x [CNF’ und
aus 159-10“N LRT

folgt via 0-6: x [R]
4: Aus2.2.2_Fall“08 x”und

aus 3“x [CRY

folgt via 305-13: —oo < sﬁp X.

5: Aus 4“—oco < sﬁp X"
folgt via 107-10: (sﬁp x [R) I:(jsﬁp X = +00),
|Fallunterscheidung]

5.1.Fall sﬁpx (R
6: Aus 5.1.Fall“sﬁpx [Rr
folgt via AAVII: sﬁpx< +oo,

7: Aus2.2.2_.Fall“0E x”,
aus Al gleich “x [CNF’ und

=
aus 6*“sup X < +oo”

folgt via des bereits bewiesenen tp:]
x [N
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Beweis 305-16 d) VS gleich Lol (o Cx) C((d CN) [(d = N)).

|Fallunterscheidung]

N £x1

]Fallunterscheidung‘

2.2.2.Fall 08 x.

]Fallunterscheidung‘

5.2.Fall sﬁpx=+oo.

Aus Al gleich “x NI’ und
aus 5.?.Fall Sl..Jp X = .+oo
folgt via des bereits bewiesenen ¢): X =N.

’Endg Fallunterscheldung‘ — -
In beiden Fdllen gilt: ( x[N) Cd x=N).

]Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fallen gilt: i
( x [N) Cd x=N).

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: ( = [N) Cd 2 =N).
O
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305-17. Im Hinblick auf die sehr aufwdndigen Beweise von #302,#304 zum
Nachweis der Existenz *“ [Cmadximaler” 1+ ., ¢-rekursiver Klassen sollen hier einige
vereinfachende Resultate bewiesen werden.

305-17(Satz)

a) Aus “x Cyldund “Lad: (o ) Ijlfﬁpz [CN) [C(dom EIN))”
folgt “(dom( z) CNI) C(dom( z)=N)”.

b) Aus “xz Cylund “Lal (o [y) C{adl2)” -
folgt “x [CP1z)”und “ x 1.

c) Aus “x Lylund “Lad (o ) C(ad 2N und “z Me@’i
folgt “ x Menge”.

L 1
d) Aus “08 x [ydund “Lal: (o ) C(ZACa)” folgt “z T dx”.

Beweis 305-17

{dom \: X [z} 7-12(Def)
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Beweis 305-17 a)

Analysis #305

VS gleich (z [ [l (o ) C((doma [CN) [C{doma = N))).
5 Cfiom A : A [z}
2: Aus Themal.l1l“p C{domA: \ Cxz}”
folgt via 7-13: [Q: (Q ) C(# = dom Q).
3: Aus2*...Q [zl..” und
aus VS gleich “z [¢1..”
folgt via 0-4: Q [yl
4: Aus 3*Q [yI’ und
aus VS gleich “... [al: (o %)
[ ((doma [N [C(doma = N))”
folgt: (domQ [CN) C(domQ = N).
5: Aus 2...4=domQ” und
aus 4
folgt: (5 CN) (A = N).

Ergo Themal.l:

Konsequenz via 305-16:—

L3 (5 Ldom A A [z}) L((A [N) L(F = N)).

H L1
AL ( {domX: X [z}

1
CN) L {domA: A Ly} =N)”

> Via 7-16 qilt:

: Aus 1.2 und
aus Al
folgt:

1 1
dom( x)= {dom\: )\ [z}

- -
(dom( =) CN) C{dom( z) = N).
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Beweis 305-17 b) VS gleich (r ) [t (o ) C{ad 2.
B [zl

2: Aus Themal.l1“ s [Cxf” und
aus VS gleich “x [¢1..”

folgt via 0-4: p Lyl

3: Aus 2“3 [z’ und
aus VS gleich “ [al: (o [y} C(ad[2)”

folgt: £ [zl
Ergo Themal.l: 51 (6 ) C(F1C2)L
]
Konsequenz via 0-29: Alg‘ x [(P12)”
1.2: Aus Al gleich “z [P12)”
. 1
folgt via 1-19: I
c) VS gleich (r ) [l (o ) C(ad2)) (4 Menge).
1: Aus VS gleich “(z [ Lol (o ) C(adl2))...” 1
folgt via des bereits bewiesenen b): x [Cz]

—1
2: Aus1* 2 [=T und
aus VS gleich “. ..z Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: x Menge.
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Beweis 305-17 d) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...08 z”
folgt via 0-20:

cAus1“...Q [z’ und

aus VS gleich “. ..z [51..”
folgt via 0-4:

: Aus 2“Q [yI’ und
aus VS gleich “... [al: (o [y C(z1Ca)...

folgt:

D Aus1*...Q [2F

folgt via 1-15:

: Aus 3“2 %md

aus 4“Q [ 1z~
folgt via 0-6:

Analysis #305

(08 Ly Lal (o Ly) Lza).

[Ql: Q [zl

Q Lyl

L 1
Q[ Iz
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305-18. Meine Intuition weist darauf hin, dass auch die “z = y-Versionen” der

Resultate von 305-17 von Bedeutung sein werden. Also werden diese Derivate,
sofern diese noch nicht im LW erscheinen, nun nachgereicht.

305-18(Satz)

a) Aus “L[al (a [Cx) Ijlﬂomozlzliﬂ)@]QZN))” -
folgt “(dom( z) CN) C{dom( z)=N)".

b) Aus “[al: (o Cx) CL{ad ) und “y Menge” -
folgt “x, x Menge”.

L 1
c) Aus “08 x”und “Lal: (o Cx) @l a)” folgt “y Tz
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Beweis 305-18 a) VS gleich [al: (o Cx) C((doma [N) [{doma = N)).

1: Via 0-6 gilt: x [zl
2: Aus 1“2z [xT und
aus VS gleich “ [al: (o« Cz) C((dom« [N @ma =N))” 1
folgt via 305-17: (dom( z) CN) C(dom( z)=N).
b) VS gleich (Lad: (o ) C(adlg)) [ Menge).
1: Via 0-6 gilt: x [zl
2.1: Aus 1*z [xT und
aus VS gleich “ [al: (o Cx) C({adlg)...”
folgt via 305-17: x [CPLy).
2.2: Aus 1“x [T und
aus VS gleich “ (Lad: (o« Cx) C(ad2)) (s} Menge)”
. I
folgt via 305-17: x Menge
3: Aus VS gleich “ ...y Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P (y) Menge.
4: Aus 2.1%z [PIy)” und
aus 3“P(y) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: x Menge
c) VS gleich (0B ) ol (o ) LIl a)).
1: Via 0-6 gilt: x [zl
2: AusVSgleich“08x...7,
aus 1*“x [T und
aus VS gleich “. .. [al: (o Cx) C(ydCa)” 1
folgt via 305-17: y [z,
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305-19. Nun werden die Aussagen von 305-17 und die “ Mengen-Aussage” von

305-18 flir 305.1(¢, v,u) adaptiert.

305-19(Satz)

a) Aus “o [d: (w ist 1+, ¢-rekursiv) L{Homw [N C{domw = N))
1 Ny S ) | o

folgt “(dom( ) CNI) [(dom ( ﬁ N)”

und “ x LuT.

b) Aus “x [d : (w ist 1+., ¢-rekursiv) C(Homw [N C(domw = N))
Ll Lol Cu)}”

und “u Menge -
folgt “  x Menge”.

c) Aus “0B x [{d: (w ist 1 + ., p-rekursiv)

[((domw [N) C(domw = N)) (@ Iﬁll@i’
folgt “v [_x7”.

d) Aus “u Menge”
folgt “{w : (w ist 1 + ., p-rekursiv) C{domw [N [{domw = N))
C(al Cwl Cu)} Menge” .

{w: (wist 1+ . z-rekursiv) CL{Homw [N) [C{domw = N)) [y Cwl =)}
305-11(Def)
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Beweis 305-19 a) VS gleich = [{d : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.

Themal.1l a W (wist 1+ . ¢-rekursiv)
[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllau)}.
Aus Themal.l

folgt: (doma [CN) [{doma [CN).

Ergo Themal.1:

AlE‘ Lol (o (b : (w ist 1 + ., p-rekursiv)

[((d@omw [N) C(domw = N)) [ Cwllu)})
[ ((domo [N) [{doma = N))”

1.2: Aus VS gleich “z [{d : (wist 1+ ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [(domw =N)) @ CwllCu)}” und
aus Al gleich “ [al: (o [ : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[((domw [N C(domw = N)) L@ Cwllu)})
a LN C(domye-5 N))”
folgt via 305-17: (dom( z) CN) C{dom( =z)=N).

b) VS gleich (x [{d : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[L(d@omw [N C{domw = N)) [(d Cwllu)}) C(d Menge).

Themal.1l a b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.
Aus Themal.l

folgt: o [l

Ergo Themal.1:

AlE‘ Lol (o (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[(@omw [N) [{domw =N)) L@ Cwllwu)}) Cladlu)”

1.2: Aus VS gleich “z [{d: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) [(domw = N)) [ CwllCau)}...”,
aus VS gleich “...« Menge” und
aus Al gleich “ [al: (o [ : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[(@om e CN) C(domew = N)) C@ Cal L)) Clap=gy”
folgt via 305-17: x Menge.
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Beweis 305-19 ¢) VS gleich 0 8 = [{d : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.

a b (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllau)}.

Aus Themal.l

folgt: v [Cal

Ergo Themal.l:
AlH‘ Lol (o (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[{@omw [N) [{domw =N)) [ Lwllu)}) Llla)”

1.2: AusVSgleich“0 8 x [L{d: (w ist 1+ ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [C(domw = N)) [(d Cwllu)}” und
aus Al gleich “ [al: (o (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)

[(@om. [N [(dome = N)) [ [1Cml} C@ICa)” —

folgt via 305-17: v [z,
d) VS gleich u Menge.
Themal.1l a b (wist 1+ ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.
Aus Themal.l

folgt: o [Cal

Ergo Themal.1:
AlE‘ Lol (o (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[(@omw [N) [{domw =N)) L@ Cewllwu)}) Cladlu)”

1.2: Aus VS gleich “« Menge” und
aus Al gleich “ [al: (o (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)

[({domw [N) [(domw =N)) [ CwllCw)}) C(adCu)y”
folgt via 305-18:

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) C{domw [N [C(domw = N))
[(l CwlCw)} Menge.

O
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305-20(AC). Nach umfangreichen Vorbereitungen kann nun der erste und viel-
leicht wichtigste “ [mdximale Fortsetzungssatz” fur 1+ ., ¢-rekursive Klassen be-
wiesen werden.

305-20(AC)(Satz) Es gelte:

=) R st 1+ . ¢-rekursiv.

-) (dom R [Nl [[{dom R = N).
=) v Rl CulMenge.

Dann folgt:
[Q: (Q ist 1+ ., ¢p-rekursiv) C{(Hom Q [N [{domQ = N)) [(d [QI[w)
LB ((« ist 1+ ., p-rekursiv) C{{dom o CNI) [{dom a = N))
[Q Callw)) C{al=Q)).

Beweis 305-20(AC)

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) C(omw [N) [C(domw = N)) [(d CwlCu)}
305-11(Def)

1.1: Aus -)“... R [ulMenge”
folgt via TeilMengenAxiom: R Menge.

2: Aus -)“Rist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus —)“(dom R [N) [(domR=N)",
aus -)“v Rl [ul..” und
aus 1.1“ R Menge ™
folgt:
R [ : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [C((domw [N [{domw = N))
[l Cwol Ca)i}.

3: Aus 2R [{b : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) [((domw [N)) [{domw = N))
[l Ceol Cu)}”
folgt via 0-20:

AlH‘O E{w: (wistl+ . ¢-rekursiv) C((domw [N [{domw = N))
[l Cad Ty}
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Beweis 305-20(AC) ...

1.2: Aus -)“...u Menge”
folgt,via 305-19:

AZE‘ {w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) C((domw [N) C(domw = N))
(ol Cwl )} Menge.”

1.3: Via 68-1(Def):
[PI: ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [(domw = N)) C(d Cowlu)}.

Thema2.1 0 B « ist W_Kette.

3.1: Aus 1.3“...W InklusionsRelation in
{w: (wist1+., ¢-rekursiv)}) CL{(Homw [N C{dbmw = N))
C(ul Cwol )}’ und
aus Thema2.1* ...« ist W_Kette”
folgt via 302-6:
a CLd: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwlw)}.
3.2: Aus 1.3“...W¥ InklusionsRelation in
{w: (wist 1+, ¢-rekursiv)) [({(Homw [N C{domw = N))
C(ol Cwol )} und
aus Thema4.1* ...« ist W_Kette”
folgt via 302-6:

(3] : (8,7 L) (A ) L@ LA)).

0 Cal
5: Aus Thema4.1*o [al” und
aus 3.1“a [{d: (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[({domw [N [{dbmw = N)) [ad Tl Cau)}”
folgt via 0-4:
0 [ : (wist 1+ . ¢-rekursiv)
[((domw [N [(domw = N)) [{dd ol )}
6: Aus5
folgt: 0 ist 1+ ., ¢-rekursiv.

Ergo Thema4.1,—
ASH‘ [0t (6 Ca) C(alst 1+ . p-rekursiv)”




182 Analysis #305

Beweis 305-20(AC)

Thema2.1 0 B « ist W_Kette.

4.2: Aus 3.1%«a L : (wist 1+ ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [(domw = N)) [C(d CodlCu)}”
folgt via 305-18:

((dom (" ) [N L(dom ( a)—N)) EC' a L.

4.3: Aus 3.1%a [{d: (wist 1+ ., p-rekursiv)
[((domw [N [C(domw = N)) [(d Cwll2)}”’ und
aus —-)“...u Menge” 1
folgt via 305-19: a Menge.

4.4: Aus Thema2.1“08 «...” und
aus 3.1%a [{d : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [(domw = N)) [(d III%
folgt via 305-19: v [a.

5: Aus A3 gleich “ [a1 (0 Ca)
[(adst 1+ ., ¢-rekursiv)” und

aus 3.2“ [5ly: (8,7 La) LA =/hL@ LE)”
folgt via 302-2: a Ist 1+ ., ¢-rekursiv.

6: Aus 5 I:Est L+—0- rekursiv”,
aus 4.2 (doml(:(fz) [N) C{dom( a)=N)..
aus 4.4%v
aus 4.2" .=« IIJ und
aus 4.3 « Menge”
folet
a [ : (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) C(domw = N)) C( Cwlu)}.

Ergo Thema?.1:
‘ [al: SO B « ist W_Kette)

CCla [{d: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [{(Idomw [N) [{domw = N))
L CwdCad})”
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Beweis 305-20(AC)

2.2: Aus 1.3*...W¥ InklusionsRelation in {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[((domw [N [C(domw = N)) [ Cwllw)}”,
aus Al gleich “0 8 {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
[((domw [N) C{domw = N)) [ Cwllu)}”,
aus A2 gleich “{w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) [({(domw [NI) [{domw = N))

[(ul Cwl )} Menge” und
aus A4 glgieh™ Lol (0 B « ist W_Kette)
C(Cla (b (wist 1+ ., ¢-rekursiv) C((domw [CN) [{domw = N))
Ll ol Cu)i)”
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
[Ql: Q ist Y_maximales Element von {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)

[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.

3: Aus 2.2“...Q ist W_maximales Element von

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) C((domw [N) C{domw = N))

[Col ool Lo}
folgt via 39-1(Def):
Q [ : (wist 1+ . ¢-rekursiv) [({((domw [N) [(domw = N))
[l Cwol Ca)i}.
4: Aus 3
folgt:

(Qist 1+ ., ¢-rekursiv) C((domQ [CN) [.(domQ = N)) [(d CQI[w).
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Beweis 305-20(AC)

Analysis #305

Thema5.1 (aist 1 + ., p-rekursiv)

6.1:

6.2:

[((doma [CN) [(doma =N)) (@ Callw)

Aus 4“...vo CQ1..” und
aus Thema5.1“...Q [Cal..”
folgt via 0-6: v Cal

Aus Thema5.1* ...« [T und
aus -)“...u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: « Menge.

> Aus Themab5.1* «v ist 1 + ., ¢-rekursiv... ”,

aus Thema5.1“...(doma [CN) C(doma =N)...”,

aus 6.1“v Lal’,

aus Thema5.1“...a [uT und

aus 6.2“a Menge”

folgt: a W (wist 1+ . ¢-rekursiv)
[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllau)}.

: Aus 1.3“... WY InklusionsRelation in

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv)

[((domw [N [C(domw = N)) [ CwllCw)}”,
aus Thema5.1“...Q [Cal..”,
aus 3“Q [ : (w ist 1 + ., p-rekursiv)

[((domw [N C{domw = N)) [{d )}’ und
aus 7« [ : (wist 1 + ., ¢-rekursiv)

[((domw [N [(domw = N)) [{d Cw)}”
folgt via 68-4: QWY _a.

o Aus 2.2 ... Q ist W_maximales Element von

{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[(@omw [CN) [C(domw = N)) [ CwllCw)}”,
aus 7% a b : (wist c_E_., ¢-rekursiv})
[((domw [CN) [C{domw = N)) [(d Cwodl2)}”’ und
aus 8“Q. W o~
folgt via 39-1(Def): a W Q.
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Beweis 305-20(AC)

(aist 1 + ., ¢-rekursiv)
[((doma [CN) [(doma =N)) (@ Callu)

10: Aus 2.2“...Q ist W_maximales Element von
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[((domw [CN) [C{domw = N)) [(d Cwodl2)}”’ und
aus 9“a W Q”
folgt via 68-4: o QI

11: Aus 10“« [CQF und
aus Thema5.1“...Q [al..”
folgt via GleichheitsAxiom: a=Q.

Ergo Thema5.1:
ASH‘ Lal: ((« ist 1+ ., ¢-rekursiv) [{(dom o [CNJ) [(doma = N))
LAQ Callw)) [{al=Q)”

5.2: Aus 2.2*[Ql..”,
aus 4“ (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv) [({(domQ [N [.{domQ = N))
(ol CQ1 )’ und
aus A5 gleich “ [al: ((« ist 1+ ., ¢-rekursiv) C((Hom o [CNI) [{dom « = N))
[Q Collw)) {al=Q)”
folgt:

[Ql: (Qist 1+ ., ¢-rekursiv) CL(Mom Q [N) [{(domQ = N)) [(d CQI[w)
[ ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) C(dom o [CN) C{doma = N))
[Q Collw)) Clal= Q)).

O
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305-21(AC). Aus 305-20(AC) ist die “v = R-Version” deduzierbar.

305-21(AC)(Satz) Es gelte:

=) R ist 1+ ., ¢-rekursiv.
-) (dom R [NJ) [.(dom R = N).
-) R CulMenge.

Dann folgt:
[Ql: (Q ist 1+ ., ¢p-rekursiv) C{Hom Q [N [{dom Q = N)) (AR QI [Cw)
LB ((« ist 1+ ., p-rekursiv) C{Mdom o CN) [C{dom a = N))
LA Lollwu)) L{al= Q)).

Beweis 305-21(AC)

1: Via 0-6 gilt: R LRIl

2: Aus -)“Rist 1+ . ¢-rekursiv”,

aus —)“(domR [N)) C({domR=N)”,

aus 1“ R [RI” und

aus -)“ R [CulMenge”

folgt via 305-20(AC):

[Ql: (Qist 1+ ., ¢-rekursiv) C(Hom Q [CN) [{dom Q = N)) (R QI [w)
L ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) C(dom o [CN) C{doma = N))

LA Lollwu)) L{al= Q).

]
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305-22(AC). Die neben v = R interessanteste Anwendung von 305-20(AC)

resultiert fur v = {(p, ¢)}. Aus den Voraussetzungen folgt ohne allzu viel Miihe
p [LNL

305-22(AC)(Satz) Es gelte:

=) R st 1+ ., ¢p-rekursiv mit Startwert (p, q).
-) (dom R [N) [{dom R = N).
-) R [CuldMenge.
Dann folgt:
[Ql: (Q ist 1 + ., ¢p-rekursiv mit Startwert (p, q))
[L([(d@omQ [CN) C(domQ =N)) (R CQI[w)
LB ((« ist 1+ ., ¢-rekursiv) C{Mdom a CNI) [{doma = N))
[Q Callw)) C{al= Q).
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Beweis 305-22(AC)

1:

Aus -)“ R ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (Rist 1+ . ¢-rekursiv) [((p,q) [CH).

: Aus 1“¢ist 1 + ., -rekursiv... ”,

aus -)“(dom R [NJ) [[{dom R =N)” und
aus -)“R [ulMenge”
folgt via 305-21(AC):
[Ql: (Qist 1+ ., ¢-rekursiv) [({(Hom Q [N [(domQ = N)) (& Q[ w)
LB ((«ist 1+ ., ¢-rekursiv) C(dom« [N [C{doma = N))
[Q Collw)) C{al= Q)).

: Aus 1*...(p,q) CA” und

aus2“...R [LQl..”
folgt via 0-4: (p,q) QA

: Aus 2¢...Qist 1+ ., ¢-rekursiv... ” und

aus 3“(p,q) QA"
folgt via 302-1(Def): Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

> Aus 2“ [Ql...”7,

aus 4“Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, ¢)” und
aus 2“...((domQ [N) [(domQ = N)) (R QI [}

LRI ((«ist 1+ ., ¢-rekursiv) C((dom« [N [C{doma = N))
o [Q Collw) [{al= Q)"
olgt:

[Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)))
[([(dom Q [CN) [C(domQ = N)) (R CQI[w)
L ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) C(doma [CN) C{doma = N))
[Q Collw)) C{al= Q)).

]
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305-23. Nun werden die Aussagen von 305-17 und die “ Mengen-Aussage” von
305-18 flir 305.2(¢, v,u) adaptiert.

305-23(Satz)

a) Aus “x L : (w ist 1+ ., p-rekursiv) [L{d Funktion)
[((om - [N) [(gomw = N)) L b}’
folgt “(dom( ) CNI) [(dom ( ﬁ N)”
und “ x LuT.

b) Aus “x [d: (w ist 1+ ., ¢-rekursiv) L{d Funktion)
[((domw [N) C(domw = N)) [ Cwllu)}”
und “u Menge” -
folgt “  x Menge”.

c) Aus “0Bx {d: (w ist 1 + ., p-rekursiv) LD Funktion)

[({(domw [N) C(domw = N)) (@ Iﬁll@i’
folgt “v [_1x7”.

d) Aus “u Menge”
folgt “dw : (w ist L+ ., dp-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N C(domw = N)) [(d Cwlluw)} Menge”.

{w: (wist 1+ . z-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N) C(domw = N)) [(J Cwll2)} 305-11(Def)
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Beweis 305-23 a) VS gleich = [{d : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)

[(cd Funktion) [C((domw [N [{domw = N)) [(d ol )},

Themal.1l a W (wist 1+ . ¢-rekursiv) (& Funktion)

Aus Themal.l
folgt: (doma [CN) [{doma [CN).

[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllau)}.

Ergo Themal.1:

1.2:

AlE‘ Lol (o (b : (w ist 1+ ., ¢-rekursiv) (b Funktion)

[((d@omw [N C{domw = N)) [ Cwllu)})
[ ((dom o [N) [{doma = N))”

Aus VS gleich “z [ : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)
[((domw [N) [[(domw =N)) @ CwllCu)}” und
aus Al gleich “ [al: (o« (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N) C(domw = N)) [ Cwllu)})
a LN C(domye-5 N))”
folgt via 305-17: (dom( z) CN) C{dom( =z)=N).

b) VS gleich (x [ : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[L((d@omw [N) C{domw = N)) [{d Cwllu)}) C(d Menge).

Themal.l a [ (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (& Funktion)

Aus Themal.l
folgt: o [l

[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwlu)}.

Ergo Themal.1:

1.2:

AlE‘ Lol (o (b : (w ist 1+ ., ¢-rekursiv) [C(d Funktion)
[(@omw [N) [{domw =N)) L@ Cewllwu)}) Cladlu)”

Aus VS gleich “z [{d : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (b Funktion)
[((domw [N) [{(domw = N)) [ CwllCa)}...”,
aus VS gleich “...« Menge” und
aus Al gleich “ [al: (a (b : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[(@omw CN) C(domew = N)) C(@ ClCa)}) C(ap=gy”
folgt via 305-17: x Menge.
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Beweis 305-23 ¢) VS gleich0 8 = [{d : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.

a b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N) [{(domw = N)) [(d Cwllaw)}.

Aus Themal.1l

folgt: v [Cal

Ergo Themal.l:
AlH‘ Lol (o (b : (w ist 1+ ., ¢-rekursiv) [C(d Funktion)
[({@omw [N) [{domw = N)) L@ Cwdlw)}) Cwlla)”

1.2: AusVSgleich“08 x [L{d: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [{(d Funktion)
[((domw [N) [C(domw = N)) [(d Cwllw)}” und
aus Al gleich “ [al: (o [ : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)

[(@domw [CN) C{domw = N)) [ CwllCw)} Cella)” -
folgt via 305-17: v [z,

d) VS gleich u Menge.

Themal.1l a b (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (& Funktion)
[((domw [N) [((domw = N)) [(d CwlCw)}.
Aus Themal.l

folgt: a Cal

Ergo Themal.1:
AlE‘ Lol (o b : (w ist 1+ ., ¢-rekursiv) (b Funktion)
L{{domw [N) [{domw = N)) [{d Cwllu)}) [L{allu)”

1.2: Aus VS gleich “« Menge” und
aus Al gleich “ [al: (o [ : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)

[({domw [N) [(domw =N)) @ CwllCw)}) C(adCu)”
folgt via 305-18:

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) [{d Funktion) C((Homw [NJ) [{domw = N))
[(l CwlCw)} Menge.

O
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305-24(AC). Nach Vorbereitungen kann nun der erste und vielleicht wichtigste
“ [mdximale Fortsetzungssatz” fur 1+., ¢-rekursive Funktionen bewiesen werden.

305-24(AC)(Satz) Es gelte:

5) f st 1+ . g-rekursiv.

=) f Funktion.

-) (dom f [N [{dom f = N).
=) v CFCudMenge.

Dann folgt:
[Ql: (Q ist 1+ ., ¢p-rekursiv) (R Funktion)
CL((dom Q [CN) [(([domQ = N)) [(d CQl[w)
[ ((« st L+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
L((@oma [N) [{doma =N)) [{Q® Caollwu)) [{al=Q)).

Beweis 305-24(AC)

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) [{d Funktion) [C((domw [N) [{domw = N))
[(ol CwlCuw)} 305-11(Def)

1.1: Aus -)“...f [CulMenge”
folgt via TeilMengenAxiom: f Menge.

2: Aus -)“ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus —)“ f Funktion™,
aus —)“(dom f [CNI) [{(dom f =N)”,
aus —)“v Cf1Caud..” und
aus 1.1* f Menge”
folgt:
f b (wist 1+ . ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllw)}.

3: Aus 2“ f b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}”
folgtvia 0-20:

AlE‘O B {w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[L((d@omw [N) C{domw = N)) @ Cwllau)}”
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Beweis 305-24(AC)

1.2: Aus -)

“...u Menge”

folgt,via 305-23:

193

AZH‘ {w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) C(d Funktion)
[((domw [N [C(domw = N)) [(d Cwllu)} Menge.”

1.3: Via 68-

1(Def):

[PI: W InklusionsRelation in {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [C(d Funktion)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.

3.1:

3.2:

Thema2.1 0 8 « ist W_Kette.

Aus 1.3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv)}) [{d Funktion)

C((domw [N [C(domw = N)) [(d Cwll2)}” und
aus Thema2.1*...« ist W_Kette”
folgt via 302-6:
a CLd: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) C(d Funktion)

[((domw [N) [C(domw = N)) [(d Cwll )}

Aus 1.3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) (& Funktion)

[((domw [N [C(domw = N)) [(d Cwll2)}” und
aus Thema4.1“... « ist W_Kette”
folgt via 302-6:

[Bly 1 (8,7 Lo) (@A ) LG LA)).
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Beweis 305-24(AC)

Thema2.1 0 B « ist W_Kette.
Thema4.1 0 Cal

5: Aus Thema4.1“¢6 [of” und
aus 3.1%a [{d: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[(dd Funktion)
[((domw [N [(domw = N)) [l Cool Cu)}”
folgt via 0-4:
0 [ : (wist 1+ . ¢-rekursiv) [(d Funktion)
[((domw [N [[(domw = N)) [(d Cwllw)}.

6: Aus5
folgt: 0 ist 1+ . ¢-rekursiv.

LI

Ergo Thema4.1l: A3 [0l (0 Cad) L (adst 1+ . ¢-rekursiv)”

Thema4 .2 0 Cal

5: Aus Thema4.2“¢ [of” und
aus 3.1%a [{d: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
[(d Funktion)
C((domw [N [(domw = N)) [l Cool Cau)}”
folgt via 0-4:
0 b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N [(domw = N)) [(d Cwlw)}.

6: Aus5
folgt: 0 Funktion.

LI

Ergo Thema4.1: AACT 01 (0 Ca) [C(aFunktion)”
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Beweis 305-24(AC)

Thema2.1 0 B « ist W_Kette.
4.3: Aus 3.1%a [ : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

4.4:

4.5:

5.1:

5.2:

[((domw [N) [(domw = N)) [C(d CodlCu)}”
folgt via 305-23:

((dom (" ) [N L(dom ( a)—N)) EC' a L.

Aus 3.1%a [{d: (wist 1+ ., p-rekursiv) C({d Funktion)
[((domw [N [C(domw = N)) [(d Cwll2)}”’ und

aus —-)“...u Menge” 1

folgt via 305-23: a Menge.

Aus Thema2.1“0 8 «...” und
aus 3.1%a [{d : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (b Funktion)

[((domw [N) [(domw = N)) [(d III%
folgt via 305-23: v [a.

Aus A3 gleich “ [21 (0 [Ca)
[(adst 1+ ., ¢-rekursiv)” und

aus 3.2“ [5ly: (8,7 La) LA =/L@ LE)”
folgt via 302-2: a Ist 1+ ., ¢-rekursiv.

Aus A4 gleich “ [0t (0 Ca) [C(aFunktion)” und

aus 3.2 [Bly: (6,7 La) LA LY LA 5™
folgt via 301-2: « Funktion.

1 .
D AUS 5.1% —eyist 1 +. , o-rekursiv ™,

aus 5.2 o Fupktion™,
aus 4.3 (domby) [CNI) C(dom ( a) =N)..
aus 4.5“v
aus 4.3 . —a IE’ und
aus 4.4 o Menge”
fplat
a [ (wist 1+ ., ¢-rekursiv) C(d Funktion)
[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllau)}.
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Beweis 305-24(AC)

Ergo Thema?.1:

2.2:

3:

ASH‘ [al: (0 B « ist Y_Kette
(0 £ o ist W Kette)

C(Cla (b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (& Funktion)
[L((d@omw [N) C(domw = N)) C{d Cwllu)})”

Aus 1.3 ... ¥ InklusionsRelation
in {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (& Funktion)
[((domw [N [C(domw = N)) [ Cwllw)}”,
aus Al gleich “0 8 {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)
[((domw [N) C(domw = N)) [ Cwllu)}”,
aus A2 gleich “{w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[L((domw [N C(domw = N)) [(d Cwll—u)} Menge” und
aus A5 gleich “ [al: (0 B ﬂ W _Kette)
C(Cla (b (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (& Funktion)
[({domw [CN) [C(domw = N)) [ Cwllw)})”
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
[Ql: Q ist ¥_maximales Element von

{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) [(d Funktion) [{(Homw [N) [{domw = N))
[l Cwol Cau)}.

Aus 2.2 ... Q ist ¥Y_maximales Element von

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) [(u Funktion) [{(Homw [N) [{domw = N))
[lol Lol L}
folgt via 39-1(Def):
Q [{b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) C(d Funktion)
[((domw [N) [(domw = N)) [(d Cwllu)}.

- Aus 3

folgt:
(Qist 1+ ., ¢-rekursiv) (@ Funktion) C((dom Q [N) [{domQ = N))
Ll QT Cw).
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Beweis 305-24(AC)

6.1:

6.2:

Thema5.1 (aist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)

[((doma [CN) [(doma =N)) (@ Callw)

Aus 4“...vo CQ1..” und
aus Thema5.1“...Q [Cal..”
folgt via 0-6: v Cal

Aus Thema5.1* ...« [T und
aus -)“...u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: « Menge.

> Aus Thema5.1* (« ist 1+, ¢-rekursiv) L(d Funktion)...”,

aus Thema5.1“...(doma [N) C(doma =N)...”,

aus 6.1“v Lal’,

aus Thema5.1“...a [uT und

aus 6.2« Menge”

folgt: a b : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) (& Funktion)
[((domw [N) [{domw = N)) [(d Cwllaw)}.

: Aus 1.3“... W InklusionsRelation in

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [N [C(domw = N)) [ Cwllw)}”,
aus Thema5.1“...Q [Cal..”,
aus 3“Q [ : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)
[((domw [N [C{domw = N)) [{d )}’ und
aus 7« [ : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

[((domw [N) [(domw = N)) [{d Cw)}”
folgt via 68-4: QWY q.

o Aus 2.2 ... Q ist W_maximales Element von

{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) (& Funktion)
[((domw [CN) [C(domw = N)) [ CwllCw)}”,
aus 7% a [{d : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [CN) [C(domw = N)) C(d Cwodl2)}”’ und
aus 8“Q W a”
folgt via 39-1(Def): a W Q.
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Beweis 305-24(AC)

(o ist 1+ ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)
[((doma [CN) [((doma =N)) (@ Callu)

10: Aus 2.2%...Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist 1+ . ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((domw [CN) C{domw = N)) C(d Cwodl2)}”’ und
aus 9“a ¥ Q”
folgt via 68-4: o QI

11: Aus 10“« [CQF und
aus Thema5.1“...Q [al..”
folgt via GleichheitsAxiom: a=Q.

Ergo Thema5.1:
AGH‘ Lal: ((« ist 1 + ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[((doma [CN) [C(doma =N)) (@ Callw)) C(ad=Q)”

5.2: Aus 2.2 [Ql...”,
aus 4“(Q ist 1 + ., ¢-rekursiv) [({d Funktion)

[((dom Q [N) [(domQ = N)) [(d Q) und
aus A6 gleich “ Lal: ((a ist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)

o L{(doma [N) C{doma =N)) L{Q Lallw)) [Clak Q)"
olgt:

[Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv) [ (R Funktion)
[((dom Q ['N) [([domQ = N)) [(d Q)
LRI ((«ist 1+ ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)
[((dom« [N) [.(doma = N)) (@ Callw))
(o= Q).

]
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305-25(AC). Aus 305-24(AC) ist die “v = f-Version” deduzierbar.

305-25(AC)(Satz) Es gelte:

S f st 1+ ., ¢-rekursiv.

5) f Funktion.

-) (dom f [N [(dom f = N).
-) f CudMenge.

Dann folgt:
[Ql: (Q ist 1+ ., ¢p-rekursiv) LR Funktion)
[((domQ [N) [(domQ = N)) C(f QI [w)
LB ((« ist 1+ ., ¢-rekursiv) L{d Funktion)
[((@oma [N) [{doma = N)) (X Lallw)) C{al=Q)).

Beweis 305-25(AC)

1: Via 0-6 gilt: f Ll

2: Aus -)“ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,

aus -)*“ f Funktion”,
aus -)“(dom f [NI) [{(dom f =N)”,
aus 1 f [JT und
aus -)“ f CuIMenge”
folgt via 305-24(AC):
[Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv) [ (R Funktion)

[([(dom Q [CN) [C(domQ = N)) C(J CQl[w)

C(Id: ((«vist 1 + ., ¢-rekursiv) [(d Funktion)

[(@dom o [N) [{doma = N)) L(Q Lallwu)) [{ad=Q)).

O
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305-26(AC). Die neben v = f interessanteste Anwendung von 305-24(AC)

resultiert fur v = {(p, ¢)}. Aus den Voraussetzungen folgt ohne allzu viel Miihe
p [LNL

305-26(AC)(Satz) Es gelte:

=) foist L+ . ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
=) [ Funktion.

-) (dom f [CN) [(dom f = N).

-) [ [wldMenge.

Dann folgt:
[Q: (Q ist 1+ ., p-rekursiv mit Startwert (p,q)) LR Funktion)
[([(d@omQ [CN) [C(domQ =N)) C(J CQl[w)
L ((« st L+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[({@oma [N) C{doma = N)) [{Q Lallw)) [{al=Q)).
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Beweis 305-26(AC)

1:

Aus -)“ fist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)”
folgt via 302-1(Def): (f ist 1+ ., ¢-rekursiv) [({(p, q) ).

: Aus 1 fist 1 + . ¢-rekursiv ... ”,

aus —)“(dom f [CNI) [{(dom f =N)”,
aus -)*“ f Funktion” und
aus -)*“ f [uIMenge”
folgt via 305-25(AC):
[Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv) (@ Funktion)

[L(domQ [CN) [((domQ =N)) C(J Q1)

[(Ih: ((« ist 1 + ., ¢-rekursiv) [C(d Funktion)

[(@oma [N) [{doma = N)) [(Q Lallw)) [{al= Q)).

: Aus 1“...(p,q¢) CFI" und

aus 2“...f CQl..”
folgt via 0-4: (p,q) QA

D Aus 2“...Qist 1+ ., ¢-rekursiv...” und

aus 3“(p,q) CQ”
folgt via 302-1(Def): Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

: Aus2“[Ql..7,

aus 4“Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,¢)” und

aus 2*...(Q Funktion) [C((omQ [N) [({(domQ = N)) [L(J Q1 w)
LRI ((«ist 1+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)

o [((doma [N) [{doma = N)) L@ Lallw)) [{ad= Q)"

olgt:

[Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, ¢))) (@ Funktion)
[(domQ [N) [(domQ = N)) C(f CQl[w)
LRI ((«ist 1+ ., ¢-rekursiv) [{d Funktion)
[(@om o [N) [{doma = N)) [(Q Lallw)) [{ad=Q)).

]
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Mengenlehre: Weiteres Uber ¢_E_., ¢-rekursive Klassen.

Ersterstellung: 25/07/14 Letzte Anderung: 01/08/14

306-1. Ist R eine c_E _, ¢-rekursive Klasse, so gibt es kein Anzeichen dafir, dass R
eine Relation sein muss. Die Definitions-Eigenschaften c¢_E_., ¢-rekursiver Klassen
zielen jedoch auf geordnete Paare ab, die in R sind und die speziell miteinander
verknupft sind. Vor diesem Hintergrund ist es nicht verwunderlich, dass eine Klas-
se R genau dann c_E_., ¢-rekursiv ist, wenn die grofite in R enthaltene Relation
R n (U xU)eine c_E_., p-rekursive Klasse ist.

306-1(Satz) Die Aussagen 1),11) sind dquivalent:
1) R ist c_E_., p-rekursiv.

11) Rn (U xU) ist c.E_., p-rekursiv.
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Beweis 306-1 VS gleich Rist c_E_., ¢-rekursiv.
1: Via 2-7 gilt: Rn(UxU) R

2: Aus 1*Rn (U xU) RF und
aus VS gleich “ R ist c_E _., ¢-rekursiv”

folgt via 302-4: Rn (U xU)ist c_E_., ¢p-rekursiv.
i) | VS gleich Rn (U xU)ist c.E_., ¢-rekursiv.
((a, 8), (v,9) CH) ¢, ), ) LH).
2: Aus Themal“ (a, 5), (v,0) CA...”
folgt via ElementAxiom: (o, B), (v, 9) Menge.

3: Aus 2“(a, B), (v,0) Menge”
folgt via 298-2: (a, B), (v,0) CUIx U.

4: Aus Themal” («, ), (v,0) CA...” und
aus 3“(a, f), (v,0) U< U™
folgt via 2-2: (o, B), (v,90) CHANn (U xU).

5: Aus VS gleich “R n (U x U) ist c_E_., p-rekursiv”,
aus 4 (a, 8), (,0) CRAn (U >xU)” und
aus Themal... ((c,«),~) H
folgt via 302-1(Def): (8,9) Lal

Ergo Themal: L[alf,v,d : (((o, ), (v, 0) LH) Llc,),~) LH)) LA, 0) La).

Konsequenz via 302-1(Def): Rist c_E_., ¢-rekursiv.
O
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306-2. Sind die ersten Eintrdge geordneter Paare von einer c_E_, ¢-rekursiven
Klasse R entsprechend 302-1(Def) miteinander verwoben, so sind Aussagen tiber
die zweiten Eintrage mdglich.

306-2(Satz) Es gelte:
=) R st c_E_., ¢-rekursiv.
=) (v, ), (r,s) LA
=) ((¢,p),r) LA

Dann folgt “q Lddm¢” und “s Cxrdn¢”.

Beweis 306-2

1: Aus -)“Rist c_E_., ¢-rekursiv”,
aus -»)“(p,q), (r,s) CRA” und
aus -)“((¢,p),r) CH”

folgt via 302-1(Def): (q,5) Cal
2: Aus 1“(q,s) Lar
folgt via 7-5: (¢ Cddm ¢) [(d [ran ¢).

[]
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306-3. Ist (p,q) in einer c_E_., ¢-rekursiven Klasse und hat p beziglich ¢ _F_.
sowohl eine *“Vorgdnger” als auch einen “ Nachfolger”, so gilt sogar ¢ [(dom ¢) n

(ran ¢).

306-3(Satz) Es gelte:
5) Rist c B, ¢-rekursiv.
=) (.9),(r,s), (n,0) LA
=) ((¢,p),r) LA
=) ((¢,n),p) LA
Dann folgt “q L{dom¢) n (ran¢)”.

Beweis 306-3

1.1: Aus -)“Rist c.E_., ¢-rekursiv”,
aus -)“(p,q),(r,s)... CA” und
aus -)“((c,p),r) A"
folgt via 306-2: q [Cddm ¢.

1.2: Aus -)“Rist c.E_., ¢-rekursiv”,
aus -»)“...(n,0) CA”,
aus -)“(p,q)... CRA” und
aus _’)“ ((Cv n)7p) LA™
folgt via 306-2: q Lrdn ¢.

2: Aus 1.1%¢ Cddm¢” und
aus 1.2“¢ Crng”

folgt via 2-2: g [(dom ¢) n (ran ¢).
O
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306-4. Hier soll untersucht werden, wann die bindre Vereinigung von zwei Klas-
sen, die c_E_., ¢-rekursiv sind, wieder c_E_., p-rekursiv ist.

306-4(Satz) FEs gelte:
=) R, S ist c_E_., ¢-rekursiv.
=) [adf,v,0: (((o, 5) LA) L, 0) LS) LIc, o),~) LED)

L ((4,0) Lg).
=) LB, 7,0 (((a, ) L) L, o) LH) e, @),~) LH))
L ((3.9) L.
Dann folgt “R LSlist c_E_., p-rekursiv”.
Beweis 306-4
((e,0), (7€) LA LS) LLUc,e),n) L.
2: Aus Themal“ (e, (), (n,&) CRALCSL..”
folgt via 2-2: (6,0),(n, &) LA
L({4, Q) LA) L, <) LID)
L({4, Q) LS) Ly, &) LA
L, €), (n, &) LS.
]Fallunterscheidung‘
(CD), (0. &) [R.
Aus -)“R...ist c_E_., (-rekursiv”,
aus 2.1.Fall“(CX),(n,&) (R und
aus Themal“...((c, )Jn) CH”
folgt via 302-1(Def): (€. ¢) Lol
(LT) CR) (M, §) CS).
Aus 2.2.Fall* ((CX) [R) {h, &) C3)”,
aus Themal“...((c, DJn) CH” und
aus —) “ [alB,y,d : (((o, B) [R) Ly, o) LI)
L({(c, 0),y) [H)) (A 0) L@~
folgt: ¢ ¢) L
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Beweis 306-4

(6,0, (n,§) LA LS) LWc,€),m) LH).

Fallunterscheidung|

(LX) CS) [, ?) LRY.
Aus 2.3.Fall" ((CX) C3) (. §) [R)”,
aus Themal“...((c, D)dn) CH” und
aus —) “ [aB,y,d: (((a, B) LS) CL(ly,0) LR
H{{c, a),y) LH)) (A, 0) L@

folgt: € ¢ Cql
(L), (n.€) LSl

Aus -)“...S ist c_E_., {-rekursiv ™,

aus 2.4_Fall“ (LX), (n,& CSrund

aus Themal“...((c, Dgn) CH”

folgt via 302-1(Def): (€, %) Caql

[Ende Fallunterscheidung|In allen Fallen gilt: ¢, 8 Ca

Ergo Themal:
L, m, € 2 (((e, Q) (n, §) LA LS) L(W(c,€),n) LH)) LA &) La).

Konsequenz via 302-1(Def): R [CSlist c_E_., ¢-rekursiv.
O
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306-5. Mit Hilfe von 306-4 soll nun untersucht werden, wann fur eine ¢_E_., ¢-

rekursive Klasse R auch die Klasse {(p,q)} [CH eine c_E_., ¢-rekursive Klasse
ist.

306-5(Satz) FEs gelte:
=) {(p,9)}, R ist c_E_., p-rekursiv.
=) [dp:(((a,8) CH) LU, p), o) CHE)) L 5) La).

_’) IEB : (((avﬁ) Im) mqa)vp) IE)) @,Q) Iﬂ
Dann folgt “{(p,q)} ist c_E_., p-rekursiv” .
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Beweis 306-5

((,O) EXlp, )} Ty, &) LH) LWc,€),n) LH).

2:

Aus Themal.1l“(¢,0) CL{p,q)}...”

folgt via 259-36: (e=p) LW =19).
D Aus2%e=p..."

folgt via PaarAxiom I: (c,e) = (¢, p).
2 Aus 3“(c,€) = (¢, p)”

folgt via PaarAxiom I: ((c,9),m) = ((¢,p),m).
> Aus 4 und

aus Themal.2*...((c,€),n) CH”
folgt: ((e,p),n) AL

> Aus Themal.1*...(n, &) LCA...”,

aus 5“ ((¢,p),n) CA” und
aus —)” Lol : (((o, B) [CH) L{Uc, p), a) LHD)

L ((d5) LA~
folgt: (¢,6) Lal
T Aus2¥...(=q”
folgt via PaarAxiom I: €,8) =(¢,9).
> Aus 7 und
aus 6
folgt: (€. 6) Lal

Ergo Themal.1:

209

aH e, € 1 (€. O Hp. @)Y C.6) TR

L{{{c,e),n) CH)) LA E) La)”
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Beweis 306-5

((e,0) L) Ly, &) LHp, 9)}) L(c,€),n) LH).
2: Aus Themal.2“...(n,&) (p,q)}...”

folgt via 259-36: (n=p) @=q).
3: Aus2“n=p...”

folgt via PaarAxiom I: (e, €),1m) = ((c,€), p).
4: Aus 3 und

aus Themal.2*“...((¢,€),n) CH”

folgt: ((¢,€),p) LEL

5: Aus Themal.2“ (e, () CA...”,
aus 4“ ((c,¢€),p) CH” und

aus )" [adp = (((o, B) LH) Llc, o), p) LED)

LA q) Lg)”
folgt: (¢ q) Lal
6: Aus2“...{=¢q”
folgt via PaarAxiom I: €, = (¢ 9.
7: Aus 6 und
aus 5
folgt: (¢.§) Lal

Ergo Themal.?2:

a2 LeX,n,€ 2 (((e, ) CA) LW, &) Lp, 9)})
L{{{c,e),n) CH)) LA E) Lo

1.3: Aus -)“{(p,9)}, Rist c_E_., ¢-rekursiv™,

aus Al gleich “ Le g, 7, € 1 (((¢, Q) [Xlp, 9)}) Ty, §) LH)
L{{c,e),n) LH) L(d ) Lg) und
aus A2 gleich “ LeI(, 7, & = (((e,¢) LAH) [y, &) Lp, 9)})

L({c,€),n) LH)) L{JE) Lo
folgt via 306-4: {(p, )} ist c_E_., p-rekursiv.

]
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306-6. Nun soll von dem im Hinblick auf 1 + ., ¢-rekursive Klassen besonders
interessanten Fall ((¢,p),p) [—H - unter dieser Bedingung ist {(p, ¢)} via 302-4
eine c_E _., ¢-rekursive Klasse - ausgegangen werden.

306-6(Satz) Es gelte:
2) R ist c.E_., ¢-rekursiv.
=) ((¢,p),p) [FEL.
=) @B (((a, 8) CH) U, p), o) TH)) ({4 5) ).

=) [adf: (o, 5) LH) e, o), p) LH)) LA, q) L5).
Dann folgt “{(p,q)} ist c_E_., p-rekursiv” .

Beweis 306-6

1: Aus -)“((c,p),p) [-H”
folgt via 302-4: {(p, @)} ist c_E_., p-rekursiv.

2: Aus 1“{(p,q)} ist c_E_., ¢-rekursiv”,
aus —)“ R ist c_E_., ¢-rekursiv”,
aus -)“ Lol 5 : (((or, ) LH) LUUc, p), o) LH)) L((d5) La)” und

aus —)“ Lol B : (((«o, B) LH) LUc, o), p) CH)) LA, q) LH)”
folgt via 306-5: {(p,q)} ist c_LE_., ¢-rekursiv.

]
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306-7. Mitunter kann es hilfreich sein, Uber Situationen Bescheid zu wissen, in
denen die zweite und dritte Bedingung von 306-5 trivial erfullt ist.

306-7(Satz) Es gelte:
=) {(p, O}, R ist c_E_., ¢-rekursiv.

=) Lok (a Cdém R) L, p), @), ((c; ), p) [-H).
Dann folgt “{(p,q)} LRl ist c_E_., ¢-rekursiv”.

Beweis 306-7
Themal.l ((e,0) CH) CLWc,p),e) LH.
2: Aus Themal.1“(¢,¢) CA...”
folgt via 7-5: e [doém R.

3: Aus 2“¢ Cdébm R” und

aus -)“ [al: (o Cddm R) C({({F,p),a)... [E)”

folgt: ((¢,p), €) AL
4: Es gilt 3“((c,p),€) [CH1”.

Es gilt Themal.1“...((c,p),€) CH”.

Ex falso quodlibet folgt: (q,¢) Lal

Ergo Themal.1: mb el (((e, Q) LA) Lllc,p),e) LH) LUAC) LA™
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Beweis 306-7
Themal.?2 ((e,¢) CH) [{c,€),p) CH).
2: Aus Themal.2* (¢, () CR”
folgt via 7-5: e [ddm R.

3: Aus 2“¢ Cddm R” und

aus -)“ [al: (o Cddm R) (1 ((c,),p) [E)”
folgt: ((c,€),p) [-EL

4: Esqilt 3“...((c,e),p) [LH1”.
Es gilt Themal.2*...((c,€),p) CH”.
Ex falso quodlibet folgt: (¢, q) Lal

Ergo Themal.2: | A2DF ek : (e, Q) CH) LU, o),p) CH) (@ q) Ca)”

1.3: Aus -)“{(p, )}, Rist c_.E_., ¢-rekursiv ™,

aus Al gleich “ Le1¢ 1 (((¢,¢) [H) Llc,p), ¢) LH)) L) g™ und
aus A2 gleich “ Le1C 1 (((¢,¢) [H) (¢, €),p) LH)) L q) LH)”
folgt via 306-5: {(p, 9} ist c_E_., ¢-rekursiv.

]
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306-8. Es kann auch vorkommen, dass eine c_E_,, ¢-rekursive Funktion durch
geeignetes {(p, q)} fortgesetzt werden soll.

306-8(Satz) Es gelte:

=) {(, )}, f ist c_E_., p-rekursiv.

5) f PFunktion.

-) p [dom f.

=) [al (o Cdom f) C(((k,p), o) [H).

=) Lol ((o Cdom f) e, o), p) TH)) LLCA(e). ¢) Lg).
Dann, folgt:

a) {(p,q)} CHhist c_E_., ¢p-rekursiv.

b) {(v, )} TAFunktion.

Beweis 306-8
Themal.1l ((e, Q) P e, p), €) LED.
2: Aus Themal.l* (e, () Lf1..”
folgt via 7-5: e [dom f.

3: Aus 2“¢ [ddm f” und

aus -)“ Lal: (o Cddm f) L, p),a) [E)”
folgt: ((c,p),€) -1

4: Es gilt 3“ ((c,p),€) [CH1”.
Es gilt Themal.1*...((c,p),e) CH”.
Ex falso quodlibet folgt: (¢,0) Lal

Ergo Themal. 1. b L0 2 (((e,Q) D Llc, p),e) LH)) LA () LE)”
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Beweis 306-8 ...

215

2.1: Aus -)“ f Funktion” und
aus Themal.2“ (¢,¢) LFL..”
folgt via 18-20: ¢ = f(e).

2.2: Aus Themal.2“ (e, ¢) CA...”
folgt via 7-5: e [dom f.

3: Aus 2.2%¢ [Cdom [,
aus Themal.2“...((c,¢€),p) [CH” und
aus —) “ Lol ((o Cddm f) E(c, ), p) [H))

L((A(a), q) LB~
folgt: (f(e),q) Lal
4: Aus 2.1%“C = f(e)”
folgt via PaarAxiom I: €, q9) = (f(e),q).
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: (¢, 9) Lal

((e,O) LD LUc, €), p) LH).

Ergo Themal.2:

a2 e (6.0 T Ce,p), ) CHY) LI q) C)”

1.a): Aus -)“{(p,q)}, f ist c_E_., ¢-rekursiv”,

aus Al gleich * Le 02 (((¢, ) L) (¢, p), €) LH)) L((d¢) Lg)™ und

aus A2 gleich “ LelC: (((¢,¢) L) Ll(c, ¢),p) LH)) L q) LA™
folgt via 306-6: {(p, q)} Lflist c_E_., p-rekursiv.

1.b): Aus -)“p [ddm f” und
aus -)“ f Funktion”
folgt via 261-4: {(p, )} CFIFunktion.

[]
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306-9. Wie in 18-20 gesagt folgt aus (p,q) [fl1Funkion die Aussage ¢ = f(p).
Diese Einsicht wird hier zu einem Kriterium verscharft.

306-9(Satz) Unter der Voraussetzung . . .
=) f Funktion.
... sind die Aussagen 1), 1) dquivalent:

) (g LA
i) “g= f(p)”und “p Cddbm f”.

Beweis 306-9 VS gleich

1.1: Aus -)“ f Funktion” und
aus VS gleich “(p, q) T

folgt via 18-20:

1.2: Aus VS gleich “(p,q) CFT’

folgt via 7-5:

i) )| VS gleich

1: Aus -)“ f Funktion” und
aus VS gleich “...p Cddm f”
folgt via 18-22:

2: Aus VS gleich “qg = f(p)...”
folgt via PaarAxiom I:

3: Aus 2 und
aus 1
folgt:

(»,q) LA

q=f(®)

p Cdom f

(¢ = f(p)) L Lddm f).

(. f(p)) LA

(. q) = (@, f()-

(»,q) A
0
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306-10. Aus 306-9 folgt ein Kriterium fur (p,q) [-f] f Funktion.

306-10(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

) f Funktion.

... sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
D (9 A

i) (¢ 8 f(p)) L@ [dom f).

Beweis 306-10

1: Aus -)“ f Funktion”

folgt via 306-9: ((p,9) LD = ((¢ = f(»)) L@ Lddm f)).
2. Ausl
folgt: ((r.9) 5D = ((¢ B f(p)) L@ [ddm f)).

]
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306-11. Auch aus notationellen Griinden wird 306-8 fuir Algebren in A adaptiert.

306-11(Satz) Unter der Voraussetzung . . .

-) [CAlgebra in A.
... sind die Aussagen 1), 11) dquivalent:
D (p,@),r) LI
i) “r=p_LgTund “p,q CA".

ALG-Notation.

Beweis 306-11 VS gleich

1: Aus -)*“ [CAlgebrain A”
folgt via 93-6:

2: Aus 1“ [CHlnktion... ” und
aus VS gleich “((p, q),r) I
folgt via 306-9:

3.1: Aus 2“r = [(plg)...”
folgt:
3.2: Aus 2“...(p,q) Lddm [ Jund

aus 1“...dom =A< A”
folgt:

4: Aus 3.2%(p,q) [Ax A”

folgt via 6-6:

((p,q),r) LI

(CHElnktion) [(dom [=1A x A).

(r= plg) Ly, q) Tdém 0.1

r=p-Lgl

(p,q) CAx A.

p,q LA
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Beweis 306-11 ||ii) [i)l|VS gleich

1:

Aus -)*“ [CAlgebrain A”
folgt via 93-6:

- Aus VS gleich “...p,q CA”

folgt via 6-6:

: Aus 2 und

aus 1“...dom =A< A”
folgt:

- Aus 1“ [CHunktion... ” und

aus 3“(p,q) Ldoém 1
folgt via 18-22:

> Aus VS gleich “r=p_Lgl..”

folgt:

Aus 5“r = [(plg)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 6 und

aus 5
folgt:

219

(r =p-Lq) (@, q CA.

( CRElnktion) [(dom [=1A x A).

(p,q) CAx A.

(p,q) Ldém L1

((p, @), Liplg)) LI

r = [(plg).

(@, 0),7) = ((, 0), Wplqg)).

(@, q),r) LI
[l
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306-12. Aus 306-11 folgt ein Kriterium fur ((p, q),r) [IL_1Algebra in A.

306-12(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

-) [Algebra in A.

...sind die Aussagen 1), 11) dquivalent:

D ((p,g),r) L]
i) “r8p_Cgloder “p [FA” oder “q [FA”.

ALG-Notation.

Beweis 306-12

1: Aus -)“ [CAlgebrain A”

folgt via 306-11.: ((p,q),r) CLID & ((r =p_-Lg) C(H, q CA).
2: Aus 1l
folgt: (@), ) D4 ((r B p- @) L@ [A) (4 [A)).

]
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306-13. Ist f eine c_ [ h-rekursive Funktion und ist [eihe Algebra in A, so
ergibt sich eine modifizierte Version von 306-8.

306-13(Satz) Es gelte:

=) {(p, )}, f ist co C_W-rekursiv.
=) f Funktion.

-) [Algebra in A.

-) p,c-Cplfdém f.

=) [al ((a Cdom f) L@ = c-[Ca)) (M), 9) [4).
Dann, folgt:

a) {(p, )} CHist c. C_Y-rekursiv.

b) {(p,q)} TAFunktion.

ALG-Notation.

Beweis 306-13

Themal.l g Cdom f.

2: Aus Themal.l* g [Cdédm f” und
aus —)“...c_plfdom f”

folgt via 0-1: 58 c_[pl
3: Aus -)“ [CAlgebrain A” und

aus 2“5 8 c_[pT

folgt via 306-12: ((c,p), B) 111

Ergo Themal.1: Al%‘ 51 (8 Cdom f) C({({,p),s) 1)1
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Beweis 306-13 ...

(5 Cddm f) Le, B),p) TN

2: Aus -)“ [CAlgebrain A” und
aus Themal.2* ((c, 5),p) I
folgt via 306-11: p=c_LAl

3: Aus Themal.2* g Cdbmf...”,
aus 2“p = c_ AP und
aus —) “ [al: ((o« Cddm f) C(d = . [Ca))
L((A(a), q) LG~
folgt: (f(8),q) LAl

Ergo Themal.2 pol LAL ((6 Ldom f) Lc, 5), p) LIPILLCAS). ¢) LA™

1.3: Aus -)“{(p,q)}, f ist c_ [ b-rekursiv”,
aus -)*“ f Funktion™,
aus —)“p... [dom f”,
aus Al gleich “ [31: (6 Cddm f) C(((F,p),3) 1D und

aus A2 gleich “ [31: (6 [dom f) [{Uc, 5),p) LINILLCA(S), ) La)”
folgt via 306-8:

E(p, @)} CAist c. C_W-rekursiv) Cl(p, 9)} CFunktion).
]
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306-14. Ist f eine ¢_ [_k-rekursive Funktion, ist [eihe Algebra in A und ist ¢
eine Funktion, so ergibt sich eine modifizierte Version von 306-13.

306-14(Satz) Es gelte:

=) {(p, )}, f ist co C_W-rekursiv.
) f, ¢ Funktion.

-) [Algebra in A.

=) p,c. Cplf-dém f.

=) [k (o Cddm f) @ = c-Ca)) TEF o(f(a))).
Dann folgt:

a) {(p, )} CHist c. C_Y-rekursiv.

b) {(p,9)} THFunktion.

ALG-Notation.
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Beweis 306-14

1: Esgilt: (51 (( Cddm f) LG = c. LF)) LAB) Ldom ¢))
LI (Q Cdom f) L1 = c. Q) LCHQ) Fddm ¢)).

]Fallunterscheidung‘

[BL: (B Cdbmf) (@ = c_[B)) [(EYB) Ldbmg).
(y Cdbmf) (@ = c.[).

3.1: Aus Thema2.1*(y Cdbm¥) C(d=c_[y)” und
aus —) “ [l ((a Cddm ) (@ = c_[a))

LGF o(f(x))”
folgt: g = o(f(y)).
3.2: Aus Thema2.1*(y Cdbmf) C(d=c_[y)” und
aus 1.1_Fall
folgt: f(y) Cdbme.

4: Aus -)“¢ Funktion” und
aus 3.2“f(y) Cdome”

folgt via 18-22: (F(y), o(f(y))) La
5: Aus 3.1“q=0q(f(y))”
folgt via PaarAxiom I:  (f(y),q) = (F(y), o(F(y))).

6: Aus 5 und
aus 4

folgt: (f(y),q) La

Ergo Thema2.1: Al%‘ o/l ((y Cdomf) L@ =c_[y)) C(Ay).q) L)~

2.2: Aus -)“{(p,q)}, T ist c. _Tp-rekursiv”,
aus —)“f... Funktion”,
aus —)*“ [CAlgebrain A”,
aus —)“p,c_[plfdbmf” und
aus Al gleich “ [y ((y [domf) LA =c_[y)) L((y).q) (@)~
folgt via 306-13:

{(p,q)} CEHlist c_ _Tp-rekursiv) CH(p, q)} CEIFunktion).
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Beweis 306-14

|Fallunterscheidung]

8.1:

8.2:

[Ql: (Q Cddmf) [ =c Q) [(H(Q) Fddmg).
2: Aus1l.2.Fall“...(Q Cdbmf) [((@=c_[)...”und

aus -)“ [al: ((a Cdomf) @ =c_.[Ca)) C(@gk o(f(a)))”

folgt: q = o(fF(Q)).

: Aus 1.2 _Fall“...f(Q) rdomge”
folgt via 17-4: o(f(Q)) Unmenge.

: Aus 3 und

aus 2

folgt: q Unmenge.

> Aus 4“q Unmenge”
folgt via 259-36: {(p,9)}=0.

: Via 2-17 gilt: 0 CTI=*.
: Aus 6 und

aus 5

folgt: {(p,q)} CTI=T.

Aus -)*“...F ist c. C_Jp-rekursiv” und
aus 7

folgt: {(p,q)} CHlist c_ [ Ip-rekursiv.

Aus -)“f Funktion” und
aus 7

folgt: {(p,q)} CEIFunktion.
: Aus 8.1 und

aus 8.2
folgt:

({(p,q)} CElist c_ _Tp-rekursiv) C{(p,q)} CEIFunktion).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fllen gilt:
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({(p, @)} CAist c. C_W-rekursiv) CA(p, ¢)} CFunktion).
]
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306-15. Wie in einem Besenwagen werden am Ende dieses Essays noch nicht

bewiesene Resultate gesammelt.

306-15(Satz) Es gelte:

=) R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
Dann folgt:

a) p,q,(p,q) Menge.

b) 0E R.

c) “p LddmR”und “q LrAnR”.

d) 08 domR,ran R.

Beweis 306-15 a)

1: Aus -)“ R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def):

2: Aus 1“(p,q) CR”

folgt via ElementAxiom:

3: Aus 2“(p,q) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

b)

1: Aus -)“Rist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def):

2: Aus 1“(p,q) CR”
folgt via 0-20:

(»,q) CA.

(p,q) Menge

p,q Menge

(»,q) CA

08 R.
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Beweis 306-15 cd)

1:

2.C):

3.1:

3.2:

4.d):

Aus -)“ R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)”

folgt via 302-1(Def): (p,q) LA
Aus 1% (p,q) CR”

folgt via 7-5: (p Cddm R) [(d [Cran R).
Aus2.c)“p CddbmR...”

folgt via 0-20: 0 8 dom R.
Aus2.c)“...q CrAnR”

folgt via 0-20: 0B ranR.
Aus 3.1 und

aus 3.2

folgt: 0 8 dom R, ran R.

]



228 Analysis #307

Analysis: Weiteres Uber 1 + ., ¢-rekursive Klassen mit Definitions-Bereich [Nl
oder = N.

Ersterstellung: 25/07/14 Letzte Anderung: 27/08/14

307-1. Einer der weniger schonen Nebenaspekte der Sprache des LWs ist es,
Resultate wie Vorliegende beweisen zu miissen.

307-1(Satz)
a) ““l+(-1l+z)=—-2+zx"und “1+(QL+zx)=2+2".
b) Aus “(x Zahl) ({d =U)"und “y=1+z"folgt “—1+y=2a".
C) Aus “x<—=1+y"folgt “—1+xr<-—-2+y".
d) Aus “y<—1+zx7folgt “1+y<z”.

e) Aus “x LRI folgt “z <1+ z"und “x <2+zx”
und “1+x<2+x"und “—l+x<x”.

RECH.=-Notation.

Beweis 307-1 a)

1.1: —1+(—1+2) B (—1+ (1)) + 2 "= 24
1.2: 1+Q+2) A+ +2 2224,
2.1: Aus 1.1
folgt: —1+(—1+z2)=—-2+=zx
2.2: Aus 1.2
folgt: 1+(1l+x)=2+z
b) VS gleich (z Zahl) [(@# =V)) [ =1+ 2).
1: Aus VS gleich “(z Zahl) (& =U)”
folgt via FSAO: O+z=u.
2: 14y 214+ (Q4+0) (1 + D)+ e 20
3: Aus 2

folgt: —1l+y=uz.
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Beweis 307-1 c) VS gleich

1:
2:

Via [schola gilt:

Aus VS gleich “x < —1+y” und
aus 1“—-1 [RI”

folgt via VR<:
3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
4: Aus 2 und
aus 3
folgt:
d) VS gleich
1.1: AusVSgleich ...y <—1+z”

1.2:

folgt via 107-9:

Aus VS gleich “. ..y < —=1+2z” und
aus [schola“1l [CRF’
folgt via VR<:

> Aus 1.1 =1+ LSP

folgt via [SZ:

3: Aus 2“—1+ x Zahl”
folgt via 96-13:
4: Aus 3“z Zahl”
folgt via 300-5:
5: Aus 2 und
aus 4
folgt:
e) VS gleich
1.1: Aus VS gleich “z R,
aus Bschola“0 & 1” und
aus [schola“1 [CNF
folgt via 166-2:
1.2: Aus VS gleich “z [RI”,

aus Bschola“0 & 2” und
aus [schola*“2 NI
folgt via 166-2:
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r<-—1+y.

-1 [R

—l+zr=-1+(—1+y).

1+ (=l+y)=-2+y.

—l+r<-2+y.

y<—1l+ux.

-1+ 2z [S]

l+y<l+(—1+2)

—1+ z Zahl.

x Zahl.

1+ (—1+2x)=u.

1+y <.

z Rl

r<x+1.

T <x+2.
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Beweis 307-1 e) VS gleich

1.3: Aus [schola“1 [CRF’und
aus VS gleich “x [RI”
folgt via +SZ:

1.4: Via FSA qilt:
1.5: Via FSA gilt:

2.1: Aus1.1 und
aus 1.4

folgt:

2.2: Aus 1.2 und
aus 1.5

folgt:

2.3: Aus1.3“1+ 2 [RI”,
aus Bschola“0 & 1”und
aus [schola“1 [CNF”
folgt via 166-2:

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

4: Aus 2.3 und
aus 3

folgt:
5: Aus2.1"xz <1+ 2" und
aus 4“1+ <2+ 2"

folgt via 107-8:

Analysis #307

z R

1+z [H
z+1=1+n2x.

r+2=2+2.

r<1l4+zx

r<2+zx

l+x <1+ (1+2x).

1+(l+2)=2+u.

1+ <2+2

r<2+zx
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307-2. Als Hilfs-Satz sollen einige Resultate Uiber Elemente von n bewiesen
werden.

307-2(Satz)

a) Aus “xz [nl NV folgt “x [N"und “0<x < —1+n"und “z <n”.
b) Aus “n,m [CN"und “n< -1+ m” folgt “—1+m [CNI".
c) “08n [N genau dann, wenn “—1+n [CNI".
d) Aus “08n [N folgt “—1+n LCnl.

1
e) Aus “n CN”folgt “ n C=L+n".

1

) Aus “08n N folgt © n=—-1+n".
9) Aus “n [N folgt “08 1+n [N".

C 1
h) Aus “n CN”folgt “ (L+n)=n".

1) Aus “n,m [CN"und “0 <n < —=1+m7”folgt “—1+n,n,1+n Cnl”.

RECH.<-Notation.
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Beweis 307-2 a) VS gleich x ol CNL
1.1: Aus VS gleich “...n [CNI”

folgt via 197-4: n NI
1.2: Aus VS gleich “...n [NI”

folgt via 237-6: n=490,...,—1+n}
2.1: Aus VS gleich “x [nl..” und

aus 1“n LNF

folgt via 0-4: x

2.2: Aus VS gleich “x [nl..” und

aus 1.2

folgt: x C{0,...,—1+n}.
3.1: Aus 2.2%z [{D,...,—1+n}”

folgt via 169-2: Oszx=s-1+n

3.2: Aus 2.1%x [CNI”,
aus VS gleich “...n [CNI” und
aus VS gleich “x [nl ..”

folgt via 197-5: r<mn
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Beweis 307-2 b) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “n ... [CN...
folgt via 164-6:

Aus VS gleich “...m [CN...”

folgt via 164-6:
Aus 1.1“0<n” und

aus VS gleich “..n<=—-1+m’

folgt via 107-8:

Aus [schola“1 ZI'und
aus 1.2“m CA4”
folgt via 164-9:

c Aus2.1“0<—-1+m” und

aus 2.2“—=1+m 4~
folgt via 164-6:

c) @S gleich

1:

Aus VS gleich “0 8 n (NI
folgt via 300-9:

D Aus 1. . Q [NL...”

folgt via 159-11.:

cAus 1. ..n=1+Q” und

aus 2 Q Zahl”
folgt via 307-1:

- Aus 3 und

aus1*...Q [CN...”
folgt:
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(n,m [(N) C(d < —1+m).

0=n.

m [Z1

O0=-14+m.

—-1+m LA

—1+m [N

08n LN

Q5 (Q [N) C(d=1+Q).

Q Zahl.

—14+n=Q.

—1+n CNL
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Beweis 307-2 ¢) @S gleich

1.1: Aus VS gleich “—=1+n [NI”
folgt via 159-11:

1.2: Aus VS gleich “—=1+n [NI”
folgt via 159-10:

1.3: Aus VS gleich “—1+n [CNI”
folgt via 159-11.:

1.4: Aus VS gleich “—1+n [CNI”
folgt via 164-6:

2.1: Aus 1.1*—=1+n Zahl”
folgt via 96-13:

2.2: Aus1.3“—=1+n [RI”
folgt via 307-1:

3: Aus 2.1“n Zahl”

Analysis #307

—1+n [N

—1+n Zahl.

1+ (-1+n) [N

—1+n [H

O0<—-1+n

n Zahl.

—l+n<1l+(—1+n).

folgt via FSAO: O+n=n.
4 nZ20+n "2 1+ (=))+n 2 1+ (—1+0n).
5.1: Aus4“n=...=1+(—=1+n)” undaus 1.2
folgt: n [N
5.2: Aus4“n=...=1+(=1+n)” und
aus 2.2
folgt: —1l+n<n.
6: Aus1.4“0<—-1+n" und
aus 5.2“=1+n<n”
folgt via 107-8: 0 <n.
7: Aus6“0<n”
folgt via 41-3: 0Bn
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Beweis 307-2 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...n [CNI”
folgt via 159-11.

1.2: Aus VS gleich “0 8 n [CNI”

folgt via des bereits bewiesenen c):

2: Ausl1.1“n [CRI”
folgt via 307-1:

3: Aus 1.2“—1+n [NI”,
aus VS gleich “...n [CNI” und
aus 2“—=1+n<n”
folgt via 197-5:
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08 n [N

—1+n [N

—14+n<n.

—1+n Lnl
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Beweis 307-2 e) VS gleich

Analysis #307

n [N

L1
2: Aus Themal“a [In”
folgt via 1-12:

3: Aus 2...Q [l und
aus VS gleich “n [CNI”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(Q [N) [(@ < —1+n).

4.1: Aus 2*...o [Q...” und
aus 3“Q [CNI...”
folgt via des bereits bewiesenen a):

4.2 Aus 3“Q [NI...”,
aus VS gleich “n CNI” und
aus 3“...Q=-1+n"
folgt via des bereits bewiesenen b):

5: Aus4.1“...aa < Q” und
aus 3“...Q=-1+n"
folgt via 107-8:

6: Aus 4.1« NI,
aus 4.2“—1+n [NI” und
aus 5*a < —=1+n”
folgt via 197-5:

C—1
o [CIn.

[Ql: o [ [l

(a CN) (@ < Q).

—1+n [N

a<—1+n.

o [Tl +n.

Ergo Themal:
Konsequenz via 0-2(Def):

L1
Lal: (o [C1n) @1+n).
n =1+ n.
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Beweis 307-2 T) VS gleich
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08 n [N

2: Aus VS gleich “0 8 n [N
folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus Themal.l*«a CH1+n” und
aus 2“—1+n [NI”
folgt via des bereits bewiesenen a):

4: Aus 3“« [N...”,
aus 2“—1+n [CNI” und
aus 3“a < —1+n”
folgt via 197-5:

5: Aus VS gleich “0 8 n [CNI”
folgt via des bereits bewiesenen d):

6: Ausd4“a 31+ n” und
aus 5“—1+n [l
folgt via 1-12:

(o [N) [{d < =1+ n).

a [l +n.

—-1+n [N

o [l +n.

—1+n Lnl

L1
a [L_1In.

Ergo Themal.l:
Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Aus VS gleich “...n [NI”
folgt via des bereits bewiesenen e):

1
2: Aus 1.2 n [=L+n”
aus Al gleich “—1+n [In”
folgt via GleichheitsAxiom:

L1
Lol (o CH1 +n) C{adl1n).

g =
Al —=1+n L_In"

—1
n =1 + n.
1
n=-—1+n
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Beweis 307-2 g) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “n [CNI”

folgt via 159-10:

> Aus VS gleich “n [CNI”

folgt via 159-11:

: Aus 1.2%n [RI”

folgt via 307-1:

- Aus VS gleich “n [CNI”

folgt via 164-6:

: Aus 3“0<n” und

aus 2“n < 1+n”
folgt via 107-8:

SAUS4“0<1l+n”

folgt via 41-3:

h) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2

Aus VS gleich “n [CNI”
folgt via 159-11:

Aus VS gleich “n [CNI”

folgt via des bereits bewiesenen g):

Aus 1.1%“n Zahl”
folgt via 300-5:

Aus 1.2“081+n [N”

folgt via des bereits bewiesenen f):

- Aus 2.2 und

aus 2.1
folgt:

Analysis #307

n [N

1+n [N

n LRl

n<l+n.

0<1+n.

0Bl+n

n [N

n Zahl.

081+n [N

=1+ (1+n)=n.

L_1

1+n)y=—-1+(1+n).

L _1
1+n)=n.
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Beweis 307-2 1) VS gleich
1.1: AusVSgleich“...0<n...”

folgt via 41-3:

> Aus VS gleich “n... [(N...”
folgt via 159-10:

> Aus VS gleich “...m [CN...”
folgt via 159-11:

> Aus VS gleich “n... CN...”
folgt via 159-11:

D Aus1.1“08 n” und

aus VS gleich “n ... [NI...”

folgt via des bereits bewiesenen c):

: Aus 1.4%n [HI”

folgt via 307-1:

: Aus 1.4%n [HI”

folgt via 307-1:

 Aus VS gleich “...n<—=1+m”
folgt via 307-1:

: Aus 2.2—1+n < n und

aus 2.3“n<1+n”
folgt via 107-8:

T Aus2.3*n <14+ n” und

aus2.4“1+n<m?”
folgt via 107-8:

D Ausl1.21+n NI,
aus VS gleich “...m [NI...” und
aus 2.4“1+n<m?”

folgt via 197-5:
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(n,m [N) (@< n < —1+m).

08 n.

1+n [N

m Zahl.

n LRl

—1+n [N

—14+n<n.

n<l+n.

1+n<m.

—1+n<1+n.

n <m.

1+n [
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Beweis 307-2 1) VS gleich (n,m [CN) A< n<—1+m).

4.1: Aus VS gleich “n... [NI...”,
aus VS gleich “...m [NI...” und
aus 3.2“n<m?”

folgt via 197-5: n [Cm

4.2: Aus3.1“—1+n<1+n” und
aus 2.4“1+n<m?”
folgt via 107-8: —1+n<m.

5: Aus 2.1*—=1+n [N,
aus VS gleich “...m [CN...” und
aus 4.2“=1+n<m?”

folgt via 197-5: —1+n [n
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307-3. Zundchst wird 304-1 verschadrft und dann auf Algebren in A angewendet.

307-3(Satz)
a) “(f Funktion) L, f(p)) LA

b) “(LAlgebra in A) LIUp, q), p- ¢} LN

genau dann, wenn “(f Funktion) T(A(p) Menge)”.

genau dann, wenn “( [Algebra in A) (- [glMenge)” .

ALG-Notation.

Beweis 307-3 a) @s gleich (f Funktion) (W, f(p)) CH.
1.1: AusVS
folgt: f Funktion

1.2: Aus VS gleich “...(p, f(p)) LI

folgt via 9-15: f(p) Menge
a) @S gleich (f Funktion) C(A(p) Menge).
1.1: AusVS

folgt: f Funktion
1.2: Aus VS gleich “ (f Funktion) C(A(p) Menge)”

folgt via 304-1: (p, f(p)) A
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Beweis 307-3 b) @S gleich (Algebra in A) CWp, q), p- Cg) CI1

1.1: Aus VS

folgt: [CAlgebra in A
1.2: Aus VS gleich “...((p,q),p-g) I

folgt via 9-15: p- [gIMenge
b) @S gleich ( CAlgebra in A) [{d_ CglMenge).
1.1: Aus VS

folgt: [CAlgebra in A
1.2: Aus VS gleich “ [CAlgebrain A...”

folgt via 93-6: [Elinktion.

2: Aus 1.2* [CFlinktion” und

aus VS gleich “...p_[gIMenge”

folgt via des bereits bewiesenen a): ((p, q), p- g} 111

]
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307-4. Handelt es sich bei R um eine 1 + ., ¢-rekursive Klasse mit dom R [N,
und gilt 0 < n < —1 + dom R, so ist fur ¢ mit (n,q) R die Aussage ¢ [1
(dom ¢) n (ran ¢) verfugbar.

307-4(Satz) Es gelte:
=) R st 1+ ., ¢-rekursiv.
-) dom R [N
-») 0<n<—1+domR.
-) (n,q) CA.

Dann folgt “q L{dom¢) n (ran¢)”.

RECH-Notation.

Beweis 307-4

1: Aus -)“(n,q) CA”
folgt via 7-5: n [Cddm R.

2: Aus 1“n Cddbm R” und
aus -)“dom R [NI”
folgt via 307-2: n NI

3.1: Aus 2“n NI,
aus —)“dom R [CNI” und
aus -)“0<n<—1+domR”
folgt via 307-2: —1+n,n,1+n CddbmR.

3.2: Aus 2“n [NI”
folgt via 159-11: n Zahl.

3.3: Aus 2“n [NI”
folgt via ElementAxiom: n Menge.
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Beweis 307-4 ...

4.1: Aus3.1“—=1+n... CddmR”
folgt via 7-7: [QI: (—1+n,Q) A

4.2: Aus 3.1“...1+n CddmR”
folgt via 7-7: [@I: (1+n,®) LA

4.3: Aus 3.2%n Zahl”
folgt via 300-5: 1+ (—=1+n)=n.

4.4: Aus3.1%...1+n CddmR™
folgt via ElementAxiom: 1+ n Menge.

5.1: Aus AAII*A Algebra in A”und
aus 4.4“1+ n Menge”
folgt via 307-3: ((1,n),1+n) Al

5.2: Aus4.3“1+(—1+n)=n" und
aus 3.3“n Menge”
folgt: 1+ (—1+ n) Menge.

6: Aus AAII*A Algebra in A”und
aus 5.2“1+ (—1+n) Menge”

folgt via 307-3: (1, —-1+n),1+(—1+n)) A
7: Aus4.3“1+(—1+n)=n"

folgt via PaarAxiom I: (L, -1+n),1+(-1+n)=({(1,—1+n),n).
8: Aus 6 und

aus 7

folgt: ((1,—1+n),n) CA

9: Aus -)“Rist 1+ . ¢-rekursiv”,
aus 4.1“...(—1+n,Q) CAH”,
aus -)“(n,q) LA”,
aus4.2“...(1+n,®) CA”,
aus 8“((1,—1+n),n) A" und
aus 5.1“((1,n),1 +n) CA”
folgt via 306-3: g C{dom ¢) n (ran ¢).

]
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307-5. Von 307-4 ist auch eine “dom R = N-Version” verfligbar.
307-5(Satz) FEs gelte:
=) R st 1+ . ¢-rekursiv.
-) domR = N.
-) 08 n [N
=) (n,q) CA.
Dann folgt “q L{dom¢) n (ran¢)”.
RECH-Notation.
Beweis 307-5
<-Notation.
1.1: Aus -)“08n [NI”
folgt via 162-2: 0<n [N
1.2: Aus [scbla*2 [CNF’und
aus -)“...n CNI”
folgt via 159-14: 2+n [N
1.3: Aus -)“...n [N”
folgt via 239-5: n<1l+n.
1.4: Via 297-4 gilt: —-1+@2+n)=1+n.
1.5: Via 258-11 qilt: dom (R [2+n) = (2+ n) ndom R.
1.6: Via 261-1 gilt: (R2+n) R
1.7: Aus -)“...n [N”
folgt via 159-11: n Rl
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Beweis 307-5 ...

2.1: Aus -)“Rist 1+ ., ¢-rekursiv” und

2.2:

2.3:

2,4:

2.5:

3.1:

3.2:

3.3:

4.1:

4.2:

5.1:

5.2:

aus 1.6 (R [2+n) RP
folgt via 302-4:

Aus 1.2%2+n [CNI”
folgt via 197-4:

Aus1.3“n<14+n” und
aus 1.4

folgt:

Aus 1.5 und

aus -»)“domR=N"
folgt:

Aus 1.7“n [RI”
folgt via 307-1:

Aus 2.2%“2 +n CNF
folgt via 2-10:

Aus1.1“0<n...” und
aus 2.3*n< -1+ (2+n)”
folgt:

Aus -)“...n [NI",

aus 1.2“2+n [CNI” und
aus 2.5"n<2+n”
folgt via 197-5:

Aus 3.1 und
aus 2.4
folgt:

Aus -)“(n,q) CR” und
aus 3.3“n [(ZHn”
folgt via 299-5:

Aus 4.1 und
aus 1.2
folgt:

Aus 3.2 und
aus 4.1
folgt:

Analysis #307

(R [2+n)ist 1+ . ¢-rekursiv.

2+n [NI

n<—1+(2+n).

dom (R[2+n)=2+n)nN.

n < 2+n.

2+n)nN=2+n.

0<n<—1+(2+n).

dom (R[2+n)=2+n.

(n,q) LLR 2+ n).

dom (R 2 +n) [N

0<n<—1+dom (R [2+ n).
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Beweis 307-5 ...

6: Aus 2.1“(R 2+ n) ist 1 + ., ¢-rekursiv”,
aus 5.1“dom (R [2+n) [CNI”,
aus5.2“0<n < —=1+dom (R 2+ n)” und
aus 4.2%(n,q) LR 2+ n)”

folgt via 307-4: g [(dom ¢) n (ran ¢).

[]



248

307-6. Ein Zwischenschritt wird vorab bewiesen.

Analysis #307

307-6(Satz)
Aus “1 <n NV

folgt “=2+n,—1+n Cnlund “((1,—2+n),—1+n) CA.

RECH.=<-Notation.

Beweis 307-6 VS gleich

1: Aus VS gleich “...n [NI”
folgt via 164-6:

2.1: Aus [schola“1 [CZT’,
aus 1“n 21" und
aus VS gleich “1 <n...”
folgt via 166-3:

2.2: Aus 1“n CZ1” und
aus <schola“0 < 1~
folgt via 166-2:

3.1: Aus2.1“08n—1 NI
folgt via 307-1:

3.2: Aus2.1*...n—1 [NI",
aus VS gleich “...n [CNI” und
aus 2.2%n—1<n”
folgt via 197-5:

3.3: Aus2.1“...n—1 NI
folgt via 159-11:

3.4: Aus 2.1%...n—1 [N”
folgt via ElementAxiom:

4: Aus 3.3“n—1 [R”
folgt via 196-3:

1<n [N

n [Z1
08n—1LN
n—1<n.

-1+ (n—1) CN
n—1 Cnl

n—1 Rl

n — 1 Menge.

—-1+(n—1)<n—1
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Beweis 307-6 VS gleich 1<n [N
5.1: Via FS—+ gilt: n—1=-1+n.
5.2: Aus4“—=1+(n—1)<n—1" und

aus 2.2%n—1<n”

folgt via 107-8: —1+(n—1)<n.
5.3: —1+(m—1)"E" —1+(=1+n) B (=1+ (1) +n "L 240,
6.1: Aus 3.2 und

aus 5.1

folgt: —1+n [Lnl
6.2: Aus3.1“—1+(n—1) CNI”,

7.1:

7.2

10:

11:

aus VS gleich “...n [CNI” und
aus5.2“"=1+(n—1)<n”

folgt via 197-5: —1+(n—1) Cal

Aus5.3“—-1+(n—1)=...=—2+n" und

aus 6.2

folgt: —2+n [Cnl

Aus 6.1

folgt via ElementAxiom: —1 + n Menge.
1+(2+n) QA+ (=2)+n ™" 14+

T Aus8“l+(—2+n)=...=—1+n" und

aus 7.2

folgt: 1+ (—2+ n) Menge.

Aus AAII*A Algebra in A”und

aus 9“1+ (—2 +n) Menge”
folgt via 307-3: (1,—2+n),1+(—2+n)) CA

Aus 8“1+ (—2+n)=...=—1+n"
folgt via PaarAxiom I:
(A, =2+n),1+(=2+n))=(Q,—2+n),—1+n).
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Beweis 307-6 VS gleich

12: Aus 10 und
aus 11

folgt:

Analysis #307

1<n [N

((1,—2+n),—1+n) CA
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307-7. Der in 307-4 ausgesparte Fall n = —1+dom R wird hier fir 1 < dom R [
N nachgeholt.

307-7(Satz) Es gelte:
-) R ist 1+ ., ¢-rekursiv.
-) 1<domR [N
=) (—1+domR,q) CA.
Dann folgt “q Lrdn¢”.

Beweis 307-7

1: Aus -)“1 <domR [NI”
folgt via 307-6: (—2+domR,—1+ dom R [ddm R)
[(({1,—2 +dom R), —1 + dom R) [A).

2: Aus 1“—-2+domR... CddmR”
folgt via 7-7: [Ql: (—2+dom R, Q) A

3: Aus -)“Rist 1+ . ¢-rekursiv”,
aus 2“...(—2+domR,Q) A",
aus -»)“(—=1+domR,q) CR” und
aus 1“((1,—2 +dom R), —1 + dom R) [AI”
folgt via 306-2: q LCrdn ¢.
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307-8. Interessanter Weise gilt {p} < {q} = {(p, ¢9)} unabhdngig davon, ob p, g
Mengen sind oder nicht.

307-8(Satz)
a) {p}>{q} ={0 9}
b) Aus “p LaFPund “q Lyl folgt “{(p,q)} Lrky”.
c) Aus “p LaFPund “q Lyl folgt “{p} *{q} Lxky”.
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Beweis 307-8 a)

o LG} > {q}.

2: Aus Themal.l* o CLh} < {q}”
folgt via 6-5:
[Qlo: (Q CH)) L@ L)) L = (Q ).

3.1: Aus2“...Q LLp}...”

folgt via 1-6: (Q = p) (d Menge).
3.2: Aus2“...® [{4}...”

folgt via 1-6 (® = q) [(d Menge).
4.1: Aus3.1“Q=p...” und

aus 3.2“®=gq...”7

folgt via PaarAxiom 1. (Q,®) =(p,q).

4.2 Aus 3.1%...p Menge” und
aus 3.2“...q Menge”

folgt via 259-36: (»,q) Hdp, 9)}-

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (Q,0) LU, 9}

6: Aus2“...a=(Q,®)” und
aus 5
folgt: a L4, )}

Ergo Themal.l: Lal: (o T} < {¢}) Ll {p, 9)}).
]

Konsequenz via 0-2(Def): Alg‘ {r} x{q} b, 9)}”
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Beweis 307-8 a) ...

Analysis #307

2: Aus Themal.2“ o [{{p,q)}”
folgt via 1-6:

3: Aus 2“...(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

4.1: Aus 3“p... Menge”
folgt via 1-3:

4.2: Aus 3“...q Menge”
folgt via 1-3:

5: Aus 4.1%p [LH}” und

aus 4.2“q L4}~
folgt via 6-6:

6: Aus2“a=(p,q)...” und
aus 5
folgt:

(a = (p,9)) LU, q) Menge).

(. q) LI} > {q}-

a Lp, 9)}-

p,q Menge.

p LLb}.

q L4}

a L4} =< {q}.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus Al gleich “{p} x {¢} [, ¢)}” und

aus A2 gleich “{(p, )} L3} < {¢}”
folgt via GleichheitsAxiom:

Lol (o L. q)}) TLadTLh} < {q}).

2 (. @)} T < {3}

1} < {q} ={@, 9}
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Beweis 307-8 bc) VS gleich

1: Aus VS gleich “(p ) (g [~
folgt via 6-6:

2.b): Aus 1“(p,q) Cxlxy”
folgt via 1-8:

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

4.c): Aus 3 und
aus 2.b)
folgt:

255

(p Lz) LG Ly).

(»,q) Cxlxy.

{p,0)} Caky.

1} > {g} = {0 9}

r} > {¢} b, 9}
O
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307-9. Fur keine naturliche Zahl n gilt 1 +n [nl

307-9(Satz)
a) Aus “n CNI”folgt “1+n [nl.

b) Aus “n [CNI"und “q Menge”
folgt “{(n,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (n,q)”.

Beweis 307-9
RECH.=<-Notation.
a) VS gleich n [N
1: Es gilt: 1+n ) CA+n [n).
| wfFal lunterscheidung
1+n Cnl
2: Aus VS gleich “n CNI”
folgt via 159-10: 1+n [N

3: Aus 2“1+n [NI”,
aus VS gleich “n CNI” und
aus1.1_Fall“1+n [Cr

folgt via 197-5: 1+n [nl
4: Aus VS gleich “n CNI”
folgt via 239-5: n [IH n.

5: Aus 4“n CIH-n” und
aus 3“1+n [nT

folgt via 0-4: n [nl
6: Aus VS gleich “n CNI”

folgt via 197-4: n rnl
7: Esqgqilt 5“n [I”.

Es gilt 6“n [nl”.

Ex falso quodlibet folgt: 1+n [nl

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fdllen gilt: 1+n [nl
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Beweis 307-9 b) VS gleich (n CNI) [C(d Menge).
1.1: Aus VS gleich “n [CNI...”
folgt via 239-5: n<1l+n.
1.2: Aus VS gleich “n [NI...”
folgt via ElementAxiom: n Menge.
2: Aus1“n<1+n”
folgt via 41-3: ng81l+n.
3: Aus AALI“A Algebra in A”und
aus2“n81+n”
folgt via 306-12: ((1,n),n) [FAl
4: Aus 1.2%n Menge”,

aus VS gleich “...q Menge” und

aus 3“((1,n),n) [CA”
folgt via 302-4: {(n,q)} ist 1 + . ¢-rekursiv mit Startwert (n, q).

]
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307-10. Nun wird eine interessante Folgerung von 306-14 fur 1 + ., ¢-rekursive
Funktionen mit (wie durch die Voraussetzungen implizit festgelegt: nicht-leerem)
Definitions-Bereich in N bewiesen.

307-10(Satz) FEs gelte:

=) foist 1+ . ¢-rekursiv.
-) f, ¢ Funktion.
-) n=dom f [N
=) f(—=1+n) Cdomo.
Dann folgt:
a) {(n, d(f(—=1 + n)))} st 1+ ., d-rekursiv.
b) {(n,o(f(—1+ n)))} CHFunktion.
c) dom({(n,o(f(=1+n)))} LH =1+n.
d) f e, o(f(—1+n)))} LA

RECH-Notation.

Beweis 307-10

1: Aus -)“ f(—=1+n) Cddme¢”
folgt via 17-5: #(f(—1+ n)) Menge.

2: Aus -)“n... CNI” und
aus 1“ ¢o(f(—1+n)) Menge”
folgt via 307-9:
{(n, o(f(=1+n)))} ist 1 + . ¢-rekursiv mit Startwert (n, q).

3: Aus 2°{(n, o(f(—1+n)))} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (n,q)”
folgt via 302-1(Def): {(n, o(f(—=1+n)))} ist 1 + . ¢-rekursiv.

4.1: Aus -)“n... [NI”
folgt via 197-4: n [nl

4.2: Aus -)“n... CNI”
folgt via 307-9: 1+n [nl
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Beweis 307-10 ...

5.1: Aus4.1 und
aus -»)“...n=domf”

folgt: n fdom f.

5.2: Aus 4.2 und
aus -)“...n =dom f

folgt: 1+n [dbm f.
Thema5.3 (o Cdom f) [ =1+ ).
6.1: Aus Thema5.3“« [Cddbm f...” und
aus -)*“...dom f [NI”
folgt via 307-2: a [N
6.2: Aus Thema5.3
folgt: n=1+aq.
7: Aus 6.1 [CNI”
folgt via 159-11: a Zahl.
8: Aus 7« Zahl”
folgt via FSAO: 0+a=aq.
9: —1+n£—1+(1+a) FEA (—1+1)+a+sc=°130+a§a.
10: Aus9“—1+n=...=a”
folgt: o(f(=1+n)) = o(f ().

Ergo Thema5.3:
PLE G (0 Com ) £ = 1+ ) CEF-1+m) = 6(/(@))”

6: Aus 3“{(n,¢(f(—1+n)))} ist 1 + ., p-rekursiv’,
aus —)“ fist 1+ . ¢-rekursiv”,
aus -)“ f, ¢ Funktion”,
aus AALI“ A Algebra in A”,
aus 5.1“n [-dém f”,
aus 5.2“1+n [dbém f” und
aus Al gleich “ [al: ((o« Cdom f) C(d =1+ «))
L2/ (=1 +n)) = o(f(a)))”

{(n,o(f(—1+n)))} CAlist 1 + ., p-rekursiv
CLdIn, o(f(—1 + n)))} CFAIFunktion).

folgt via 306-14:
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Beweis 307-10 ...

7.a): Aus 6
folgt: {(n,o(f(—1+n)))} CAlist 1 + . ¢-rekursiv.
7.b): Aus 6
folgt: {(n, o(f(—1+ n)))} CFIFunktion.
8: Aus -)“n... [NI”
folgt via ElementAxiom: n Menge.

9: Aus 8“n Menge” und
aus 1“ o(f(—1+n)) Menge”

folgt via 261-3: dom ({(n, o(f(—1+ n)))} CF) = {n} Cdom f.

10: Aus 9 und
aus -)“n=domf...”

folgt: dom ({(n, o(f (=1 +n)))} LF) = {n} Lnl

11: Aus -)“n... CNI”
folgt via ANAxiom: {n} Cnl=1+n.

12.c): Aus 10 und
aus 11

folgt: dom {(n,o(f(=1+n))} CH=1+n.
13: Via 2-7 qilt: f L, o(f(—1+n)))} CA
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Beweis 307-10 ...

14: Es gilt:

| wiFal lunterscheidung
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(f ={(n, o(f(=1+n)))} LJ)
LCAE {(n, o(f (=1 +n)))} L.

16:

17:

18:

19:

20:

15:

Aus 14.1_Fall
folgt:

Aus 15 und
aus 12.c)
folgt:

Aus 16 und

aus -)“n=domf...”

folgt:

Aus -)“n... [NI”

folgt via 239-5:

Aus 18“n<1+n”

folgt via 41-3:

Esqilt 19“n&1+n”.
Esgilt 17“n=1+n".
Ex falso qudolibet folgt:

f={(n,o(f(=1+n))} [T

domf = dom ({(n, (fF(—1 + n)))} CT).

domf =1+n.

n=1+n.
n<l1l+n.

ngl+n.

fE{(n o(f(=1+n)))} [T

[Ende wfFallunterscheidung| In beiden Fallen gilt:

a2H 1 & {(n, 6 (—1 + m)))} CIT

15.d): Aus 13% f [, ¢(f (=1 +n)))} LJT" und

aus A2 gleich “ f 8 {(n, o(f(—1 +n)))} LT
folgt via 57-1(Def):

S R, o(f(=1+n)))} LA
O
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307-11. Gilt ¢ : A - A und ¢ A, so gibt es mit [¢, ¢(q)] eine 1 + ., p-rekursive
Funktion mit Startwert (0, ¢) und Definitions-Bereich= 2. Die Beweis-Reihenfolge
istb) -c)-d)-a)-e)-1)

307-11(Satz) FEs gelte:

-) q CA
=) 0l A s A
Dann folgt:
a) [q, ()] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
b) [q, #(q)] Funktion.
c) dom ([g, p(9)]) = 2.
d) ran([¢, o(9)]) = {a, #(0)}-

e) [g,0(9)]:2 - A
1) g, ¢(q)] [NIx A.

Beweis 307-11

1.1: Aus -)“q A~
folgt via ElementAxiom: q Menge.

1.2: Aus -)“9p: A - A”
folgt via 21-1(Def): (¢ Funktion) [C(dom¢ = A).

1.3: Via 259-36 gilt: {(0, ¢)} Funktion.

2.1: Aus 1.1“g Menge”
folgt via 305-10: {(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).

2.2: Aus -)“q CA” und
aus 1.2“...dome¢ [A”
folgt: q Cdom ¢.
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Beweis 307-11 ...

3.1: Aus 2.1%“{(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢)”
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folgt via 302-1(Def): ({(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv)
L@, ¢) L0, 9)}).

3.2: Aus 2.2%¢ Cddmo”

folgt via 17-5: o(q) Menge.

4.1: Aus [schola“1 [CNFund
aus 3.2 ¢(q) Menge”

folgt via 307-9: {(1, 0(q))} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (1, ¢(q)).

4.2: Aus 1.1"q Menge” und
aus 3.2“ ¢(q) Menge”

folgt: lg, 9(9)] = [q] TXldom [q], #(q))}-

4.b): Aus1.1*“g Menge” und
aus 3.2“ ¢(q) Menge”

folgt: [¢, #(q)] Funktion.

4.c): Aus1.1*“g Menge” und
aus 3.2“ ¢(q) Menge”

folgt: dom ([g, #(q)]) = 2.

4.d): Aus1.1“g Menge” und
aus 3.2 ¢(q) Menge”

folgt: ran ([¢, 9(9)]) = {g, ¢(a)}-

5.1: Aus 4.1“{(1, ¢(q))} ist 1 + ., -rekursivmit Startwert (1, ¢(¢))”

folgt via 302-1(Def): {(1, 9(q))} ist 1 + ., ¢-rekursiv.

5.2: Aus 1.1“¢g Menge”

folgt: [q] ={(0,9)}

6: Aus OUAXxiom*0 Menge” und
aus 1.1%q Menge”

folgt via 259-36: dom ({(0, ¢)}) = {0}.
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Beweis 307-11 ...

7.1: Aus 8schola“0 & 1”
folgt via 1-7:

7.2: Aus +schola“1+ 1= 2"und
aus Bschola“2 & 0~
folgt:

7.3: Aus 6 und
aus 5.2
folgt:

8.1: Aus 7.1 und
aus 6
folgt:

8.2: Aus7.2“1+180”
folgt via 1-7:

8.3: Aus 7.3 und
aus 95-1(Def)
folgt:

9.1: Aus 8.2 und
aus 6
folgt:

9.2: Aus 8.3“dom[g] =1~
folgt via PaarAxiom I:

Analysis #307

1 {0},

1+180.

dom [¢] = {0}

1 Fdom ({(0, ¢)}).

1+1 [{0}.

dom|q] = 1.

1+1 fdom ({0, 9)}).

(dom{ql, o(¢)) = (1, 9(a))-
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Beweis 307-11 ...
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11:

12:

13:

14:

15:

Aus Themal0 und
aus 6
folgt:

Aus 11“« {0}~
folgt via 1-6:

Aus OUAxiom*“0 Menge” und
aus 1.1 q Menge”
folgt via 259-37:

Aus 13 und
aus 12
folgt:

Aus 14
folgt:

(o Cddm ({0, )})) LA =1+ ).

o {0}

a=0.

{0, 9)}0) = ¢.

q = {0, )}He).

¢(q) = o({(0, ) ).

Ergo ThemalO:

aH @ ((or Cddm ({0, )})) LA =1+ o))

[{elg) = o({(0, )H))) "

11.1: Aus 5.1“{(1, ¢(¢))} ist 1L + ., ¢-rekursiv”,
aus 3.1“{(0,¢)} ist 1 + ., ¢-rekursiv... ”,
aus 1.3“{(0, ¢)} Funktion”,
aus 1.2“ ¢ Funktion...”,

aus AAII*“A Algebra in A”,

aus 8.11 Fdém ({(0,9)}) ™,

11.2:

aus 9.1“1+ 1 fdom ({(0,¢)})” und

aus Al gleich “ [al: ((a Cddm ({(0,¢)})) CA =1+ «))

folgt via 306-14:

Aus 4.2 und

aus 9.2
folgt:

L (é4g) = o({(0, 9)}()))”

{1, o(9))} L0, ¢)} ist 1 + ., ¢-rekursiv.

[¢. o(@)] = [q] LAL, &(9))}-
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Beweis 307-11 ...

12:

13.1:

13.2:

14.1:

14.2:

15.a):

Aus 11.2 und
aus 5.2
folgt:

Aus 12
folgt via KG []

Aus 3.1“...(0,¢9) [Z(0,¢)}”

folgt via 2-2:

Aus 11.1 und
aus 13.1
folgt:

Aus 13.1 und
aus 13.2
folgt:

Analysis #307

[9, o()] = {0, 9} LML, ¢(g))}-

[9, o()] = {(L, #(9))} L0, )}

(0,¢) LI, ¢(¢))} L3O, ¢)}-

[q, &(q)] ist 1 + ., p-rekursiv.

(0,9) T4 ¢(q)].

Aus 14.1“[q, o(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv” und

aus 14.2%(0,q) Llq, #(q)]”

folgt via 302-1(Def): [q, #(q)] ist 1 + ., o-rekursiv mit Startwert (0, g).
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Beweis 307-11 ...

Themal5.1 o C1an ([, #(9)])-
16: Aus Themal5.1 und
aus 4.d)
folgt: a L4, 9(9)}-
17: Aus 16“ o L4, o(¢)}”
folgt via 94-4: (o = q) L@ = ¢(q)).
]Fallunterscheidung‘
a=q.
Aus 17.1.Fall und
aus -)“q CA”
folgt: a CA.
a = ().
18: Aus -)“¢0:A - A” und
aus -)“q CA”
folgt via 21-4: o(q) CA.
19: Aus 17.2.Fall und
aus 18
folgt: a A
[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: o Al

Ergo Themal5.1: Lal: (o Cxdn ([q, 9(¢)])) L (adA).
Konsequenz via 0-2(Def): AZE‘ ran ([q, #(q)]) AT

15.e): Aus 4.b)“[q, #(q)] Funktion™,
aus 4.c)“dom([¢, ¢(¢)]) =2~ und
aus A2 gleich “ran ([q, #(q)]) AT’
folgt via 21-1(Def): [q,0(q)] : 2 - A.

16: Aus 15.e)“[q,o(q)]:2 - A”
folgt via 259-28: [q, (q)] (2K A.
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Beweis 307-11 ...

17: Aus [schola“?2 [N’
folgt via 197-4:

18: Aus 172 NP’
folgt via 6-7:

19.1): Aus 16“[q, ¢(q)] (2K A und
aus 18“2x A [NIx A~
folgt via 0-6:

Analysis #307

2 NI

2x A [NIx A.

lq, ()] CNIx A.
O
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307-12(AC). Nach vielerley Vorbereitungen soll nun, eventuelle Verallgemei-

nerungen aufer Acht lassend, der die Untersuchungen leitende Satz bewiesen
werden.

307-12(AC)(Satz) Es gelte:

=) ¢q Al Menge.
Dann gibt es Q, so dass gilt:

el) Q ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
e2) Q:N - A
e3d) Q(0) =gq.

e4) [al (o [N) LLQM1 + a) = ¢(Q(a))).

RECH-Notation.
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Beweis 307-12(AC)

<-Notation.

1.1: Aus -)“q [CA...”

folgt via ElementAxiom: q Menge.
1.2: Aus 159-9*“N Menge” und

aus -)“... A Menge”

folgt via bindr-cartesisches Axiom: N %< A Menge.
1.3: Aus [schola*0 CNF"und

aus —)“q [CA...”

folgt via 307-8: {(p,q)} CNIx A.
1.4: Aus -)“q [CA...” und

aus -)“¢p: A - A”

folgt via 307-11: [q, #(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).

1.5: Aus -)“q [CA...” und
aus -)“¢p: A - A”
folgt via 307-11:
(lg, #(¢)] Funktion) L{dom ([¢, o(9)]) = 2) LY, ¢(q)] LNIx A).

1.6: Aus -)“¢p: A - A”
folgt via 21-1(Def): (¢ Funktion) [L{dom¢ = A) [(thn¢ [A).
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2.1: Aus 1.1“g Menge”
folgt via 305-10: {(0,¢)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

2.2: Aus OUAXxiom*“0 Menge” und
aus 1.1*“q Menge ™
folgt via 239-36: dom ({(0, ¢)}) = {0}.

2.3: Via 259-36 gilt: {(0, ¢)} Funktion.

2.4: Aus 1.4%[q, ¢(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢)”
folgt via 302-1(Def): [q, (q)] ist 1 + . ¢-rekursiv.

2.5:2 Aus 1.5%...dom([¢,¢(¢)]) =2...” und
aus [schola“?2 [CNF

folgt: dom ([g, ¢(¢)]) [N

3: Aus 95-1(Def)*“1 = {0}”und
aus [schola“1 NP’

folgt: {0} CNI
4: Aus 2.2 und

aus 3

folgt: dom ({(0,¢)}) [N

5: Aus 2.1%{(0,¢)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 2.3“{(0, ¢)} Funktion™,
aus 4“dom ({(0,¢)}) CN",
aus 1.3“{(p,q)} [CNIx A” und
aus 1.2“N x A Menge”
folgt via 305-26(AC):
[Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢)) (@
Funktion) [((dlom Q [NI) [{dbm Q = N)) [({X0, ¢)} QI [Nk A) [(T1: ((«

ist 1+ ., ¢-rekursiv) [{(d Funktion) C((doma [CN) C{doma = N)) (2 1
a [NIx 4)) [{ak= Q)).

6: Aus 5“...Q ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢)...”,
aus 1.4“[q, #(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)”,
aus 5“...Q Funktion... ”,
aus 1.5“[q, (¢)] Funktion... ",
aus 1.6“ ¢ Funktion...”,
aus 5*...(domQ [N) [{domQ =N)...” und
aus 2.5 dom ([¢, ¢(q)]) [NI”

folgt via 305-8: (Q CIge(g)]) Ch, ¢(q)] Q).
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|Fallunterscheidung]

6.1.Fall Q I o(q)].
7: Aus 2.4“[q, ()] ist 1 + ., @-rekursiv ™,
aus 1.5“[q, 9(q)] Funktion... ™,
aus 2.5“dom ([q, 9(q)]) NI,
aus 6.1.Fall“Q (@ e(@)]”,
aus 1.5“...[q,0(q)] CNIx A und
aus 5“... [Al ((a ist 1 + ., @-rekursiv) [(d Funktion)
[((@oma [CN) [[{doma =N)) [{@ Call[NIx A)) [{al=Q)”
folgt: [9, o()] = Q.
8: Aus7
folgt: dom ([q, 9(q)]) = dom Q.
9: Aus 8
folgt via 0-6: dom ([q, ©(q)]) [Cddm Q.
10: Aus 9 und
aus 1.5“...dom([q,0(@)]) =2...”
folgt: 2 [ddm Q.
6.2.Fall [9, ¢(q)] <A
7: Aus 6.2.Fall“[q, ()] QT
folgt via 7-10: dom ([, ©(q)]) [ddm Q.
8: Aus 7 und
aus 1.5“...dom([q,e(q)) =2...”
folgt: 2 [Cddm Q.

—
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: AlH‘Z [CddmQ”
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7: Aus5
folgt:
]Fallunterscheidung‘

273

(domQ [NI) [(domQ = N).

8: Aus [schola“2 [N,
aus 7.1.Fall“domQ [CNI"und
aus Al gleich “2 CddmQ”
folgt via 197-6:

9.1: Aus <schola“1 < 2”und
aus 8“2 <=domQ”
folgt via 107-8:

9.2: Aus <schola“0 < 2”und
aus 8“2 <domQ”
folgt via 107-8:

10: Aus 9.2“0<domQ”
folgt via 41-3:

11: Aus 10“0 8 domQ” und
aus 7.1.Fall“domQ NI
folgt via 307-2:

12: Aus 5“...Q Funktion...” und
aus 11“—1+domQ CddbmQ”
folgt via 18-22:

folgt via 302-1(Def):

aus 9.1“1 <domQ”,
aus 7.1.Fall“domQ [N’ und

folgt via 307-7:

aus 1.6“...rang@ AP
folgt via 0-4:

aus 1.6“...domgp =A..."
folgt:

(—1+domQ, Q(—1+ domQ))
13: Aus 5“...Q st 1+ ., @-rekursiv mit Startwert (0,q)...”

14: Aus 13“Q ist 1 + ., @-rekursiv”,

aus 12 (—1 +domQ, Q(—1 + dom Q)) 1~

15: Aus 14“Q(—1+domQ) [rdn¢” und

16: Aus 15“Q(—1+domQ) CA” und

Q(—1+ domQ) [Cdom .

domQ [N

2 <domQ.

1 < domQ.

0 <domQ.

0 B domQ.

—1+domQ [Cdom Q.

Q ist 1 + ., @-rekursiv.

Q(—1+domQ) [rdng.

Q(—1+domQ) A
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|Fallunterscheidung]

7.1.Fall domQ [N

17: Aus 13“Q ist 1 + ., @-rekursiv”,
aus 5“...Q Funktion... ",
aus 1.6“ @ Funktion... ",
aus “domQ = domQ”,
aus 7.1.Fall“domQ [N’ und
aus 16“ Q(—1+domQ) Cdbme”
folgt via 307-10:
{(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} ist 1+ ., @-rekursiv)
LE(dom Q, (Q(—1 + domQ)))} Funktion)
C{dbm ({(dom Q, o(Q(—1 + dom Q)))} Q) = 1 + dom Q)
[@Q [{dom Q, p(Q(—1 + dom Q)))} L.

18.1: Aus 7.1.Fall*domQ [N
folgt via 159-10: 1+domQ [N

18.2: Via 261-3 gilt: ran ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} Q)
{J(Q(—1+domQ))} [ran Q.

18.3: Aus 17“...{(domQ, ¢(Q(—1 + dom Q)))} Funktion. .. ”
folgt via 18-18(Def): {(domQ, o(Q(—1 + dom Q)))} [l Relation.

18.4: Via 2-7 gilt: Q CLom Q, p(Q(—1 + domQ)))}
19.1: Aus 18.1*“1+domQ [NI”
folgt via 197-4: 1+domQ NI

19.2: Aus -)“9:A - A” und
aus 15“Q(—1+domQ) CA”

folgt via 21-4: 0o(Q(—1+domQ)) CA.
19.3: Ausb5“...Q [NIxA...”

folgt via 7-10: ranQ [Crah (N x< A).
19.4: Aus 18.3“{(dom Q, ¢(Q(—1 + domQ)))} Relation”

folgt via 10-4: {(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))}

ddm ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} Q)
xran ({(dom Q, ¢(Q(—1 + dom Q)))} ).

19.5: Aus 17“...dom ({(domQ, o(Q(—1 + domQ)))} Q)
=1+domQ...”und
aus 18.1
folgt: dom ({(dom Q, o(Q(—1 +dom Q)))} Q) [N
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|Fallunterscheidung]

20.1:

20.2:
21:

22:

23:

24:

25:

26:

7.1.Fall domQ [N

Aus 17“...dom ({(dom Q, o(Q(—1+domQ)N} ) =1+Q...” und
aus 19.1“1+domQ [CNF
folgt: dom ({(dom Q, e(Q(—1 + domQ)))} () [NI

Via 7-22 gilt: ran (N x A) Al

Aus 19.3“ranQ [Crah(N < A)” und
aus 20.2“ran (N x< A) [CAI
folgt via 0-6: ranQ [Al

Aus 19.2“ @(Q(—1 + domQ)) CA” und
aus 21%ranQ AP
folgt via 297-7: {p(Q(—1+domQ))} CrAanQ Al

Aus 18.2“ran ({(dom Q, o(Q(—1 + dom Q)))} ()
({P(Q(—1+domQ))} [ran Q" und

aus 22 {o(Q(—1 +domQ))} [rAnQ [CAr

folgt via 0-6: ran ({(dom Q, e(Q(—1+ domQ)))} Q) Al

Aus 20.1“dom ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} Q) [NF" und
aus 23“ran ({(dom Q, o(Q(—1 +domQ)))} Q) AT
folgt via 6-7: dom ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} Q)

xran ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} (O
[CNIx A.

Aus 19.4“ {(dom Q, ¢(Q(—1 + dom Q)))} [
ddm ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} Q)
xran ({(dom Q, e(Q(—1 + dom Q)))} Q) und
aus 24 dom ({(dom Q, o(Q(—1 + dom Q)))} Q)
xran ({(dom Q, (Q(—1 +dom Q)))} Q) [NIx A”
folgt via 0-6: {(domQ, e(Q(—1 + domQ)))} [CNIx A.

Aus 17 {(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} [ist 1 + ., @-rekursiv... ”,
aus 17“...{(domQ, o(Q(—1 + dom Q)))} Funktion... ",
aus 19.5“dom ({(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} Q) [N,
aus 18.4“Q [{domQ, (Q(—1+ domQ)))} ",
aus 25“ {(dom Q, ¢(Q(—1 + dom Q)))} [CNI>x A” und
aus 5“... [Al ((a ist 1 + ., @-rekursiv) [C(d Funktion)
[(@oma [N) [(doma =N)) (@ Lal[NIxA)) [(a=Q)”
folgt: {(dom Q, p(Q(—1 + dom Q)))} A= Q.

275
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|Fallunterscheidung]

7.1.Fall domQ [N

27: Aus 17*...Q M™om Q, (Q(—1 + dom Q)))}
folgt via 57-1(Def): Q 8 {(domQ, o(Q(—1 + dom Q)))}

28: Es gilt 26“ {(domQ, o(Q(—1+domQ)))} (A=Q".
Es gilt 27 Q 8 {(dom Q, (Q(—1 + dom Q)))} .

Ex falso quodlibet folgt: domQ =N
7.2 _Fall domQ = N.

n
]Ende Fal Iunterscheidung\ In beiden Fdllen gilt: AZE‘ domQ =N~
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Thema7.2 a [ran Q.
8: Aus Thema7.2“« [rdnQ”
folgt via 7-7: [@]: (¢ [ddm Q) (P, o) Q).
9: Aus 8“...® [ddmQ...” und
aus A2
folgt: o [N
10: Es gilt: (=0 [(TE D).
]Fallunterscheidung‘
®=0.
11: Aus10.1.Fall“® =0"
folgt via PaarAxiom I: (®,0) =(0,0).

12.1: Aus 11 und
aus 8“...(®,a) I~

folgt: 0,a)
12.2: Aus5“...Qist 1+., @-rekursiv mit Startwert (0,q)...”
folgt via 302-1(Def): 0,0) <A

13: Aus 5“...Q Funktion... ”,
aus 12.1“(0,a) CQ” und
aus 12.2“(0,q) CQ”
folgt via 18-18(Def): a=q.

14: Aus 13 und
aus -)“q CA...”
folgt: a CA
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| Fallunterscheidung |

« [Cran Q.

11: Aus 5“...Q st 1 + ., @-rekursiv

folgt via 302-1(Def):

12: Aus 11“Q ist 1 + ., @-rekursiv ™,
aus A2 gleich “domQ =N",
aus 10.2.Fall“0 8 o,
aus 9“¢ [NI” und
aus 8“...(®,a) CQ”
folgt via 307-5:

13: Aus 12“a [C(dom@) n (ran@)”
folgt via 2-2:

14: Aus 13“a Cdbme™ und
aus 1.6“...domgp=A..."
folgt:

mit Startwert (0,q)...”
Q ist 1 + ., @-rekursiv.

a Cdoma@) n (ran @).

08 o.

a Cdbm g.

a CA.

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: a A

Ergo Thema7.2:
Konsequenz via 0-2(Def):

7.3: Aus 5“...Q Funktion...”,
aus A2 gleich “domQ = N” und
aus A3 gleich “ranQ [CAF
folgt via 21-1(Def):

[al: (o CrEnQ) C(allA).
ABH‘ ranQ [CAFP

Q:N - A.

7.4: Aus 5“...Q st 1+ . ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢q)...”

folgt via 302-1(Def):

0,9) LA



Analysis #307 279

Beweis 307-12(AC) ...

8: Aus 5“...Q Funktion...” und
aus 7.4“(0,q) [~

folgt via 18-20: q = Q(0).
9: Aus 9
folgt: Q(0) = g¢.
Themal0.1 a [N
11.1: Aus ThemalO.1* o [CNI”
folgt via 159-10: 1+a [N
11.2: Aus ThemalO.1l und
aus A2
folgt: a Cddm Q.
11.3: Aus 5%...Q st 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...”
folgt via 302-1(Def): Q ist 1+ ., ¢-rekursiv.
12: Aus 11.1 und
aus A2
folgt: 1+ o Cdoém Q.
13: Aus 5*...Q Funktion... ”,
aus 1.6“ ¢ Funktion...”,
aus 11.3“Q ist 1 + ., ¢-rekursiv”,
aus AAII“A Algebra in A”,
aus 11.2“« [Cdéom Q™ und
aus 121+« CddmQ”
folgt via 304-8: Q(1 + a) = ¢(Q()).
]
Ergo ThemalO.1: A4E‘ Lol (o [N) Q1 + ) = ¢(Q()))”

10.2: Aus 5“ [Ql...”,

aus 5“...Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q¢)...”,

aus 7.3“Q:N - A7,

aus 9“°Q(0) =¢” und

aus Ad gleich “ [al: (o« CN) C(Q[1 + o) = ¢(Q()))”

folgt: [Ql: (Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q))

QN - A4) [Q(0) = q)

LB (o [N) L1 + o) = ¢(Q(x)))).

]
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307-13. Nun wird die Kompetenz im Umgang mit < ein wenig erweitert.

307-13(Satz)

a) Aus “x_M_y”und “y_M_z”
folgt “x =y” oder “(x_ ]{;[ ) L ]{2 z)"oder “y=z".

b) “e<y<z"folgt “cv=y"oder “z<y<z’oder “y=z".

<-Notation.
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Beweis 307-13 a) VS gleich (x_M _y) LM _2).
1.1: Aus VS gleich “z M y...” '
folgt via 41-5: (v M ) C@=1y).
1.2: Aus VS gleich “...y M =z~ .
folgt via 41-5: (y- M 2) [ = 2).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2 _ _ '
folgt: ((z- M y) LH- M 2)) L= M y) LW = 2))
L& =y) Y- M 2)) e =y) L = 2)).
3: Aus 2 ) _
folgt: ((z-M ) LH-M 2)) LY =2) L@ =y) L@ =y).
4: Aus 3 ) '
folgt: ((z- M y) LH- M 2)) L@ = 2) L@ =y).
5: Aus 4 _ )
folgt: (z=y) L- M ) LW- M 2)) LY = 2).
b) VS gleich r=<y <z
1: Aus VS
folgt: (xr=y) L=< 2).
2: Ausl

folgt via des bereits bewiesenen a):

(z=y) Llr <y) L < 2)) LH=2).

3: Aus 2
folgt: (z=y) @ <y<z2) [[=2).

]
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307-14. Verschiedene Resultate, die mehr oder weniger explizit tiber ran R, R ist
eine 1 + ., p—rekursive Klasse mit Definitions-Bereich [_Nl vorliegen, werden hier
zusammengefasst. Interessanter Weise kommt dabei R[{0}] eine ganz spezielle
Rolle zu.

307-14(Satz) Es gelte:

=) R st 1+ . ¢-rekursiv.
-) dom R [N
Dann folgt “ran R [CRI{0}] Cran¢”.

Beweis 307-14

o Crn R.
2: Aus Themal“ o CrAnR”
folgt via 7-7: [Q: (Q Cddm R) [L((Q, o) [CH).

3: Aus2“...Q Cdbm R...” und
aus -)“domR [NI”
folgt via 307-2: 0=Q=<-1+domR.

4: Aus3“0=Q<-1+domR”
folgt via 307-13:
0=Q) < Q< —1+domR) [(@®=—1+dom R).

| Fallunterscheidung |
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o CT@nR.

]Fallunterscheidung‘

4.1 Fall 0=qQ.
5: Aus4.1.Fall“0=Q”
folgt via PaarAxiom I: 0,0) = (Q,0).
6: Aus 5 und
aus 2“...(Q,a) (R~
folgt: 0,0) R
7: Aus 6“(0,0) [R”
folgt via 9-15: a CRI{0}].
8: Aus 7*a [CRI{0}]”
folgt via 2-2: o [CR[{0}] Crane.
4.2 Fall 0<Q<-1+domR.

5: Aus -)“Rist 1+ ., @-rekursiv”,
aus -)“domR [N,
aus 4.2.Fall“0<Q < —1+ domR”und
aus 2“...(Q,a) (R~

folgt via 307-4: a C(doma@) n (ran@).
6: Aus 5“a [(dom@) n (ran@)”
folgt via 2-2: a [Crane.

7: Aus6“a [LrAng”
folgt via 2-2: o [R[{0}] Crane.
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o C@nR.

]Fallunterscheidung‘

4_3.Fall Q=—-1+domR.
5: Aus Themal“a [ranR”
folgt via 0-20: 0B ranR.
6: Aus5“08ranR”
folgt via 7-7: 0 8 domR.

7: Aus 6“°08 domR” und
aus -)“domR [CNI”

folgt via 300-9: 1 <domR.
8: Aus 7“1 <domR”
folgt via 41-5: (1 <domR) CA = domR).
]Fallunterscheidung‘
8.1.Fall 1 <domR.

9: Aus4.3.Fall“Q=—-1+domR”
folgt via PaarAxiom I:
(Q,a) =(—1+domR, a).

10: Aus 9 und
aus 2“...(Q,a) (R~
folgt: (—1+domR,a) CR.

11: Aus -)“Rist 1+ ., @-rekursiv”,
aus 8.1.Fall“1 <domR”,
aus -)“domR [CNI” und
aus 10“(—1+domR,a) [(R”
folgt via 307-7: a [Crang.

12: Aus 11“a [xdne”
folgt via 2-2: a [CR[{0}] Crane.
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]Fallunterscheidung‘

a Lrdn R.

| Fallunterscheidung]

Q=-1+domR.

8.2 Fall 1=domR.
9 o 3 1 4 qomR 828
—1+1 7=,
10: Aus9“Q=...=0~
folgt via PaarAxiom I: (0,a) = (Q, a).
11: Aus 10 und
aus 2“...(Q,a) CR”
folgt: 0,0) [R.
12: Aus 11“(0,a) [(R”
folgt via 9-15: o CR{0}].
13: Aus 12“a CR[{0}]”
folgt via 2-2: a [CRI[{0}] Crang.

]Ende Fallunterscheidung‘n1bddawFaHengHt

a [RI[{0}] Crane.

[Ende Fallunterscheidung|In allen Fallen gilt:

a CR{0}] Cran ¢.

Ergo Themal:

[al: (o CEnR) [C{alCR{0}] Crans).

Konsequenz via 0-2(Def):

ran R [_RJ{0}] [ran ¢.
O
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307-15. Eine einfacher zu beweisende Version von 307-15 ist fur dom R = N

verfugbar.

307-15(Satz) Es gelte:

-) R ist 1+ ., ¢-rekursiv.

—) domR = N.

Dann folgt “ran R [_RJ{0}] [Lran¢”.

Beweis 307-15

o [Crn R.
2: Aus Themal“« [rdn R”
folgt via 7-7: [Ql: (Q Cddbm R) [((Q, o) [H).
3: Esgilt: (Q=0) CLAE Q).
]Fallunterscheidung‘
Q=0
4: Aus 3.1.Fall“Q=0"
folgt via PaarAxiom I: 0,0) = (Q,q).
5: Aus 4 und
aus 2“...(Q,a) [R”
folgt: (0,0) R
6: Aus5“(0,a) CRI”
folgt via 9-15: a [CR{0}].
7: Aus 6“a CR[{0}]”
folgt via 2-2: o [R[{0}] Crane.
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]Fallunterscheidung‘

a Lrdn R.

4: Aus2*...Q CddmR...” und
aus -»)“domR=N"
folgt:

5: Aus -)“Rist 1+ ., @-rekursiv”,
aus -»)“domR =N",
aus 3.2_Fall“0g8 Q~,
aus 4“Q [NI” und
aus 2“...(Q,a) CR)”
folgt via 307-5:

6: Aus 5“a [{dom@) n (ran@)”
folgt via 2-2:

7: Aus6“a Lrdng”
folgt via 2-2:

a [C(dom @) n (ran @).

08 Q.

Q [N

a [rng.

o [CR[{0}] Crane.

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

o CRI{0}] Cran ¢.

Ergo Themal:
Konsequenz via 0-2(Def):

Lol (o Cran R) C(adR[{0}] Lran ¢).
ran R [CRJ{0}] [ran ¢.
[
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307-16. Die Aussagen 307-14,15 werden zusammen gefasst.

307-16(Satz) Es gelte:

=) R st 1+ . ¢-rekursiv.
-) dom R [{N} [Nl
Dann folgt “ran R [_RI{0}] Cra@n¢”.

Beweis 307-16

1: Aus -)“dom R [{N} [CNI”
folgt via 94-8: (dom R = N) [({dom R [NI).
]Fallunterscheidung‘

1.1.Fall domR = N.

Aus -)“Rist 1+ ., @-rekursiv” und
aus 1.1_Fall“domR = N”

folgt via 307-15: ranR [CRI{0}] [xrang.
1.2_Fall domR [N

Aus -)“Rist 1+ ., @-rekursiv” und
aus 1.2_Fall“domR [N
folgt via 307-14: ran R [CRIJ{0}] Cran .

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: ran R CR{0}] [ran ¢.

]
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Analysis: rf0qqo.

Ersterstellung: 11/08/14 Letzte Anderung: 07/10/14

308-1. Die bisherige Darstellung von 1 + ., ¢-rekursiven Funktionen lait eine
wichtige Frage o[ed. Bei gegebenem ¢ und Startwert (0.¢) - hier ist o Ledbar nur
g von tatsachlicher Bedeutung - ist zu erwarten, dass es zu jedem n [CNIhdchstens
einen Funktions-Wert p gibt, so dass p = f(n) fur jede 1+ ., ¢-rekursive Funktion
mit Definitions-Bereich in {N} [NJund Startwert (0, ¢) und n [_ddm f gilt. Hinter
dieser Uberlegung steht die Vermutung, dass es eine Funktion gibt, die jedem ¢
und jedem ¢ die *“ [Cmdximale” 1+ ., ¢-rekursive Funktion mit Definitions-Bereich
in {N} und Startwert (0, ¢) zuordnet. Diese Funktion gibt es, wie sich bald
herausstellt, tatsdchlich, doch soll auf die Uibliche Funktions-Notation bis auf wei-
teres verzichtet werden. Statt dessen soll das Ergebnis der Funktions-Auswertung
- kompliziert genug - mit rfOq¢ bezeichnet werden. Die Buchstaben sollen an
“rekursive Folge” erinnern, die 0 ist ein Ordnungs-Parameter - es ist zu erwar-
ten, dass fruher oder spdater kompliziertere Rekursions-Vorschriften als bisher
betrachtet werden - und ¢ und ¢ sind die Eingabe-GroRen. Mit der vorliegenden
Definition wird rf0q¢ erst vorbereitet und dann dargestellt.

308-1(Definition)

1) 308.0(z,y)

= {w : (wist 1 + ., x-rekursiv mit Startwert (0, y))
[(d Funktion) [C(domw [C{N} [CN)}.

L1
2) rfOoyz = 308.0(x,v).
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308-2. In fruiherern Abschnitten war oft von der Alternative “ (o« [CN) [{d =
N)” die Rede. Diese Aussage ist dquivalent zu der mittlerweile als ansprechender
angesehenen Aussage “a [{IN} [CNI". Dies motiviert einige Aussagen umzu-
formulieren. Vorbereitend wird eine Aussage uber ¢ [{p} [zl bewiesen. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b).

308-2(Satz)
a) Aus “(q =p Menge) L(4d )" folgt “q LLp} CxT.

b) Aus “al (0 [2) C(dma CIN} CN)” |
folgt “dom( z) [N} CNI".

c) Aus “y CxTund “Lal (o Cx) C(ddmoa CIN} %
folgt “dom (" y) LN} [NI".

Beweis 308-2 a) VS gleich (g = p Menge) [L(d [Cx).
1: Nach VS gilt: (g = p Menge) (4 ).
]Fallunterscheidung‘
1.1.Fall g = p Menge.
2: Aus 1.1.Fall“g=p Menge”
folgt via 1-6: q b}
3: Aus 2“q b}~
folgt via 2-2: q I} 1
q [
Aus 1.2_Fall“q x1
folgt via 2-2: q I} 1

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fdllen gilt: q T} Cxl
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Beweis 308-2 c) VS gleich (v C) Cald: (o Cx) C(ddma C{IN} [CND).

§

2: Aus Themal.l1“ s [Cxf” und

aus VS gleich “. .. [al: (o Cz) [C(ddma CIN} [N)”

folgt: dompg [{IN} [Nl
3: Aus 2“dom 5 [{N} [NI”
folgt via 94-8: (dom 5 = N) [{dom g [CNI).
4: Aus 3
folgt: (6 [CN) (& = N).
Ergo Themal.l: Al%‘ 3L (8 ) C((dompg [CN) [[(domg = N))”
1.2: Aus VS gleich “y [Cxz1..” und
aus Al gleich “ [Z1: (6 [Cx) [ ({dom /S [N @nﬂ =N))” 1
folgt via 305-17: (dom( y) [CN) C{dom( y) = N).
2: Ausl.2 ] ]
folgt: (dom( y)=N) C{dom( vy) CNI.
3: Aus 2 und
aus 159-9*“N Menge” 1 1
folgt: (dom( y) =N Menge) L.(dom( y) CNI.
1 1
4: Aus 3“(dom( y) [CNIMenge) C(dom( y) [CN)” -
folgt via des bereits bewiesenen a): dom( y) [N} [N
b) VS gleich [al: (o Cx) C(ddma C{N} [N).
1: Via 0-6 gilt: x [zl
2: Aus 1“2z [T und

aus VS gleich “ [al: (o« Cz) C(ddma CIN} CN)” ]
folgt via des bereits bewiesenen c): dom( ) CIN} [N

]
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308-3. Bereits mehrfach verwendet schadet es nicht, ansonsten immer wieder zu
beweisende Eigenschaften von {(0, ¢)} nachzuweisen.

308-3(Satz)
Aus “q Menge” folgt “dom ({(0,¢)}) =1 LIN} CNI".

Beweis 308-3 VS gleich g Menge.

1: Aus OUAxiom*“0 Menge” und
aus VS gleich “¢ Menge”

folgt via 259-36: dom ({(0, ¢)}) = {0}.
2: Via 95-1(Def) gilt: 1 ={0}.
3.1: Aus [schola“1 [NF
folgt via 2-2: 1 N}
3.2: Aus 2 und
aus 1
folgt: dom ({(0,¢)}) =1
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308-4. Fur den spdteren erfolgreichen Einsatz sollen nun einige Eigenschaften
von 308.0(¢, g) bewiesen werden.

308-4(Satz)

a) Aus “q Menge”
folgt “{(0,q)} [308.0(¢,q) "und “0 & 308.0(¢,q) ”.

b) [al (« [308.0(¢,q))
[ (alist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)).

c) [al (o [308.0(¢, q)) L(adFunktion).

d) Lol (o [308.0(¢,q)) [L(ddma [N} [N).

e) Aus “¢ Funktion”
folgt “La)p: (o, 8 [L308.0(¢,q)) LA LE)LGF La))”.

) “p [3D8.0(x,y) ” genau dann, wenn
“p st 1+ ., x-rekursiv mit Startwert (0,y)”

und “p Funktion”
und “domp LN} CNI".

308.0(x,y) ={w: (w ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))

[{(d Funktion) C{domw [N} [CND}
308-1(Def)
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Beweis 308-4 a) VS gleich g Menge.
1.1: Aus VS gleich “¢ Menge”

folgt via 305-10: {(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).
1.2: Via 259-36 gilt: {(0, ¢)} Funktion.
1.3: Aus VS gleich “¢ Menge”

folgt via 308-3: dom ({(0,¢)}) [N} [N
1.4: Via SingeltonAxiom gilt: {(0, ¢)} Menge.

2: Aus 1.1“{(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q) ”,
aus 1.2“{(0, ¢)} Funktion™,

aus 1.3“dom ({(0,¢)}) [N} CNI” und
aus 1.4“{(0,¢)} Menge”

folgt via 308-1(Def): {(0, ¢)} [308.0(¢, q)

3: Aus 2“{(0,q)} [308.0(¢,q)

folgt via 0-20: 0 & 308.0(¢, q)
b)
o [308.0(¢, q) .

Aus Themal“ o [308.0(¢,q) ”
folgt via 308-1(Def):
a ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).

Ergo Themal:
[al: (o [308.0(¢, q)) L[ (aldist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢))

c)
o [308.0(¢, ).
Aus Themal“ o [308.0(¢,q) ”
folgt via 308-1(Def): « Funktion.

Ergo Themal: Lal: (o [308.0(¢, q)) L(aldFunktion)
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Aus Themal“ « [308.0(¢,q) ”
folgt via 308-1(Def):

a [308.0(¢, q) .

doma [{IN} NI

Ergo Themal:

Lol (o [308.0(¢,q)) L(ddma [{N} [N)



296

Analysis #308

¢ Funktion.

2.2:

3.1:

3.2:

4.1:

4.2:

Beweis 308-4 e) VS gleich
a, 3 [308.0(¢, q)
2.1: Aus Themal®“ «a... [308.0(¢,q) ”

folgt via 308-1(Def):
(aist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢))
[(al Funktion) C(doma [C{N} [CN).

Aus Themal“... 3 [308.0(¢,q) ”
folgt via 308-1(Def):
(B ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢))
L(A Funktion) [{dom 5 [C{N} [N).

Aus 2.1“...doma C{N} [CNI”

folgt via 94-8: (doma = N) [{doma [CNI).
Aus 2.2“...dom g3 [{N} CNI”

folgt via 94-8: (dom 5 = N) [{dom g [CNI).
Aus 3.1

folgt: (doma [CN) [(doma = N).
Aus 3.2

folgt: (dom g [CN) [C(dom 3 = N).

> Aus 2.1%a ist 1 + . ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢)...",

aus 2.2“ g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...",
aus 2.1“. ..« Funktion...”,

aus 2.2%. .. Funktion...”,

aus VS gleich “ ¢ Funktion™,

aus 4.1 (doma [CN) [[{doma = N)” und

aus 4.2 (dom g [CN) C(dompg [CN)”
folgt via 305-8: (o CB) (B Ca).

Ergo Themal:

Lol (o, 6 L308.0(¢,¢)) LA LA L Lo))



Analysis #308 297

Beweis 308-4 ) @s gleich p [308.0(z,9) .
Aus VS gleich “p [308.0(x,y) ”
folgt via 308-1(Def): (p ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0, y))

[(plFunktion) C.(domp [{N} [N).

) @S gleich (p ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0, v))

1:

2:

3:

C(plFunktion) C.(domp [N} [N).

Aus VS gleich “...domp [N} [NI”
folgt via ElementAxiom: domp Menge.

Aus VS gleich “...p Funktion...” und
aus 1“domp Menge”
folgt via 26-3: p Menge.

Aus VS gleich “(p ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0, y))
[(plFunktion) C.(domp [N} [N)” und
aus 2“p Menge”

folgt via 308-1(Def): p [308.0(z,y) .
O
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308-5. rf0g¢ vereinigt in bislang vermisster Weise wichtige Eigenschaften der
bisherigen Ausfihrungen Uber 1+ ., ¢-rekursiven Funktionen mit Startwert (0, ¢)
und Definitions-Bereich in {N} [Nl

308-5(Satz)

a) Aus “q Menge” und “¢ Funktion”
folgt “rf0q¢ ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

b) Aus “¢ Funktion” folgt “rf0q¢ Funktion”.

c) dom (rf0q¢) LN} [N

d) ran (rfOq¢) {4} Lran ¢.

e) Aus “f ist 1+ . ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
und “f Funktion”
und “dom f [N} CNI
folgt “f LrEOq¢p”.

Beweis 308-5

308.0(x,y) = {w : (wist 1+ . z-rekursiv mit Startwert (0, y))
[(d Funktion) [C(domw [{N} CN)} 308-1(Def)
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Beweis 308-5 a) VS gleich (¢ Menge) (4 Funktion).

1.1:

Via 308-4 gilt:
[al: (oo [308.0(¢, q)) L(adist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢)).

1.2: Aus VS gleich “... ¢ Funktion”
folgt via 308-4:
L] : (o, 5 [308.0(¢,q)) LA LB (3 [La)).
1.3: Aus VS gleich “g Menge...”
folgt via 308-4: 0 B 308.0(¢, q) .
2: Aus 1.1“ [al: (o [2308.0(¢, q))
[ (alist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢))”,
aus 1.2% [al 5 : (o,  [308.0(¢,¢)) L((d LE) [(F Ca))” und
aus 1.3%0 & 308.0(¢))
folgt via 302-3: 308.0(¢, ¢) ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).
3: Aus 2 und ]
aus 308-1(Def)“rf0qp = 308.0(¢,q)”
folgt: rfOq¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
b) VS gleich ¢ Funktion.
1.1: Via 308-4 gilt: Lal: (o [308.0(¢, q)) L (alFunktion).
1.2: Aus VS gleich “ ¢ Funktion”
folgt via 308-4:
L] : (o, 5 [308.0(¢,¢)) L((d LB (B La)).
2: Aus 1.1“ [al: (o [308.0(¢, q)) [{alFunktion)” und
aus 1.2 [al 5 : (o, § £308.0(4,q)) (@ [B) L@Fa))”
folgt via 301-2: 308.0(¢, q) Funktion.
3: Aus 2 und .
aus 308-1(Def)“rf0qp = 308.0(¢,q)”
folgt: rfOg¢ Funktion.
c)
1: Via 308-4 gilt: [al: (o [308.0(¢,q)) C(ddma [N} CND.
2: Aus 1“ [al: (o [308.0(¢,q)) L(ddma [C{N} %
folgt via 308-2: dom( 308.0(¢,q)) [N} [N
3: Aus 2 und

1
aus 308-1(Def)“rf0qp = 308.0(¢,q)”
folgt: dom (rfOq¢) [C{N} [Nl
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o 18N (rf0ge).

2: Aus Themal“ « [rdn (rfOgq¢)”

folgt via 7-7: [Ql: (Q, «) CrF0ge.

- Aus 2¢...(Q,a) CXF0gp”

aus 308-1(Def)“rf0qp = 308.0(¢.q)” [ —
folgt: (Q,a) [1308.0(¢,q) -

L1
: Aus 3“(Q, o) [1308.0(¢,q)

folgt via 1-12: [PI: (Q, ) W [308.0(¢, q) .

- Aus 4“...(Q,q) [H...”

folgt via 7-5: a [rany.

> Aus 4%... W [308.0(¢p,q) ”

folgt via 308-4:
W ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢).

> Aus 4“... W [308.0(¢,q) ”

folgt via 308-4: W Funktion.

> Aus 4%... W [308.0(¢p,q) ”

folgt via 308-4: domW¥ [{N} NI

D Aus 5.2“W ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢q)”

folgt via 302-1(Def):
(W ist 1+ . ¢-rekursiv) CL(D, q) [H).

: Aus 6“Wist 1 + ., ¢-rekursiv...” und

aus 5.4“domW¥ [{N} [CNI”
folgt via 307-16: ran¥ [PI{0}] Lran ¢.

: Aus 5.3“W¥ Funktion” und

aus 6“...(0,¢) W~
folgt via 18-20: q = ¥(0).

: Aus 5.3“W¥ Funktion”

folgt via 259-16: Y{0} ={¥ (O}
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Beweis 308-5d) ...

o 18N (rf0ge).

9: Aus 7.2 und
aus 8

folgt: WI{0}] = {a}-

10: Aus 9 und
aus 7.1
folgt: ran¥ [{d} [ran¢.

11: Aus 5.1%« [ran¥” und
aus 10“ran¥ [{d} [Cran¢”

folgt via 0-4: o {4} Cran ¢.
Ergo Themal: [al: (o Cxdn (rf0q¢)) C(adl {4} Cran o).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (rf0q¢) {4} [ran ¢.
e) VS gleich (f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢))

LCA Funktion) C(dom f [C{N} [ND).

1: Aus VS gleich “...dom f [N} [NI”
folgt via ElementAxiom: dom f Menge.

2: Aus -)“...f Funktion...” und
aus 1“dom f Menge”
folgt via 26-3: f Menge.

3: Aus VS gleich “ f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...",
aus VS gleich “... f Funktion...”,
aus VS gleich “...dom f [{N} CNI” und
aus 2 f Menge”

folgt via 308-1(Def): f [2308.0(¢, q) .
4: Aus 3“ f [308.0(¢,q) ” ]

folgt via 1-15: f [1308.0(¢, q) .
5: Aus 4 und 1

aus 308-1(Def)“rf0qp = 308.0(¢,q)”

folgt: f Lr¥0go.

]
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308-6. Merkwirdiger Weise liegen meiner Erinnerung nach vorliegende Resultate
nicht vor.

308-6(Satz)
a) Aus “p Cddbmz”und “x LF1Funktion” folgt “x(p) = f(p)”.
b) N [N
c) Aus “N CzdIN} CNI” folgt “z =N”.
d) Aus “x TfAFunktion” und “domzx = dom f” folgt “x = f”.

Beweis 308-6 a) VS gleich (p Cddm ) C(d [fIFunktion).

1: Aus VS gleich “. ..z [fIFunktion”
folgt via 18-36: x Funktion.

2: Aus VS gleich “p Cddémzx...” und
aus 1“z Funktion”
folgt via 18-22: (p, x(p)) Lzl

3: Aus 2 (p, x(p)) CxI” und
aus VS gleich ...z [f..”

folgt via 0-4: (v, z(p)) LA

4: Aus VS gleich “... f Funktion” und
aus 3% (p, z(p)) L

folgt via 18-20: x(p) = f(p).
b)
1: Es gilt: (N CN) N ).
wfFal lunterscheidung
N [N
2: Ausl.1.Fall“N [N
folgt via 241-1: N endlich.

3: Es gilt 2N endlich™.
Via 241-1 gilt “N unendlich”.
Ex falso quodlibet folgt: N /N

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: N [N
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Beweis 308-6 c¢) VS gleich N CzC{N} CN

1: Aus VS gleich “...x [LIN} [NI”
folgt via 94-8: (z = N) (& [CN.

]Fallunterscheidung‘

1.1.Fall X =N.

1.2.Fall x [N
2: Aus 1.2.Fall“x [N

folgt via 241-1: x endlich.

3: Aus VS gleich “N [x1..” und
aus 2“x endlich”
folgt via 213-5: N endlich.

4: Esgilt 3* N endlich ™.
Via 241-1 gilt “N unendlich”.
Ex falso quodlibet folgt: X

[
<

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: r=N.

d) VS gleich (z [fIFunktion) [C(domx = dom f).

1: Aus VS gleich “x [fIFunktion...”
folgt via 18-36: x Funktion.

Thema2.1 o Cdom z.

Aus Thema2.1“« [Cddbmaz™ und
aus VS gleich “z [fIFunktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a): z(a) = f(a).

Ergo Thema2.1: AlE‘ Lal: (o Cddmz) [C(zla) = f(w)”

2.2: Aus 1“2z Funktion”,
aus VS gleich “... f Funktion...”,
aus Al gleich “ [al: (o Cddmz) [ (xzfa) = f(«))” und
aus VS gleich “...domz = dom f”
folgt via ISF: x=f.
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308-7. Falls g eine Menge ist und falls ¢ eine Funktion ist, so ist rfOg¢ Iim
vorliegenden Sinn die kompletteste 1 + ., p—rekursive Funktion mit Startwert
(0, @) und Definitions-Bereich C{N} [Nl Im Speziellen liefert rfOq¢ den einzig
mdglichen Funktioinswert aller mdglichen derartigen Funktionen an jeder Stelle,
an der dieser Uberhaupt sinnvoll definiert werden kann.

308-7(Satz) Es gelte:
=) ¢ Menge.
=) ¢ Funktion.
L) fist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
=) f Funktion.
-) dom f [N}
-) p [dém f.
Dann folgt:
a) p [ddm (rf0qo).
b) f(p) = rfOqe(p).
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Beweis 308-7

1.1:

1.2:

4.b):

Aus -)“¢ Funktion”
folgt via 308-5: rfOq¢ Funktion.

Aus -)“ fist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus -)“ f Funktion” und

aus -)“dom f [{N} [NI”
folgt via 308-5: f Cxr#0qo.

- Aus 1.2 f CF0gp”

folgt via 7-10: dom f [Cddm (rf0q¢).

: Aus -)“p [Cddém f” und

aus 2“dom f [Cddm (rf0gq¢)”
folgt via 0-4: p Cdom (rf0qo).

Aus -)“p Ldoém 7,

aus 1.2“ f Lr#0qg¢” und

aus 1.1 rf0q¢ Funktion”

folgt via 308-6: f(p) = rf0ge(p).

O
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308-8. Das Ziel dieses Essays liegt nun im Beweis, dass fiir Funktionen ¢ : A - A
und ¢ [A die Klasse rfOq¢ eine Funktion mit Definitions-Bereich N und den
erwarteten Eigenschaften ist. Dabei soll alternativ zu 307-12 ohne AC ausgekom-
men werden. Ausser der mathematischen Herausforderung auf AC zu verzichten
kann bei der angestrebten Zielsetzung die Voraussetzung, dass A eine Menge sein
soll, preisgegeben werden. Ahnlich wie vorab zum Beweis von 307-12(AC) sind
einige Vorbereitungen notig.

308-8(Satz)

a) Aus “R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
und “S ist c_E_., p-rekursiv ”
und “R LST
folgt «S ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

b) Aus “p [z folgt “{p} Caxl=z".
c) Aus “n,m [N und “1+n Cmd” folgt “n Cnl”.
d) Aus “x ol N folgt “{1+ x} [(nl1[CNI".

Beweis 308-8 a) VS gleich (R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q))
[(Sist c_E_., p-rekursiv) C(R [S]).

1: Aus VS gleich “ R ist c_F_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)...”
folgt via 302-1(Def): (p,q) CA.

2: Aus 1*(p,q) CR” und
aus VS gleich “... R ST
folgt via 0-4: (p,q) LSl

3: Aus VS gleich “... S ist c_.E_., ¢-rekursiv... ” und
aus 2“ (p,q) LSI”
folgt via 302-1(Def): S ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
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Beweis 308-8 b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p [CzF
folgt via 1-8:

o Aus 1“{p} LT

folgt via 2-10:

c) VS gleich

1.1:

1.2:

2:

3:

Aus VS gleich “n... [N...”
folgt via 239-5:

Aus VS gleich “n... [(NI...”
folgt via 159-10:

Aus1.2“1+n NI,

aus VS gleich “...m [CN...” und
aus VS gleich “...1+n [md”
folgt via 197-5:

Aus 1.1“n [CITHn” und
aus 2“1+ n [Cml”
folgt via 0-4:

d) VS gleich

1.1:

1.2:

2:

Aus VS gleich “x [Cnl CNI”
folgt via 307-2:

Aus VS gleich “z [Cnl CNI”
folgt via 307-2:

Aus 1.1%x [CNI”,

aus VS gleich “...n [CNI” und
aus 1.2z <n”

folgt via LSN:

307

p [l

1} Lzl

{p} Czl= z.
(n,m LN) L+ n Lnod).

n LIHn.

1+n LN

1+n [Cml

n Lol

x Lol LN

x [N

T <n.

1+z2<n.
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Beweis 308-8 d) VS gleich x ol CNL

3: Aus21+x=<n”

folgt via 41-5: 1+x<n) A+ z=n).
]Fallunterscheidung‘
3.1.Fall 1+x<n.
4: Aus1.1“x [NI”
folgt via 159-10: 1+x [N
5: Aus4“1+x [N”,
aus VS gleich “...n CNI” und
aus 3.1.Fall“1+x<n”
folgt via 197-5: 1+x [l
6: Aus 5“1+ x [nr
folgt via des bereits bewiesenen b): {1+ x} [nl=n.
7: Aus 6 und
aus VS gleich “...n NI
folgt: {1+ x} [nl[NL
3.2.Fall 1+Xx=n
4_.1: Aus VS gleich “...n [NI”
folgt via 159-10: 1+n [N
4.2: Aus VS gleich “...n [CNI”
folgt via ANAxiom: 1+n={n} [nl
5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: {n} N1 NI
6: Aus 5 und
aus 3.2.Fall
folgt: {1+ x} [nl[NL
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: {1+ 2} [wl[NL

]
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308-9. Falls p [Cddm f, f Funktion, so ist {(p, ¢)} [_flunter einer nahe liegenden
Bedingung eine Funktion.

308-9(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..
=) f Funktion.

-) p Ldom f

... sind die Aussagen 1), 11), 111) dquivalent:
1) {(p,q9)} THAFunktion.

i) “g= f(p)” oder “q Unmenge” .

i {9} LA=f.
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Beweis 308-9

1: Esqgilt:

i) [C1ad|| VS gleich

]Fallunterscheidung‘

Analysis #308

{(p, )} CFIFunktion.

(¢ Menge) [(d Unmenge).

2:

Aus -)“p Cddmf”
folgt via ElementAxiom:

: Aus 2“p Menge” und

aus 1.1_Fall“q Menge”
folgt via 259-36:

2 Aus 3%(p,q) LLp.q)}”

folgt via 2-2:

: Aus -)“f Funktion” und

aus —)“p Cdbmf”
folgt via 18-22:

: Aus 5“(p, f(p)) CFI

> Aus VS gleich “{(p,q)} CE¥1Funktion™,

aus 4 (p,q) [L(p,q)} LT und
aus 5“ (p, f(p)) [{lp,q)} CIT

folgt via 2-2:

g Menge.

p Menge.

(p.q) CLp,a)}-

(p,q) Cp,q)} 1]

(p,f(p)) [T

(p, f(p)) LLp,q)} ]

folgt via 18-18(Def): q="F(p).
1.2_Fall g Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

(¢ = f(p)) T{d Unmenge).
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Beweis 308-9 VS gleich

]Fallunterscheidung‘
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(¢ = /() L{d Unmenge).

Aus VS und
aus -)“ f Funktion”

folgt:

0.1.Fall q = f(p).
1.1: Aus -)“f Funktion” und
aus —)“p CdbmF”
folgt via 18-22: (p, f(p)) T
1.2: Aus 0.1.Fall“q=f(p)”
folgt via PaarAxiom I: (P, 9) = (p, f(p)).
2: Aus 1.2 und
aus 1.1
folgt: (p,q) CHI
3: Aus 2“(p,q) CTI”
folgt via 308-8: {(p,q)} CFI=F.
0.2.Fall g Unmenge
1: Aus 0.2.Fall“qg Unmenge”
folgt via 259-36: {(p,9)}=0.
2: Via 2-17 gilt: 0 CT1=f.
3: Aus 1und
aus 2
folgt: {(p,q)} CT1=T.
[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: {(p, )} CFI= f.
[iii) | Vs gleich {w. 9} C7= f.

{(p, @)} CFIFunktion.
[
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308-10. Bislang wurde 306-5 noch nicht fiir Funktionen f, ¢ und Algebren [
adaptiert.

308-10(Satz) Es gelte:

=) {(p, Q)% f ist co C_W-rekursiv.
=) q Menge.

=) (p Ldom f) L(gF f(p))-
=) f, ¢ Funktion.

) [CAlgebra in A.

=) (c-Lpllddm f) LCHe-Lp) = ¢(q))-

=) Lal ((o Cdom f) [{d Cal= p)) Lk ¢(f(a)))-
Dann folgt:

) {(v, )} CF Funktion.

b) {(p,q)} CRist c. CW-rekursiv.
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Beweis 308-10 a)

1: Esgilt: (p Cdodm f) L@ [dom f).
]Fallunterscheidung‘
» Cdbm.

2: Aus 1.1.Fall“p Cdbmf”und

aus —)“(p Cddbmf) C(ak f(p)”

folgt: q="*f(p.
3: Aus -)“f... Funktion”,

aus 1.1.Fall“p Cdbmf”und

aus 2“q="Ff(p)”
folgt via 308-9: {(p,q)} CElFunktion.
1.2.Fall p rdbmf.

Aus 1.2_Fall“p rdbmf”und
aus —)“f... Funktion”
folgt via 261-4: {(p,q)} CElFunktion.

[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:  {(p, ¢)} CFIFunktion.
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Beweis 308-10 b)

Analysis #308

(8,7 P e, p), 5) LI

2.1: Aus Themal.1“(5,v) CA...”

folgt via 7-5: g [Cdom f.

2.2: Aus -)“f... Funktion” und

aus Themal.l1“(5,v) CfL..”
folgt via 18-20:

2.3: Aus -)“ [CAlgebrain A” und
aus Themal.1*...((c,p), 5) I

folgt via 306-11: b =c_[pl

3.1: Aus 2.1“3 Cdom f”

v = f(B).

folgt via 17-5: f(5) Menge.

3.2: Aus 2.3 und
aus 2.1

folgt: c_CpllCddm f.

4: Aus 3.2%c. CpICdem £ und
aus —)* (c. CplCddm f) C(Fle-Cp) = ¢(q))”

folgt: fe-Lp) = é(g).

5: Aus 2.3 und
aus 4“. .. flc.C) = é(q)”

folgt: f(B) = ¢(9).

6.1: Aus 5 und
aus 3.1

folgt: o(q) Menge.

6.2: Aus 2.2 und
aus 5
folgt:

v = ¢(q)-
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Beweis 308-10 b) ...

7.1: Aus -)*...¢ Funktion” und
aus 6.1 ¢(q) Menge”

folgt via 304-1: (¢, ¢(q)) LAl
7.2: Aus 6.2y =¢(q)”
folgt via PaarAxiom I: (q,7) = (q,9(q)).
8: Aus 7.1 und
aus 7.2
folgt: (¢,7) Ll

(8,7 P e, p), 5) LI

Ergo Themal.l:

At (15 1 (((5.7) £ T, p). /) CINE@ ) C)”
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Beweis 308-10 b) ...

Analysis #308

Themal.?2

2.1: Aus Themal.2*

folgt via 7-5:

2.2 Aus -)* f... Funktion” und

aus Themal.2“

folgt via 18-20: v = f(B).
2.3: Aus -)* [CAlgebrain A” und

aus Themal.2“

folgt via 306-11: p=c_ LAl

3: Aus 2.3
folgt:

4: Aus 2.1“p LCddm [,
aus 3“c_[5l=p” und
aus -) “ [al: ((« Cdom f) [(d. Cal= p))

folgt:

5: Aus 2.2 und
aus 4
folgt:

6: Aus 5 und

aus —)“q Menge”

folgt:

7: Aus 6“ ¢(v) Menge”
folgt via 304-1: (v, 6(7) LAl

8: Aus5“g=a(y)”
folgt via PaarAxiom I: (v, ) = (v, (7).

9: Aus 7 und
aus 8
folgt:

(3,7 LD Llc, 5),p) LI

‘(8,7 A7
£ Cdom f.

(3,7 LA..”

...((c, B),p) LI

c_L31= p.

L{gF o(f ()"
q = o(f(5)).

q= o).

o(v) Menge.

(v,q9) Ll

LI

Ergo Themal.2: |A2

‘LAl (((B, ) P Lile, 5),p) LINILLA, q) La)”
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Beweis 308-10 b) ...

1.3: Aus -)“{(p, )}, f ist c. _h-rekursiv”,
aus Al gleich “ [y : (((5,7) LA ¢, p), 5) LINIL({d~) Lg)” und
aus A2 gleich “ L3l : (((8,7) LA L(c, ),p) LINIL (A, q) LA™
folgt via 306-5: {(p, )} CAist c_ __I-rekursiv.

]
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308-11. Die fur 1 + ., ¢-rekursive Funktionen mit Definitions-Bereich [CAladap-
tierte Version von 308-10 ist von besonderem Interesse.

308-11(Satz) FEs gelte:

-) {(p,q)}, f ist L+ ., ¢-rekursiv.
=) q Menge.

=) (p Lddm f) L{gF f(p)).
=) f, ¢ Funktion.

-) dom f [CAl

=) (1+p Cdom f) AL+ p) = ¢(q))-

=) (=1+p Ldom f) LlgF o(f(—1+p))).
Dann folgt:

a) {(».q)} TAFunktion.

b) {(p, )} CHist 1+ ., p-rekursiv.
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Beweis 308-11

(o Cddm f) CA+a = p).

2: Aus Themal.l“« [Cddém f...” und
aus —)“dom f AP
folgt via 0-4: a CAL

3: Aus 2“« [CAI”
folgt via 95-4(Def): a Zahl.

4: Aus Themal.1*...1+a=p” und
aus 3“« Zahl”
folgt via 307-2: —1l+p=a.

5: Aus 4 und
aus Themal.l“« Cddm f...”
folgt: —1+p [Cdodm f.

6: Aus 5“—1+p [ddbm f” und
aus -)“(=1+p Ldoém f) L(gF o(f(=1+p)))”

folgt: q = o(f(=1+p)).
7: Aus 6 und

aus 4

folgt: q = ¢(f(a)).

Ergo Themal.l: Alg‘ Lol ((o Cddm f) LA+ o« = p)) L@F o(f(a))”

1.2: Aus -)“{(p, )}, f ist 1 + . ¢-rekursiv”™,
aus -)“q Menge”,
aus -)“(p Ldoém f) Lk f(p))”,
aus -)“ f, ¢ Funktion™,
aus AAILI*“A Algebra in A”,
aus -)“(1+p Ldém f) LCHL+p) = ¢(g))” und
aus Al gleich “ [al: ((a Cddm f) CA + o = p)) LlgE o(f(x)))”
folgt via 308-10:

H{(p, )} CAFunktion) C{l(p, ¢)} TAHlist 1 + ., ¢-rekursiv).
O
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308-12. Mitunter konnen rekursive Klassen leicht erweitert werden oder ha-
ben zumindest ein weiteres Element als das aktuell betrachtete. Die Beweis-
Reihenfolge ist c) - ab):

308-12(Satz) Es gelte:

-) fist 1+ . ¢-rekursiv.
-) f,¢ Funktion.
-) p Cdém f [N
-) f(p) Ldomo.
Dann folgt:
a) {1+ p,o(f(P)} LA Funktion.
b) {1 +p,o(f(p))} LHist 1+ ., ¢-rekursiv.
c) 1+p Ldom {1+ p, o(f(p)} LD [N

Beweis 308-12

1.1: Aus -)“ f(p) Cddme”
folgt via 17-5: ¢(f(p)) Menge.

1.2: Aus -)“p Cdom f CNI”
folgt via 307-2: p [N

1.3: Aus -)“...dom f [CNI”
folgt via 197-4: dom f NI

1.4: Aus -)“p [Cddém f [CNI”
folgt via 308-8: {1+ p} Cdom f NI

2.1: Aus1.2*p [CNI”
folgt via 159-10: 1+p [N

2.2: Aus 1.3*“dom f [CNT’ und
aus 159-9“N [AT
folgt via 0-6: dom f [CAl
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Beweis 308-12 ...

3.1:

3.2:

4.1:

4.2:

4.3:

Aus 2.1“1+p [NI”
folgt via ElementAxiom: 1+ p Menge.

Aus 2.1*1+p [NI” und

aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
folgt via 307-9:

{(L+p,o(f(p))}ist 1 + . p-rekursiv mit Startwert (1 + p, f(p)).

Aus 3.1“{(1 + p, o(f(p)))} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (n, q)”
folgt via 302-1(Def): {(L+p,o(f(p))}ist L+ . ¢-rekursiv.

Aus 3.1“1+ p Menge” und
aus 1.1“o(f(p)) Menge”

folgt via 261-3: dom ({(1 +p, o(f(P))} P = {1 + p} [Cddm f.

Aus 3.1“1 + p Menge”

folgt via 2-28: 1+p {1+ p} Cdom f.
: Aus 4.3 und

aus 4.2 und

aus 1.4

folgt: 1+p Cdom ({1 +p, o(f(p)))} L [N

1+p Cddm f.

6: Aus -)“ f... Funktion”,
aus —)“ fist 1+ . ¢-rekursiv”,
aus AAII“A Algebra in A”,
aus -)“...¢ Funktion”,
aus —)“p Cddém f...” und
aus Thema5.1“1+ p [Cddm f”

folgt via 304-8: f@L+p) = o(f(p))
7: Aus 6
folgt: o(f(p)) = f(L+p).

Ergo Thermas. 1 a1+ p Cdom f) T ) = fA+p)”
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Beweis 308-12 ...

Analysis #308

Themas.2 1+ (1+p) Cdodm f.
6:

7.1:

7.2:

Aus 2.1“1+p (NI,
aus —)“...dom f [CNI” und
aus Thema5.2“ 1+ (1 + p) Cdom [~

folgt via 308-8: 1+ p [Cddm f.

Aus 6“1+ p [Cddém f” und
aus Al gleich “ (1 +p Cdom f) L1+ p) = o(f(p)))”

folgt: fA+p) =o(f(p)).

Aus -)“ f... Funktion”,

aus —)*“ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus AAILI“A Algebra in A”,

aus -)“...¢ Funktion”,

aus 6“1+ p [Cddm f” und

aus Thema5.2“1+ (1 +p) [Cddm f”

folgt via 304-8: fAL+ (1 +Dp)) =o(f(1+Dp)).
: Aus 7.1 und

aus 7.2

folgt: fA+ 1+ p)) = o(o(f ()

Ergo Thema5.2:

pobt 1+ +p) Ldom f) LCAL+ (1+p))=o(e(f(P)))”
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Beweis 308-12 ...

—1+(1+p) Cdom f.

6: Aus 1.2%p NI

folgt via 159-11: p Zahl.
7: Aus 6“p Zahl”

folgt via 300-5: -1+ (1+p)=np.
8: Aus7

folgt: p=—1+(1+Dp).
9: Aus 8

folgt: o(f () = o(f(=1+ (1 + p))).

Ergo Thema5.3:
paEk (—1+ @+ p) Cabm ) TG = 601+ @+ )"

5.ab): Aus4.1“{(1 + p,o(f(p)))} ist 1 + .. p-rekursiv™,
aus -)“ fist 1+ . ¢-rekursiv”,
aus 1.1 ¢(f(p)) Menge”,

aus Al gleich “(1 +p [dom f) LLalf(p)) = f(1+p))”,
aus -)“ f, ¢ Funktion”,

aus 2.2“dom f AP,
aus A2 gleich “ (1+ (1 +p) Ldom f) LCAL+(1+p)) = &(o(f(p))))” und
aus A3 gleich “(=1+ (1 +p) Cddm f) L&/ (p)) = ¢(f(=1+ (1 +p))))”

folgt via 308-11:
{1 +p,o(f(p)))} LHFuUNktion)
CEIL +p, o(f(p))} CAist 1+ ., p-rekursiv).

]
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308-13. Von 308-12 ist eine “dom f = N-Version” verfligbar.
Die Beweis-Reihenfolge ist ¢) - ab):

308-13(Satz) Es gelte:

5) foist 1+ . ¢-rekursiv.
5) f, ¢ Funktion.
-) p Cdbém f =N.
-) f(p) Lddbm¢.
Dann, folgt:
a) {(L+p, o(f(P))} LHFunktion.
b) {1 +p,o(f()))} LHist 1 + ., ¢-rekursiv.
c) 1+p Lddm ({1 +p,o(f()))} CH =N.

Beweis 308-13

1.1: Aus =) f(p) Cddmo¢”

folgt via 17-5: o(f(p)) Menge.
1.2: Aus -)“p Cdbm f =N~
folgt: p [N

1.3: Aus -)“...domf=N" und
aus 159-9“N [AY

folgt: dom f [CAl

2: Aus 1.2“p [NI”
folgt via 159-10: 1+p [N
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Beweis 308-13 ...

3.1:

Aus 2“1+ p [NI”
folgt via ElementAxiom: 1+ p Menge.

: Aus 2“1+ p CNI” und

aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
folgt via 307-9:

{(L+p,o(f(p))}ist 1 + . p-rekursiv mit Startwert (1 + p, f(p)).

D Aus 2“1+ p [NI”

folgt via 308-8: {1+ p} CNI=N.

o Aus 3.1%{(1 +p, o(f(p))} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (n,q)”

folgt via 302-1(Def): {(L+p,0(f(p))}ist L+ . ¢-rekursiv.

: Aus 3.1%“1+ p Menge” und

aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
folgt via 261-3: dom {1 +p,o(f(p))} CF) = {1 + p} Cdodm f.

: Aus 3.1%“1+ p Menge”

folgt via 2-28: 1+p {1+ p} Cdom f.

: Aus 3.3 und

aus -)“...domf=N"
folgt: {1+ p} Cdom f = N.

- Aus 4.3,

aus 4.2 und
aus 4.4

folgt: 1+p Lddm ({(1 +p, o(f()))} L = N.
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Beweis 308-13 ...

Thema5. 1 1+p Cdbm f.

6: Aus -)“ f... Funktion™,
aus —)“ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus AAII*“A Algebra in A”,
aus -)“...¢ Funktion”,
aus -»)“p Cddébm f...” und
aus Thema5.1*“1 +p [Cdbm f”

folgt via 304-8: f@+p)=o(f(p))
7: Aus 6
folgt: o(f(p)) = f(1 +p).

Ergo Themas. 1: a1+ p Cdom f) T ) = FA+p)”
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Beweis 308-13 ...

7.1:

7.2

Themas.2 1+ (1+p) Cdodm f.

6: Aus2.1“1+p [NI” und

aus -)“...domf=N"
folgt: 1+ p [Cddm f.

Aus 6“1+ p [Cddm f” und

aus Al gleich “ (1 +p Cdom f) T +p) = o(f () ”
folgt: fL+p) = o(f(p))

Aus -)“ f... Funktion”,

aus —)“ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus AAII“A Algebra in A”,

aus -)“...o¢ Funktion”,

aus 6“1+ p Cddm f” und

aus Thema5.2“1+ (1 + p) Cdom f”

folgt via 304-8: S+ @ +p)) =o(f(1+p)).
: Aus 7.1 und

aus 7.2

folgt: fAL+ (1 +p)) = o(o(f (D))

Ergo Thema5.2:

327

pobt (1+ @A +p) Ldom f) LA+ 1+ p)) = o(o(f(P)))”
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Beweis 308-13 ...

—1+(1+p) Cdom f.

6: Aus 1.2*p NI

folgt via 159-11: p Zahl.
7: Aus 6“p Zahl”

folgt via 300-5: -1+ (1+p)=np.
8: Aus7

folgt: p=—1+(1+p).
9: Aus 8

folgt: o(f () = o(f(=1+ (1 + p))).

Ergo Thema5.3:
peEk (—1+ @+ p) Cabm ) TG = 601+ @+ )"

5.ab): Aus4.1“{(1 + p,o(f(p)))} ist 1 + .. p-rekursiv™,
aus -)“ fist 1+ . ¢-rekursiv”,
aus 1.1 o(f(p)) Menge”,

aus Al gleich “ (1 +p [ddm f) L&/ (p)) = f(1+p))”,
aus -)“ f, ¢ Funktion”,

aus 1.3“dom f AP,
aus A2 gleich “ (1+ (1 +p) Ldom f) LCAL+(1+p)) = é(o(f(p))))” und
aus A3 gleich “(=1+ (1 +p) Cddm f) L&/ (p)) = ¢(f(=1+ (1 +p))))”

folgt via 308-11:
{1 +p,o(f(p)))} LHFuUNktion)
CEIL +p, o(f(p))} CAist 1+ ., p-rekursiv).

]
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308-14. Die beiden vorangehenden Sdtze konnen wohlgefadllig kombiniert werden.

308-14(Satz) FEs gelte:

Z) f st 1+ ., ¢-rekursiv.
5) f.¢ Funktion.
-) p Ldom f LN}
-) f(p) Lddbmo¢.
Dann folgt:
a) {(1+p,o(f(P))} LHAFunktion.
b) {1 +p,o(f()))} CHist 1 + ., ¢-rekursiv.
c) 1+p Lddm ({1 +p, o(f(p)))} L) XN} [NI
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Beweis 308-14

1: Aus -)“...dom f N} [CNI”

Analysis #308

folgt via 94-8: (dom f = N) [(dom f [NI).

]Fallunterscheidung‘

1.1: Aus -)“f ist 1+ ., @-rekursiv”,
aus -)“f, @ Funktion”,
aus -)“p Cdomf...”,
aus 1.1.Fall“domf = N"und
aus —)“f(p) Cdbme™”
folgt via 308-13:

1.2: Aus -)“f ist 1+ ., @-rekursiv”,
aus -)“f, @ Funktion”,
aus -)“p Cdbmf...”,
aus 1.1.Fall“domf = N”und
aus -)“f(p) Cddme”
folgt via 308-13:

2: Aus 1.2, ..dom({(1 +p,o(f(p)))} L) =N"

({Q +p, o(f(p)))} LEIFunktion)
(X1 + p, o(f(p)))} CElist 1 + ., @-rekursiv).

1+p Cdom ({1 +p, o(F(p)))} L) = N.

folgt via 94-8: dom ({(1 + p, o(f(p)))} ) CIN}
3: Aus 1.2“1+p Cdom {(1+p,o(f(p)))} CF)...” und

aus 2

folgt: 1+p Cdom ({(1 +p, o(F(p)))} CF) CIN}
4: Aus1.1und

aus 3

folgt:

({1 +p, o(f(p)))} CHIFunktion)
1 + p, o(f(p)))} CEist 1 + ., @-rekursiv)
L+ p Cdom ({(1 +p, o(F(p)))} [F) [N} [N).

domf = N.
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|Fallunterscheidung]
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folgt via 2-2:

aus 2
folgt:

4: Aus 1.1 und
aus 3
folgt:

1.1: Aus -)“f ist 1+ ., @-rekursiv”,
aus -)“f, @ Funktion”,
aus —)“p Cdbm*f...”,
aus 1.2_.Fall“domf [CNFund
aus -)“f(p) Cdbme”
folgt via 308-12:

1.2: Aus -)“f ist 1+ ., @-rekursiv”,
aus —)“f, @ Funktion”,
aus -)“p Cdbmf...”,
aus 1.2_Fall“domf [NFund
aus -)“f(p) Cdbme”
folgt via 308-12:

2: Aus 1.2“...dom ({(L + p, o(F(p)))} [F) CN"”

3: Aus 1.2“1+p Cdom {1+ p,o(F(p)))} CF)...” und

domf [N

({(1 +p,o(f(p)))} [EIFunktion)
L1 + p, o(F(p)))} CElist 1 + ., @-rekursiv).

1+p Cdom ({(1 +p, o(f(p)))} [T) [N

dom ({(1 + p, @(f(p)))} [T) LN} [NI

1+p Cdom ({(1 +p, o(f(p)))} [F) [{N} [NI

{1+ p, o(f(p)))} CHIFunktion)
L1 + p, o(F(p)))} CHlist 1 + ., @-rekursiv)
L+ p Cdbm ({(1 + p, ¢(F(p)))} L) [N} [N).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fllen gilt:

{Q@ +p, o(f(p)))} LHFunktion)

L1+ p,o(f(p)} CAist 1 + ., p-rekursiv)
L(T+p Cdom ({(1 +p, ¢o(f(p)))} L) LEIN} [ND.
O
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308-15. Hier muss A keine Menge sein. Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) - ¢).

308-15(Satz) FEs gelte:

=) q CA
) o A A
Dann folgt:
a) rf0gy: N - A.
b) rfogs(0) = gq.
c) Lol (o [N) L (F0qo(1+ o) = ¢(rflgeo(a))).

Beweis 308-15

308.0(x,y) = {w: (wist 1+ . z-rekursiv mit Startwert (0, y))
[(d Funktion) [(domw [C{N} CN)}

308-1(Def)
1.1: Aus -)“q CA”
folgt via ElementAxiom: q Menge.
1.2: Aus -)“¢p: A 5 A”
folgt via 21-1(Def): (¢ Funktion) [C(dom¢ = A) [(hn¢ [A).
1.3: Via 308-5 gilt: dom (rfOq¢) [C{IN} [Nl
1.4: Via 308-5 qilt: ran (rfOq¢) C{d} [ran ¢.

1.5: Aus -)“q CA”
folgt via 1-8: {q¢} Al
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2.1:

2.2:

2.3:

3.b):

3.1:

3.2:

3.3:

Aus 1.2 ¢ Funktion...”
folgt via 308-5: rfOq¢ Funktion.

Aus 1.1 ¢ Menge” und
aus 1.2 ¢ Funktion...”
folgt via 308-5: rfOq¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, g).

Aus 1.5“{q} AT und
aus 1.2“...ran¢ AP
folgt via 2-12: {q¢} Cran¢ Al

Aus 2.1 rf0q¢ Funktion” und
aus 2.2“rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)”
folgt via 304-15: rf0q¢(0) = q.

Aus 1.4“ran (rfOq¢) {4} [raAn¢” und
aus 2.3“{q} Cran¢ AT
folgt via 0-6: ran (rfOq¢) [Al

Aus 2.2 rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)”
folgt via 306-15: 0 Cddm (rf0qq).

Aus 2.2 rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, ¢)”
folgt via 302-1(Def): rfOq¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv.
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Thema4.1 a [CNIn dom (rf0qq).

5:

10:

Aus Thema4.1* o [NIn dom (rf0q¢)”
folgt via 2-2: (o CN) (@ Cddm (rf0ge)).

> Aus 2.1 rf0q¢ Funktion” und

aus 5“. ..« [Cdom (rfOq¢)”
folgt via 18-22: rfOg¢(«) Cran (rf0qo).

> Aus 6 rfOq¢(a) Crdn (rf0q¢)” und

aus 3.1“ran (rf0q¢) AT
folgt via 0-4: rfOqo(«) AL

> Aus 7 rf0q¢(a) CA” und

aus 1.2“...domgp=A...”
folgt: rfOgo(«) Cddm ¢.

o Aus 3.3“rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv ™,

aus 2.1“rf0q¢ Funktion™,
aus 1.2“¢ Funktion...”,
aus 5“...«a Cdodm (rf0q¢)”,
aus 1.3“dom (rfOq¢) [N} [NI” und
aus 8“ rf0q¢(a) Cddm¢”
folgt via 308-14:
{(1 + a, ¢(rf0qo(a)))} Crf0qe Funktion
C1 {(1+ a,o(rf0gp(a)))} Cxr¥0qe ist 1+ ., p-rekursiv
L1 1+a Cdom ({1 + a, o(rf0ge(e)))} LrF0qe)

L{N} [N

Aus 9“ .. . {(1 + «, ¢(rf0qo(a)))} CxrF0q¢
ist 1 + ., ¢-rekursiv”,
aus 9“ {(1 + «a, ¢(rf0g¢(c)))} Lr¥0qg¢ Funktion...” und
aus 9“...dom ({(1+«, ¢(rf0qgp(e)))} [rfi0qe) TN} [NT
folgt via 308-4.
{1 + o, ¢(rf0g¢(a)))} Lrf0q¢ [308.0(¢, q).
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12:

13:

14:

15:

a [NIn dom (rf0q¢).
11: Aus 10“{(1 + a, ¢(rf0g¢(a)))} [rf0q¢ [308.0(¢,q) ”

folgt via 1-15: 1
{1+ a, p(rf0g¢(a)))} [XF0gp L_1308.0(¢,q) .

Aus 11 und 1
aus 308-1(Def)“rf0qp = 308.0(¢,q)”
folgt: {(1 + a, ¢p(rf0q¢p(a)))} CrfOq¢p CrE0qe.

Aus 12 {(1 + a, ¢(rf0gp(a)))} Lxrf0gp LrH0gep”
folgt via 158-1: {(1 + a, ¢(rf0qo(e)))} CrE0qo.

Aus 13“{(1 + a, ¢(rf0go(a)))} Lrk0qe”
folgt via 7-10:
dom ({(1 + a, ¢(rf0g¢()))}) [Lddm (rflqg).

Aus 9“... 1+«

Cdom ({(1 + «, ¢(rf0ge(a)))} Cxf0ge)...” und
aus 14*“dom ({(1 + «, ¢(rf0g¢(«)))}) Lddm (rfOqe)”
folgt via 0-4: 1+ o Cdom (rf0go).

Ergo Thema4.1:

335

AlH‘ [al: (¢ CNIn dom (rf0q¢)) C(IH o Cddm (rf0q¢))”

4.2: Aus 3.20 [ddm (rfOg¢)” und

5:

6.a):

aus Al gleich “ [al: (o« CNIn dom (rf0q¢)) L (1H o Cddm (rf0q¢))”
folgt via ISN:

Aus 4.2“N [ddm (rf0g¢)” und

aus 1.3*“dom (rfOq¢) C{N} CNI”

folgt via 308-6:

Aus 2.1 rf0q¢ Funktion”,

aus 5“dom (rfOg¢) = N und
aus 3.1“ran (rf0q¢) AT

folgt via 21-1(Def):

N [Cddm (rf0q¢).

dom (rf0q¢) = N.

rfOqge : N - A.
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o [N
8: Aus Thema7“« [CNI”
folgt via 159-10: 1+a [N

9: Aus Thema7“a NI,
aus 8“1+ « [NI” und
aus 6.a)“dom (rf0gp) =N~
folgt: a, 1+ o Cdom (rf0go).

10: Aus 2.1“rf0q¢ Funktion™,
aus 3.3“rf0q¢ ist 1 + ., ¢p-rekursiv ™,
aus AAILI“A Algebra in A”,
aus 1.2“ ¢ Funktion...” und
aus 9“ a, 1+ o Cdom (rf0qp)”
folgt via 304-8: rf0go(1l + o) = ¢(rf0ge(a)).

Ergo Thema: Ay [l (o CN) EE¥0g0(1 + a) = o(rfogo(a)))”

]
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